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Uvod

U ovom diplomskom radu istraZujemo svojstva kontinuuma, odnosno povezanih i kompak-
tnih metri¢kih prostora. Rad je organiziran u tri cjeline.

U prvoj se bavimo opcenito metrickim prostorima i metrikama te topoloSkim prosto-
rima i topologijama, upoznajemo se s pojmom otvorenog skupa i neprekidnosti funkcija
izmedu dvaju metrickih, odnosno topoloskih prostora.

U drugoj cjelini se upoznajemo s pojmovima kompaktnog metrickog i topoloskog pros-
tora te kompaktnog skupa u metrickom, odnosno topoloskom prostoru.

U trecoj cjelini se upoznajemo s pojmom povezanosti, definiramo pojam baze topolo-
gije, Hausdorffovog prostora te kona¢no 1 putevima povezanog topoloskog prostora.






Poglavlje 1

Metricki i topoloski prostori

1.1 Metrika i metricki prostor
Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija sa sljede¢im svojstvima:
1. d(x,y) > 0zasve x,y € X
2.dx,y)=0ex=y
3. d(x,y) =d(,x),¥x,ye X
4. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y),Yx,y,z € X (nejednakost trokuta)

Tada za d kazemo da je metrika na skupu X, a za uredeni par (X, d) kazemo da je metricki
prostor.

Primjer 1.1.1. Neka je n € N te neka je d : R" X R" — R funkcija definirana sa

A((X1, eos X)s D1y e ) = VG = Y0P + e+ (X = Y02

Tada za d kaZemo da je euklidska metrika na R". MoZe se pokazati da je d zaista metrika
naR" [3]. Zan =1 imamo d(x,y) = |x —y|,¥x,y € R.

Primjer 1.1.2. Neka je X neprazan skup te d : X X X — R funkcija definirana sa

1 X*Yy

d(x,y)={0 iy

Lako se provjeri da je d metrika na X. Za d kaZemo da je diskretna metrika na X.

3
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Primjer 1.1.3. Neka je n € N. Neka je di : R" X R" — R funkcija definirana sa

A((X1y eees X2)s Vs eees V) = X1 = V1l + oo + X — Y0l

Tvrdimo da je d metrika na R".
Svojstva 1. i 2. ocito vrijede. Neka su x,y,7 € R", x = (X1, .0y X2), Y = V15 eees V) 2 =
21y eer 20)- Imamo:

dl(-x,y) = |X1 —}’1|+"'+|Xn—)’n| = |X1 -1+ _y1|+"'+|xn_zn+zn_yn| <
Slag—zl+la =yl + -+ x =zl + 2y —yul =
=l =zl =zl Hlz =yl 2 =yl = di(x, 2) + di(z,y).
Dakle, di(x,y) < di(x,z) + di(z, ).

Nadalje, neka je d., : R" X R" — R funkcija definirana sa

eo(X15 s X0), (915 o0, ) = Max {11 = yils s P = 3l

Tvrdimo da je d., metrika na R". Jedino svojstvo koje treba provjeriti je nejednakost tro-
kuta.

Neka su x,y,7 € R", x = (X1, .e0s X), ¥ = V15 ee0s Yn)» 2 = (215 ove» Zn)- Neka je i € {1, ..., n}
takav da je |x; — y;| = max{|x; — y1|, ..., |x, — yul}. Tada imamo da je

doo(x,y) = |x; = yil < |xi—zil +1zi — yil < de(x,2) +do(z,).
Dakle, d., je metrika na R".

Primjer 1.1.4. Oznacimo s I skup svih nizova u [0, 1], dakle I° = [0,11". Uoé&imo
sljedece: ako su (x;),(y;) € I* onda je x;,y; € [0,1],Vi € N pa je |x; — yi| < 1,Vi € N, §to
povlaci da je 1 gornja meda skupa

{lxi = yil 17 e ).

Dakle, ovaj skup je odozgo omeden pa ima supremum. Stoga ima smisla definirati funkciju
d:I”xXI” - Rsa

d((x). (7)) = sup {lx; = yi | i € N}, V() () € I

Tvrdimo da je d metrika na I*.
Neka su x,y € I”, x = (x;),y = (;). Iz definicje funkcije d slijedi da je

lxi = yil <d(x,y) (1.1)
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pa je jasno da je d(x,y) > 0.
Pretpostavimo da je x = y. Tada je |x;—y;| = 0,Vi € N pa je d(x,y) = sup{0}, #j. d(x,y) = 0.
Obratno, pretpostavimo da je d(x,y) = 0. Iz ({[.1) slijedi da je |x; — y;| = 0,Vi € N pa je
x =y. Ocito je da je d(x,y) = d(y, x).
Neka su x,y,z € I”,x = (x;),y = (1), 2 = (2;). Iz nejednakosti trokuta za euklidsku metriku
na R slijedi

lx;i —yil < lxi —zil +lzi —yil,i e N

pa zbog |x; — zi| < d(x,y) i |z; — yi| < d(z,y) imamo
lx; — yil <d(x,2)+d(z,y).

Ovo znaci da je broj d(x,z) + d(z,y) gornja meda skupa {|x; — y;| | i € N} pa je veci ili
Jjednak od supremuma toga skupa, tj. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Time smo dokazali da je d metrika na I*. Na isti nacin dobivamo da je funkcija d’
I®° X I* — R definirana s

1
d’((xi)a (.Yt)) = sup {E|X,' - y;| |ie N}

metrika na I*.

1.2 Otvoren skup
Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X i r > 0. Definiramo
K(xg,r) := {x € X |d(x, xy) < r}.

Za K(xy, r) kazemo da je otvorena kugla oko x, radijusa r u metrickom prostoru (X, d).
Neka je (X, d) metricki prostor te U C X. Za U kaZzemo da je otvoren skup u metricCkom
prostoru (X, d) ako za svaki x € U postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U.

Primjer 1.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X i r > 0. Tada je K(xy,r) otvoren
skup u metrickom prostoru (X, d). Naime, neka je x € K(xy, r). Definiramo

s:=r—d(x,xy) > 0.

Tvrdimo da je
K(x,s) € K(xo, 7). (1.2)

Neka je y € K(x, s). Tada je d(x,y) < s pa je
d(xo,y) < d(x,y) + d(xo,x) < s +d(x0,x) =1,

4. d(xp,y) < r, odnosno 'y € K(xo, r) $to pokazuje da ({I.2) vrijedi.
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Primjer 1.2.2. Neka je d euklidska metrika na R, xy € R i r > 0. Za svaki x € R vrijedi
x€K(xg,r) odx,xp) <re|x—x|<r

S Tr<X—X<Trox-—r<x<x+roxel{xg—rx+r).

Dakle, K(xy,7) = {(xog — 1, X9 + ).

Primjer 1.2.3. Neka je d euklidska metrika na R. za n € N definiramo

()
Uy={——.—).
nn

Iz prethodna dva primjera slijedi da je U, otvoren skup u (R,d) za svaki n € N. Vrijedi

ﬂ U, = {0}.

neN

Naime ako je x € (e U onda je x € <—%, £>, za svakin € N, tj. |x| < %, za svakin € N iz
cega slijedi |x| = 0. U suprotnom bismo imali n < |17|’ za svaki n € N. Dakle, x = 0, no {0}
ocito nije otvoren skup.

Zakljucak: (U,)nen je niz otvorenih skupova u (R,d), ali (,ey Uy nije otvoren skup u tom

metrickom prostoru.
Propozicija 1.2.4. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vrijedi:
1. 0, X su otvoreni skupovi u (X, d)

2. ako je (Uy)gea indeksirana familija otvorenih skupova u (X, d), onda je | Jyes Us
otvoren skup u (X, d)

3. ako su U iV otvoreni skupovi u (X, d), onda je U NV otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Tvrdnja 1. ocito vrijedi.

2. Neka je (U,)qea indeksirana familija otvorenih skupova u (X,d). Neka je x €
Uaes Ue. Tada postoji @ € A takav da je x € U,. Skup U, je otvoren pa postoji r > 0 takav
daje K(x,r) € U,. Slijedi

K(x,r) C U U,.
a€A
Dakle, | J,ea U, je otvoren skup u (X, d).

3. Neka su U 1 V otvoreni skupovi u (X,d). Nekajexe UNV. Tadajexc Uix eV

pa postoje ry, r, > 0 takvi da je

Kx,ri))CU i K(x,rp) C V.
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Sada uzmemo r = min{ry, r,}. Imamo r > 01ir < ri,r < r,. Stoga je
Kx,r)CKx,rn)CUiKx,r)CK(x,rp)CV

pa je
Kx,ryctunV.

Prema tome U NV je otvoren skup.

1.3 Neprekidnost

Neka je (X, d) metricki prostor, (x,),ey iz u X te a € X. Kazemo da niz (x,,),cn teZi prema
a u metrickom prostoru (X, d) 1 piSemo x,, — a ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da
je za svakin > ngy,d(x,,a) < .

Propozicija 1.3.1. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,)ueny niz u X te a € X. Tada x,, — a
ako i samo ako za svaki otvoren skup U u (X, d) takav da je a € U postoji ny € N takav da
za svaki n > ng vrijedi x, € U.

Dokaz. Pretpostavimo da x, — a.
Neka je U otvoren skup u (X,d) takav da je a € U. Tada postoji € > 0 takav da je
K(a,e) € U. Znamo da postoji ny € N takav da je za svaki n > ng, x, € K(a, g) iz Cega
slijedi da za svaki n > ng vrijedi x, € U.

Obratno, pretpostavimo da za svaki otvoreni skup U takav da je a € U postoji np € N
takav da za svaki n > ng vrijedi x,, € U. DokaZzimo da x, — a.
Uzmimo € > 0. Skup K(a,¢) je otvoren u (X, d) 1 o€ito sadrZi a pa prema pretpostavci
postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi x, € K(a, €). Prema tome x,, — a.

O

Neka su (X, d) i (¥, d’) metricki prostori, neka je f : X — Y funkcija te neka je xy € X.
Za funkciju f kaZemo da je neprekidna u x, s obzirom na metrike d i d’ ako za svaki & > 0
postoji 6 > 0 takav da za svaki x € X vrijedi implikacija

d(x,x0) <6 = d'(f(x), f(x0)) <&,
odnosno
x € K(x9,0) = f(x) € K(f(xp), €).
Uocimo, f je neprekidna u tocki xy ako i samo ako za svaki £ > 0 postoji 6 > 0 takav
da vrijedi
J(K(x0,6)) € K(f(x0), €).
Neka je (X, d) metricki prostor, x € X te U otvoren skup u (X, d) takav da je x € U.
Tada za U kaZemo da je otvorena okolina tocke x u metrickom prostoru (X, d).
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Propozicija 1.3.2. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori, neka je f : X — Y funkcija te
Xo € X. Tada je f neprekidna s obzirom na metrike d i d’ ako i samo ako za svaku otvorenu
okolinu V od f(xo) u (Y,d") postoji otvorena okolina U od xy u (X, d) takva da je f(U) C V.

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna u tocki xy. Neka je V otvorena okolina od f(xo)
u (Y, d’). Tada postoji € > 0 takav da je

K(f(x0),8) € V.
Bududi da je f neprekidna u x, postoji 6 > 0 takav da je
J(K(xo,0)) € K(f(x0),€).
Neka je U = K(xp, ). Tada je
fW) € K(f(xo0),e) CV, 4. f(U)CV,

a oCito je U otvorena okolina od xy u (X, d).

Obratno, pretpostavimo da za svaku otvorenu okolinu V od f(x() postoji otvorena oko-
lina U od x, takva da je f(U) C V. Neka je € > 0. Tada je K(f(xp), €) otvorena okolina od
f(xo) pa postoji otvorena okolina U od x, takva da je

f(U) € K(f(x0), &)

Buduc¢i da je U otvoren skup postoji 6 > 0 takav da je K(xp,0) € U pa je
f(K(x0,6)) € f(U) € K(f(x0), ), 4.

J(K(x0,0)) € K(f(x0), ).

Zakljucak: f je neprekidna u x.
O

Neka su (X, d) i (¥,d’) metricki prostori te neka je f : X — Y funkcija. Kazemo da je
f neprekidna funkcija s obzirom na metrike d i d’ ako je f neprekidna u x; s obzirom na
metrike d i d’ za svaki xp € X.

Propozicija 1.3.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U C X. Tada je U otvoren
skup u (X,d) ako i samo ako za svaki x € U postoji otvorena okolina V tocke x u (X, d)
takva daje V C U.
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Dokaz. Pretpostavimo da je U otvoren. Tada za svaki x € U postoji r > O takav da je
K(x,r) € U, a K(x,r) je otvorena okolina tocke x.

Obratno, pretpostavimo da za svaki x € U postoji otvorena okolina V tocke x takva da
je V € U. Neka je x € U te neka je V otvorena okolina od x takva da je V C U. Bududi
da je V otvoren skup, postoji r > 0 takav da je K(x,r) C V pa slijedi K(x,r) € U. Prema
tome, U je otvoren skup.

O

Propozicija 1.3.4. Neka su (X, d) i (Y,d") metricki prostori te neka je f : X — Y funkcija.
Tada je f neprekidna s obzirom na metrike d i d’ ako i samo ako za svaki otvoren skup V u
(Y, d") vrijedi da je f~'(V) otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna funkcija s obzirom na metrike d i d’.

Neka je V otvoren skup u (¥,d’) i neka je x € f~'(V). Tada je f(x) € V paje V otvorena
okolina od f(x) u (Y¥,d’). Bududi da je f neprekidna u x postoji otvorena okolina U tocke
x u (X, d) takva da je f(U) C V, aiz toga slijedi U C f~!(V). Dakle, za svaki x € f~!(V)
postoji otvorena okolina U od x takva da je

Ucfv.

Iz propozicije slijedi da je (V) otvoren skup.

Obratno, pretpostavimo sada da je f~'(V) otvoren skup u (X, d) za svaki otvoren skup
Vu (Y,d’). Neka je xy € X. Dokazimo da je f neprekidna u tocki xy. Pretpostavimo da je
V otvorena okolina od f(xy) u (¥,d’). Neka je

U=f'w.
Tada je U otvoren skup, a o€ito je xo € U pa je U otvorena okolina od x( u (X, d). Nadalje
iz definicije od U je jasno da je f(U) € V. Slijedi da je f neprekidna u xy, dakle f je

neprekidna.
]

Neka je X neprazan skup te neka je 7 familija podskupova od X koja zadovoljava
sljedece:

1. 0,XeT

2. ako je (U,)aea indeksirana familija podskupova od X takva da je U, € 7 za svaki
acA,ondaje | Jyen Uy €T

3.akosuU,VeT ondajeUNVeT.
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Tada za 7~ kaZemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par (X,7 ) kaZemo da je
topoloski prostor.

Neka je (X, 7") topoloski prostor te neka je U C X. KaZemo da je U otvoren skup u
topoloskom prostoru (X,7) ako je U € 7.

Neka je (X, d) metricki prostor. Oznacimo s 7, familiju svih skupova koji su otvoreni
u metrickom prostoru (X, d). Tada je 7, topologija na skupu X. To slijedi iz propozicije
Za familiju 7, kazemo da je topologija inducirana metrikom d.
Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor te U C X, onda je U otvoren u metrickom
prostoru (X, d) ako i samo ako je U otvoren skup u topoloskom prostoru (X, 7).

Primjer 1.3.5. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Tada je
T4 = P(X). Naime, neka je U C X te neka je x € U. Ocito je K(x, %) = {x}. Stoga je

1
k(x.-)cu
(xz)

Iz ovoga zakljucujemo da je svaki podskup od X otvoren u metrickom prostoru (X,d). Iz
ovog slijedi da je T, = P(X).

Primjer 1.3.6. Neka je X neprazan skup. OCcito je {0, X} topologija na skupu X. Pretpos-
tavimo da X ima bar dva elementa. Tvrdimo da ne postoji metrika d na X takva da je
{0, X} =T

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji metrika d na X takva da je {0, X} = T, Odaberimo
a,b € X takve da je a # b. Neka je U = K(a,d(a,b)). Tada je U otvoren skup u metrickom
prostoru (X, d), tj. U € T, pa slijedi da je

U € {0, X]}.

Prema tome U = 0 ili U = X. No ovo je nemoguce jer je iz definicije od U jasno da je
acUib¢ U,dakle U # 0 i U # X. Prema tome ne postoji metrika d na X takva da je
{0, X} =74

Za topoloski prostor (X, 7) kazemo da je metrizabilan ako postoji metrika d na X takva
daje 7 =7,

Uoc¢imo da prema prethodnom primjeru vrijedi sljedece: ako je X skup koji ima bar
dva elementa, onda topoloski prostor (X, {0, X}) nije metrizabilan.

Neka je (X, T') topoloski prostor te nekaje Y € X, Y # (0. Nekaje S={UNY|U € T}.
Dokazimo da je S topologijana Y.

Imamo @ =0NYiY=XNYpajedYeS.

Neka je (V,)qea indeksirana familija elemenata od S. Za svaki @ € A postoji U, € T~
takav daje V, = U, N Y. Imamo

UVQ:U(U(,HY):(UU(,)OY

€A €A a€cA
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paje Upea Ve € Sjerje Uyes Uy € 7 (bududi da je 7 topologija).
NekasuV,V, € S. Tadaje Vi =U NnYiV,=U,NY gdjesu Uy, U, € 7. Vrijedi

V1mVZ:(Ule)ﬂ(Usz):(UlﬂUz)ﬂY

paje Vi NV, € 8. Dakle, § je topologija na Y. Za § kaZemo da je relativna topologija
na Y (odredena topologijom 7°). Za (Y, S) kazemo da je potprostor topoloSkog prostora
(X, 7).

Neka je (X, d) metricki prostor te nekaje Y € X, Y # (0. Nekaje p : Y XY — R funkcija
definirana s

p(a,b) =d(a,b), zasvea,beY

(uo¢imo da je p restrikcija funkcije d na skup ¥ X Y). OCcito je p metrikana Y. Za (Y, p)
kazemo da je potprostor metrickog prostora (X, d).
Napomena: Ako je (X, d) metricki prostor, x € X i r > 0, onda ¢emo otvorenu kuglu K(x, r)
preciznije oznacavati s K;(x, r).

Propozicija 1.3.7. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X, d). Neka je U otvoren
skup u (X, d). Tada je U N'Y otvoren skup u (Y, p).

Dokaz. Uocimo sljedece: akoje a € Y ir > 0, onda je
K,(a,r) = K4(a,r)NY. (1.3)

Nekajeac UNY. Slijedidajea € Uia € Y. Tada postoji r > O takav da je K,(a,r) C U.
Slijedi da je K (a,r)NY CUNY, .

K,(a,r)CcUNY.

Prema tome U N 'Y je otvoren skup u (¥, d).
O

Propozicija 1.3.8. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X, d). Neka je V otvoren
skup u (Y,d). Tada postoji otvoren skup U u (X,d) takavdajeV =UNY.

Dokaz. Za svaki a € V postoji r, > 0 takav da je K, (a, r,) € V. ZakljuCujemo da je

v=|JKyara).

acV

Koristeci (1.3) dobivamo
V= JKaa,r)n 1) = (| Kata,r)) 0 ¥,

acV acV
dakle V=UnNY gdjeje U = ey Ka(a, ;). 1z primjera|l.2.1]i propozicije slijedi da
je U otvoren skup u (X, d).
]
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Iz prethodne dvije propozicije dobivamo sljedeci zakljucak:
Ako je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X, d), ondaje 7, = {UNY | U € 7.} odnosno,
imamo sljedecu propoziciju:

Propozicija 1.3.9. Ako je (Y,d) potprostor metrickog prostora (X, d), onda je (Y, T ,) pot-
prostor topoloskog prostora (X, T y).

Primjer 1.3.10. Neka je X skup koji ima bar dva elementa. Neka je d diskretna metrika na
X te neka je p : X X X — R funkcija definirana s

{2 XFYy

p(x,y) = :

0 xX=y

Lako se vidi da je p metrika na X. Nadalje, za svaki x € X ocito vrijedi K,(x, 1) = {x} Sto
povlaci da je svaki jednoclan podskup od X otvoren u (X, p) pa je onda i svaki podskup od
X otvoren u (X, p). Dakle, T, = P(X).

S druge strane znamo da je T4 = P(X) (primjer [1.3.3). Stoga je ocito (X, T,) potprostor
topoloSkog prostora (X,Ty) (opcenito za svaku topologiju T na X vrijedi da je (X,7T)
potprostor topoloSkog prostora (X, T")). No (X, p) nije potprostor metrickog prostora (X, d)
(u suprotnom bi slijedilo p = d sto ocito ne vrijedi).



Poglavlje 2

Kompaktnost

Neka je (X, 7°) topoloski prostor te neka je U C 7 familija takva da je

x={]Ju

Uel

Tada za U kazemo da je otvoren pokrivaé topoloskog prostora (X, 7).

Neka je n € N, neka je d euklidska metrika na R” te neka je S € R", S # 0. Za d|sxs
kazemo da je euklidska metrika na S'. Za topologiju induciranu tom metrikom kaZzemo da
je euklidska topologija na S .

Primjer 2.0.1. Neka je & euklidska topologija na R. Neka je
U = {(-x,x) | x> 0}.

Tada je U otvoreni pokrivac topoloskog prostora (R, E). Nadalje i familija {(—oo, 1), (0, +00)}
je otvoreni pokrivac od (R, &).

Za topoloski prostor (X, 7°) kaZemo da je kompaktan ako za svaki otvoreni pokriva¢ U
od (X,7) postojen e NiUy,...,U, € Utakvidaje X =U,U---UU,.

Primjer 2.0.2. Neka je & euklidska topologija na R. Tada topoloski prostor (R, E) nije
kompaktan. Naime za otvoreni pokriva¢ U od (R, E) iz prethodnog primjera ocito ne
postojin e NiUy,...,U, € UtakvidajeR=U,U---UU,.

Primjer 2.0.3. Neka je (X,T) topoloski prostor takav da je T konacan skup. Tada je
(X, T) kompaktan topoloski prostor. Naime, svaki otvoren pokrivac¢ od (X,T") je ocito
konacan. Posebno, ako je (X,T") topoloski prostor takav da je X konacan skup, onda je
(X, T") kompaktan topoloski prostor.

13
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Neka je (X, 7") topoloski prostor te K C X. Za nepraznu familiju U C 7 kaZemo da je
otvoreni pokrivac skupa K u (X, 7) ako je

kel Ju

Neka je (X, 7) topoloski prostor te K € X. KaZemo da je K kompaktan skup u to-
poloskom prostoru (X, 7°) ako za svaki otvoreni pokriva¢ U od K u (X,7") postoje n € N i
Up,...,U, e Utakvidaje KC U, U---UU,.

Propozicija 2.0.4. Neka je (X, T) topoloski prostor, neka je K neprazan podskup od X te
neka je S relativna topologija na K. Tada je K kompaktan skup u (X, T") ako i samo ako je
(K, S) kompaktan topoloski prostor.

Dokaz. Pretpostavimo da je K kompaktan skup u (X,7). Neka je YV otvoren pokrivac
topoloskog prostora (K, S). Ako je V € V, onda je V € S pa postoji Uy € 7 takav da je

V:UVDK.

Ocito je V C Uy za svaki V € V pa slijedi da je familija U = {Uy | V € V} otvoreni
pokrivac¢ skupa K u topoloskom prostoru (X, 7). Stoga postojen € Ni Vy,...,V, € V
takvi da je

Kc Uy, U---UUy,.

Nekaje x € K. Tada je x € Uy, zanekii € {1,...,n}. Dakle, x € KN Uy, tj. x € V;. Time
smo dokazalidaje K C Vi U---UV,, .

K=V,U---UV,

Zakljucak: (K, S) je kompaktan topoloski prostor.

Obratno, pretpostavimo da je (K, S) kompaktan topoloski prostor. Neka je U otvoreni
pokrivac skupa K u (X,7 ) tenekaje V ={UNK | U € U}. Tada je V otvoreni pokrivac
topoloskog prostora (K, S). Naime, ocito je V C S, a ako je x € K, onda postoji U € U
takav daje x € U paje x € U N K, Sto pokazuje da je K C (Jyy V, dakle

K= Jv

VeV

Stoga postojen € Ni Uy,...,U, € Utakvidaje K € (U NK)U---U (U, NK) paje
KcU,U---UU,. Prematome K je kompaktan u (X, 7).
m]
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Neka je (X, d) metricki prostor. Za familiju U otvorenih skupova u (X, d) kazemo da je
otvoreni pokrivac metrickog prostora (X, d) ako je

x={]Ju

UeU

Uocimo da je U otvoreni pokriva¢ metrickog prostora (X, d) ako i samo ako je U
otvoreni pokrivac topoloSkog prostora (X, 7).

Za metri¢ki prostor (X, d) kazemo da je kompaktan ako za svaki otvoreni pokriva¢ U
od (X,d) postojen e Ni Uy,...,U, € U takvi da je

X:UIU"‘UU,,.

Uocimo da je (X, d) kompaktan metricki prostor ako i samo ako je (X, 7,) kompaktan
topoloski prostor.

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K € X. Za nepraznu familiju U otvorenih
skupova u (X, d) kazemo da je otvoreni pokriva¢ skupa K u metrickom prostoru (X, d) ako

je
kel Ju

Uocimo da je U otvoreni pokriva¢ skupa K u metriCkom prostoru (X, d) ako i samo ako
je U otvoreni pokrivac skupa K u topoloskom prostoru (X, 7).

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K € X. Kazemo da je K kompaktan skup u
metrickom prostoru (X, d) ako za svaki otvoreni pokriva¢ U skupa K u metricCkom prostoru
(X,d) postojen e Ni Uy,...,U, € U takvi da je

KCUU---UU,.

Uoc¢imo da je K kompaktan skup u u metriCkom prostoru (X, d) ako i samo ako je K
kompaktan skup u topoloskom prostoru (X, 7).

Propozicija 2.0.5. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je K neprazan podskup od X te
neka je p = d [kxk- Tada je K kompaktan skup u metrickom prostoru (X, d) ako i samo
ako je (K, p) kompaktan metricki prostor.

Dokaz. Neka je S relativna topologija na K odredena topologijom 7. Koristeci propozi-

cije i dobivamo
S={UNK|Ue€T,={UNK | U otvorenu (X,d)} ={V | otvoren u (K, p)} =7,

dakle
S=7,.
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Iz propozicije [2.0.4|slijedi da je
K kompaktan u (X, d) & K kompaktan u (X, 7 )

& (K, S) kompaktan topoloski prostor
& (K, T,) kompaktan topoloski prostor
< (K, p) kompaktan metricki prostor.

O

Neka je S skup te neka je ¥ familija skupova. KaZzemo da je S dobar skup za ¥ ako
postojen € Ni Fy,...,F, € ¥ takvi da je

SCF,U---UF,.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor 1 K C X, onda je K kompaktan u (X, d)
ako 1 samo ako je K dobar za svaki svoj otvoreni pokrivac u (X, d).

Uocimo sljedece: ako je S dobar skup za ¥ te ako je T dobar skup za ¥, ondaje S UT
dobar skup za .

Teorem 2.0.6. Neka je d euklidska metrika na R te neka su a,b € R,a < b. Tada je |a, b]
kompaktan skup u metrickom prostoru (R, d).

Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivac skupa [a, b] u (R, d). Zelimo pokazati da je [a, b]
dobar za U.
Neka je

S = {x € la, b] | [a, x] dobar za ‘L[}.

Budu¢i da je [a,b] € Uyey U, postoji U € U takav da je a € U. Slijedi {a} C U, tj.
[a,a] € U. Prema tome je a € S. Skup S je neprazan 1 omeden odozgo pa stoga ima
supremum, ozna¢imo ga s c¢. 1z a € S slijedi a < c. OCito je b gornja meda skupa S pa je
¢ < b. Prema tome imamo c € [a, b]. Stoga postoji U € U takav da je ¢ € U. Buduéi da
je U otvoren skup u (R, d) postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U, tj.

{c—rc+rycU.

Broj ¢ — r nije gornja meda od S (jer je manji od ¢) pa postoji x € S takavdajec—r < x.
Tvrdimo da je
l[a,c+r)Cla,x] U{c—r,c+r). 2.1
Nekajey e [a,c+r). Akojey < x,ondajey € [a, x], aako je x <y zbog ¢ — r < x imamo
c—r<yteje
ye({c—rc+r).
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Dakle, vrijedi. Skupovi [a, x]i{c—r,c+r)sudobrizaU jerjex € S i{c—r,c+r) C U.
Stoga je i unija ova dva skupa dobra za U pa iz slijedi da je i [a, ¢ + r) dobar skup za
U. 1z [a,c] C [a, c + r) slijedi da je [a, c] dobar za U dakle, c € S.

Tvrdimo da je ¢ = b. Pretpostavimo suprotno, tj. da je ¢ < b. Odaberimo z € R takav da je

c<z,z7<c+riz<b.

Imamo a < ¢ < z < bpaje z € [a,b]. Nadalje, [a,z] C [a,c + r) pa je [a,z] dobar

za U. Stoga je z € S. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je ¢ supremum skupa S i
¢ < z. Prema tome je ¢ = b paje b € S §to znaci da je [a, b] dobar za U. Dakle, [a, b] je
kompaktan skup.

m]

Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori. Za funkciju f : X — Y kaZzemo da je
neprekidna s obzirom na topologije 7 i1 S ako za svaki V € § vrijedi

fivyeT.

Napomena 2.0.7. Iz dobivamo sljedeéi zakljucak: ako su (X,d) i (Y,d") metricki
prostori te f : X — Y, onda je funkcija f neprekidna s obzirom na metrike d i d’ ako i
samo ako je f neprekidna s obzirom na topologije T4 i T 4.

Propozicija 2.0.8. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori, f : X — Y funkcija ne-
prekidna s obzirom na topologije T i S te K kompaktan skup u (X, 7). Tada je f(K)
kompaktan skup u (Y, S).

Dokaz. Neka je V otvoreni pokriva¢ od f(K) u topoloskom prostoru (Y, S) te neka je
x € K. Tada je f(x) € f(K) pa postoji V € V takav da je f(x) € V. Slijedi da je
x € f~1(V). Ovim smo dokazali da je svaki element od K element nekog ¢lana familije

Fmiveyy

Nadalje, za svaki V € V vrijedi V € S paje f~'(V) € 7. Prema tome, {f~'(V) | V € V}
je otvoreni pokrivac¢ skupa K u topoloSkom prostoru (X, 7). Zbog kompaktnosti skupa K
postojen e NiVy,...V, € Vtakvida je

Kcf'(Vu---u fiv,).

Uzmimo x € K. Tadaje x € f~'(V;) zanekii € {1,...,n} paje f(x) € V,, $to povlaci
f(x) e V;U---UV,. Dakle, za svaki x € K vrijedi f(x) € V;U---UYV,. To znaci da je

FKYCV,U---UV,.

Time smo dokazali da je f(K) kompaktan.






Poglavlje 3

Povezanost

Neka je (X,7) topoloski prostor te neka su U 1 V otvoreni skupovi u tom topoloskom
prostoru takvi da vrijedi

vuv=XUnV=0U=+0iV #0.

Tada za uredeni par (U, V) kaZemo da je separacija topoloskog prostora (X, 7).
Analogno definiramo pojam separacije metrickog prostora.

Za topoloski prostor kazemo da povezan ako ne postoji separacija tog topoloSkog pros-
tora.
Analogno za metricki prostor kazemo da je povezan ako ne postoji separacija tog metrickog
prostora.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor, onda je (U, V) separacija metrickog
prostora (X, d) ako 1 samo ako je (U, V) separacija topoloskog prostora (X, 7).

Neka je (X, d) metricki prostor te ' C X. KaZzemo da je F zatvoren skup u metrickom
prostoru (X, d) ako je F¢ otvoren skup u (X, d).
Analogno definiramo pojam zatvorenog skupa u topoloskom prostoru.

Ako je (X, 7") topoloski prostor te (U, V) separacija od (X, 7 ), onda su U 1 V zatvoreni
skupovi u (X,7") (jer je U¢ = V1 V¢ = U). Obratno, ako su F 1 G zatvoreni skupovi u
topoloskom prostoru (X, 7) takvi da vrijedi

FUG=XFNG=0,F+0iG#0,

onda je (F, G) separacija od (X, 7).

Uocimo sljedece: topoloski prostor (X, 7) je povezan ako 1 samo ako ne postoji A € X
takavdaje A # 0, A # X te takav da je A 1 otvoren 1 zatvoren u (X, 7).

Neka je (X,7) topoloski prostor te A € X. Za A kazemo da je povezan skup u to-
poloskom prostoru (X,7) akoje A = 0 ili A # 0 i topoloski prostor (A, 7T 4) povezan, pri
¢emu je 74 relativna topologija na A.
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Neka je (X, d) metricki prostor te A C X. Za A kaZemo da je povezan skup u metrickom
prostoru (X,d) akoje A = 0 ili A # @ 1 metricki prostor (A, d4) povezan, pri emu je

da = d|axa-

Neka je (X, d) metricki prostor te A € X. Neka je d4 = d|axa. Znamo da je tada 7,
relativna topologija na A odredena topologijom 7.

Metricki prostor (A, d,) je povezan ako 1 samo ako je topoloski prostor (A, 7,,) po-
vezan. Prema tome, A je povezan skup u metriCkom prostoru (X, d) ako i samo ako je A
povezan skup u topoloSkom prostoru (X, 7).

Nekajen e N. Za § C R",§ # 0 oznacimo s &g euklidsku topologiju na S te s ds
euklidsku metriku na . Pretpostavimo da su S 1 T neprazni podskupovi od R” takvi da je
S C T. Tada je (S, Es) potprostor topoloskog prostora (7, E7). Naime, to slijedi iz propo-
zicije[1.3.9]i ocite Cinjenice da je (S, ds) potprostor metrickog prostora (7, dr).

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S C X. Kazemo da je S omeden skup u
metrickom prostoru (X, d) ako postoje x € X ir > O takvidaje S C K(x,r).
Uocimo da u tom slu€aju za sve a, b € S vrijedi

d(a,b) < d(a,x)+d(x,b) <r+r=2r,

dakle,
d(a,b) < 2r.

To znaci da je skup {d(a, b) | a,b € S} omeden odozgo u R.

Neka je (X, d) metricki prostor te S neprazan i omeden skup u tom metrickom prostoru.
Definiramo broj

diam§ := sup{d(a.b) | a.b € S}.

Za diam S kaZemo da je dijametar skupa S u metrickom prostoru (X, d).

Primjer 3.0.1. /. Neka je (X,d) metricki prostor, x € X ir > 0. Za sve a,b € K(x,r)
vrijedi d(a,b) < 2r, tj. 2r je gornja meda skupa {d(a,b) | a,b € K(x,r)} pa je supremum
ovog skupa manji ili jednak od 2r, tj.

diam K(x,r) < 2r.

2. Nekaje S CR,S # 0, neka je d euklidska metrika na S te neka su a,b € R,a < b,
takvi da je [a,b] C S. Tada je

diam [a, b] = b — a (u metrickom prostoru (S, d)).
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DokaZzimo to. Neka su x,y € [a, b]. Pretpostavimo da je x <y. Imamo
b—a=bB-y)+((-x)+(x-a),
gdjejeb—y>0,y—x>0,x—a>0pajey—x<b-—a,tj.
ly—x| <b-—a.

Isto dobivamo u slucaju y < x. Ovo znaci da je b — a gornja meda skupa {|ly — x| | x,y €
[a, b}, a ocito je b — a i element tog skupa. Prema tome,

b—a= max{ly —-x||x,ye€ [a,b]} = max {d(x,y) | x,y € [a,b]}.

Neka je (X, d) metricki prostor, U otvoreni pokrivac tog metrickog prostoraid € R, 4 >
0. KaZemo da je A Lebesgueov broj od U za (X, d) ako za svaki neprazan i omeden skup
Au (X, d) takav da je diam A < A postoji U € U takavdaje A C U.

Teorem 3.0.2. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor te neka je U otvoreni pokrivac
od (X,d). Tada postoji A > 0 takav da je A Lebesgueov broj od U za (X, d).

Dokaz. Za svaki x € X postoji U, € U takav da je x € U,. Nadalje, za svaki x € X skup
U, je otvoren u metrickom prostoru (X, d) pa postoji r, > 0 takav da je

K(x,ry) CU,. (3.1)

Familija {K(x %) | x € X} je otvoreni pokriva€ od (X, d) pa buduc¢i da je (X, d) kompaktan
postojen € N1ixy,...,x, € X takvi da je

X—K(x r“)u UK(x r"") 3.2)
- 1» B ns D) . .

Neka je 4 = min {rx—l, cees %‘} Tvrdimo da je A Lebesgueov broj od U za (X, d). Neka je A
neprazan, omeden skup u (X, d) takav da je diam A < A. Odaberimo a, € A. Prema (3.2)
postoji i € {1,...,n} takav da je ay € K(xi, %) Tvrdimo da je A € K(x;,r,). Neka je
a € A. Imamo
d(xi,) < d(x, o) + d(ag,a) < =2 +diamA < 2 4 a< Do Do o
Xi,a) < d(x;, ay ap, d > 1am > ) 5 Tx;s
dakle, d(x;,a) < r,, pajea € K(x;,r,,). Prema tome, A C K(x;, r,,) paiz (3.1) slijedi
ACU,.

Dakle, A je podskup nekog elementa od U. Time smo dokazali da je A Lebesgueov broj
od U za (X, d).
]
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Teorem 3.0.3. Neka je d euklidska metrika na [0, 1]. Tada je ([0, 1],d) povezan metricki
prostor.

Dokaz. 1z teorema [2.0.6| i propozicije [2.0.5] slijedi da je ([0, 1],d) kompaktan metricki
prostor. Pretpostavimo da metricki prostor ([0, 1], d) nije povezan. Tada postoji separa-
cija (U, V) od ([0, 1],d). Familija {U, V} je oCito otvoreni pokrivac od ([0, 1],d). Prema
prethodnom teoremu postoji Lebesgueov broj 4 od {U, V} za ([0, 1],d). Odaberimo n € N
takav da je

1
- < A
n

Zai€{0.....,n— 1} nekaje A; = [£, %] Uogimo daje [0,11 = AgU--- U A,_; te daje

1
diamA = -,Vi€{0,...,n—1}.
n

Nadalje, za svakii € {0,...,n—2} vrijedi A;NA;;; # 0. Imamo diam A, = % < A pabududi
da je A Lebesgueov broj od {U, V'} za ([0, 1], d) vrijedi

AyC Uil Ay C V.

Promotrimo slucaj kad je Ay € U. Imamo diam A, = rll <ApajeiA; C Uil A CV.No
kada bi vrijedilo A; € V, onda bi zbog Ay N A; # 0 vrijedilo U NV # 0 $to je nemoguce.
Stogaje Ay C U.
Isto tako sada zakljucujemo da je A, C U te takoder A; C U, ...,A,-; € U. Prema tome
je [0,1] € U paslijedi da je V = 0, Sto je nemoguce. Analogno dobivamo da Ay € V vodi
na kontradikciju. Prema tome, metricki prostor ([0, 1], d) je povezan.

O

Propozicija 3.0.4. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f{ : X — Y su-
rjekcija neprekidna s obzirom na topologije T i S. Pretpostavimo da je topoloski prostor

(X, 7)) povezan. Tada je topoloski prostor (Y, S) povezan.

Dokaz. Pretpostavnimo suprotno. Tada postoji separacija (U, V) topoloSkog prostora (¥, S).
Vrijedi U,V € Spaje f1(U), fY(V)eT.1zU NV = 0 slijedi

iwyn i) =o.
Nadalje, iz Y = U U V slijjedi

X=r'uriw.
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Vrijedi da je U # 0 pa postoji y € U. Buduci da je f surjekcija postoji x € X takav da
je f(x) = y. Dakle, f(x) € U paje x € f~'(U). Prema tome, f~!(U) je neprazan skup.
Analogno dobivamo da je f~'(V) neprazan skup. Sve zajedno,

(F'), (V)

je separacija od (X, 7). No to je nemoguce jer je (X, 7) povezan topoloski prostor.
Zakljucak: (Y, S) je povezan.
O

Korolar 3.0.5. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te neka je f : X — Y surjekcija ne-
prekidna s obzirom na metrike d i d’. Pretpostavimo da je metricki prostor (X, d) povezan.
Tada je metricki prostor (Y,d") povezan.

Dokaz. Prema napomeni funkcija f je neprekidna s obzirom na topologije 7,1 7.
Topoloski prostor (X, 7,) je povezan pa iz prethodne propozicije slijedi da je (¥, 7 ) pove-
zan topoloski prostor. Time je dokazana tvrdnja korolara.

]

3.1 Baza topologije

Neka je 7 topologija na skupu X te neka je 8 € 7 familija skupova koja ima svojstvo da
se svaki neprazan element U od 7 moZe napisati kao unija nekih elemenata od 8. Tada za
B kazemo da je baza topologije T .

Uocimo sljedece: ako je 7 topologija na skupu X, onda je 7 baza topologije 7 .

Propozicija 3.1.1. Neka je T topologija na skupu X te neka je B C 7. Tada je B baza
topologije T ako i samo ako za svaki U € T i za svaki x € U postoji B € B takav da je
xeBcU.

Dokaz. Pretpostavimo da je B baza topologije 7. Nekasu U € 7 i x € U. Znamo da je

U:UB(,,

acA

gdje je (B,)qea neka indeksirana familija elemenata od B. Slijedi da postoji @ € A takav da
je x € B,. Ocito je B, C U.
Obratno, pretpostavimo da za svaki U € 7 1 za svaki x € U postoji B € B takav da je

xeBCU.
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Nekaje U € U, U +# (. Tada za svaki x € U postoji B, € Btakav daje x € B, C U. Slijedi

da je
U=|JB.

xeU

Prema tome, B je baza topologije 7 .
m]

Primjer 3.1.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je B = {K(x,r) | x € X,r > 0}. Iz
prethodne propozicije slijedi da je B baza topologije T .

Propozicija 3.1.3. Neka su T i T, topologije na skupu X te neka je B baza topologije T
i baza topologije T>. Tada je T1 = 7.

Dokaz. Neka je U € 7. Tada je U = (J,en Bo» gdje je B, indeksirana familija elemenata
od B. Bududi da je 8 C 7, imamo da je B, € 7, za svaki @ € A pa je | Jyes Be € T2, 4.
U € 7. Time smo dokazali da je 77 C 7>, a analogno dobivamo da je 7, C 7;.

O

Propozicija 3.1.4. Neka je X neprazan skup te neka je B familija podskupova od X koja
ima sljedeca svojstva:

1. Upes B = X,
2. ako su By, B, € Bix € By N By, onda postoji B; € B takav da je x € B; C B; N By.
Tada postoji jedinstvena topologija T na X kojoj je B baza.

Dokaz. Nekaje7 ={U C X|Vx € U,dB € Btakavdaje x € B C U}. Tvrdimo da je 7~
topologija na X kojoj je B baza. Oc¢ito je ) € 7. Iz svojstva 1. slijedidaje X € 7.
Pretpostavimo da je (U,)ses Indeksirana familija elemenata od 7. Jasno je da je
Uaea Us € X. Neka je x € Jyes Uy- Tada postoji @ € A takav da je x € U,. Buduci
daje U, € 7 postoji B € Btakavdaje x € BC U,. Slijedi x € B C | J,es U,. Prema tome

je
UUQE‘T.

Pretpostavimo da su U,V € 7. Nekajex e UN V. Tadaje x € U i x € V pa postoje
Bi,B, e Btakvidajexe ByCcUixe B, CV.Tadajex e BN B, C UNYV. Iz svojstva
2. slijedi da postoji B; € Btakavdajex € B; C ByN B, pajex € B3 C U N V. Dakle,

uUunveT.
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Ovim smo dokazali da je 7 topologija na X. OCito je 8 C 7, a iz definicije od 7 i
propozicije slijedi da je 8 baza topologije 7. Da je 7 jedinstvena topologija kojoj je
8B baza slijedi iz prethodne propozicije.

]

Neka su (X, 7)1 (¥, S) topoloski prostori. Neka je
B={UXV|UeT,VeSh.

Tada je 8 familija podskupova od X X Y. Tvrdimo da postoji jedinstvena topologija na
X x Y kojoj je B baza.

Dovoljno je provjeriti da su zadovoljene pretpostavke prethodne propozicije. Iz X €
7,Y € Sslijedi X X Y € B pa je jasno

LJB:XXK

NekasuBj,B, e 8. Tadaje B =U x Vi iB,=U,xV,gdjesuU,,U, € T iV,V, € S.
Imamo
BiNB,=U XV)NWUyxVy) =U;NU) X (Vi NVy)

pajeBiNB,eB(GerjeU NU, e T 1V NV, e€8). Dakle,
B, N B, EB,VB[,Bz € B.

Iz ovoga slijedi da je zadovoljen drugi uvjet iz prethodne propozicije. Dakle, postoji je-
dinstvena topologija R na X X Y kojoj je B baza. Za R kaZzemo da je produktna topologija
na X X Y (odredena topologijama 7~ 1 §), a za topoloski prostor (X X ¥, R) kazemo da je
produkt topoloskih prostora (X, 7 i (Y,S).

Teorem 3.1.5. Neka su (X, 7T) i (Y,S) topoloski prostori te neka je (X XY, R) njihov produkt.
Neka je K kompaktan skup u (X,7") te neka je L kompaktan skup u (Y,S). Tada je K X L
kompaktan skup u (X X Y, R).

Dokaz. Neka je ‘W otvoreni pokriva¢ od KX L u (XX Y,R) tenekaje x € K. Zasvakiy € L
vrijedi (x,y) € K X L pa postoji Wy, € ‘W takav da je (x,y) € W,. Nekajey € L. Skup W, je
otvorenu (X X Y,R), tj. W, € Rpaiz (x,y) € W, iCinjenicedaje {UXV |U €T,V € S}
baza topologije R slijedi da postoje U, € 7 1 V, € S takvi da je

(x,y) e U, xV, CW,.

Uolimo dajex € Uyiy € V, zasvakiy € L. Familija {V, | y € L} je otvoreni pokrival
skupa L u topoloskom prostoru (Y, S). Buduéi da je L kompaktan u (¥, S) postoje n € N i
Yi,-..,Yn € L takvida je

LCV,U---UV,.
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NekajeN=U, Nn---NU,,. OCitojexe€ NiN € 7. Zasvakii € {1,...,n} vrijedi
NxV,cU,xV, CcW,.
Stoga je
NXLCNX(V,U---UV,)=(NxV,)U---UNXV, )W, U---UW,.

Dakle, skup N X L je dobar za “W. Dakle, za svaki x € K postoji N, € 7 takav da je x € N,
te da je N, X L dobar za ‘W.

Familija {N, | x € K} je otvoreni pokrivac skupa K u (X, 7). Buduéi da je K kompaktan,
postojen € N1i xy,...,x, € K takvi da je

KCN,U---UN,.

Slijedi
KXLC(N,U---UN,)XL=(N, XL)U---U(N, XL).
Skupovi N, XL, ..., N, XL sudobriza W pa je i njihova unija dobar skup za ‘W. Buduci
da je K X L poskup te unije i taj skup je dobar za “W. Prema tome, K X L je dobar za svaki
svoj otvoreni pokrivac u (X X Y, R) pa je stoga kompaktan u (X x ¥, R).
O

Korolar 3.1.6. Neka su (X, 7)) i (Y,S) kompaktni topoloski prostori te neka je (X X Y,R)
njihov produkt. Tada je (X X Y, R) kompaktan topoloski prostor.

Neka su (X, p) i (Y, g) metricki prostori. Definiramo funkcijud : (XX Y)X(XxXY) - R
sa

d((x1y1), (x2,y2)) = max {p(xi, x2), g(y1, y2)}.

Tvrdimo da je d metrika na X X Y. Jedino netrivijalno svojstvo koje treba provjeriti je
nejednakost trokuta. Neka su aj,ay,a3 € X X Y,a; = (x1,y1),a, = (x2,¥2) 1 a3 = (x3,3).
Imamo

p(x1,x2) < p(x1,x3) + p(x3, x2) < d(ay, az) + d(az, as)

q(y1,y2) < q(y1,y3) + q(y3,y2) < d(ay,a3) + d(as, ay).
Stoga je max {p(x1, x2), ¢(y1,y2)} < d(ay,a3) + d(asz, a»), .

d(ay,ay) < d(ay,a3) + d(as, ay).

Prema tome, d je metrika na X X Y. Za d kaZemo da je produktna metrika na X X Y
(odredena metrikama p i g), a za metricki prostor (XX Y, d) kaZemo da je produkt metrickih
prostora (X, p)1i (Y, q).
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Lema 3.1.7. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori te neka je (X X Y,d) njihov produkt.
Neka su xo € X,yo € Yir>O0. Tada je

K((x0,¥0), 1) = Kp(x0,7) X K, (0, 1).

Dokaz. Nekasu x € Xiy e Y. Tada vrijedi:
(x,y) € Ka((x0,¥0), 1) & d((x,), (x0,0)) <

& max {p(x, xo), gy, yo)} < r
S p(x, x0) <riq(y,yo) <r
© x e Ky(xo,r)iy € Ky(yo, 1)
© (x,y) € Ky(xo, 1) X K;(yo, 1)

pa slijedi tvrdnja leme.
O

Teorem 3.1.8. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori te neka je (X X Y, d) njihov produkt.
Tada je (X X Y, T ;) produkt topoloSkih prostora (X, T ,) i (Y,T,).

Dokaz. Prema definiciji produktne topologije treba dokazati da je familija 8 = {U X V |
U €7,V €T, baza topologije 7.

DokaZimo prvo da je 8 € 7,. Nekasu U € 7,,V € 7. Zelimo dokazati da je
UxVeT,; Nekajeze Ux V. Tadajez = (x,y),gdjejex € Uiy € V. Imamo da je U
otvoren skup u (X, p) (jer je U € 7,) pa postoji r; > 0 takav da je K,(x,r;) € U. Analogno
dobivamo da postoji r, > 0 takav da je K,(y,») C V. Neka je r = min {ry, r,}. Tada je

K,(x,r) CUiK,(y,r)CV

pa je
K,(x,r) x K,(y,r) CU X V.
Iz prethodne leme slijedi da je
Kiz,r) CUXV.

Ovim smo pokazali da je U X V otvoren skup u metrickom prostoru (X X Y, d), dakle
U XYV €T, Prematome je BC T,.

Neka je W € 7, te neka je z € W. Tada je W otvoren skup u (X X Y, d) pa postoji r > 0
takav da je K(z,r) € W. Iz prethodne leme slijedi da je K(z,r) € 8. Dakle, postoji B € 8
takav da je z € B € W. ZakljuCujemo da je B baza topologije 7, pa slijedi tvrdnja teorema.

O
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Korolar 3.1.9. Neka su (X, p) i (Y,q) kompaktni metricki prostori te neka je (X X Y,d)
njihov produkt. Tada je (X X Y, d) kompaktan metricki prostor.

Dokaz. Prema teoremu [3.1.8] (X X ¥, 7,) je produkt topoloskih prostora (X, 7,) i (¥,7,)
koji su o€ito kompaktni. Stoga je prema korolaru (X X Y, T,) kompaktan topoloski
prostor. Dakle, (X X Y, d) je kompaktan metricki prostor.

i

Korolar 3.1.10. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je (X X Y,R) njihov
produkt. Pretpostavimo da su topoloski prostori (X,7T) i (Y,S) metrizabilni. Tada je i
topoloski prostor (X X Y, R) metrizabilan.

Dokaz. Postoje metrika p na X takva da je 7 = 7, i metrika g na Y takvadaje S = 7.
Neka je d produktna topologija na X X Y odredena metrikama p 1 g. Prema teoremu |3.1.8
(X X Y, T4) je produkt topoloskih prostora (X, 7,) i (¥,7,), tj. produkt topoloskih prostora
X, 7)1 (Y,S). S druge strane i (X X Y, R) je produkt ovih topoloskih prostora pa slijedi
R = 7. Time je dokazana tvrdnja korolara.

O

3.2 Hausdorffov prostor

Za topoloski prostor (X, 7°) kazemo da je Hausdorffov ako za sve x,y € X takve daje x # y
postoje U,V € T takvidajex e U,ye ViUNV = 0.

Primjer 3.2.1. Neka je X skup koji ima bar dva elementa. Tada topoloski prostor (X, {0, X})
nije Hausdorffov.

Propozicija 3.2.2. Svaki metrizabilan topoloski prostor je Hausdorffov.

Dokaz. Neka je (X,7) topoloski prostor koji je metrizabilan. Tada je 7 = 7, za neku
metriku d na X. Neka su x,y € X,x # y. Nekaje U = K(x, d(;’”) iV = K(y, d(’;’y)).
Pretpostavimo da je U NV # (). Tada postoji z € X takavdaje z € Uiz € V paslijedi

d(x,y) . d(xay)
> 1dy,z) < >y

d(x,z2) <

Stoga je
dix,y)  dx,y)
+ =d(x,y),
> > (x,y)
tj. d(x,y) < d(x,y) Sto je kontradikcija. Prema tome, UNV = 0. OCitojex e Uiy € V.
Nadalje, U 1 V su otvoreni skupovi u (X,d) pasu U,V € T4, tj. U,V € 7. Prema tome,
topoloski prostor (X, 7°) je Hausdorffov.

d(x,y) <d(x,z2) +d(z,y) <

O
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Propozicija 3.2.3. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je (X X Y, R) njihov
produkt. Pretpostavimo da su topoloski prostori (X, T") i (Y,S) Hausdorffovi. Tada je i
topoloski prostor (X X Y, R) Hausdorffov.

Dokaz. Neka su zy,z, € X X Y toCke takve da je z; # z,. Imamo z; = (x1,y1) 122 = (X2, y2),
gdjesuxy,xp € Xiy,y, €Y. lzz) # 75 slijedi x; # x, ili y; # y».
1. slu€aj: x; # x;
Tada postoje U, U, € 7 takvidaje x; € Uj,x, € Ui Uy NU, =0. Tadasu Uy X Y i
U, X Y disjunktni otvoreni skupovi u (X X Y, R) takvidajez; e Uy X Yiz, € U, X Y.
2. slucaj: y; # y,
Tada postoje disjunktni otvoreni skupovi Vi, V, u (¥,S) takvidajey, € Vi iy, € V, pasu
XXV iXxV,disjunktni otvoreni skupovi u (X X Y, R) takvidajez; € XXV iz € XX V.
Zakljucak: topoloski prostor (X X Y, R) je Hausdorffov.

|

Propozicija 3.2.4. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je (X X Y, R) njihov
produkt. Neka su py : XXY — Xip, : XXY — Y projekcije na prvu i drugu koordinatu (1j.
p1(x,y) = x, p2(x,y) = y,Vx € X,Vy € Y). Tada je p| neprekidna s obzirom na topologije
RiT, a p, neprekidna s obzirom na Ri S.

Dokaz. Nekaje U € 7. Tadaje p;~'(U) = U x Y paje
pi'(U)eR

(erje U € T 1Y € §). Dakle, funkcija p; je neprekidna s obzirom na topologije Ri 7 .
Analogno dobivamo da je p, neprekidna s obzirom na topologije Ri S.
O

Napomena 3.2.5. Neka su (X, 7)) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y funkcija
neprekidna s obzirom na topologije 7 i S. Tada ¢emo za funkciju f reci da je (T,S) -
neprekidna.

Propozicija 3.2.6. Neka su (X, 7)), (Y,S) i (Z, W) topoloski prostori te nekasu f : X — Y
i g:Y — Z funkcije takve da je f (T ,S) - neprekidna te je g (S, W) - neprekidna. Tada
je funkcija g o f (T,'W) - neprekidna.

Dokaz. Nekaje W € W. Vrijedi
(go N'W) = (g™ (W)).

Iz W € W slijedi da je g7/ (W) € Spaje f'(g7'(W)) € T. Dakle, (g o f)'(W) e T.
Zakljucak: funkcija g o f je (7, ‘W) - neprekidna.
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Propozicija 3.2.7. Neka su (X,7T") i (Y, S) topoloski prostori, neka je B baza topologije S
tenekaje f : X — Y. Tada je f (T,S) - neprekidna ako i samo ako za svaki B € 8B vrijedi
(B eT.

Dokaz. Ako je f neprekidna, onda je f~'(B) € 7,¥YB € Bjerje BC S.
Obratno, pretpostavimo da za svaki B € B vrijedi f~'(B) € 7. Nekaje V € S. Tada
postoji indeksirana familija (B,)qcq €lemenata od B takvadaje V = | J, 4 By Imamo

o= (B =@

€A a€cA

Prema pretpostavci za svaki a € A vrijedi f~1(B,) € 7. Stoga je Uyes f ' (Bo) € T, j.
f~Y(V) € T. Dakle, f je (7, S) - neprekidna.
O

Propozicija 3.2.8. Neka su (X, 7)) i (Y,S) topoloski prostori te neka je (X X Y, R) njihov
produkt. Neka su p, : X XY — Xip, : X XY — Y projekcije na prvu i drugu koordinatu.
Neka je (Z, W) topoloski prostor te f : Z — X X Y. Tada je f (W, R) - neprekidna ako i
samo ako je py o f (W,T) - neprekidna i p o f (W,S) - neprekidna.

Dokaz. Ako je f neprekidna, onda iz propozicija[3.2.6]i[3.2.7] slijedi da su p; o fipy o f
neprekidne.

Obratno, pretpostavimo da je p; o f (W,7) - neprekidna te da je p, o f (W,S) -
neprekidna. Familija {U X V | U € 7,V € S} je baza topologije R pa je prema prethodnoj
propoziciji dovoljno pokazati da je f~'(U x V) € W,YU € T,¥V € S. Nekasu U € T i
V € 8. Tada je

flUXV)={zeZ| f) e Ux V)

={zeZ|(p1(f(2), p2(f(2)) € U XV}
={zeZ|pi(f(2) € U, po(f(2)) € V}
={zeZ|pi(f() e Utn{z e Z| p2(f(2) € V}
=zeZ|(proHR)eUIN{zeZ|(p2o f)z) V)
=(Pio NN (pro (V) eW

jerje (p1o /I NU) € Wi(py,o f)"Y(V) € W. Prema tome, f~'(U x V) € W.
Zakljucak: f je (W, R) - neprekidna.
]

Propozicija 3.2.9. 1. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori, yo € Yi f: X - Y
funkcija definirana s f(x) = yo, Vx € X. Tada je f neprekidna s obzirom na topologije
TiS((T,S) - neprekidna).
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2. Neka je (X,T) topoloski prostor. Tada je identiteta id, : X — X neprekidna funkcija
s obzirom na topologije T i T ((T,7T) - neprekidna).

Dokaz. 1. Nekaje V € S. Akojey, € V, ondaje f~'(V) = X, aako y, ¢ V, onda je
F71(V) = 0. U svakom slucaju f~'(V) € 7. Dakle, f je neprekidna.

2. Nekaje U € 7. Imamo
id'(U)={xeX|id(x)eU)={xeX|xeU)=U,

dakle id;'(U) € 7. Time je tvrdnja dokazana.
O

Teorem 3.2.10. Neka su (X,7T) i (Y,S) povezani topoloski prostori te neka je (X X Y,R)
njihov produkt. Tada je i (X X Y, R) povezan topoloski prostor.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji separacija (W;, W,) topoloskog prostora (X x
Y, R). Neka je xo € X. Tvrdimo da je skup {xo} X Y Citav sadrzan u W ili W,. Definirajmo
funkciju f: Y - X X Ys

FO) = (x0,¥)-

Iz prethodne dvije propozicije slijedi da je f (S, R) - neprekidna. Uocimo da je
JX¥) ={x} x Y.

Kada bi {x} X Y sjekao i W, i W,, onda bi f~1(W,)i f~'(W,) bili neprazni podskupovi
od Y, otvoreni jer je f neprekidna, disjunktni jer su W; i W, disjunktni te takvi da je
Y = fA(W) U 71 (W,) jer je X x Y = W, U W,. No to je nemoguce jer je (Y, S) povezan.
Dakle, {xo} X Y ne moze sjecii Wi 1 W, paje {xo} X Y Citav sadrzan u W, ili W,. Skupovi W,
1 W, su neprazni pa postoje xj,x, € X 1y;,y, € Y takvida je (x;,y;) € Wi 1 (xp,y2) € Ws.
Slijedi da je ({x;} X Y) N W, # 0 paje

{(x1} xY CcW,. (3.3)

Analogno dobivamo da je
[} XY CW,. (3.4)
Odaberimo y, € Y. Definiramo funkciju g : X — X X Y s g(x) = (x,y). 1z prethodnih
dviju propozicija slijedi da je g (7", R) - neprekidna. Iz (3.3) slijedi da je
g(x1) = (x1,y0) € {1} XY C W,
pa je x; € g~'(W)). Analogno koristeéi (3.4) dobivamo da je x, € g~'(W,). Prema tome,
g~ '(W)) i g 1(W,) su neprazni, otvoreni skupovi u (X, 7"), disjunktni su i u uniji daju Citav

X. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je topoloski prostor (X, 7°) povezan.
Zakljucak: Topoloski prostor (X X Y, R) je povezan.
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Korolar 3.2.11. Neka su (X, p) i (Y, q) povezani metricki prostori te neka je (X XY, d) njihov
produkt. Tada je (X X Y, d) povezan metricki prostor.

Dokaz. Koriste¢i prethodni teorem ovu tvrdnju dokazujemo na isti nac¢in kao korolar[3.1.9]
O

3.3 Kontinuumi

Za metricki prostor (X, d) kazemo da je kontinuum ako je (X,d) kompaktan i povezan
metricki prostor.

Za topoloski prostor (X, 7°) kazemo da je Hausdorffov kontinuum ako je (X, 7") pove-
zan i kompaktan Hausdorffov prostor.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor, onda je (X, d) kontinuum ako i samo
ako je (X, 74) Hausdorffov kontinuum.

Primjer 3.3.1. Neka je d euklidska metrika na [0, 1]. Tada je ([0, 1], d) kontinuum. Naime,
prema teoremu ([0, 11, d) je povezan metricki prostor. S druge strane, ako je d’' euk-
lidska metrika na R, onda je [0, 1] kompaktan skup u (R, d") prema teoremu[2.0.6] Ocito je
d = d'|0.11xj0.1] Pa je prema propoziciji ([0, 11, d) kompaktan metricki prostor.

Propozicija 3.3.2. 1. Neka su (X,7) i (Y,S) Hausdorffovi kontinuumi te neka je (X X
Y,R) produkt topoloskih prostora (X,7) i (Y,S). Tada je (X X Y,R) Hausdorffov
kontinuum.

2. Neka su (X, p) i (Y,q) kontinuumi te neka je (X X Y,d) produkt metrickih prostora
(X, p)i(Y,q). Tada je (X X Y,d) kontinuum.

Dokaz. Tvrdnja 1. slijedi iz teorema propozicije [3.2.3]i korolara a tvrdnja 2.
slijedi iz korolara 13.2.11

O

Propozicija 3.3.3. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te neka je f : X — Y surjekcija
neprekidna s obzirom na metrike d i d’. Pretpostavimo da je (X, d) kontinuum. Tada je i
(Y, d") kontinuum.

Dokaz. 1z korolara [3.0.5] slijedi da je (¥,d’) povezan. Imamo da je X kompaktan skup u
metrickom prostoru (X, d) pa je iz toga X kompaktan skup u topoloSkom prostoru (X, 7).
Funkcija f je (74, 7)) - neprekidna (prema napomeni pa iz propozicije slijedi
daje f(X) kompaktan skup u topoloSkom prostoru (¥, 7). No f(X) = Y jer je f surjekcija.
Prema tome, Y je kompaktan skup u topoloSkom prostoru (Y, 7, ), dakle Y je kompaktan
skup u metrickom prostoru (Y, d") pa zakljucujemo da je (¥, d") kompaktan metricki prostor.
Time je tvrdnja propozicije dokazana.



3.3. KONTINUUMI 33

O

Primjer 3.3.4. . Neka je (X,T) topoloski prostor te x € X. Tada je {x} povezan skup
u (X, 7). Naime, ako je S relativna topologija na {x}, onda je S = {0, {x}} pa je ocito
da ne postoji separacija od ({x}, S).

2. Neka je (X,T ) Hausdorffov prostor te neka su x,y € X, x # y. Tada skup {x,y} nije
povezan u (X, 7). Naime, znamo da postoje U,V € T takvidajeUNV =0,xe€ U i
y € V. Neka je S relativna topologija na {x,y}. Vrijedi

p=Un{xyt i y}=Vnixy
pa zakljucujemo da su

{x},{y} €S.
Stoga je ({x},{y}) separacija topoloskog prostora ({x,y},S).

Primjer 3.3.5. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je [0, 1] povezan skup u (R,d).
To slijedi iz teorema Nadalje, ako je & euklidska topologija na R, onda je [0, 1]
kompaktan skup u (R, E).

Propozicija 3.3.6. Neka je (X, T") topoloski prostor, neka je K kompaktan skup u (X, 7") te
neka je F zatvoren skup u (X,7") takav da je F C K. Tada je F kompaktan skup u (X, 7).

Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivac skupa F u topoloskom prostoru (X, 7). Tada je U U
{X\F} otvoreni pokriva¢ od K u (X, 7). Naime, buduéi da je F zatvoren u (X, 7" ), imamo
X\F € T paje

UUX\F} CT.

Nadalje, neka je x € K. Ako je x € F, onda postoji U € U takav da je x € U, a ako
x ¢ F,onda je x € X\F. Dakle, U U {X\F} je otvoreni pokriva¢ od K pa buduci da je K
kompaktan postoje n € Ni Uy,...,U, € U takvi da je

KCU/U---UU, UX\F.

Dakle,
FcUU---UU,UX\F

pa zakljucujemo da je
FcUU---UU,.

Prema tome, F je kompaktan skup u (X, 7).
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Korolar 3.3.7. Neka je (X,7) kompaktan topoloski prostor te neka je F zatvoren skup u
(X, 7). Tada je F kompaktan skup u (X, 7).

Vezano uz prethodnu propoziciju, imamo da zatvoren skup opcenito ne mora biti kom-
paktan. Naime, ako je (X, 7") topoloSki prostor koji nije kompaktan, onda je X zatvoren
skup u (X, 7) koji nije kompaktan.

Postavlja se pitanje mora li (i uz koje uvjete) kompaktan skup biti zatvoren.

Primjer 3.3.8. Neka je X skup koji ima bar dva elementa. Odaberimo podskup K od X
takav da je K # 0 i K # X. Skup K je kompaktan u topoloskom prostoru (X, {0, X}), no K
nije zatvoren u ovom topoloskom prostoru.

Teorem 3.3.9. Neka je (X, T ) Hausdorffov prostor te neka je K kompaktan skup u (X, 7).
Tada je K zatvoren skup u (X, 7).

Dokaz. Ako je K = 0 tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je K neprazan. Neka je x € K°.
Zasvakiy € K vrijedi x # y pa postoje U,, V, € 7 takvi da je

xeU,yeV,il,NnV,=0.

Skup K je kompaktan, a familija {V, | y € K} je otvoreni pokriva¢ od K pa stoga postoje
neNiyy,...,y, € K takvi da je

KCV,U---uV (3.5)

Yn*

Nekaje W=U, Nn---NU, . Tadajexe WiW e 7T .Zasvakii€{l,...,n} vrijedi
wcu,iU,nV, =0.

Stoga je
wnv, =0,Viell,...,nhLt. W N (Vy, U"'van):(b-

Iz slijedi da je W N K = 0. To znaci da je W C K°.

Imamo sljedeéi zakljucak: za svaki x € K¢ postoji W, € 7 takav da je x € W, C K*.
Stoga je K¢ = | exe W, iz Cega slijedi da je K € 7. Prema tome, K je zatvoren skup u
(X, 7).

O

Neka je (X, 7") topoloski prostor te neka je Y C X, Y # (. Kazemo da je Y Hausdorffov
kontinuum u (X, 7") ako je (Y, S) Hausdorffov kontinuum, gdje je S relativna topologija na
Y.

Propozicija 3.3.10. Neka je (Y,S) potprostor topoloskog prostora (X,T"). Pretpostavimo
da je (X, 7)) Hausdorffov. Tada je (Y, S) Hausdorffov.
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Dokaz. Nekasua,b € Y,a # b. Budu¢i da je (X, 7") Hausdorffov, postoje U,V € 7 takvi
dajeac UbeViUNYV=A0.Sljedi

aceUNY,beVNY,(UNY)N(VNY)=0iUNY,VNYEeES.

Dakle, (Y, S) je Hausdorffov.
O

Pretpostavimo da je (X,7 ) Hausdorffov prostor te daje ¥ € X,Y # (. Tadaje Y
Hausdorffov kontinuum u (X, 7°) ako i samo ako je Y povezan i kompaktan u (X, 7).

Neka je (X, d) metricki prostor te Y C X, Y # (. KaZzemo da je Y kontinuum u (X, 7")
ako je (Y, d’) kontinuum, gdje je d’ = d|yxy.

Propozicija 3.3.11. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka su K i L kompaktni skupovi u
(X, 7). Tada je K U L kompaktan skup u (X, 7). Ako je (X,T") Hausdorffov, onda je i KN L
kompaktan skup.

Dokaz. Neka je U otvoreni pokriva¢ od K U L. Tada je U otvoreni pokrivaciod Kiod L
papostojen e NiU,...,U, e UtemeNiVy,...,V, € Utakvida je

KCUU---UU,iLCV,U---UV,,.

Slijedi
KULCUU---UU,UV,U---UV,.
Prema tome, K U L je kompaktan skup.

Pretpostavimo (X, 7°) Hausdorffov. Prema teoremu [3.3.9 skupovi K i L su zatvoreni u
(X,7). Stoga je K N L zatvoren skup u (X, 7), a ocito vrijedi K N L C L. 1z propozicije
3.3.6[slijedi da je K N L kompaktan skup.

O

Iz prethodne propozicije lako zakljuujemo da je unija konaéno mnogo kompaktnih
skupova u topoloSkom prostoru kompaktan skup.

Opcenito, unija (beskonacno mnogo) kompaktnih skupova ne mora biti kompaktan
skup. Naime, ako je (X, 7") topoloski prostor 1 K skup koji nije kompaktan u (X, 7"), onda

je
K=|_Jx,

xeK

a za svaki x € K ocito vrijedi da je {x} kompaktan skup.

S druge strane, ako je (K,)sea indeksirana familija kompaktnih skupova u Hausdorffo-
vom prostoru (X, 7°), onda na isti nacin kao i u dokazu prethodne propozicije zaklju¢ujemo
da je (e Ko kompaktan skup u (X, 7).
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Primjer 3.3.12. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka su a i b takvi da a,b ¢ X i a # b.
Neka je T' =T U{X U{a}, X U {b}, X U{a, b}}. Tvrdimo da je T~ topologija na X U {a, b}.
Ocito vrijedi 0, X U {a,b} € 7.
Neka je (Uy)aen indeksirana familija elemenata od T'. Razlikujemo nekoliko slucajeva:

1.
2.

U, €T ,VaeA. Tada je | Jyep Uy € T paje U pea Us € T
Postoji ay € A takav da je U,, = X U {a,b}. Tada je | ) ey Us = X U {a, b}.

Postoji ay € A takav da je U,, = X U{a}teje U, # XU {b} iU, # XU {a,b}, za
svaki @ € A, a # ap. Tada je | J,ep Uy = X U {al.

Postoji ay € A takav da je U,, = X U {b} te je U, # X U{a} i U, # X U {a,b}, za
svaki @ € A, a # ap. Tada je | ) en Uy = X U {b}.

Postoje ay,a; € A takvi da je U,, = X U {a}, U,, = X U {b}. Tada je \Jyeq Uo =
X U {a,b}.

U svakom slucaju

U U,e7’.

a€cA

Neka su U,V € T'. Imamo nekoliko slucajeva:

1.

AoWbd

UVeT. TadajeUNVeT.

UeT,Ve¢T. . TadajeUNV =U.

UeT,VeT. . TadajeUNV =1V.

UV e{XUla}l,XU{b},XUla,b}}). Tadaje UNV e{X,XU{a},XU({b}, X Ul{a,b}}.

U svakom slucaju,

Unveg’.

Prema tome, T je topologija na X' gdje je X' = X U {a, b}.
Tvrdimo da je skup X U {a} kompaktan u topoloskom prostoru (X',T"). Neka je U
otvoreni pokrivac od X U {a} u (X', 7). Iz

Xu{a}gUU

Uel

slijedi da postoji U € U takav da je a € U. Zbog U € T' imamo U = X U {a} ili
U = X U{a, b}. Svakako, X U {a} C U. Prema tome, X U {a} je kompaktan skup u (X', 7).
Analogno dobivamo da je X U {b} kompaktan skup u (X', 7).



3.3. KONTINUUMI 37

Uzmimo sada da je X beskonacan skup te da je T = P(X). Odaberimo a i b takve da
a,b ¢ Xtedajea+b. Neka su X' i T' definirani kao gore. Neka je

U={{x]|xeX)}

Ocito je U otvoreni pokrivac¢ od X u topoloskom prostoru (X', 7"), no jasno je da ne
postojen e NiUy,...,U, € U takvida je X C U; U ---U U,. Prema tome, skup X nije
kompaktan u (X', 7). No,

X =XU{a)nXU{b),

a X Ula} i X U {b} su kompaktni skupovi u (X', 7).

Prethodni primjer pokazuje da presjek dva kompaktna skupa ne mora biti kompaktan
skup.
Neka je (X, 7") topoloski prostor, A C X te U,V € 7 takvi da je

ACUUVANUNV=0UNA+0DiVNA=+D0.

Tada za uredeni par (U, V) kazemo da je separacija skupa A u topoloskom prostoru (X, 7).

Propozicija 3.3.13. Neka je (X,7) topoloski prostor te A C X. Tada je A povezan skup u
(X, T) ako i samo ako ne postoji separacija skupa A u (X, T).

Dokaz. Pretpostavimo da je A povezan skup u (X,7). Pretpostavimo da je (U, V) sepa-
racija skupa A u topoloSkom prostoru (X, 7). Slijedi da je A # 0 i da je (A, T4) povezan
topoloski prostor, gdje je 74 relativna topologija na A. Iz definicije separacije skupa u
topoloSkom prostoru slijedi da je

(UNA,VNA)

separacija topoloskog prostora (A, 7,4), Sto je nemoguce. Prema tome, ne postoji separacija
skupa A u (X, 7).

Obratno, pretpostavimo da ne postoji separacija skupa A u (X, 7). Zelimo pokazati da
je A povezan skup u (X, 7). To je jasno ako je A = (0. Uzmimo stoga da je A neprazan.
Pretpostavimo da A nije povezan u (X, 7). Tada topoloski prostor (A, 74) nije povezan pa
postoji separacija (Vy, V) topoloskog prostora (A, 74). Slijedi da postoje U, U, € 7 takvi
daje

V] = UlﬁAinz UzmA.
Lako se provjeri da je (U;, U,) separacija skupa A u (X,7), no to je u kontradikciji s

pretpostavkom da takva separacija ne postoji. Prema tome, A je povezan skup u (X, 7).
O
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Propozicija 3.3.14. Neka je (X, T") topoloski prostor, (Cy)aea indeksirana familija poveza-
nih skupova u (X,7 ) i T povezan skup u (X,7T"). Pretpostavimo da je C, N T # 0,Va € A.
Tada je (\yeq Co) U T povezan skup.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada prema prethodnoj propoziciji postoji separacija
(U, V) skupa (UyeaCo) UT u (X,7). Pretpostavimodaje UNT # 0iVNT # 0.
Ocito je
rcouviunvnT=0.

Stoga je (U, V) separacija skupa 7T, a to je nemogule jer je T povezan. Stoga ne moZe
vrijediti UNT #0iVNT #0pajeUNT =0ili VN T = (. Bez smanjenja oplenitosti
mozemo pretpostavitidaje VNT = (. Slijedidaje T C U. Neka je @ € A. Posve analogno
zakljucujemo daje C, NU =0iliC, NV =0. NoizC,NT # 01T C U slijedi da je
C,NU #0. StogajeC,NV =0paizC, C UU Vslijedi C, C U. Dakle, C, C U,Ya € A

pa slijedi da je
(U Ca) UT C U.

Stoga je

((UCQ)UT)mV:(Z)

a€A
Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je (U, V) separacija skupa (| ,eq Co) U T.
Zaklju€ak: (|Uyeq Co) U T je povezan skup.
O

Korolar 3.3.15. Neka je (X,T) topoloski prostor te neka je (C,)eca indeksirana familija
povezanih skupova u (X, T") takvih da je (\yes Co # 0. Tada je | J,eq Co povezan skup u
X, 7).

Dokaz. Prema prepostavci postoji x € X takav da je x € C,, Ya € A. Definiramo T = {x}.
Ocito je da je T povezan skup te da za svaki @ € A vrijedi C, N T # (. 1z prethodne
propozicije slijedi da je | J,c4 Co povezan skup.

O

Korolar 3.3.16. Neka je (X,7T") topoloski prostor te neka su S i T povezani skupovi u
(X,T) takvidaje S N'T # 0. Tada je S U T povezan skup u (X, 7).

Korolar 3.3.17. Neka je (X, 7T ) topoloski prostor te neka su S i T kontinuumi (X,7") takvi
dajeS NT #0. Tada je S U T kontinuum u (X, 7).

Propozicija 3.3.18. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te nekaje f : X - Y (T,S)
- neprekidna funkcija. Neka je (A,Ta) potprostor topoloskog prostora (X, 7T ) i (B,Sp)
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potprostor topoloskog prostora (Y, S). Pretpostavimo da je f(A) C B. Nekajeg:A — B
funkcija definirana sa g(x) = f(x),¥x € A. Tada je g (T A, Sp) - neprekidna funkcija.

Dokaz. Nekaje V € Sg. Tada postoji U € S takav daje V = U N B. Imamo:
V) ={xeAlgx)eV)

={xeAlgkx) e U}
={xeAl f(x) e U}
=xeX|f(X)eUINA
= I(U)NA.

Dakle,
g '(V)=fF(U)NA.

Funkcija f je (7, S) - neprekidna, a U € S paje f~1(U) € T. Stoga je g7 (V) € Ta.
O

Propozicija 3.3.19. Neka su (X,7) i (Y, S) topoloski prostori te nekaje f : X - Y (T,S)
- neprekidna funkcija. Pretpostavimo da je A povezan skup u (X, 7). Tada je f(A) povezan
skup u (Y, S).

Dokaz. Ako je A = () tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je A # 0. Tada je i f(A) # 0.
Neka je B = f(A). Neka je 7, relativna topologija na A u (X, 7") te neka je Sp relativna
topologija na B u (Y, S). Neka je g : A — B funkcija definirana sa g(x) = f(x),Vx € A.
Prema prethodnoj propoziciji g je o€ito surjekcija. Iz propozicije slijedi da je (B, Sp)
povezan topoloski prostor. Time je tvrdnja propozicije dokazana.

O

Korolar 3.3.20. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori, neka je f : X — Y funkcija
neprekidna s obzirom na metrike d i d' te neka je A povezan skup u metrickom prostoru
(X,d). Tada je f(A) povezan skup u metrickom prostoru (Y, d’).

Propozicija 3.3.21. Neka je n € N, neka je (X, p) metricki prostor, neka je d euklidska
metrika na R" te neka je f : X — R". Neka je xy € X te neka su fi,....f, : X —
R komponentne funkcije od f. Neka je d’ euklidska metrika na R. Tada je funkcija f
neprekidna u xy s obzirom na metrike p i d ako i samo ako su funkcije fi,...,f, : X - R
neprekidne u xo s obzirom na metrike p i d'.
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Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna u xy. Neka jei € {1,...,n}. Zasvaki x € X
vrijedi

d'(fi(x), f(x0)) = |fi(x) = fixo) = V(fix) = fi(x0))?
< V) = A+ + (fulx) — fu(x0))
= d((Fi(X), - s [, (fi(x0)s - s fulx0)))
= d(f(x), f(x0)).

Dakle,
d'(fi(x), fi(x0)) < d(f(x), f(x0)), Yx € X. (3.6)

Neka je € > 0. Buduc¢i da je f neprekidna u x(, postoji 6 > 0 takav da vrijedi
p(x,x0) <6 = d(f(x), f(x0)) < &.

Iz slijedi da vrijedi
p(x, x0) < 6 = d'(fi(x), fi(xp)) < e.

Dakle, f; je neprekidna u x,.
Obratno, pretpostavimo da su fi,..., f, neprekidne u xyo. Neka je € > 0. Neka je
i €{1,...,n}. Tada postoji ¢; > 0 takav da vrijedi

p(x, X0) < 6; = |fi(x) — filxo)| < % 3.7)

Neka je 6 = min{dy,...,0,}. Neka je x € X takav da je p(x, xo) < ¢. Tada iz (3.7) slijedi

) = filxo)l < % ) = flxo)l < %

pa kvadriranjem, zbrajanjem 1 korjenovanjem dobijemo

d(f(x), f(x0)) < &.

Stoga je f neprekidna u x.

Neka je n € N te neka su a, b € R". Definiramo
ab={a+1tb-a)|tel0,1]}.

Za ab kazemo da je segment u R” odreden to¢kama a i b. Uo&imo da su a, b € ab.
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Propozicija 3.3.22. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Tada je svaki
segment u R" kontinuum u metrickom prostoru (R", d).

Dokaz. Neka su a,b € R". Definirajmo funkciju f : [0, 1] — R" sa
f() =a+tb-a).

Neka je p euklidska metrika na [0, 1]. Tvrdimo da je funkcija f neprekidna s obzirom na
metrike p id. U tu svrhu dovoljno je dokazati da su komponentne funkcije od f neprekidne
s obzirom na metrike p i d’, gdje je d’ euklidska metrika na R. Imamo

a=(ay,...,a,)ib=(by,...,by).
Neka su fi,.. ., f, komponentne funkcije od f. Tada za svakii € {1,...,n} vrijedi
fi(t) = a; + t(b; — a;), V¥t € [0, 1].
Opcenito, ako su @, € R1i g : [0,1] — R funkcija definirana sa
8(x) = a + Bx,

onda je g neprekidna s obzirom na metrike p i d’. Naime, neka su x € [0,1] i & > 0.

Definirajmo
g

0= .
1Bl + 1
Tada za svaki y € [0, 1] takav da je |x — y| < ¢ vrijedi

e
lx =yl < B+ 1
pa je
(181 + 1)ix -yl <&,
Sto povlaci
Bllx -yl <&,

tj.

lg(x) = gl < &.
Prema tome, funkcija g je neprekidna s obzirom na p i d’. Stoga su i funkcije fi,..., f,
neprekidne s obzirom na p i d’ pa je i f neprekidna s obzirom na p i d. Metricki pros-

tor ([0, 1], p) je povezan (prema teoremu (3.0.3)), stoga je [0, 1] povezan skup u ([0, 1], p).
Prema korolaru [3.3.20| skup f([0, 1]) je povezan u (R", d). No ocito je

f([0,1]) = ab.

Dakle, ab je povezan u (R", d). Analogno koristeci teorem 1 propoziciju [3.3.19|dobi-
vamo da je ab kompaktan u (R”, d). Dakle, ab je kontinuum u (R”, d).
]
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Primjer 3.3.23. Neka je d euklidska metrika na R". Neka je a = (0,0),b = (1,0),c = (0, 1)
ie=(1,1). Imamo:

ab={a+1tb-a)|te[0,11} = {(0) |t e[0,1]},

ac ={(0.1 |1 €[0,11},
ce={(t.1)[ref0,11},
be ={(1,1) | 1€ 0,11}.

Neka je S = abuac te T = ce U be. Iz prethodne propozicije i korolara slijedi da
su skupovi S i T povezani u (R?,d). O¢ito je

SNT =1{b,c},

a skup {b, c} nije povezan u (R?, d) prema primjeru 2. iz Dakle, presjek dva povezana
skupa ne mora biti povezan.

Uoc¢imo da su S i T kompaktni u (R?,d) (prema prethodnoj propoziciji i propoziciji
. Dakle, S i T su kontinuumi u (R, d), ali S N T nije kontinuum u (R?, d).

3.4 Povezanost putevima

Neka je (X,7) topoloski prostor, neka su a,b € X te neka je y : [0,1] — X funkcija
neprekidna s obzirom na euklidsku topologiju na [0, 1] 1 topologiju 7 takva da je

v(0)=aiy(l)=b.

Tada za y kaZemo da je put u topoloskom prostoru (X,7) od a do b.
Neka je (X, d) metricki prostor, neka su a,b € X te neka je y : [0,1] — X funkcija
neprekidna s obzirom na euklidsku metriku na [0, 1] i metriku d takva da je

¥(0) = aiy(l) = b.

Tada za y kaZzemo da je put u metrickom prostoru (X, d) od a do b.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor i a,b € X, onda je y put u metrickom
prostoru(X, d) od a do b ako i samo ako je y put u pripadnom topoloSkom prostoru (X, 7)
od a do b.

Za topoloski prostor (X, 7°) kazemo da je putevima povezan ako za sve a, b € X postoji
put u topoloSkom prostoru (X, 7") od a do b. Posve analogno definiramo pojam putevima
povezanog metrickog prostora.

Ocito je metricki prostor (X, d) putevima povezan ako i samo ako je topoloski prostor
(X, T74) putevima povezan.
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Propozicija 3.4.1. Neka je (X,T) putevima povezan topoloski prostor. Tada je (X,T)
povezan.

Dokaz. Odaberimo tocku a € X. Za svaki x € X postoji put y, u (X, 7) od a do x. Za svaki
x € X skup y,([0, 1]) je povezan u (X, 7) (prema propoziciji|3.3.19) te je a € y,([0, 1]). 1z
korolara slijedi da je

70,17

povezan skup u (X, 7). Za svaki x € X vrijedi

x € yx([0,1])

pa zakljucujemo da je

70,1 = x.

xeX

Dakle, X je povezan u (X, 7"), odnosno (X, 7") je povezan topoloski prostor. O
Korolar 3.4.2. Svaki putevima povezan metricki prostor je povezan.

Propozicija 3.4.3. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Tada je metricki
prostor (R", d) putevima povezan.

Dokaz. Neka su a,b € R". Definirajmo funkcijuy : [0,1] — R" sa
y(t) =a+tb-a).

U dokazu propozicije(3.3.22{smo vidjeli da je funkcija y neprekidna s obzirom na euklidsku
metriku na [0, 1] 1 metriku d. Prema tome, y je put u (R",d) od a do b. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo se u prvoj cjelini upoznali s metrickim i topoloSkim pros-
torima. Detaljnije smo obradili otvorene skupove i neprekidnost funkcija. Zatim smo u
drugoj cjelini obradili pojam kompaktnosti, pri tome definirali produktnu topologiju i Le-
besgueov broj. Konacno, u trecoj cjelini prelazimo na pojam povezanosti uz definiranje
baze topologije i1 prostora povezanog putevima te konacno na kontinuumime.






Summary

In this diploma thesis, in the first chapter we are introduced to metric and topological spa-
ces. We described in detail concepts of open spaces and continuous functions. The second
chapter is about the concept of compactness, where we also defined product topology and
Lebesgue number. Finally, the third chapter is about the concept of connectedness, with
definitions of the base of a topology, path connected spaces and finally continua.
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