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Uvod

Jedan vazan dio financijske matematike je teorija rizika, te teorija propasti kao dio
teorije rizika. Vazno pitanje u upravljanju rizicima je kako procijeniti vjerojatnost
da neka financijska institucija propadne, tj. bankrotira, odnosno, procijeniti vjero-
jatnost propasti. Bankrotom ¢emo smatrati stanje u kojem ukupno financijsko stanje
financijske institucije postane negativno. Najjednostavniji model rizika u teoriji pro-
pasti je Cramér-Lundbergov model, koji se jo$ naziva i klasi¢ni model rizika, kojeg
promatramo u drugom poglavlju ovog rada. Prvi ga je uveo Lundberg 1903. go-
dine u svom radu gdje je uocio vaznost slozenih Poissonovih procesa za teoriju rizika,
posebice nezivotnog osiguranja. Cramér je 30-ak godina poslije rad stavio u strogi
matematicki kontekst, te je po njima model dobio ime.

U prvom poglavlju se nalaze definicije i izvodi koji ¢e kasnije biti potrebni u radu,
kao na primjer definicija Poissonovog procesa, izvod Panjerove rekurzivne formule i
sli¢no.

Drugo poglavlje se sastoji od definiranja procesa dobitka koji opisuje financijsko sta-
nje neke financijske institucije u trenutku ¢ koje ovisi o poc¢etnom kapitalu, premijama
koje se uplac¢uju te ukupnim isplaé¢enim iznosima Steta do trenutka ¢ koje su sluc¢ajne
varijable. Pocetni kapital je pocetno stanje (u vremenu ¢t = 0) financijske institucije
izrazeno u novcanim jedinicama. Pretpostavlja se da premije dolaze neprekidno u
konstantnom iznosu, iako to u praksi nikada nije slucaj, no ta pretpostavka olaksava
daljnju primjenu matematike u radu. Pretpostavljamo takoder da je iznos isplac¢enih
Steta slucajan, te da je vrijeme izmedu dvije isplac¢ene Stete sluc¢ajno, te da vrijeme
izmedu dvije ispla¢ene Stete ima svojstvo zaboravljivosti te da su iznosi Steta neza-
visni o vremenu izmedu isplate Steta. Drugim rije¢ima, vjerojatnost da se isplati nova
Steta se ne mijenja ovisno o vremenu isplate prethodne stete, te vrijeme od prethodno
isplacene Stete ne utjeCe na iznos Stete. Bitna pretpostavka modela je da je oc¢ekivani
iznos novca koji se uplac¢uje (premije) strogo veéi od iznosa koji se isplacuje (Stete).
Ta pretpostavka garantira pozitivnu vjerojatnost dogadaja da financijska institucija
neé¢e bankrotirati. U Cramér-Lundbergovom modelu se pretpostavlja da je distribu-
cija vremena ¢ekanja izmedu isplata dviju Steta eksponencijalna, tj. da je ukupan
iznos isplac¢enih Steta do trenutka ¢ Poissonov proces. Definirat ¢emo vjerojatnost
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propasti u ovisnosti o poc¢etnom kapitalu, te izvesti formulu za vjerojatnost propasti
pomocu Lundbergove nejednakosti, vrlo vazne u aktuarstvu. Osim u neprekidnom
vremenu, $to ¢emo promatrati kroz rad, vjerojatnost propasti definirana je i u dis-
kretnom vremenu. Uz vjerojatnost propasti, definirana je i vjerojatnost prezivljenja.
Takoder je dokazan teorem koji daje gornju ogradu za vjerojatnost propasti, tj. doka-
zana je Lundbergova nejednakost. Mozemo se zapitati, koliko se formula za vjerojat-
nost propasti koristi u praksi? Prvenstveno, ponekad ne mozemo eksplicitno odrediti
distribuciju steta, te vrijeme izmedu dvije Stete nije eksponencijalno distribuirano,
pa izgleda da nemamo koristi od vjerojatnosti propasti. No, uglavnom ¢emo pret-
postaviti da Stete imaju neku distribuciju, najcesée log-normalnu, gama, Paretovu ili
eksponencijalnu, te da je vrijeme ¢ekanja izmedu isplate dvije Stete eksponencijalno
distribuirano. U tom ¢emo slu¢aju moci primijeniti formulu za vjerojatnost propasti.
No, hoce li se propast ikada dogoditi? Odgovor je: uglavnom ne. Naime, ukoliko
financijska institucija uoc¢i da joj se budzetsko stanje smanjuje, ili je vjerojatnost
propasti velika, povecat ¢e premije.

Osim procesa dobitka, promatrat ¢emo i proces gubitka kojeg ¢emo definirati kao
razliku procesa dobitka i upla¢enih premija. Egzaktna formula za vjerojatnost pro-
pasti se za neke distribucije Steta ne moze eksplicitno izracunati, te ¢emo zato na
kraju poglavlja izvesti formule za aproksimativno ra¢unanja vjerojatnosti propasti.
Takoder, u drugom su poglavlju dani razni primjeri koji olaksavaju shvacanje teme
ovog rada.

U tre¢em poglavlju rada é¢emo promatrati jednu aproksimaciju za vjerojatnost pro-
pasti, De Vylderovu aproksimaciju, te njeno poopé¢enje, 4AMGDV aproksimaciju. De
Vylderovu aproksimaciju je predlozio De Vylder 1978. godine, te ta aproksimacija
zato nosi njegovo ime. De Vylderova aproksimacija se izvodi iz egzaktne formule
vjerojatnosti propasti u slucaju kada je distribucija Steta eksponencijalna uz pret-
postavku da prva tri momenta procesa kojeg Zelimo aproksimirati postoje. 4GMDV
aproksimacija se izvodi iz pretpostavke da Stete imaju gama distribuciju, te da pos-
toje prva Cetiri(ili tri) momenta procesa kojeg aproksimiramo. Navodimo prednosti
i mane svake aproksimacije, te je dan primjer u kojem se ra¢unaju egzaktne i aprok-
simativne vjerojatnosti propasti kako bismo na primjeru uocili spomenute mane i
prednosti aproksimacija.



Poglavlje 1

Preliminarije

1.1 Poissonov proces

Definicija 1.1.1. Proces (N (t))i>0 s vrijednostima u skupu 0, 1,2, ... nazivamo Po-
1ssonov proces s intenzitetom X\ > 0 ako vrijedi
ii) N ima nezavisne priraste, tj. za 0 = ko < k1 < ... < ky, slucagne varijable

Nk‘1 = N]ﬁ _Nk())Nk:Q _Nlﬁy"'aNk

Su nezavisne
iii) za 0 < s <t je Ny — Ny~ P(A(t — s))
pri éemu je P(\) Poissonova razdioba s parametrom A.

Primijetimo da iz svojstva (7i7) slijedi da za 0 < s < ¢ distribucija od N(t) — N(s)
ovisi samo o t — s, ali ne i o s it samima. Kazemo da N ima stacionarne priraste.
Takoder, vrijedi EN; = At.

Definicija 1.1.2. Proces (X (t))i>0 zovemo sloZeni Poissonov proces ako je
Ny
Xe=) Yit20
i=1

gdje je (N (t))i>0 Poissonov proces s intenzitetom X\, a {Y;,i € N} familija nezavisnih
jednako distribuiranih slucajnih varijabli nezavisnih od N (t).

Uoc¢imo da ako stavimo Y; = 1, tada je X; = Ny, pa je X; Poissonov proces.
Takoder uoc¢imo da je zbog nezavisnosti po Waldovoj formuli

E[X;| = EN,EY; = MEY; (1.1)

3
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te
Var[X,] = ME[Y;] . (1.2)

1.2 Laplaceova transformacija

Definicija 1.2.1. Neka je f(x) funkcija definirana za sve x > 0. Definiramo Lapla-
ceovu transformaciju f* od f kao

fr(s) = [ exp(—sz) f(x)dz , za s >0
ako taj integral postoji.

Ponekad Laplaceovu transformaciju od f zapisujemo i kao L(f), tj.

L(f)(s) = / " exp(—sa) f(x)dx

Navedimo sada neka svojstva Laplaceove tranformacije. U svim svojstvima pretpos-
tavljamo da Laplaceova transformacija postoji.

e Neka su f; i fy funkcije, te o i ag konstante. Tada vrijedi

Loy fi + aaf2) = an L(f1) + a2 L(f2) . (1.3)

e Neka je F(s) = / f(z)dz. Tada je
0

L(F) = . (1.4)

dr
e Neka su f; i fo funkcije. Definiramo

f(s) = (fi= fo)(s) = J; fi(z) fo(s — x)dz. Tada je

L(f) = L(f1)L(f2) - (1.6)
e Neka vrijedi Y ~ H, gdje je H funkcija distribucije i H(0) = 0. Tada je
Elexp(—sY)] :/ exp(—sx)dH (x) . (1.7)
0

e Kada je distribucija neprekidna s gusto¢om h, vrijedi

Elexp(—sY)] = L(h)(s) . (1.8)
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1.3 Panjerova rekurzivna formula

(a,b,0) klasa distribucije

Kazemo da distribucija diskretne slucajne varijable pripada (a, b, 0) klasi
distribucije ako se diskretna funkcija gustoce te distribucije (p,), moze zapisati
rekurzivno kao

pn=(a+ %)pn_l (1.9)

zan € N, aibkonstante. 1z p; = (a+b)pp slijedi (a+b) > 0. Pokazimo da Poissonova
distribucija spada u klasu (a, b, 0) distribucija.
Uzmimo a = 0. Tada iz (1.9) slijedi

b
Pn = —Pn-1
n
za n € N. UvrStavanjem izraza za p,_1,Pn_2, ... u jednadzbu (1.9) dobivamo
bbb bo "
pn_ﬁn—l ~-§Ipo—mpo-
Uzimajuéi u obzir ¢injenicu an = 1 slijedi
0
[e.e] [ee] bn
1= an ZPOZH Ipoeb
0 0
iz cega pak slijedi py = e~?, pa je p, = —‘e_b. Odnosno, (p,)52, je diskretna funkcija
n

gustoce Poissonove razdiobe s parametrom b.

Izvod Panjerove rekurzivne formule

N
Promatramo proces S = Z X;, gdje su X; nezavisne jednako distribuirane slucajne
varijable koje oznaéavajtf ioznos isplate i-te Stete, a N slucajni broj Steta koje se
isplac¢uju. Stoga je S ukupni iznos Steta. Oznacimo sa G(z) = P(S < z) funkciju
distribucije ukupnih 8teta, te neka je F'(z) = P(X; < x) funkcija distribucije iznosa
pojedinih Steta i (p,)2y, pn = P(N = n) diskretna funkcija gustoce brojeva Steta.
Uoc¢imo da za dogadaj {S < x} vrijedi

{5 <a} =Ul{S <a, N =n}
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pa je

P(S<z)= iIP’(S <z,N=n)= iP(S < z|N =n)P(N =n) (1.10)

gdje smo u prvoj jednakosti koristili formulu potpune vjerojatnosti, a u drugoj defi-
niciju uvjetne vjerojatnosti. Nadalje, po definiciji varijable .S vrijedi

P(S < z|N =n) = ZX <) = F™(z) (1.11)

gdje je F™ n-konvolucija funkcije distribucije F' sa samom sobom (uz F%(z) = 1 za
x> 0). Iz (1.10) slijedi

G(z) = P(S < z) ZF" (1.12)
Iz formule (1.12) se lako pokaze da vrijedi

= anf;l*7 uz go = Po (1.13)
n=1

gdje je (g,)2, diskretna funkcija gustoce pridruzena funkciji distribucije G(z), a
( fx)g‘io diskretna funkcija gustoce pridruzena funkciji distribucije F'(x), te f™* =

ZX—x

Neka je Py(r) funkcija izvodnica funkcije distribucije NV,tj.

o0

Py(r) =) rp,, reRr| <1

n=0
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te neka je funkcija distribucija od N klase (a,b,0). Tada je
= Z nr™"(a + —pn 1)
=a Z " o1 + b i": TR P
n=1 n=1
=a i nr" p, 1 +b i " Dp
n=1 n—0

= az " pu_1 + bPy (1) .

n=1

Izrac¢unajmo i prvi izraz iz jednakosti

ainrn_lpn—l = ai(n — 1)r" pa_y + airn_lpn—l
n=1 n=1

n=1
=ar i(n —1)r"?p, 1 +a i 7" Pn
= ar;’?(r) +aPy(r) . o
Uvrstimo dobiveno u formulu (1.14), pa dobivamo
Py(r) = arPy(r) + (a+ b)Py(r) .
Moze se pokazati da vrijedi

P(r) = Py[Px(r)

gdje su Pg(r Z rg;, Px(r Z r* fi. funkcije izvodnice od S 1 X; =

k=0
deriviranjem po 7“ Slljedl

Pg(r) = Py[Px (r)|Px(r) .
Uvrstavanjem (1.15) u (1.17) dobivamo

Pg(r) = aPx(r) Py[Px (r)]Px(r) + (a + b) Py [Px (r)] Px (r)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

X iz cega

(1.17)

(1.18)
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Sada, uvrstavanjem (1.16) i (1.17) u (1.18) slijedi
Py(r) = aPx(r)Pg(r) + (a + b)Ps(r)Px (r) . (1.19)

Iz definicija funkcija izvodnica dobivamo

Zﬁ’j_lgj = G(Z kak)(erj_lgj) + (a+ b)(z rjgj)(z krE =l 1)
Jj=0 k=0 j=0 §=0 k=0

MnozZenjem te jednadZzbe sa r dobivamo

> irtgi=ad r* RO i) + (a+b)(O_rlg) (O krtfi) -
j=0 k j=0 j=0 k=0

=0

Zelimo dobiti g, pa ¢emo izjednaciti koeficijente uz 7, te stavimo privremeno = = k
(za potrebe izvoda)

TGe = az flc(x - k>gw*k + (CL + b) Z kfkgl”*k
k=0 k=0

= afoxgs +a Z Ji(® —k)gp—r + (a+ ) Z L
k=1 k=1

te zatim prvi ¢lan s desne strane prebacimo na lijevi, te podijelimo sve sa (1 — afy),
pa dobivamo

Yo = ! zx:(aJrﬁ)fkg K (1.20)

o 1—af, P T o '

uz pocetni uvjet dan jednadzbom (1.13)
Formula (1.20) se zove Panjerova rekurzivna formula. Nama ¢e posebno biti zanimljiv
slucaj kada N ima geometrijsku razdiobu, tj. p, = pq", za n € Ny. Geometrijska
razdioba takoder pripada (a, b, 0) klasi distribucija uz a = ¢, b = 0, pa formula (1.20)
za takav N glasi

1 X
9o = qfedus -
l-¢3
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Za svaki y € N vrijedi

O DL P (1.21)

1.4 Pareto distribucija

Definicija 1.4.1. KaZemo da slucajna varijabla X ima Paretovu distribuciju s pa-
rametrima o i A\, a, X > 0, i pisemo X ~ Pa(a, \) ako joj je funkcija gustoce dana

5a
al®

f(iﬂ)zm

za x > 0.

[zracunajmo ocekivanje:
EM%iA:ﬁ@Mx:A (4 A — A) f(z)da
= /Oo(x + A f(z)dr — /oo Af(x)dx
0

:Am@+Aﬁ@Mx—A.

Izrac¢unajmo pripadni integral

a\®

/Ooo(x + A f(x)de = /Ooo(x + )\)de

00 -1 a—1
_aA / (a—1)A "
0

T a-—1 (A + x)~
_alA
Ca-—1
. . o [ (a=D)A . .
gdje zadnja jednakost slijedi jer je Wda: integral funkcije gustoce Pareto
0 )"
razdiobe s parametrima o — 1 i . Slijedi da je
A A
EX]= 2 A= . (1.22)

a—1 a—1
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Sli¢no se pokaze da je

2 2
E[X? = A
(@—1)(a-2)
iz Cega slijedi
)\2
Var[X] = a

10

(1.23)

(1.24)
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Teorija propasti

2.1 Uvod u teoriju propasti

Klasi¢ni model opisuje stanje osiguravajuce tvrtke (ili nekog drugog agenta) pomocu
procesa (U(t))s>o pri cemu je U(t) financijsko stanje (mjereno u novéanim jedinicama)
tvrtke u trenutku t. Ono ovisi o pocetnom kapitalu v > 0 u trenutku ¢ = 0, procesu
premija, te o nadolazeé¢im naplatama za Stetu. Pretpostavimo da tvrtka ima dovoljno
osiguranika koji pla¢aju premije, ili se dovoljno mnogo premija treba naplatiti, tako
da mozemo pretpostaviti da se premije placaju tijekom cijele godine, tj. da dolaze
neprekidno. Tvrtka je tada u trenutku ¢ > 0 dobila ukupnu premiju ct, gdje je c rata
premije po jedinici vremena.

Takoder, pretpostavimo da Stete dolaze u nekom slu¢ajnom vremenskom trenutku,
te da su njihovi iznosi slu¢ajni. Oznacimo sa (S(t));>0 proces ukupne Stete. Neka je
(N(t))e>0 brojeci proces broja steta, tako da za fiksan ¢ > 0, sluc¢ajna varijabla N (t)
predstavlja broj steta koje su se dogodile do trenutka ¢. Individualni iznosi steta su
modelirani kao niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli (X;)2,, tako
da X; predstavlja iznos i-te Stete. Tada je

uz S(t) = 0 kada je N(t) = 0. Proces dobitka (U(t));>0 je tada definiran sa

Ut) = u+ct — S(t) . (2.1)

11
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-50000
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Slika 2.1: Jedna realizacija procesa U u prvih 100 dana gdje je A = 1, ¢ = 1.05], te
su individualne dtete lognormalne s parametrima = 2, 0 = /8

U Cramér-Lundbergovom modelu rizika se pretpostavlja da je (IN(t)):>o Poisso-
nov proces. Po definiciji, brojeéi proces je Poissonov proces s parametrom \ ako je
distribucija vremena izmedu dogadaja eksponencijalna s parametrom A. U naSem
slucaju dogadaj je pojava Stete.

Ako definiramo A; kao vrijeme izmedu (i — 1) -og i i-tog dogadaja (vrijeme ¢ekanja),
gdje je Ay vrijeme do prvog dogadaja, tada je (A4;)°, niz nezavisnih jednako distri-
buiranih slu¢ajnih varijabli s parametrom A. Ako je broje¢i proces Poissonov, tada
je distribucija broja dogadaja do vremena ¢ Poissonova s parametrom \t. Za fiksni

t, neka je N(t) broj dogadaja do trenutka ¢t. Tada je zan =0,1,...
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n+1

Nit)>(n+1)e> A>t .

Ay, Ag, ..., A,y su eksponencijalno distribuirane s parametrom A, pa slijedi da je

n+1

Y A~ 1)),

i=1

n+1
tj. slucajna varijabla ZAi ima gama distribuciju. Opcenito, sluc¢ajna varijabla
ima gama distribuciju Zs lparametrima a 1 A ako joj je funkcija gustoce f(x) =
Az Lexp(—Ax)
I'(a)

za x > 0 gdje je I'(«) gama funkcija definirana sa

['(«) :/ 7 exp(—x)dx .
0
Dakle,

P(N(t)>n+1) = ]P’(HZJrl A <t)=1- iexp(—)\t) (;\,t!)j

ili ekvivalentno

POV < ) = Y exp(-30) 2
Slijedi:
o)

P(N(t) = n) = exp(—At)

- (2.2)

Iz definicije slozenog Poissonovog procesa slijedi da je ukupni proces steta (S(t)); slo-
zen Poissonov proces. U kontekstu da Poissonov proces reprezentira proces agregatnih
Steta od nekog vremena t > 0, distribucija vremena do sljedece Stete je eksponenci-
jalna s parametrom A i funkcija distribucije sljedece stete je F.

Dakle, distribuciju od X; oznac¢avamo sa F', uz F(0) = 0, da bi sve isplacene Stete
bile pozitivne, i F'(z) = 0 za z < 0, te za nju pretpostavljamo da je neprekidna s
funkcijom gustoée f. Sa m; oznac¢avamo k-ti moment od X7, a funkciju generirajucih
momenata ozna¢avamo sa Mx (r) = Elexp(rX;)], te tada pretpostavljamo da postoji
0 <7 < oo tako da je Mx(r) konacan, Vr < v, te lim My = oo. Stavimo m = my,

T—)’Yi
te pretpostavimo da je m < oo jer u suprotnom ni jedna osiguravajuca tvrtka ne bi
prihvatila takav rizik, s obzirom da bi o¢ekivanje individualnih steta bilo 4-o0.
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Primjer 2.1.1. Neka je ukupni proces Steta (S(t))i>o sloZeni Poissonov proces s
parametrom 100, te distribucija individualnih iznosa Steta Paretova Pa(4,300). Izra-
cunajmo prvo ocekivanje i varijancu od S(1):

Po formulama (1.1), (1.2) uz A = 100, t = 1, te iz formula (1.22) i (1.23) slijedi da
je

E[S(1)] = E[N,]E[X,] = 100? = 10000

Var[S(1)] = 1002(;’00)2

=3%10° .
*
Analogno se dobije ocekivanje i varijanca slucagne varijable S(2):

300
E[S(2)] = 100 * 2 =2 10*

2 2
@:6*106
*

Var[S(2)] = 100 * 2 %
Sada izracunajmo ocekivanje i varijancu od S(2) — S(1):
E[S(2) — S(1)] = 2% 10* — 10* = 10*

zbog linearnosti ocekivanja,te

Var[S(2) — S(1)] = Var[S(2)] — Var[S(1)] — 2Cov[S(2), S(1)]
= Var[S(2)] — Var[S(1)] = 6 * 105 — 3 % 105 = 3 * 10°

zbog nezavisnosti slucagnih varijabli S(2) i S(1).

2.2 Definicija vjerojatnosti propasti

Promatramo vjerojatnost da proces U(t) padne ispod neke granice, najcesce 0, za
neki pocetni kapital u. Definiramo vjerojatnost propasti 1)(u) kao vjerojatnost da
isplacene Stete premase pocetni kapital i dobitak od premija, tj.

Y(u) =P(r < o0) =P(U(t) < 0zanekit >0).

Neka je 7 = inf{t;U(t) < 0} vrijeme propasti, uz 7 = oo ako je U(t) > 0, Vt. Tada
je uz gornju definiciju

(u) = P(r < o0)

Takoder, mozemo definirati vjerojatnost propasti u diskretnom vremenu kao
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Yp(u) =P(U(t) < 0; za neke t, t =7r,2r,3r,...)

Uz ovu definiciju, propast se dogodi ako je ukupno financijsko stanje tvrtke manje od
0 u nekom vremenu r, r € N. Ako se propast dogodi s obzirom na definiciju ¥, (u) ,
ona se mora dogoditi i s obzirom na definiciju ¢(u). No, obrat ne mora vrijediti:
promatramo U (t) tako da je zanekin € N, U(nr) > 01 U((n+1)r) > 0,ali U(1) <0
za neki 7 € (nr,(n+ 1)r). Ako je U(t) > 0 za sve t izvan < nr,(n + 1)r >, onda se
propast dogodila s obzirom na definiciju u neprekidnom vremenu, ali ne s obzirom
na definiciju u diskretnom vremenu. Stoga vrijedi ¥,(u) < 1(u). No,kako r postaje
malen, ,.(u) postaje dobra aproksimacija za 1(u).

S obzirom na gornje definicije mozemo promatrati kona¢no vrijeme propasti, tj. vje-
rojatnost da U(t) padne ispod 0 u kona¢nom vremenskom intervalu (0, ¢]

Y(u,t) =P(U(s) < 0; zaneki s, 0 < s <t)
i diskretnu vjerojatnost propasti u kona¢nom vremenu
Ur(u,t) =P(U(s) <0; za neke s, s =r,2r,...,1)

gdje je t visekratnik broja r. Razmatranje koje objasnjava zasto je ¢,.(u) < ¥(u) se
takoder moze primijeniti na ¥, (u,t) i ¥(u,t), te slijedi ¢, (u,t) < (u,t), te ako je r
malen, tada je 1, (u,t) dobra aproksimacija od v (u,t).

2.3 Lundbergova nejednakost

Oznacimo vremena Steta sa T1,7T5,. .. i stavimo Ty = 0. Neka je V; = ¢(T; —T;_1) — X,
te

=1

To je slucajna Setnja, te iz teorije o slu¢ajnim Setnjama, propast se dogodi g.s. ako i
samo ako E[Y;] < 0 (za dokaz vidi [4]) pa je

1
E[Y;]ZO A cx—mlz() < c> Amy .
Uvjet ¢ > Am; se moze interpretirati tako da za jednu jedinicu vremena premija

bude veca od ocekivane ukupne koli¢ine Steta. Taj uvjet se zove uvjet ¢istog profita.
Pokazali smo da, ako taj uvjet nije zadovoljen, vrijedi ¢ (u) = 1 Yu > 0. Prilagodeni
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koeficijent ili Lundbergov eksponent, kojeg ozna¢avamo sa R, je mjera rizika za proces
budzetskog viska. Prilagodeni koeficijent je definiran kao jedinstveni pozitivan korijen
od

AM,(r) — X —cr (2.3)

tako da je R zadan kao rjeSenje jednadzbe
AM.(R) =X+ cR . (2.4)

Da bismo vidjeli da postoji jedinstven strogo pozitivan korijen , promatramo funkeiju
g(r) = AM,(r) — XA — cr. Uo¢imo da je g(0) = 0, te

%g(r) = )\/OOO xe™ f(x)dx

pa je
d
—TQ(V")\r:o =Amy —c¢

d
Sto znac¢i da g pada u nuli (zbog uvjeta ¢istog profita). Nadalje,
d2 d2 e8] )
ﬁg(r) = AWMQE(T) = i x*exp(rz) f(z)dx > 0

jer su sve podintegralne funkcije nenegativne. Slijedi da je g konveksna pa ako g ima
tocku ekstrema, tada g ima minimum u toj tocki. Pokazimo da vrijedi

lim g(r) = o0 .

r—=yT
Tada vrijedi da ako g pada u 0, funkcija mora imati jednistvenu tocku ekstrema, pa
postoji jedinstven R takav da g(R) = 0.
Da bismo to pokazali, posebno promatramo v < co i v = co. U prvom slucaju je
jasno da vrijedi. U drugom slucaju, s obzirom da su Stete pozitivne, postoji € > 0 i
vjerojatnost p takvi da

P(X,>e¢)=p>0
pa je . i,
M,(r) = /0 exp(rz) f(z)dr > / exp(rz) f(z)dr > exp(re)p

te zato slijedi
lim g(r) > lim (Aexp(re)p — A —cr) = oo .
r—00

700
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Primjer 2.3.1. Neka je ukupni proces Steta (S(t))i>0 sloZeni Poissonov proces s
parametrom A, te neka je X1 ~ v(2,0.02). Izracunajmo prilagodeni koeficijent ako je
premija po jedinict vremena jednaka 130X. Trazimo pozitivne korijen jednadzbe

AMx(r) =X —ecr
tj. trazimo R takav da vrijedi
AMx(R) — A —130AR =0 .
Odnosno,nakon dijeljenja s A dobivamo
Mx(R)—1—130R=0.
Jer je X ~ (o, \), slijedi da je

A

My(r) = (=)

Uvrstavanjem slijedi da traZimo pozitivno rjeSenje jednadzbe (uocimo da je o = 2 i
A=0.02)
0.02

(0.02 - R

Laganim racunom slijedi da trazimo R > 0 takav da vrijeds

)2 —1-130R=0.

R(—130R* +4.2R — 0.012) =0 .
Rjesavanjem te jednadzbe dobivamo prilagodent koeficijent R = 0.00264.

Primjer 2.3.2. Koristeci aproksimaciju

1 1
exp(Rx) ~ 1+ Rz + §R2x2 + 8R3x3

nadimo aproksimaciju za prilagodeni koeficijent R kada za individualne iznose Steta
vrijedi X ~ 7(2.5,2.5) i ¢ = 1.05\. Prvo uo¢imo da zbog linearnosti matematickog
ocekivanja vrijedi

1 1 1 1
Mx(r) = E[e™] ~ E[1 + Rz + §R2x2 + 633953] =1+ Rm; + §R2m2 + 6R3m3 -

Kao u prethodnom primjeru, trazimo R takav da vrijedi

AMy(R) — A — 1.5AR = 0
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odnosno,
1 1
1+ le + §R2m2 + 6R3TTL3 —1—-15R=0.
Za gama distribuciju vrijedi

a+1)...(a+n—1)
A"

«
pa uwvrstavangjem odgovarajucih ocekivanja i sredivanjem dobiwamo jednadzbu

7 21
14+R+ —R*+=R*-1—-1.05R=0
T 10 * 50

ili ekvivalento 5
R(21R* + TR — ) =0

cige je rjesenje R = 0.0686 .

18

Generalno, prilagodeni koeficijent je tesko naci, pa pokusajmo naéi neku ogradu

za njega. Pogledajmo funkciju g(r) za r > 0.
g"(r) = AE[X? exp(rX)] > MNE[X?] = Am,

J(r) = g'(0) + / " (8)ds > —(c — Amy) + Amar

g(r) =g(0) + /07’ g'(s)ds > /\mQ% —(c—Amy)r.
Zar=DR R
0=g(R) > R(mg)\E — (c—=Amy)) .

Te napokon slijedi
2(c — Amy)

)\mg

R <

Teorem 2.3.1. Neka je R prilagodeni koeficijent. Tada vrijeds

$(u) < exp(—Ru)
Dokaz. (Dokaz je uzet iz [1])

Dokaz indukcijom. Definiramo vjerojatnost propasti prije n-te Stete kao 1, (u).

Dovoljno je pokazati

n(u) < exp(—Ru)
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zan=1,2,3... jer vrijedi

b(u) = lim ()

Pretpostavimo da za fiksan n, n > 1,
Yn(u) < exp(—Ru) .

Izvest ¢emo izraz za ¢,41(u) uzimajuéi u obzir vrijeme i koli¢inu prve Stete:
Pretpostavimo da se prva Steta dogodila u vremenu ¢ > 0 i da je iznos Stete x. Ako
se propast dogodila u trenutku ili prije (n 4 1)-e Stete, tada se propast dogodila u
trenutku prve Stete, tako da je x > u+ct, ili se propast nije dogodila u trenutku prve
Stete, tako da je budzetski visak nakon isplate te Stete, u + ¢t — x, nenegativan, te se
propast dogodila uz ovaj budzetski visak pri isplati neke od buduéih n Steta.

S obzirom da je pojava Stete Poissonov proces s parametrom A, distribucija vremena
do prve Stete je eksponencijalna s parametrom A. Integriranjem po svim moguéim
vremenima i iznosima prve Stete dobivamo

Y (1) = / Txep(-An) [ fla)dudt

u+-ct

+ /000 Aexp(—At) /Ou+0t f(x)n(u+ ct — x)dzdt .

Uoc¢imo da je prvi integral vjerojatnost propasti pri isplati prve Stete, a drugi vje-
rojatnost da se Steta nije dogodila pri isplati prve Stete, ali je pri isplati neke od
sljede¢ih n steta. Takoder uoc¢imo da proces viska "pocinje ispocetka" poslije isplate
prve Stete, tako da je vjerojatnost propasti unutar isplata prvih n Steta nakon isplate
prve Stete jednaka ¢, (u + ct — x). Sada primijenjujemo induktivnu pretpostavku:

Ut (w) S/OOO)\eXp(—)\t) h f(x)dxdt

u-+ct

+ /OOO Aexp(—\t) /OHC f(z)exp(—R(u+ ct — x))dxdt .

Nadalje, koristimo ¢injenicu da je exp(—R(u + ¢t —x)) > 1 za x > u + ct, pa je

h flx)dx < /00 exp(—R(u + ct — x)) f(x)dx

u-+ct —+ct
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te je zato

Y1 (u) < /000 Aexp(—At) /000 f(z)exp(—R(u+ ct — x))dzdt
= exp(—Ru) /000 Aexp((—A + cR)t) /OOO exp(—Rx) f(z)dxdt
= exp(—Ru) /000 Aexp(—(A+ cR)t)Mx(R)dt .

Bududi da je A + cR = AMx(R), integral je jednak 1, te je zato

Uni1(u) < exp(—Ru) .

Jos treba dokazati bazu, odnosno, da nejednakost vrijedi za n = 1. Istim argumen-
tima kao gore slijedi

1 (u) = /000 Aexp(—At) :Otf(a:)da:dt

< /OOO Aexp(—At) h f(z)exp(—R(u + ct — x))dzdt

< /000 Aexp(—At) /000 f(z)exp(—R(u + ct — x))dzdt = exp(—Ru) .

]

Primjer 2.3.3. Promatramo klasican proces rizika s Poissonovim parametrom \ =
100, eksponencijalno distribuiranim individualnim Stetama s ocekivanjem 1, © premi-
jom ¢ = 125. Izracunajmo 1 (u), te o(u) po formuli

Ypa1(u) = /OOO)\eXp(—)\t) h f(x)dxdt

u-+ct
[e¢) u+-ct
Aexp(—At n t — x)dxdt .
+/0 exp( )/0 f(@)ipn(u + ct —z)dz

Buduéi da je o(x) =0 za svaki x i f(x) = e * slijedi da je

() = /0 " Nexp(=t) / R

+ct

Racunamo

/ )\exp(—)\t)/ e_xdxdt:/ Aexp(—At)e”“reqt
0 u 0

+ct
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Uvrstavanjem vrijednosti A = 100 i ¢ = 125 slijedi da je
100 4

¢1(U) = 2—256 = §€ .

Nadalje,
o(u) = / /\eXp(—/\t)/ e “dzdt
0 u+-ct
00 u+-ct
+ / Aexp(—At) / e "1 (u+ ct — x)dxdt
0 0

odnosno,

00 u+-ct )\

() = Y1 (u) —I—/O /\eXp(—/\t)/O e_$A—He_(“+Ct_”)dxdt :

Racunamo

00 u+ct A
/ )\exp(—)\t)/ e " e~ et dadt
0 0 Ac

ZwﬂUN\Awe*%ﬂfAMﬁdmﬁ] (2.7)
=wMMAAwe”eﬂu+dMﬂ.

Izracunajmo integral

/ e_’\te_Ct(u+ct)dt:/ ue_t(Mc)dt%—/ cte O+
0 0 0

= +c/ww4wm.
Atc 0

Parcijalnom integracijom se lako dobije

oo 1
te*t()\‘i’c) — .
/0 (A +¢)?

Uvrstimo dobiveno u (2.7) i dobivamo

u c
= 14+ A
Yo(u) = 1 (u)[1 + ()\+c+ ()\4—0)2)]
te kada uvrstimo A = 100, ¢ = 125 1 sredimo

Ya(u) = v (u) G+ )
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2.4 Vjerojatnost prezivljenja
Definiramo vjerojatnost prezivljenja ¢(u) kao vjerojatnost da se propast ne dogodi uz

pocetni kapital u, tj. ¢(u) = 1—1(u). Iz dokaza Lundbergove nejednakosti uzimajuci
u obzir iznos i vrijeme prve Stete slijedi

o0 u—+ct
o(u) = /0 )\ea:p(—)\t)/o f(z)p(u+ ct — x)dxdt .

Supstitucijom s = u + ct slijedi
o) = 2 [ eap(=As =)o) [ Fla)ols — a)dads
A o0 S
= Eexp()\u/c)/ ewp(—As/c)/O f(z)p(s — x)dzds .

Diferenciranjem dobivamo integro-diferencijabilnu jednadzbu

%¢(U,) = 2—2exp()\u/c) /uoo exp(—As/c) /08 f(z)p(s — x)dzds

-2 [ f@tu - ajds
tj. )
Teotw) = 20w =3 [ s@olu— oo 2.9

Integrirajuci po (0,t) dobivamo

/¢ Y+ 2 //¢u—s )(1— F(s))dsdu
C/O¢(u)du

+§/Ot[¢( )(1—F / ¢ (u—s)(1 — F(s))ds]du (2.9)

C

:%gzﬁ(())/ot(l Fw)du+ 2 / ds/¢u—s

= 200) [ (1= Fu)du+2 [ (1= P (ot =) = (0)ds

+ % /Ou d(u—s)(1— F(s))ds

I napokon slijedi
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Izra¢unajmo sada v (u). Iz prethodne formule vrijedi

C

1 —(u) =14+(0) + A /Ou(l —Y(u—2))(1—F(s))ds . (2.10)

Preostaje izracunati ¢(0), a to ¢emo napraviti pomoc¢u pretpostavke da Lundbergova
nejednakost vrijedi. Stavimo u (2.9) ¢ = oo te dobivamo

—(0) = %/OOO Y(u)du — %/OOO /OUWL — 8)f(z)dzdu
_A /000(1 — F(u))du .

C

Promijenimo red integracije u dvostrukom integralu

/0°° /Ou f(@)Y(u — z)dedu = /OOO /Ou¢(u — 2)duf(z)dz
= [" [T vwarsoe = [ v

Dakle, prva dva izraza u jednadzbi se poniste pa imamo

w0 =% [T 0= =

C C

Sada uvrstimo dobiveno u jednadzbu (2.10)

| () = 1= 2(m— /Ou(1 ~ F(2))de + /Ouw(u — )1 - Fla))dz .

C

Kona¢no, formula za 1 (u) je

() = %/ma _ F(2))de + % /Ou¢(u —2)(1 - F(x))dz .
Primjer 2.4.1. Stavimo u jednadzbi (2.8) F(x) =1 —exp(—ax),x >0
o) = 260w = 2 [ aexp(-ax)o(u - a)ds
= 2olw) =2 [ expl-a(u—a)o(a)da (2.11)
A aA

= “o¢(u) — — exp(—au) /Ou exp(az)p(x)dx .
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Diferenciranjem slijedi

d2

Ad o\
du? can?

(1) = 240000 + "2 exp(—an) [ explaa)ola)ds

¢ du (2.12)

- o)

Integral u (2.12) je integral u (2.11) pomnoZen sa —«. Dakle, pomnoZimo (2.11) s «
i dodamo (2.12) jednadzbi (2.11). Dobivamo

d2

d Ad
0u) + s p(u) = 546

cdu

(u)
il P \ g

wﬁf)(u) + (a— E)@MU) =0.
Ovo je diferencijalna jednadzba drugog reda cije je rjesenje

o(u) = ag + ag exp(—(a — %)u)

gdje su ag 1 ay konstante. Zbog Lundbergove nejednakosti vrijeds
lim ¢(u) =1, §to daje ag = 1, iz cega slijedi $(0) = 1+ ay, odnosno

U—>0Q
Am

a; = —¢(0) = ———. Konacno,
c
A A
=1-— —(a—=)u) . 2.1
6(u) = 1~ exp(~(a— D)) (2.13)
Ako stavimo ¢ = (1 + 0)Am, tada je jednadzba
. —af
=1— 1+46
o(u) =1 T 7¢ (2.14)

nezavisna od \. Ovu nezavisnost smo izveli iz pretpostavke F(x) =1 — exp(—ax),
x >0, no ona vrijedi za sve distribucije stete. Izracunajmo prilagodeni koeficijent za
eksponencijalnu distribuciju. TraZimo R > 0 takav da vrijeds

A+ Re— A/ exp(Rx)a exp(—ax)dr = 0

—00

o «
R —ax)dr =
/Oo exp(Rz)a exp(—ax)dx -
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pa rjesavamo jednadzbu

odnosno

cije je strogo pozitivno rjesenje R = a — % Sada slijedi da je

(u) = 9(0) exp(—Ru) .

Promotrimo sada kako mozemo dobiti formulu za ¢ pomoéu Laplaceove transfor-
macije. Sjetimo se jednadzbe (2.8)

d A A [
Zoolw) = 2ot =2 [ fa)otu—a)dr.

Iz (1.5) slijedi da je lijeva strana te jednadzbe jednaka s¢*(s) — ¢(0), a integral na
desnoj strani je jednak —éf*(s)gb*(s), pa slijedi
c

s¢*(s) = #(0) = —¢"(s) — —f"(5)¢"(s)
odnosno 4(0)
er c
e e
Kada je f racionalna funkcija, mozemo nac¢i formulu za ¢ invertirajuéi ¢*. Ovo je

dobra metoda za naci jednadzbu za ¢, no moze biti teska za provesti u veéini slucajeva
jer je tesko invertirati ¢*.

2.5 Proces gubitka

Osim procesa dobitka (U(t)):>o korisno je gledati i proces koji oznac¢ava same gubitke.
S obzirom da je gubitak u trenutku ¢ razlika ispla¢enog iznosa i uplacenog iznosa,
definiramo ukupni proces gubitka (L(t)):>o sa

L(t) = S(t) — ct,¥t > 0 (2.15)

te sa slu¢ajnom varijablom L ozna¢imo maksimum ukupnog procesa gubitka. Uo¢imo
da je tada U(t) = u — L(t), iz Cega slijedi

¢(u) =P(U(t)
) (2.16)
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Dakle, ¢ je funkcija distribucije slu¢ajne varijable L, te vrijedi L(0) = S(0) —c¢-0 =10
pa je L nenegativna sluc¢ajna varijabla.

Pretpostavimo da U(t) u nekom trenutku padne ispod vrijednosti pocetnog kapitala
za li, tj. da poprimi vrijednost u — [;. Vjerojatnost tog dogadaja je 1(0) i tada
ukupni proces Steta poprima najveéu vrijednost do tog trenutka, vrijednost [;. Buduéi
da slozeni Poissonov proces ima stacionarne i nezavisne priraste, vjerojatnost da
ukupni proces dosegne novu najveéu vrijednost je opet 1(0), jer je to dogadaj da
U(t) poprimi vrijednost manju od u — Iy, npr. u — l; — [5. Sada je nova najveca
vrijednost l; +l3. Analogno nastavljamo dalje i uo¢imo da je vjerojatnost da najveca
vrijednost ukupnog procesa Steta poraste n puta

¥(0)"9(0) (2.17)

za n € Ng. Uoc¢imo da je to funkcija gustoée geometrijske razdiobe. Maksimum
ukupnog procesa gubitka L je suma prirasta najveéih vrijednosti procesa, pa je

L=) L (2.18)

gdje je N broj prirasta najveée vrijednosti ukupnog procesa gubitka, a L; vrijednost
i-tog porasta najvece vrijednosti ukupnog procesa gubitka,te su L; nezavisne jednako
distribuirane sluc¢ajne varijable. Dakle, L je sloZena geometrijska sluc¢ajna varijabla.
Neka je K funkcija distribucije slu¢ajne varijable L1, te k pripadna funkcija gustoce.
Neka je sada L*(s) Laplaceova transformacija slu¢ajne varijable L,

[e.e]

L*(s) = Ele ] = / e dip(u)
o g (2.19)
o0+ [ G

d
Integral u gornjoj jednadzbi je Laplaceova transformacija od ™ (u) pa je po (1.5)
u

L*(s) = 1(0) — syp*(s) — 1(0)
= sY"(s)
j e(0) (2.20)
cs — A1 = f*(s))

Iz formule (2.19) slijedi

L*(8)|sm0 = E[e™]|=g = 1, (2.21)
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a iz formule (2.20) koristenjem L’Hopitalovog pravila slijedi

* o scy)(0)
L*(s)ls=0 = lim —— A1 — f(s))

¥ (0)
c— )‘%f*(sﬂs:o '

(2.22)

Izracunajmo
d ,, <
ST Olea== [y )dylcs = —my
S 0
Sada izjednacavanjem (2.21) i (2.22) dobivamo
c(0)

1=
c— Amy

tj.
p(0)=1- "2 (2.23)

c

Uoc¢imo da smo sada izveli formulu za ¢ (0) bez koristenja pretpostavke da Lundber-
gova nejednakost vrijedi. S druge strane,

Ele ] = E[E[e **|N]] . (2.24)

Racunamo

n

Ele **|N = n] = E[exp(—s Z L;)] = [ [ Elexp(—sL:)]

=1

gdje zadnja jednakost slijedi iz nezavisnosti slucajnih varijabli L;.
Elexp(—sL;)] = k*(s)

pa je
Ele LN = n] = k*(s)" .

Uvrstimo dobiveno u jednadzbu (2.24), i dobivamo
Ele™"] = E[+*(s)"] .
Jer je L slozena geometrijska razdioba, slijedi da je

¢(0)

B = ok

(2.25)
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Izjednacavanjem (2.25) s (2.22) i dijeljenjem sa ¢(0) slijedi
cs — A1 = f*(s))

CS

L= p(0)k(s) =

Iz jednadzbe (2.23) uvrstimo izraz za 1(0), te dobivamo

A —A(1—f*
i ml]{]*<8): ( f (S)
c cs
i skra¢ivanjem slijedi
1 _ *
vy L)
Sy

Sada, invertirajuc¢i Laplaceovu transformaciju dobivamo

k() = —(1 - F(z)

my
iz cega slijedi da su L; neprekidne slucajne varijable (jer su X; neprekidne).

Primjer 2.5.1. Uz pretpostavku da svi momenti postoje, nadimo E[L}], r € N. Bu-
duci da je k(z) = =—(1 — F(x)), slijedi da je

(L] = — /OO 2 (1 — F(x))dz

mq 0
1 oo o0
= —/ xr/ fly)dydz .
m1 Jo x
Zamjenom integrala dobivamo

BlL = - [ s [ odudy

1

R RPN e
= /Of(y) Yy dy

mq r—+1
_ M1
(r+1)m;

Sada definiramo slucajne varijable

Lo=) Lo, (2.26)
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gdje je N broj prirasta najveée vrijednosti ukupnog procesa gubitka, (L, ;)3 niz
nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli s funkcijom distribucije K, i
pripadnom funkcijom gustoce

kow = K(z+1) — K(z)

zax=0,1,2,..., gdje je K(z) =P[L; < z] te

N
Ly=> Lg, (2.27)
i=1

gdje je N broj prirasta najvece vrijednosti ukupnog procesa gubitka, (Lg;)2; niz
nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli s funkcijom distribucije K3 i
pripadnom funkcijom gustoce

ko= K(r) - K(zx—1)

za x € N.
Iz definicije K, i K3 dobivamo

iz Cega slijedi
Iz formule (1.12) slijedi
¢(u) =Y P(N =n)K" (u)
n=0

= 6(0) + > _ (0)"¢(0) K" (u) .

Neka je g(1t) = P(La < u) i ¢s(u) = P(Ls < u) pa jo
Ya(u) = 9(u) = Pp(u)
te zato Sto su L, i Lg diskretne slucajne varijable
P(Ly, <u) >P(L <u) >P(Ls < u)

paje za u >0
P(Lg <u) < o(u) <P(L, < u) .
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Iz formule (2.25) slijedi

pa je po formuli (1.21) za u =1,2,3,...
¢ < .
o = Qa P ka' ey -
Ga(w) = 9a(0) + T— 1 — Z alu = )

odnosno, ako uvrstimo ¢ = ¢(0), te izraz za ¢,(0) slijedi

__ ¢ vO0) ¥ .
Pa() = TV T TG0 jzlkmjgba(u—j) . (2.28)

Iz definicije ¢g slijedi ¢3(0) = ¢(0) pa je po formuli (1.21) za v =1,2,3,...
5(u) = $(0) +¢(0) Y kg 05(u—j) - (2.29)
j=1

Zelimo aproksimirati vjerojatnost propasti u kona¢nom i beskona¢nom vremenu. Pri-
sjetimo se formule

Y(u,t) =P(U(s) < 0; zaneki 5,0 < s <t)
M) 2.30
:IP’(u+cs—ZXi<0; za neki 5,0 < s <t). (2:30)
i=1
Bez smanjenja opcenitosti stavimo A = m; = 1. Za i = 1,2,3,... neka je X,
diskretna sluc¢ajna varijabla distribuirana na 0,1/3,2/5,..., 8 > 0 takva da je X,
dobra aproksimacija za X;. Definiramo

N(s)
1W(u,t) =Plu+ (1+6)s — ZXM < 0 za neki 5,0 < s <)

i=1
gdje je 0 koeficijent usrednjenja, tj. koeficijent takav da vrijedi ¢ = (1 + 6)Am;.

Tada je 19(u,t) dobra aproksimacija za ¥ (u,t). Sada, za i = 1,2,3,... definiramo
Xo;=BX;1

N(s)
2(u,t) =P(u+ (1 +6)8s — Z X5;<0; zaneki 5,0 <s<t). (2.31)

=1
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Uo¢imo da je 29(Bu,t) = 19(u,t). Nadalje, stavimo neka je Poissonov parametar

m, pa je dohodak po premiji po jednici vremena jednak jedan, pa dobivamo
N*(s)
s(u,t) =P(u+s — Z X5, <0; zaneki 5,0 <s<t) (2.32)
i=1
gdje za fiksni s, N*(s) ima Poissonovu distribuciju s o¢ekivanjem ﬁ Tada je
(s, (140)Bt) = 2w, 1) paje (. 1) ~ 5(uf, (1+0)3t), pa je s1(u, ) vierojatnost
propasti u neprekidnom vremenu. Nadalje, neka je

Ya(u,t) =Pu+n—Y Z <0zanekinn=12,...,1) (2.33)

i=1
gdje je Z; ukupni iznos Stete u i-tom intervalu. Kada Z; ima slozenu Poissonovu

1
distribuciju s parametrom m i individualni iznosi Steta su distribuirani kao
Xy, jednadzba (2.33) je diskretna vjerojatnost propasti kao sto je jednadzba (2.32)

bila neprekidna vjerojatnost propasti.



Poglavlje 3

De Vylderova aproksimacija

3.1 De Vylderova (eksponencijalna) aproksimacija

Osim numerickih metoda, Zeljeli bismo imati joS neki nacin aproksimacije vjerojat-
nosti propasti. Jednu jednostavnu aproksimaciju dao je De Vylder, te je po njemu
ta aproksimacija nazvana De Vylderova aproksimacija. Glavna ideja je aproksimirati
proces rizika procesom (U(t)):>o koji zadovoljava sljedece pretpostavke:

1. U0)=u
Poissonov parametar je A

premija po jedinici vremena je ¢

-~ W

individualni iznosi Steta imaju eksponencijalnu distribuciju s parametrom a, tj.
F(z) =1—exp(—ax),z > 0.

Zbog cetvrte pretpostavke De Vylderova aproksimacija se ponekad zove i eksponen-
cijalna aproksimacija. Po formuli (2.13) slijedi da je vjerojatnost propasti za proces
(U)o

%exp(—(& — X)) . (3.1)

Parametre X, ¢ i a biramo izjednac¢avajuéi momente, tj. iz formula
E[U(1)] = E[U(1)], E[S(t)*] = E[S(t)’], E[S(1)*] = E[S(1)*]

pa je za De Vylderovu aproksimaciju nuzno da postoje prva tri momenta varijabla
X;. Iz prve formule dobivamo

DY
u+tct— A dmt=u+ct— —
Q

32
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jer za eksponencijalnu razdiobu vrijedi E[X*] = %, k € N. Izraz za ¢ glasi

_ A
c=c—Am + = . (3.2)
a
Iz E[S(t)2] = E[S(t)?] dobivamo
2)
)\mg = ﬁ’ (33)
a iz jednadzbe E[S(t)3] = E[S(t)%] dobivamo
6X
Rjesavanjem sustava jednadzbi (3.3) 1 (3.4) slijedi da je
~ Am3
a:ﬁng”? (3.5)
ms 2ms;
Sada dobiveno uvrstimo u formulu (3.1):
~ 3Am3
c=c—Am+ i (3.6)

2m3 ‘

Za izracunati De Vylderovu aproksimaciju, dobiveno se uvrsti u formulu (3.1).

U situacijama kada prilagodeni koeficijent procesa rizika kojeg aproksimiramo postoji,
aproksimacija daje dobre rezultate kada je vjerojatnost propasti mala, npr. manja
od 5%. No, aproksimacija nije dobra za male vrijednosti od u, npr. kada je u = 0, no
to se u praksi i rijetko dogada jer je za male u vjerojatnost propasti velika. Takoder,
metoda nije precizna ni kada prilagodeni koeficijent ne postoji.

Primjer 3.1.1. Promatramo klasicni proces rizika s individualnim iznosima Steta
X; =X cija je gustoca
2z

() = 5(2exp(~22) + 5 exp(-3)

za x > 0. Pretpostavimo da je A =1 ic = 1.1\. Nadimo De Vylderovu aproksimaciju
Ypv(u) za u=0,10,20,...,50.
Izracunajmo prvo momente individualnih iznosa Steta. Ako stavimo da je Y1 slucajna
varijabla s funkcijom gustoée y, = 2exp(—2x), i Yo slucajna varijabla s funkcijom
gqustoce 1y = %exp(—%x) tada zbog linearnosti matematickog ocekivanja vrijeds

1 1,1 3

E[X] = §(E[Y1] + E[Y3]) = 5(5 + 5) =1
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2

jer suYy i Yy eksponencijalno distribuirane s parametrima 2 i 3,

respektivno. Nadalje,

E[X*] = /000 x’%(? exp(—2x) + gexp(—%))dx
_ %/Ooo (2 exp(—27) + gexp<—2§)>dx
= LB+ E)

k € N gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili linearnost integrala. Slijedi da je

1.2 2 )
EX?=-(54—=)==
1.6 ©6 21
EX?=Z(z+5)=—.
28 &7 2
Po formuli (3.5) uz A =1 slijedi
_ 3x(3) 5 3 9(3)> 125
o= ————=—1 = = — s
z 7 2(3)> 196
a po formuli (3.2) uz A =1 1ic= 1.1\ slijedi
= 25

c=11—-1+18 =01+ =—.
c +% +28

Sada dobiveno uz u = 0 wvrstimo u formulu (3.1) i dobivamo
125 1

196 2(0.1 + 2)

Ypy(0) = (.8993 .

Izracunagmo sada i egzaktnu vrijednost od ¥(u) = 1 — ¢(u). MoZe se pokazati da
za indiwidualne iznose Steta koji imaju distribuciju zbroja dvije eksponencijalne dis-
tribucige, s teZinama q 1 1 — q, c¢igi su parametri o« @ 3, vrijedi sljedeca formula za
vjerojatnost propasti

: 1/2
Y(u) = 1+ 6)(rs — 1) [(p— 1) exp(—riu) + (1o — p) exp(—rau)] /
gdje su
r o= p+0(a+B)—[(p+0(a+ B))? —4aBl(1 + 6)]"/?

2(1+0) ’
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_pHO(a+B) +[(p+0(a+B) —4aBl(1 + )]
2(1+0) ’

T2

- qo
~qamtr(1—g)B!

p

p=a(l—p)+8p.

Uz0 =01, o« =2, 8= % iq=1—q = 5 racunanjem slijedi ¥(0) = 0.9091, te
nadalje

1
2

pr(10) = 0.4380 4 (10) = 0.4377 |
pr(20) = 0.2133 4 1(20) = 0.2132 |
pv(30) = 0.1039 4 ¥(30) = 0.1039 |
b (40) = 0.0506 7 1(40) = 0.0506 |
oy (10) = 0.0246 i 1(10) = 0.0247 .

SRS

Uoc¢imo da se u ovom primjeru moze uociti kako De Vylderova aproksimacija
daje jako dobre rezultate kada su individualni iznosi Steta mjesovito eksponencijalno
distribuirani, te da za © = 0 metoda nije toliko precizna kao za veée u, kao Sto je veé
spomenuto.

3.2 4MGDYV aproksimacija

S obzirom da De Vylderova aproksimacija u nekim slu¢ajevima ne daje precizne re-
zultate, Burnecki, Mista i Weron (vidi [2]) su predlozili novu aproksimaciju, 4AMGDV
(4-moment gamma De Vylder) aproksimaciju koja je zapravo prilagodena De Vylde-
rova aproksimacija. Kod ove aproksimacije se zahtjeva da postoje prva ¢etiri momenta
procesa individualnih isplata Steta, te se pretpostavlja da je distribucija individual-
nih isplata Steta gama. Proces rizika s gama distribuiranim individualnim Stetama
je odreden s Cetiri parametara (A, 0, [, fz) gdje je A parametar Poissonovog pro-
cesa, ] koeficijent usrednjenja, 11 i iz momenti procesa kojeg aproksimiramo. Ko-
eficijente opet dobivamo izjednac¢avanjem momenata odgovarajucéih procesa gubitka
L(t) = S(t) — ct.

Moze se pokazati da je
Mgy (u) = MM =1

te

d?"

du”

E[S(#)] = —— Mg (u)|u=o ,
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pa je
ELS(8)] = - My () o = MM, (1) My (1)
= Atmy
jer je Mg (u)|u=o = 1, a uz ¢ = Amy (1 + 6) slijedi
p1 = E[S(t) — ct] = Mmy — Amy (1 + 0)t = —0Xtm, . (3.8)
Nadalje, E[L(t)?] = E[S(¢)?] — 2E[S(¢)]ct + (ct)?, pa racunamo E[S(t)?]
E[S(1)] = - (MMy, (1) Mo (1)) uco
= MM, (u) Moo (u) + M, (1) M) (1) (39)
= Atmay + (Mtmy)?
pa uz c kao gore dobivamo

o = E[L(t)*] = Mmy + (Mm1)? — 2Amyct? + (ct)?

3.10
Analogno dalje slijedi
i
=E[L(t)"] =
s = EIL(1) 12

Mgt — 4(Amgt) (0Amat) + 3(Amat)? + 6(Amat) (OAmat)? + (OAmat)* .

Iz dobivenih jednadzbi uo¢imo da je izjednacavanje odgovaraju¢ih momenata procesa
gubitka ekvivalentno izjednac¢avanju odgovaraju¢ih momenata procesa ukupnih Steta.
Za gama distribuciju vrijedi da se tre¢i i ¢etvrti momenti mogu izraziti pomocu
prethodnih na sljedeéi nacin:

N T U /7 U N _
fis = ﬁ—§(2uz — i) i fia = ;72(2/@ — %) (312 — 27°) . (3.13)

Dakle, parametri (A, 0, 1, p2) moraju zadovoljavati sljedece jednadzbe

O\ = GNX]I
g = Xﬁz
Atz = X%(z@ ~7) (3.14)

Aty = X%(% — %) (372 — 272%)
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Rjesavanjem sustava jednadzbi (3.14) dobivamo izraze za parametre kako slijedi

N = /\(M3)2(N2)3
(p2pta — 2(13)?) (2pt2pta — 3(113)?)
_ Op(2(p3)* — prapa)

5 2

(H2)?pe3 (3.15)
~ 2(p3)* — 2p0p4
ILL =

H2pt3
~ (pops — 2(p3)?) (2papa — 3(p3)?)
M2 = B .

(paps)

Da bismo osigurali da je i, fiz > 01 fis > i trebamo pretpostaviti fiofiy < 3(us)?
i figfy > %(/,63)2. Ukoliko to nije ispunjeno, stavimo ;i = g i ne ra¢unamo cetvrti
moment. U tom slucaju slicnim ra¢unom kao gore dobivamo parametre

> 203

A=
11(ps + e

5 _ Onlps + pap)
2413
L=p,

~ p(ps + pap)

ST

Y

Moze se pokazati da je uz takve parametre (X, 5, i, fo) AMGVD aproksimacija
jednaka

o(1— & exp —ETRU absin(ar
Yamcpv (u) = ( = g )eail 2 ) —+ ( )I (3.16)
I+ (1+0)R—(1+0)(1—-2) @
gdje je N
I /Oo ~ _ xiexp(—(x + l)ﬁude _ (3.17)
0o [z¥(1 4+ a(l+6)(x+ 1)) — cos(an)]? + sin®(anr)
uz o = EQ’N‘TQEQ, 3= = Eﬁz. U slucaju kada su individualni iznosi Steta gama ili ekspo-

nencijalno distribuirani, ova aproksimacija daje egzaktne rezultate. U sluc¢aju mje-
Sane eksponencijalne razdiobe individualnih iznosa steta moze se pokazati da AMGDV
daje bolje rezultate od De Vylderove (eksponencijalne) razdiobe.

Usporedimo toc¢nost De Vylderove i 4AGMDV aproksimacije na sljede¢em primjeru.
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Primjer 3.2.1. (Primjer preuzet iz [3]) Promatramo klasiéni proces rizika s indi-
vidualnim iznosima Steta X; = X koji su mgjeSovito distribuirani, s parametrima
a = 1/190744933.98, B = 1/84535691.61, tezinom q = 0.78 i 6 = 0.3.

Egzaktne vrijednosti su dane u sljedecoj tablici

u 0 107 108 10° 10"
Y(u) 0.76923077 0.75872977 0.67258748 0.21205921 0.00000214

Tablica 3.1: Tablica egzaktnih vrijednosti vjerojatnosti propasti kada su individualne
Stete mjesovito eksponencijalno distribuirane s parametrima o = 1/190744933.98,
f =1/84535691.61, ¢ = 0.78 i § = 0.3.

Uoc¢imo da je za pocetni kapital u = 107 vjerojatnost propasti priblizno ista kao
u slucaju kada pocetnog kapitala nema. Znacajno se smanjuje tek za u = 10°. Sada
cemo dati rezultate De Vylderove aproksimacije za isti proces u sljedecoj tablici.

u 0 107 108 10° 100
Y(u) 0.76308137 0.75337907 0.67142556 0.21224673 0.00000211

Tablica 3.2: Tablica aproksimativnih vrijednosti dobivenih De Vylderovom aproksi-
macijom vrijednosti vjerojatnosti propasti kada su individualne Stete mjeSovito eks-
ponencijalno distribuirane s parametrima o = 1/190744933.98, § = 1/84535691.61,
q=0.78160=0.3.

Opet vidimo da De Vylderova aproksimacija daje jako dobre rezultate u slucaju
kada su individualni 1znosi steta mjesovito eksponencijalno distribuirani. Napokon, u
sljedecoj tablici dane su aproksimativne vrijednosti dobivene JMGDYV distribucijom.

u 0 107 108 10° 10"
Y(u) 0.76746161 0.75702255 0.67221498 0.21209805 0.00000213

Tablica 3.3: Tablica aproksimativnih vrijednosti vjerojatnosti propasti dobivenih
AMGDV aproksimacijom kada su individualne Stete mjeSovito eksponencijalno distri-
buirane s parametrima o = 1/190744933.98, 5 = 1/84535691.61, ¢ = 0.78 i 6 = 0.3.

Uocavamo da 4MGDYV aproksimacija takoder daje dobre rezultate. Takoder wocimo
da 4GMDYV aproksimacija daje bolje rezultate od De Vylderove aproksimacije za slu-
caj kada su indwidulant iznosi Steta mjesovito eksponencijalno distribuirani, kao Sto
je veé spomenuto, tako De Vylderova aproksimacija daje egzakine rezultate za ekspo-
nencijalno distribuirane stete.
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Sazetak

U ovom radu smo promatrali Cramér-Lundbergov model u teoriji rizika. On se sas-
toji od pretpostavke da je proces isplata Steta slozen Poissonov. U prvom poglavlju
smo definirali slozeni Poissonov proces, te smo dali jo§ neke definicije i izvode koje
kasnije koristimo. Definirali smo proces dobitka kao razliku zbroja pocetnog kapitala
i premija te isplata Steta do trenutka ¢. Izveli smo formulu za vjerojatnost da taj
proces bude manji od 0 u nekom trenutku ¢, te dali gornju ogradu za tu vjerojatnost.
Uz vjerojatnost propasti, definirali smo i vjerojatnost prezivljenja. S obzirom da se
u nekim slucajevima formula za vjerojatnost propasti ne moze eksplicitno izrac¢unati,
izveli smo i neke aproksimacije vjerojatnosti propasti. U tre¢em poglavlju smo defi-
nirali dvije aproksimacije, De Vylderovu aproksimaciju i 4MGDV aproksimaciju. U
slucaju De Vylderove aproksimacije, vidjeli smo da u slucaju eksponencijalno dis-
tribuiranih Steta aproksimacija daje egzaktne rezultate. Takoder smo istaknuli da
AMGDYV aproksimacija daje bolje rezultate od De Vylderove aproksimacije.



Summary

In this study we observed the Cramér-Lundberg model in the theory of risk. It
consists of the assumption that the aggregate claims process is a compound Poisson
process. In the first chapter we defined a compound Poisson process, and gave relevant
definitions and extracts that we would later use. We defined a surplus process as
opposed to the sum of the insurer’s surplus at time 0 and the insurer’s rate of premium
income per unit time and aggregate claims at time t. We deduced a formula for the
probability that the surplus process is less than 0 at some time ¢, and gave an upper
bound for that probability. In addition to the ruin probability, we also defined the
survival probability. Since in some cases the formula for the probability of ruin
can not be explicitly calculated, we established some approximations thereof. In
the third chapter, we define two approximations, the De Vylder approximation and
the 4AMGDV approximation. In case of exponentially distributed individual claim
amounts, we observed that the De Vylder approximation gives exact results. We also
concluded that the 4AMGDV approximation gives better results than the De Vylder
approximations.
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