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Uvod

Statistika je grana matematike koja obuhvaéa sakupljanje, analizu, interpretaciju i prezen-
taciju podataka te izradu predvidanja koja se temelje na tim podacima. Jedna od vrlo poz-
natih statistickih metoda analize je Analiza varijance (ANOVA - eng. Analysis of variance)
koja ¢e se obraditi u ovome radu te ée se posebna pozornost posvetiti njezinoj generaliza-
ciji, viSefaktorskoj analizi varijance ponovljenih mjerenja. ANOVA-u je prvi razvio i dao
joj ime poznati engleski statisti¢ar Ronald A. Fisher 1918. godine te se koristi u situacijama
kada zelimo usporedivati parametre oCekivanja viSe normalno distribuiranih populacija.

Zarazliku od t-testa koji takoder testira razliku izmedu dvije aritmeticke sredine, ANOVA
nije ograni¢ena brojem sredina koje treba usporediti, te je tako moguce usporedivati 3, 4,
5..ili n aritmetickih sredina. Takoder, moguce je ispitivati utjecaj dvije ili viSe nezavisnih
varijabli u isto vrijeme, te tako vidjeti ne samo utjece li svaka od njih zasebno na zavisnu
varijablu, ve¢ postoji li i njihov interakcijski ucinak.

U prvom dijelu uvest ¢e se osnovni statisticki pojmovi potrebni za daljnji rad, te e se
obraditi Studentov t-test za zavisne uzorke koji je nuzan zbog lakSeg shva¢anja ANOVA-a
ponovljenih mjerenja. U nastavku e se doc¢i do modela ANOVA-e. Pored uvodenja pri-
marnih pojmova za razumijevanje analize varijance biti ¢e govora i o jednofaktorskome 1
o viSefaktorskome modelu; postavljanju hipoteza i testiranju istih te testiranju hipoteza o
adekvatnosti modela. Nakon toga ¢e se model analize varijance dograditi dodavanjem po-
novljenih mjerenja kao faktor koriste¢i ve¢ gore steCena znanja. Na taj nacin Ce se obraditi
glavni model i tema ovoga rada, viSefaktorska analiza varijance ponovljenih mjerenja.

Metode ¢e se ilustrirati kroz primjere rijeSene pomocu programskoga sustava SAS.
Ispis iz SAS-a bit ¢e povezan s pojmovima iz poglavlja, a rezultati e se se interpretirati.



Poglavlje 1

Testiranje statistickih hipoteza o
jednakosti sredina

1.1 Osnovni pojmovi i definicije

Neka Q predstavlja skup elementarnih dogadaja.

Definicija 1.1.1. Uredena trojka (Q, %, P), gdje je % o—algebra na Qi P vjerojatnost na
F, naziva se vjerojatnosni prostor.

Ako je Q prebrojiv ili konacan skup elementarnih dogadaja onda uredenu trojku (R, .#, P)
zovemo diskretni vjerojatnosni prostor, a ako slu€ajna varijabla odnosno veli¢ina koja se
mjeri u vezi s nekim slu¢ajnim pokusom primi sve realne vrijednosti ili sve realne vrijed-
nosti iz nekog intervala onda imamo op¢i vjerojatnosni prostor.

Definirat ¢emo slucajnu varijablu na opéem vjerojatnosnom prostoru. Neka je R skup
realnih brojeva. Sa % oznaCimo o-algebru generiranu familijom svih otvorenih skupova
na R. % zovemo o-algebra Borelovih skupova na R, a elemente o-algebre 4 zovemo
Borelovi skupovi. Iz definicije slijedi (vidi [Sl], poglavlje 8) da je svaki otvoreni, zatvoreni,
poluotvoreni ili poluzatvoreni interval Borelov skup. Slijedi da su neograniceni intervali,
jednoclani skupovi, prebrojivi podskupovi, skup svih racionalnih i skup svih iracionalnih
brojeva takoder Borelovi skupovi. Moze se ipak dokazati da postoje skupovi na R koji nisu
Borelovi. Dakle, & # Z(R).

Definicija 1.1.2. Neka je (Q,.7, P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q — R jest
slucajna varijabla (na Q) ako je X~'(B) € .Z za proizvoljno B € %, tj. X" (#) Cc Z.

Definicija 1.1.3. Neka su X, . .., X, sluc¢ajne varijable na vjerojatnosnom prostoru (Q, %, P).
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kaZemo da su X, . .., X, nezavisne ako za proizvoljne B; € B (i = 1,...,n) vrijedi
PIX, €Bi,....X, € B} = P( Mixie B,»}) = []7xi < B). (1.1)
i=1 i=1

Jedan od osnovnih pojmova u teoriji vjerojatnosti jest pojam funkcije distribucije sluajne
varijable.

Definicija 1.1.4. Neka je X slucajna varijabla na Q. Funkcija distribucije od X jest funk-
cija Fx : R — [0, 1] definirana sa

Fx(x) =PlweQ: X(w) < x} = P{X < x}, x eR. (1.2)

Koristit éemo oznaku F, = F, ako je jasno o kojoj se slu¢ajnoj varijabli odnosno njenoj
funkciji distribucije radi. Usko uz pojam funkcije distribucije vezan je i pojam funkcije
gustoce.

Definicija 1.1.5. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q, % ,P) i
neka je F njezina funkcija distribucije. KaZemo da je X apsolutno neprekidna, ili, krace,
neprekidna slucajna varijabla ako postoji nenegativna realna Borelova funkcija f na R
(f : R > R, ) takva da je

Fx(x) = fx f(®dA®), x€R. (1.3)

Integral u (1.3) je Lebesgueov integral funkcije f u odnosnu na Lebesgueovu mjeru A.
Za funkciju distribucije F, neprekidne slucajne varijable X, dakle za funkciju oblika (1.3))
kaZemo da je apsolutno neprekidna funkcija distribucije.

Ako je X neprekidna sluCajna varijabla, tada se funkcija f iz (1.3)) zove funkcija gustoce
vjerojatnosti od X, tj. od njezine funkcije distribucije F, ili, kraée, gustoéa od X. Iz (I.3). i
poglavlja 9.2. iz [5] slijedi da ako znamo gustocu neprekidne sluCajne varijable X, znamo
vjerojatnosti svih dogadaja koji su u vezi s tom slu¢ajnom varijablom. Takoder slijedi da
je funkcija distribucije neprekidne slucajne varijable X u potpunosti odredena njezinom
gustoéom.

Definirajmo distribucije koje ¢emo kasnije koristiti.

Normalna distribucija
Neka su y,0 € R, o > 0. Neprekidna slucajna varijabla X ima normalnu distribuciju s
parametrima u i 0% ako joj je gustoéa f dana sa
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1 _ =)?

w2,  xeR. (1.4)

) =

e
oN2r

To ¢emo oznacavati X ~ N(u, o?).
X ima jedini¢nu normlnu distribuciju ako je X ~ N(0, 1), dakle

1 2

f(x) = me-%, xeR. (1.5)

Studentova distribucija
Neka je n € N. Neprekidna slucajna varijabla X ima Studentovu #-distribuciju sa n stup-
njeva slobode ako joj je gustoca f dana sa

xeR (1.6)

F(ﬂ) 2, —nfl
1 2
foy=———(1+2) 7,
nn
(3

gdje je I' gama funkcija. Danu distribucija oznacavamo X ~ t(n).

Dalje uvodimo pojam ocekivanja i varijance za neprekidnu slucajnu varijablu X u oz-
naci EX 1 VarX.

Neka je X neprekidna slu€ajna varijabla s gustoCom f,. Tada je s

EX = f+°° xfr(x)dA(x) (1.7)

(o9

dana formula za raCunanje ocekivanja slucajne varijable X, a s

VarX = f m(x — EX)* fu(x)dA(x) (1.8)

je dana formula za raCunanje varijance slu€ajne varijable X. Pozitivan drugi korijen iz
varijance zovemo standardna devijacija od X i oznaCavamo sa 0.
Definirat ¢emo slucajan uzorak te osnovne statistike uzorka.

Definicija 1.1.6. Neka je (Q, %, P) vjerojatnosni prostor i neka je X slu¢ajna varijabla na
Q s funkcijom distribucije F. KaZemo da X, X, ..., X, Cine slucajan uzorak duljine n iz
populacije s funkcijom distribucije F ako su X,,X,, ..., X, nezavisne i jednako distribu-
irane slucajne varijable sa zajednickom funkcijom distribucije F.

Ako funkcija F ima gustocu f , tj. ako je X neprekidna ili diskretna slu¢ajna varijabla
s gustoCom f , kaZemo da je uzorak uzet iz gustoe f. Intuitivno slucajan uzorak du-
ljine n odgovara nizu od n nezavisnih mjerenja slu¢ajnog svojstva nekog statistickog skupa
(populacije), 1 to slu¢ajnog svojstva koje se opisuje slu¢ajnom varijablom X.
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Definicija 1.1.7. Neka je X = (X1, X, ..., X,) slucajan uzorak iz funkcije distribucije F i
g : R" — R Borelova funkcija. Slucajnu varijablu T = g(X) zovemo statistika.

U primjenama se najceSée promatraju sljedece dvije statistike:

_ 1 <&
X=X,=-)> X, (1.9)
n

i=1

koju zovemo aritmeticka sredina ili o¢ekivanje uzorka i

1 < —
S2=82= mZ(Xi—X)Z, (n> 1), (1.10)
i=1

koju zovemo varijanca uzorka.

Definicija ofekivanja uzorka i Propozicija 11.4 iz 5] sugeriraju da oCekivanje uzorka
moze posluZiti kao ”dobra” procjena za oCekivanje populacije, ako je to ocekivanje nepoz-
nato.

1.2 Testiranje statistickih hipoteza

Mnoge prakti¢ne situacije u vezi sa sluajnim pojavama zahtijevaju donosenje odluke tipa
DA ili NE. Npr. pri pracenju procesa proizvodnje nekog proizvoda treba, na temelju re-
zultata mjerenja xi, ..., x, statistiCkog obiljezja X, donijeti odluku o tome da li proces
proizvodnje osigurava ili ne osigurava zahtjevanu kvalitetu. Pretpostavlja se, dakako, da
je obiljezje X, koje karakterizira kvalitetu pojedinog proizvoda (koli¢ina odredenog sas-
tojka npr.) sluCajnog karaktera. Teorijski gledano, rije¢ je o tome da se na temelju n
mjerenja slucajne varijable X, odnosno na temelju vrijednosti (xi, . .., x,) slu¢ajnog uzorka
(X1,...,X,), donese odluka o prihvacanju ili odbacivanju odredene pretpostavke o svoj-
stvima slucajne varijable X. Takva pretpostavka zove se statistiCka hipoteza, a postupak
donoSenja odluke o prihvacanju ili odbacivanju statisticke hipoteze zove se testiranje.

Svaki postupak testiranja polazi od nulte hipoteze i alternativne hipoteze. Sadrzaj al-
ternativne hipoteze uvijek proturijeci sadrZaju nulte hipoteze. Prilikom donoSenja odluke
o istinitosti hipoteze, postoji moguénost pogreske, tj. krive odluke. Dvije su vrste mogucih
pogreSaka:

e pogreska 1. vrste: odbacili smo nultu hipotezu ako je ona istinita
e pogreska 2. vrste: prihvatili smo nultu hipotezu ako je ona neistinita

Testiranja hipoteza baziraju se na odgovaraju¢im pouzdanim intervalima. Ako izraCunata
vrijednost odgovarajuce test-statistike upadne u pouzdan interval traZzene pouzdanosti, tada
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H, istinita H,j neistinita
prihvacamo H, v pogreska 2.vrste
ne prihva¢amo H, | pogreska 1.vrste v

Tablica 1.1: Vrste mogucih pogreSaka

nultu hipotezu ne odbacujemo; ukoliko ona ne upadne u isti interval, nultu hipotezu odba-
cujemo.

1.3 T-test za zavisne uzorke

T-test je statistiCki postupak za testiranje znacajnosti razlike izmedu dva uzorka. Zavisni
uzorci su uobicajeni primjer mjerenja “’prije—poslije” kod provjeravanja djelovanja neke te-
rapije ili postupka, odgojnog, obrazovnog, medicinskog, terapeutskog itd. na istoj skupini
ljudi.
Hipoteze koje testiramo ukljucuju novu varijablu d koja se temelji na razlici parova
vrijednosti dva skupa podataka
d=x; — x,

gdje su x; vrijednosti iz prvog skupa podataka, a x, vrijednosti iz drugog skupa.
Testiramo sljedeée hipoteze

H()Z/,ld:D Ho:,tleD H():,leSD
H]Z/ldiD le,ud<D H]Z/,ld>D

gdje je D neka pretpostavljena vrijednost i najéesce je D = 0.

Postupak za male zavisne uzorke naziva se jo§ 'metoda diferencije’. Temelji se na
utvrdivanju prosjecne razlike izmedu prvog i drugog mjerenja, te se onda promatra koliko
je svaka pojedina razlika udaljena od prosjecne razlike.

Testna statistika je oblika

X
T =4 (1.11)
sa n — 1 stupnjeva slobode, n je ukupan broj sudionika u mjerenju. X, predstavlja arit-
meticku sredinu, a S ; standardnu devijaciju razlike izmedu prvog i drugog mjerenja. Nultu

hipotezu odbacujemo ukoliko je

T<tsn-1) ili T>r_s(n—1)

gdje su £ 1 7,-¢ granice kriticnog podrucja.
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1.4 Primjer

SAS

Programski sustav SAS (Statistical Analysis System) je modularni, integrirani aplikacijski
sustav koji na jednostavan i fleksibilan na¢in omogucuje kako elementarnu, tako i sofistici-
ranu analizu podataka uporabom point and click” tehnike rada preko grafickih korisni¢kih
sucelja (Grafical User Interface -GUI), gotovih programa - SAS procedura, ili programi-
ranjem. Glavna podru¢ja primjene programskog sustava SAS su rukovanje, deskriptivna i
graficka analiza podataka; statisticka analiza i1 podr§ska u odlucivanju, prezentacija rezul-
tata 1 razvoj aplikacija. Prednost SAS-a je da ima jednaku sintaksu i jednako sucelje na
mikroracunalima, miniraCunalima i velikim raCunalima te se SAS programi mogu izvoditi
bez ikakve promjene koda programa interaktivno, te u batch modu.

Programski sustav SAS je nastao 1966. godine u SAD-u za potrebe poljoprivrednih
istraZivanja na sveuciliStu North Carolina. Tvorci sustava su Jim Goodnight i John Sall.

Primjer

Na 10 ispitanika izvrSeno je mjerenje sedimentacije krvi prije 1 poslije primjene antibiotika.
Dobiveni rezultati dani su u tablici [L.2][']

Ispitanici | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Prije 18 20 21 25 16 18 14 11 15 15
Poslie | 5 13 8 10 6 12 6 8 7 8

Tablica 1.2: Primjer-rezultati mjerenja sedimentacije krvi

Kod i interpretacija

proc univariate data=sedimentacija normal;
var prije poslije;
run;

proc ttest data=sedimentacija;
paired prije*poslije;
run;

'Podaci su preuzeti iz [4]
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Prvo smo provjeravali normalnost uzoraka sa procedurom univariate koja nam daje testove
za normalnost koji nam ne odbacuju H, za mjerenja prije i poslije primjene antibiotika
(tablica[I.3)). Procedura ffest nam testira jednakost sredina, a naredbom paired kazemo da
imamo zavisne uzorke.

Osim testova normalnosti procedura univariate nam daje 1 deskriptivnu statistiku za
oba mjerenja u tablicama [I.3] Sredina za mjerenje prije primjene antibiotika nam je 17.3
sa standardnom devijacijom 4.00, a za mjerenje poslije 8.3 sa standardnom devijacijom
2.63.

The UNIVARIATE Procedure The UNIVARIATE Procedure
Variable: prije Variable: poslije
Moments Moments

N 10 | SumWeights 10 N 10 | SumWeights 10
Mean 17.3 | Sum Observations 173 Mean 23 | Sum Observations 83
Std Deviation | 4.00138865 | Variance 16.0111111 Std Devigtion | 2.62678511 | Variance 6.9
Skewness 0.46618056 | Kurtosis 0.35006847 Skewness 074207545 | Kurtosis 03914744
Uncorrected 55 3137 | Corrected 55 1441 Uncorrected 55 751 | Corrected 55 62.1
Coeff Variation | 23.1294141 | Std Error Mean 1.26535019 Coeff Variation | 31.6480122 | Std Error Mean 0.83065239

Tests for Normality Tests for Normality
Test Statistic p Value Test Statistic p Value
Shapiro-Wilk w 0875317 | Pr<wW 0.9353 Shapiro-Wilk w 0916389 | Pr<W 0.3278
Kolmogorow-Smirnov | D 0.130564 | Pr>D =0.1500 Kolmogorov-Smirnov | D 0245464 | Pr>D 0.0863
Cramer-von Mises | W-Sq | 0.031125 | Pr>W-Sq | =0.2500 Cramer-von Mises | W-Sq | 0.070617 | Pr>W-5g | 02431
Anderson-Darling ASq | 019926 | Pr> ASq | =0.2500 Anderson-Darling ASq | 0405898 | Pr> ASq | »0.2500

Tablica 1.3: T-test: Deskriptivna statistika-Ispis iz SAS-a

U tablici [T.4]imamo rezultate t-testa, te deskriptivne statistike (srednja vrijednost, stan-
dardna devijacija, standardna pogreska, minimum i maksimum) za razliku izmedu mjerenja
‘prije’ i ’poslije’, sa pripadnim intervalima pouzdanosti za srednju vrijednost i standardnu
devijaciju. Testna statistika nam je 7.67, a p-vrijednost je manja od 0.001, pa prema tome
odbacujemo nultu hipotezu, tj. sedimentacija krvi znacajno je manja nakon primjene anti-
biotika.
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The TTEST Procedure
Difference: prije - poslije

M | Mean | Std Dev | Std Err | Minimum | Maximum

10 | 5.0000 | 3.7118 | 1.1738 3.0000 15.0000

95%
Mean | 95% CL Mean | Std Dev CL Std Dev

9.0000 | 6.3447 | 11.6553 3.7118 | 25531 | 6.7764

DF | t Value | Pr> [t

8 7.67 | <.0001

Tablica 1.4: T-test: Rezultati-Ispis iz SAS-a

Distribution of Difference: prije - poslije
With 95% Confidence Interval for Mean

504

//:\\

1.4 b

Mormal
Kernel

Percent

O 95% Corfidence |
[ [e ]
T T T T T T
5 0 5 10 15 20

Difference

Slika 1.1: Histogram-Ispis iz SAS-a

Na slici [I.1] imamo histogram, krivulju normalne i kernelove gustoCe, te box-plot i
100(1 — @)%= 95% interval pouzdanosti razlike prije-poslije”.

Grafovi [[.2]i[I.3]nam pokazuju vrijednosti sedimentacije prije i poslije uzimanja anti-
biotika, te vidimo da su svi ispitanici imali vece vrijednosti sedimentacije prije uzimanja.
Dok nam graf([I.4]prikazuje Q-Q-plot na kojem vidimo da nam tocke relativno dobro aprok-
simiraju pravac Sto zna¢i da su nam podaci razlike "prije-poslije” normalno distribuirani.
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Paired Profiles for (prije, poslije)

i e =

20 e N " - 20

15 15
10 10
5 -5
T T
prije poslije

Slika 1.2: Graficki prikaz razlike “’prije-poslije”-Ispis iz SAS-a

Agreement of poslije and prije
25
2
§ 15
(e]
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10| ©
el =] O Q
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T °
T T T
5 10 15 20 25
prile

Slika 1.3: Graficki prikaz usporedbe rezultata-Ispis iz SAS-a
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Q-Q Plot of Difference: prije - poslije

15.0

12,5

10,0+

Difference
[s]
o]

7.5

5.0

257
T T T
0 1

Quantile

Slika 1.4: Q-Q plot-Ispis iz SAS-a



Poglavlje 2
ANOVA

2.1 Uvod

T-test je primjenjiv iskljucivo kada imamo dva uzorka. Medutim Cesto u istraZivanjima
imamo viSe uzoraka. Analiza varijance je test koji se primjenjuje u takvim slucajevima.

Primjena analize varijance bit ¢e moguca ako je mjerena varijabla normalno distribu-
irana i ako su varijance svih promatranih uzoraka jednake. Ideja ANOVA-e sastoji se u
razdvajanju varijabilnosti mjerenog varijancom na dva dijela: na varijabilnost medu ispi-
tanicima koji pripadaju razli¢itim grupama odnosno uzorcima (engl. between-group vari-
ation) 1 varijabilnost medu ispitanicima unutar svake pojedine grupe odnosno uzorka (engl.
within-group variation). Ovaj drugi dio varijabilnosti Cesto se naziva neobjasnjenom ili re-
zidualnom varijabilnos¢u.

Klasi¢ne pretpostavke za valjano testiranje hipoteza su:

e Nezavisnost uzoraka - znac¢i da ako znamo kako tretman utjece na jedno opazanje,
odnosno kako varira oko aritmeticke sredine tretmana, to nam niSta ne govori o tome
kako utjece na drugo

e Homogenost varijance - osnovna je pretpostavka da populacije koje su uzete u is-
traZivanje imaju jednake varijance. Ako je to tako, uzorci bi trebali imati podjednake
varijance

e Normalnost distribucije - potrebno je da populacija iz koje se izabire uzorak bude
normalno distribuirana po svojstvu koje mjerimo, jer ¢e samim time pogreska tj.
error varijanca biti normalno distribuirana unutar uvjeta.

12
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2.2 Jednofaktorska analiza varijance

Pretpostavimo da je dano m (m > 2) nizova podataka

)’11, ceey )’lnl
Y21, -5 Yo

_ - Ny €N 2.1)
le’ ey ym’lm

idajei-ti (i = 1, ...,m) niz dobiven mjerenjem slucajne varijable Y; ~ N(u;, 0?), te da su

Y, ..., Y,, nezavisne sluCajne varijable. y;; (i = 1,...,m, j = 1,...,n;) se moZe interpretirati
kao vrijednost slu¢ajne varijable

Yij = i + Eijs (2.2)

gdje su &; ~ N(0, 0%) nezavisne slu¢ajne varijable.

MoZemo reci da je Y;; izlazna sluCajna varijabla, Cije vrijednosti y;; nastaju djelovanjem
i-te razine (y;) odredenog faktora, uz dodatak sluCajne greske (&;;). Djelujuéi faktor (ulazna
varijabla) naj¢eS¢e ima numericko obiljezje.

Opcenito stavljamo

n= Z n;, (2.3)

i=1
pri ¢emu n; oznacava broj podataka u i-tom nizu, a n ukupan broj podataka.
Glavni problem jednofaktorske analize varijance se sastoji u odredivanju postupka za
testiranje nul-hipoteze
Hy:p=po=...= ty, (2.4)

naprema alternativnoj hipotezi da barem jedna jednakost u (2.4) nije istinita. Drugim
rije¢ima, problem se sastoji u odredivanju kritiénog podrucja, zadane razine znacajnosti,
pri testiranju hipoteze o jednakosti oCekivanja m nezavisnih slucajnih varijabli normalnih
razdioba zajednitke nepoznate varijance o2, na temelju m nizova podataka (2.1)

Stavimo

1 m
,U:_Zni,ui, 0; = Wi — M, i=1,...,m, (2.5)

n
i=1

pa se uobiCajeno veliCina u zove opca srednja vrijednost, dok se ¢; zove efekt i-te razine
djelujuceg faktora. Sada jednadzbu (2.2)) moZemo zapisati u obliku
Yij:,u+6i+8ij’ i:1,...,m, j:1,...,l’li, (26)

a hipotezu Hy iz (2.4) kao
H0151:62:...:6m20. (27)
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JednadZzbu moZzemo protumaciti tako da se izlazna vrijednost y;; shvati kao zbroj
opce srednje vrijednosti u, efekta ¢; i-te razine djelujuceg faktora i vrijednosti &;; sluCajne
greSke &;;. Hipotezom H), zapisanom u obliku (2.7), postavlja se teza da su efekti beznacajni.

Uvodimo sljedeée oznake da bi definirali prikladnu test-statistiku pomocu koje ¢emo
odrediti kritiéno podrucje zadane razine znacajnosti o

- 1
Yi==>Y, i=l...m, (2.8)

? = % i Y,‘j = % i I’L,‘?,‘, (29)

gdje je Y; aritmeticka sredina i—tog niza podataka, tj. onih izlaznih varijabli na koje
djeluje i-ta razina promatranog faktora, dok je Y aritmeti¢ka sredina svih izlaznih varijabli.

Nadalje, sa SST oznaCimo sumu kvadrata zbog tretman, a sa SSE sumu kvadrata
pogreSaka

SST =) n(Y;-Y)>, (2.10)
i=1
SSE = Z (Y - Y)>, (2.11)
=1 j=1
$S =33 (Y=Y (2.12)

S S oznacava sumu kvadrata svih odstupanja od sredine i lako se provjeri da vrijedi

SS=SST+SSE. (2.13)
Stavimo li
T E
MST = ﬁ, MSE = 5SS , MSS = ﬁ, (2.14)
m-—1 n—-m n—1

mozemo re¢i da je MSS ukupno srednjekvadratno odstupanje, MST srednjekvadratno
odstupanje zbog razlika medu grupama, dok je MS E srednjekvadratno odstupanje razlika
unutar grupa.

Ukoliko je hipoteza H) istinita onda vrijedi

YleN(l’tao-z)a i:19"'9m’ jzl""’ni (2'15)
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Y ~ Nu, %), i=1,...,m (2.16)

2
Y ~ N, %), (2.17)

pa na temelju onog §to je navedeno u Z. Pause VL.4. [3]] i iz ¢injenice da su SST i SSE
nezavisne slucajne varijable, proizlazi

1 n—1

pSS = MSS ~ *(n—-1), (2.18)
1 m-—1 5
—5SST = ——MST ~ ’(m - 1), (2.19)
—5SSE = n;zmMSE ~ Y20 — m). (2.20)

Primijenimo li rezultat iz tocke 8. u V.6 [3], dobivamo test statistiku

MST
MSE

Da je ta vrijednost zaista prikladna za donoSenje spomenute odluke o prihvacanju ili
odbacivanju nulte hipoteze, moZe se zakljuciti iz Cinjenice da je

F =

~F(m-1,n—-m). (2.21)

m

1
- Z no2,  E[MSE]= o> (2.22)

T A

E[MST] = o +

bez obzira na hipotezu H,. Ako je hipoteza H istinita, onda je, dakako, E[MST] = o pa
se moze ocekivati da ¢e vrijednost test statistike F biti oko jedan,a ukoliko Hj nije istinita
mozemo ocekivati poveCanje MST pa stoga i omjera F' = % S ve€om test statistikom
povecava se vjerojatnost odbacivanja nulte hipoteze.

Zbog boljeg pregleda i vece jasnoce problema i njegovih rezultata, uobicajeno je da se
sve navedene statistike prikazuju u obliku ANOVA tablice. U tablici [2.1] prikazan je op¢i
oblik ANOVA tablice za jednofaktorski model analize varijance.
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Izvor Broj stupnjeva ~ Sume  Varijanca Test p-vrijednost
varijabilnosti slobode kvadrata statistika F
Izmedu grupa m-1 SST MST F p
Unutar grupa n-m SSE MSE
Ukupno n-1 SS

Tablica 2.1: Jednofaktorska ANOVA

2.3 Visefaktorska analiza varijance

Ako nas u analizi zanima utjecaj viSe od jednog faktora, onda tu vrstu designa zovemo
viSefaktorski model. U viSefaktorskoj ANOVA-i imamo dvije ili viSe nezavisne katego-
rijske varijable. Kada jednofaktorsku ANOVA-u proSirujemo na viSefaktorsku ANOVA-u
onda u design dodajemo jednu ili viSe nezavisnih kategorijskih varijabli. Kod takvog mo-
dela nas osim glavnih efekata zanimaju i medusobne interakcije tih efekata.

2.3.1 Dvofaktorska analiza varijance

Dvofaktorska ANOVA je proSirenje jednofaktorske ANOVA-e koja proucava utjecaj dvije
razli¢ite nezavisne kategorijske varijable na jednu kontinuiranu zavisnu varijablu.
Pretpostavimo da prvi faktor A ima a razina (a > 2), a drugi faktor B ima b razina

(b > 2), dok je svaki uzorak duljine /. Op¢i dvofaktorski model mozZe biti zapisan u obliku

Yiie = piji + Eije (2.23)
i=1,...a, j=1,..b  k=1,..1

gdje su &;jx nezavisne sluajne varijable sa zajedni¢kom normalnom razdiobom N(0, o2).
Izlaznu vrijednost y;j tretiramo kao jednu od / vrijednosti u polju (i, j) tablice podataka.
Smatra se, dakle, da je y;; rezultat djelovanja i-te razine prvog faktora (faktora A), j-te
razine drugog faktora (faktora B), medusobne interakcije obaju faktora i sluCajne greSke
normalne razdiobe s ofekivanjem nula i varijancom o%. To se moZe izraziti tako da se stavi

Mijk = 1+ a; + Bj + afij, (2.24)
gdje je
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1 a b
U= — ' Zﬂlj’ (2.25)
i=1 j=1
1 &
ﬂi:E;ﬂiﬁ @; =M — K, i=1,....a, (2.26)
P IR " .
ﬂj:E;#u‘, Bj =1~ Jj=1....b, (2.27)

pri ¢emu se u moze shvatiti kao opca srednja vrijednost svih opservacija, u; kao srednja
vrijednost izlazne varijable uz fiksiranu i-tu razinu prvog faktora (faktora A), a u; kao
srednja vrijednost izlazne varijable uz fiksiranu j-tu razinu drugog faktora (faktora B).
Zato se a; zove glavni efekt i-te razine prvog faktora, §; glavni efekt j-te razine drugog
faktora, dok se af;; zove interakcijski efekt.

Kao nul-hipoteze se prirodno namecu sljedece hipoteze

Hy:a1=...=q,=0, (2.28)
H02 :ﬁl =... :ﬁb = O, (229)
le:aﬁij:O, za i:1,...,a,j:1,...,b, (230)

pri Cemu se za svaku od njih, kao alternativna hipoteza, uzima da bar na jednom mjestu ne
vrijedi znak jednakosti.

Testirati hipotezu Hy;, odnosno Hy,, znaci odgovoriti na pitanje je li utjecaj prvog,
odnosno drugog, faktora na izlazne podatke znacajan. Dok se testiranjem hipoteze H,,
dobiva odgovor na pitanje da li postoji interakcija izmedu ta dva faktora, koja uzrokuje
znacajne promjene na izlaznim podacima.

Glavni je problem i u ovome modelu da se definiraju prikladne test-statistike za testi-
ranje hipoteza (2.28)), (2.29) i (2.30). Ukupno rasipanje podataka, kao i u jednofaktorskom
modelu, rastavljamo na komponente. U tu svrhu uvodimo statistike

. 1 b ) 0_2
S A
i=1 j=1 k=1
_, 1 b ) 0_2
Yi:EZZYijk"N(IU-FCYi,E), l:,l,...,a, (232)
j=1 k=1
a / 2
7 =L Y ~N(u+,6’- ‘T—) j= b (2.33)
j al. ijk jaala s Ly ey Uy .
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SSA=b> (¥, -T2,

i=1

b
SSB=al ) (Y, - Y7,

Definirane veli¢ine mozemo interpretirati ovako:
Y - aritmeticka sredina svih mjerenja,
?i - aritmetiCka sredina svih mjerenja iz i-tog retka,
)_’ ; - aritmeticka sredina svih mjerenja iz j-tog stupca,
Y;; - aritmeticka sredina svih mjerenja iz (i, j)-tog polja,

SS - zbroj kvadrata odstupanja svih mjerenja od njihove aritmeticke sredine,

SSA - zbroj kvadrata odstupanja sredina redaka od zajednicke sredine,

SSB - zbroj kvadrata odstupanja sredina stupaca od zajednicke sredine,

SSAB - interakcijski zbroj kvadrata,

SSE - zbroj kvadrata odstupanja mjerenja od odgovarajuéih sredina u polju.
Ukupan izvor varijabilnosti smo rastavili na sljedeci nacin:

SS =SSA+SSB+SSAB+SSE.

Takoder se pokazuje da su
MSA =

1
SSA,
1

a —

1
MSB=——SSB,
b-1

18

b, (2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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1
MSAB= ——SSAB 2.43
(a-Dkb-1) 4
nepristrani procjenitelji za nepoznati parametar o> samo ako su redom hipoteze (2.28)),
(2.29) i (2.30) stvarno istinite.
Dok je

1

MSE=——SSE 2.44

ab(l-1) ( )

nepristrani procjenitelji za 0> bez obzira na istinitost hipoteza (2.28)), (2.29) i (2.30).

Ako su navedene hipoteze neistinite, onda se mogu ocekivati vece vrijednosti statistika
MSA, MSB i MSAB u odnosu na stvarne istinitosti navedenih hipoteza.

Za hipotezu da utjecaj prvog faktora nije znacajan, Hy; test statistika je

_ MSA
~ MSE

F ~ F(a—1,ab(l-1)). (2.45)

Za hipotezu da utjecaj drugog faktora nije znacajan, Hyy, test statistika je

MS B

F2:
MSE

~F(b-1,ab(l - 1)). (2.46)

Za hipotezu da utjecaj interakcije nije znaCajan, H,, test statistika je

MSAB
= ~F({(a-1)®b-1 - 1)). 24
2= rer ((a =1 - 1),ab(l - 1)) (2.47)

Izvor  Suma Stupnjevi Variianca Test statistika
rasipanja kvadrata slobode ) F
Faktor A SSA a-1 MSA Fy =254
Faktor B SSB b-1 MSB Fp, =28

AxB SSAB (a—1)b-1) MSAB  Fj =148

Greska SSE ab(l-1) MSE
Ukupno SS N-1=abl-1

Tablica 2.2: Dvofaktorska ANOVA
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Ukoliko je vrijednost navedenih statistika mnogo veca od jedinice, to nas upucuje na
odbacivanje hipoteze Hy;, odnosno Hy,, odnosno Hy;.

Sli¢no kao u jednofaktorskom modelu, u tablici prikazan je opc¢i oblik ANOVA-
tablice za dvofaktorski model analize varijance.

Ukupna znacajnost modela

Osim testiranja hipoteza koje smo gore obradili ostaje nam pitanje znacajnosti cjelokupnog
modela odnosno sljedece hipoteze:

HOO:#II =Hp=...=Mp =M1 = ... =MHp... = Mgl = ... = Mgp (248)

kojom testiramo da su sve sredine po svakom faktoru jednake. Ukoliko se pokaze da ona
nije znacajna odnosno da razlika medu sredinama nije znacajna tada niti ne trebamo testi-
rati druge hipoteze. Ukoliko je znacajna testiramo kako bismo vidjeli gdje je ta varijabil-
nost odnosno koji faktor ¢ini tu razliku znacajnom. Suma kvadrata je jednaka

SSM=SSA+SSB+SSAB (2.49)

odnosno zbroju sume kvadrata faktora A, B i njihove interakcije. Korigirana varijanca je

jednaka
SSM

ab-1
Tada je test statistika kao 1 prije jednaka omjeru odgovarajucih varijanci te uz istinitost Hy
ima distribuciju

MSM = (2.50)

MSM

Fy=——— ~F(ab-1,abl - 1). 2.51
m= g ~ Flab-labl-1) (2.51)

2.3.2 N-faktorska analiza varijance

Dvofaktorsku ANOVA-u mozemo nastaviti proSirivati na vise faktora. N-faktorska ANOVA
je generalizacija dvofaktorske ANOVA-e. Npr. model za trofaktorsku ANOVA-u moZe biti
zapisan u obliku

Yijkl =u+q; +ﬁj + Y + aﬁij + aYik +187jk + aﬁyijk + Sijkla (252)

gdje je
- op€a srednja vrijednost
a;-glavni efekt i-te razine prvog faktora (faktora A)
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B -glavni efekt j-te razine drugog faktora (faktora B)

vi -glavni efekt k-te razine treeg faktora (faktora C)

ap;j-interakcijski efekt i-te razine prvog i j-te razine drugog faktora

ayi-interakcijski efekt i-te razine prvog i k-te razine treeg faktora

By j-interakcijski efekt j-te razine drugog i k-te razine treceg faktora
afy;j-interakcijski efekt i-te razine prvog, j-te razine drugog i k-te razine treceg faktora
&ijin -nezavisne slucajne varijable sa zajednickom normalnom razdiobom

Trofaktorska ANOVA testira hipoteze o efektima faktora A, B, C i njihovim interakci-
jama na izlaznu varijablu y; j;.
Hipoteze o jednakosti sredina faktora A su:

ngalzazz...:aa
. . . . (2.53)
H, : barem jedan a; je razli¢itzai = 1,...,a.
Hipoteze o jednakosti sredina faktora B:
Hy:Bi=B=...=
0:b = b (2.54)
H; : barem jedan 8; jerazliCitza j = 1,...,b.
Hipoteze o jednakosti sredina faktora C:
Hy:vi=y,=...=v,
onTn Ye oo (2.55)
H, : barem jedan vy, jerazliitzak =1,...,c.
Hipoteze o interakciji faktora su:
Hy: q ii = 0
0 apy , (2.56)
H, : barem jedan af;; # 0 .
Hy:«a ik = 0
0= (2.57)
H, : barem jedan ayy # 0.
Hy: By =0
0By = (2.58)
H,; : barem jedan By # 0 .
H): « ik = 0
0 aBYij (2.59)

H, : barem jedan afy;j # 0 .
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Pripadne sume kvadrata racunamo na sljede¢i naCin:

SSA = nbc Z(T/,,, ~Y)?

i=1
b —
SSB = nacZ(Y.j, -
=1
SSC = nab Z(’_/--k ~Y)
k=1

SSAB = nc Z zb:(?ij_ ~Y. Y, +Y)

i=1 j=1

SSAC =nb Za: 2(?i./¢ —Y, - Y, +Y)

i=1 k=1

b c
SSBC = naz Z(?,jk —17.1'. ~Y  +Y)

j=1 k=1
a b ¢ . _ . _ _ _ _ _
SSABC=n) > > V=YY=V p+ Y, + ¥, + V=77
i=1 j=1 k=1
b
SSE = Z [Z(Yukl ijk)z]

i=1 j=1 k=1

Vrijedi

S§=8SSA+SSB+SSC+SSAB+SSAC+SSBC+SSABC +SSE.

22

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)
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Navedene veliCine zapisujemo u ANOVA tablici:

Igvor. Suma Stupnjevi Varijanca Test statistika
rasipanja  kvadrata slobode F
Faktor A SSA dfy=a—1 MSA = 554 Fa= 1%
Faktor B SSB dfy=b-1 MSB =558 Fp=188
Faktor C SSC dfc =c-1 MSCZ% Fc= 3455

AxB  SSAB dfig = (a—1)(b-1) MSAB =38 F,, = M055

AxC  SSAC dfic =(@—-D(c-1) MSAC = S3€  Fyo = M34C

BxC  SSBC dfsc = (b—1)c—1) MSBC = 5ES Fype = 00¢
AXBXC SSABC dfipc=(a-1)(b-1)c—1) MSABC =345C [, = MSARC

Greska  SSE dfs = abc(n — 1) MSE = 33F
Ukupno SS N-1

Tablica 2.3: Trofaktorska ANOVA

Iako je ANOVA-u viseg reda teSko interpretirati, nikakvi novi principi(u odnosu na
2-faktorsku i1 3-faktorsku ANOVA-u) nisu uvedeni.
Opcenito, N-faktorska ANOVA ima 2" — 1 F-statistika koje mogu biti testirane za
znacajnost modela, te ima '
N!

(m+ DN -m—1)!

(2.69)

m-faktorskih interakcija.

Stoga ¢e 4-faktorska ANOVA imati 15 razlicitih F statistika: 4 za glavne efekte, 6 za
interakcije dva efekta, 4 za interakcije tri efekta 1 1 za interakciju Cetiri efekta. Testiranje
svakog od tih 15 efekata povecava vjerojatnost pogrske tipa I. Naravno, ta vjerojatnost se
samo povecava kako se dodaju faktori.

Za primjenu analize varijance i tumacenje znacajnosti razlika vazno je napomenuti i
tzv. post-hoc testiranja. Naime, ako dobijemo F-omjer koji je znacajan, to znaci da se pro-
matrane skupine statisticki znacajno razlikuju u istraZzivanoj varijabli. No, jo§ ne moZemo
tvrditi izmedu kojih parova je razlika znacajna. Da bi provjerili izmedu kojih parova postoji
razlika, moramo primijeniti jedan od naknadih testova (post-hoc) koji slijede nakon analize
varijance. Postoje razliciti post-hoc testovi (Scheffe, Tukey, Duncan, Newman-Keuls...), ali
jedni od najvise koriStenih su Scheffe-ov test i Tukey-ev HSD(honest significant difference)
test.
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Primjer

Usporedujemo tri vrste terapija kojima se lije¢i fobija od zmija. Faktor A nam predstavlja
stupanj fobije: blagi(BL), umjereni(UM) ili ozbiljni(OZ). Faktor B je tip terapije: desen-
zitizacija, implozija, uvidanje. Desenzitizacija se odnosi na ucenje ljudi da budu opusSteni
u sitacijama koje ih inace plase. Implozija je izravno suoCavanje pacijenta sa objektom
straha. Dok se uvidanje oslanja na razgovor izmedu terapeuta i pacijenta, te pomaZze lju-
dima kroz razumijevanje i izrazavanje osjecaja, motivacija, uvjerenja, strahovai zelja. Spol
nam predstavlja faktor C.

Zavisna varijabla su rezultati BAT testa (Behavior avoidance test), te veci rezultat
upucuje na slabiju fobiju. Zanima nas postoji li znacajna razlika izmedu rezultata i po-
jedinih faktora, te pojedinih interakcija faktora. Podaci su dani u tablici ﬂ

Desensitizacija Implozija Uvidanje
BL UM Oz BL UM 0OZ BL UM OZ
10 12 10 15 12 6 13 11 10
12 9 11 12 10 7 9 7 6
13 10 19 14 11 5 11 8 8
16 11 12 17 14 10 16 10 11
M 14 13 11 18 13 9 12 12 10
17 15 13 16 12 11 14 14 9

N«

Tablica 2.4: Primjer-Rezultati BAT testa

Kod i interpretacija

proc glm data=fobija;
class spol terapija stupanj;
model rezultat=spol terapija stupanj spol*terapija spol*stupanj
terapija*stupanj spol*terapija*stupanj;
means spol terapija stupanj spol*terapija spol*stupanj
terapija*stupanj spol*terapija*stupanj / tukey;
run;

Procedura koju koristimo je proc glm (General linear models). Sa data definiramo data
set na kojem radimo analizu. Naredbom class kazemo da imamo tri faktora (spol, terapiju
1 stupanj), a sa model kako nam izgleda model koji testiramo. Naredba means je dodatna
naredba koja nam ispisuje aritmeti¢ke sredine za svaki faktor i za svaku interakciju. Opcija
tukey izvodi Tukey-ev post-hoc test na svim sredinama glavnih efekata u naredbi means.

"Podaci su preuzeti iz [2]
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The GLM Procedure

Dependent Variable: rezultat

Sum of
Source DF Squares | Mean Square | F Value | Pr>F
Model 17 | 368.1666667 21.6568627 9.36 | <.0001
Error 36 83.3333333 2.3148148
Corrected Total | 53 | 451.5000000

R-Square | Coeff Var | Root MSE | rezultat Mean

0.815430 | 13.23001 | 1.521452 11.50000
Source DF Type i 55 | Mean Square | F Value | Pr>F
spol 1| 1155740741 | 1155740741 49,93 | <.0001
terapija 2| 223333333 11. 1666667 4.82 | 0.0139
stupanj 2 | 183.0000000 91.5000000 3953 | <.0001
spol*terapija 2 02582593 0.1296296 0.06 | 0.9456
spal*stupanj 2 1.8148148 0.9074074 0.39 | 0.6786
terapija* stupanj 4 | 393333333 9.8333333 425 | 0.0064
spol*teraplj*stupanj | 4 5.8518519 1.4629630 0.63 | 0.6429

Tablica 2.5: Tablice rezultata-Ispis iz SAS-a

Prva tablica u 2.5 nam testira sveukupnu znacajnost modela. Kako nam je p-vrijednost
manja od 0,0001 zakljuCujemo da nam je model znacajan. Sljedeca tablica nam daje des-
kriptivne statistike (R-kvadrat, koeficjent varijacije, standardnu devijaciju i aritmeti¢ku
sredinu svih izmjerenih vrijednosti). Dok nam je zadnja tablica naSa ANOVA tablica
[2.3] s time da su nam greska modela i SS dani u prvoj tablici. Iz tablice zakljuujemo
sljedecCe: Postoji znaCajna razlika u rezultatima testa po spolu, terapiji i stupnju fobije
(p-vrijednosti su manje od 0,02), te u odnosu na interakciju terapija*stupanj fobije (p-
vrijednost je 0.0064). Dok ne postoji znacajna razlika u odnosu na dvofaktorske iterakcije
spol*terapija i spol*stupanj, te u odnosu na trofaktorsku interakciju spol*terapija*stupanj.

ANOVA nam ne kaze koje su grupe razli¢ite od drugih, ve¢ samo da razlika postoji.
Stoga smo, nakon pronalaska znacajne razlike, napravili Tukey-ev post-hoc test na fakto-
rima da istrazimo razlike izmedu razina. U tablici [2.6] vidimo da po tipu terapije imamo
razliku izmedu desensitizacije i uvidanja, dok u tablici[2.7]vidimo da imamo razliku izmedu
sva tri stupnja terapije.
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The GLM Procedure
Tukey's Studentized Range (HSD) Test for rezultat

Note: This test controls the Type | experimentwise error raie, but it generally has a higher Type |l error rate than REGWQ.

Alpha 0.05
Error Degrees of Freedom 36
Error Mean Square 2314815

Critical Value of Studentized Range | 345675

Minimum Significant Difference 1.2396
Means with the same letter are not
slgnificantly different.

Tukey Grouping Mean | N | terapija

A 121111 | 18 | desenzit
A
B A 11.7778 | 18 | implozij
B
B 10.6111 | 18 | wid

Tablica 2.6: Tukey-ev post-hoc test za tip terapije-Ispis iz SAS-a

The GLM Procedure
Tukey's Studentized Range (HSD) Test for rezultat

Note: This test controls the Type | experimentwise error rae, but it generally has a higher Type |l error rate than REGWQ.

Alpha 0.05
Error Degrees of Freedom 36
Error Mean Square 2314815

Critical Value of Studentized Range | 3.45675

Minimum Significant Difference 1.2396

Means with the same letter are not

significantly different.
Tukey Grouping Mean | N | stupanj
A 13.8333 | 18 | blaga
B 11.3333 | 18 | umijerena
= 9.3333 | 18 | ozbiljna

Tablica 2.7: Tukey-ev post-hoc test za stupanj terapije-Ispis iz SAS-a



POGLAVLIJE 2. ANOVA 27

Sljedeci grafovi nam prikazuju box-plotove za pojedine faktore i njihove interakcije.
Box-plot se sastoji od pravokutnika koji prikazuje podatke od donjeg do gornjeg kvartila.
Crta po pravokutniku oznacava median. Donje i gornje horizontalne linije se nazivaju
whisker. Mogu se razli¢ito definirati, ali najces¢e predstavljaju najmanji i najveci podatak
koji se nalazi unutar 1.5 puta interkvartilnog raspona gledajuci od donjeg, odnosno gornjeg
kvartila. Sve toCke izvan te granice se crtaju posebno 1 smatraju outlierima (vrijednosti koje
odudaraju od ostalih). Izgled box-plota ukazuje na stupanj rasprSenosti i asimetri¢nosti
(skewness), te moze pokazati outliere medu podacima.

Distribution of rezultat

17.5

150 I

125

rezultat

10.0

7.5

5.0 —

spol

Slika 2.1: Box-plot za faktor ’spol’-Ispis iz SAS-a
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Slika 2.3: Box-plot za faktor ’stupanj’-Ispis iz SAS-a
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Distribution of rezultat
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Slika 2.4: Box-plot za interakciju ’spol*terapija’-Ispis iz SAS-a
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Slika 2.5: Box-plot za interakciju *spol*stupanj’-Ispis iz SAS-a
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Slika 2.6: Box-plot za interakciju "terapija*stupanj’-Ispis iz SAS-a
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Slika 2.7: Box-plot za interakciju ’spol*terapija*stupanj’-Ispis iz SAS-a



Poglavlje 3
ANOVA ponovljenih mjerenja

3.1 Uvod

Analiza varijance ponovljenih mjerenja je proSirenje t-testa za zavisne uzorke. Koristimo
Ju kod sljedece dvije vrste designa: kada se ispituju promjene u srednjim vrijednostima tri
ili viSe vremenskih toc¢aka npr. ispitivanje efekta 6-mjesecnog programa vjezbanja na krvni
tlak (tlak se mjeri prije poCetka, u sredini i na kraju vjezbanja), te kada se ispituju promjene
u srednjim vrijednostima tri ili viSe razlicitih uvjeta npr. ista grupa subjekata ocjenjuje tri
razlicite vrste kolaca. Kod ovog designa je bitno da se viSe puta provode mjerenja na istoj
grupi subjekata za istu zavisnu varijablu.

Ovakav design ima dvije velike prednosti: imamo viSe podataka o svakom subjektu, te
trebamo manje subjekata za istu snagu testa.

U ponovljenim mjerenjima takoder imamo pretpostavku nezavisnosti unutar jednog po-
navljanja, te pretpostavku nezavisnosti izmedu ljudi dok je ocito da ¢e postojati korelacija
unutar bloka odnosno da ¢e razliita mjerenja nad istim subjektom biti povezana. Kako
pretpostavljamo da je distribucija multivarijatna normalna koreliranost nam je isto Sto 1 za-
visnost. Prema tome opservacije unutar svakog bloka (Covjeka) ¢e biti zavisne pa ¢emo tu
varijabilnost mo¢i bolje objasniti.

Postoji jos jedna dodatna pretpostavka koju treba uzeti u obzir, "sfericnost”. Buduci da
su tretmani primijenjeni na istoj eksperimentalnoj jedinici, znamo da nase mjerene reak-
cije nisu nezavisne; postoji korelacija medu ponovljenim mjerenjima. Za ispravan izracun
naSe F-statistike, trebamo jednake korelacije izmedu parova tretmana; tj. podaci izmedu
tretmana 1 1 2 bi trebali imati istu korelaciju kao i izmedu podataka tretmana 1 i 3, i tako
dalje.

31
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3.1.1 Sferi¢nost

Neka je X, kovarijacijska matrica modela. Uvjet cirkularnosti za X, glasi:
o= 0y —20 =24, zasve j # J, (3.1)
zaneki A > 0. Ukoliko vrijedi sljedeci uvjet
azyj_yj, =241, zasve j # J, (3.2)

tada je opravdano koristiti uobicajenu analizu varijance ponovljenih mjerenja. Ovaj
uvjet se jo§ zove Huynh-Feldtov uvjet. Zapravo nam kaZe da je razlika varijanca izmedu
svaka dva Y-a konstantna. Uvjet cirkularnosti povlaci sfericnost matrice X,, koju defini-
ramo kao

s, = M'S,M", (3.3)

gdje su varijable X normirane ortogonalne transformacije originalnih varijabli Y. Ma-
trica M* je ortonormirana matrica reda (k — 1) X k Ciji su redovi normirani i medusobno
ortogonalni. Dakle da bismo provjerili uvjet moramo provjeriti uvjet sferi¢nosti. U
SAS-u koristimo Mauchly-jev test za sfericnost. Kada Huynh-Feldtov uvjet nije zadovo-
ljen uzimamo prilagodenu p vrijednost tako da odgovarajuée stupnjeve slobode mnozimo
sa skalarom &, koji je funkcija elemenata u kovarijacijskoj matrici ponovljenih mjerenja.

3.2 Jednofaktorska ANOVA ponovljenih mjerenja

Pretpostavimo da imamo k tretmana i n osoba. U tablici [3.1imamo sljedeci zapis odnosno
notaciju. Y;; nam predstavlja mjerenja nad i—tom osobom pod tretmanom j. Opcenito
prvi indeks oznacava osobu, dok drugi indeks oznacava tretman (ili vrijeme) pod kojim je
mjerenje izvrseno.

Simbol P; predstavlja zbroj svih tretmana nad osobom i tj.

Pi=> Yy (3.4)

k
J=1

Stoga je aritmeticka sredina svih opservacija nad osobom i dana sa
— P
Pi = .

k

Analogno po recima moZemo gledati zbroj i aritmeticku sredinu po stupcima. Sa T'; oznacit
¢emo zbroj svih n opservacija pod j—tim tretmanom, tj.

Tj = Z Yij- (36)
i=1

(3.5)
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Osoba/Tretman | 1 2 ... J |-.--| k | Zbroj | Sredina
1 Yiu | Y Yy Yie | P Py
2 Yo | Yo Y; Yy | P P,
i Yi | Yo Y Y | P P;
n Ynl Yn2 Ynj Ynk Pn P_n
ZbI‘Oj T1 T2 . Tj . Tk G
Sredina T, | T, T; T, G

Tablica 3.1: Notacija

Stoga je aritmeticka sredina svih opservacija u tretmanu j dana sa

T, =~ 3.7)

k
G=)Pi=)T,=) > Yy (3.8)

a sa G oznac¢imo aritmeticku sredinu svih opservacija

= G _Sup_ZaT
kn on k

(3.9)

Ukupna varijabilnost u dizajnu je suma kvadrata odstupanja svih opservacija od aritmeticke
sredine G

n k
§S =) > (¥;-G" (3.10)
i=1 j=1
Stupnjevi slobode za SS su kn—1. Sada tu varijabilnost kao i u ANOVA-i bez ponovlje-
nih mjerenja rastavljamo na izvore varijabilnosti. Postoje dva izvora varijabilnosti. Jedan
izvor je varijabilnost izmedu subjekata (eng. between-subject). Ovdje ¢emo tu varijabil-
nost oznaciti sa SSB:

SSB:nZ(Fi—E)Z. (3.11)

i=1
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Ovaj izvor varijabilnosti dolazi od toga da su promatrani subjekti razliciti. Kako imamo n
aritmetickih sredina, ovaj izvor varijabilnosti ima n — 1 stupnjeva slobode.

Drugi izvor varijabilnosti jest varijabilnost unutar subjekta (eng. within-subject) i de-
finira se na sljede¢i nacin: za svaki subjekt i mozemo izraCunati njegovu kvadratnu uda-
ljenost od njegove aritmeticke sredine P;. Suma svih odstupanja za sve subjekte jest nasa
preostala varijabilnost. Zapisano formulom to je

SSW = Zn:Zk:(Yij—Fi)z. (3.12)

i=1 j=1

Stupnjevi slobode za varijabilnost unutar pojedinog subjekata su k — 1 pa su stupnjevi
slobode za zbroj varijabilnosti unutar subjekta (SSW) jednaki n(k — 1). Sada smo ukupnu
varijabilnost rastavili na 2 dijela

SS=SSB+SSW (3.13)

sa pripadnim stupnjevima slobode koji takoder odgovaraju rastavu (kn—1 = n—1+n(k—1)).
Kao $to vidimo na§ SSW nam je jednak SSE u modelu jednofaktorske analize varijance.
Razlika u odnosu na taj model je §to S B mozemo dalje rastavljati. Jo§ nismo iskoris-
tili varijabilnost zbog razli¢itog tretmana na istim subjektima odnosno efekt ponavljanja.
Oznacimo tu varijabilnost sa S S T, te je ona dana formulom

k
SST, :kZ(Tj—E)Z, (3.14)
=1
sa k — 1 stupnjeva slobode. Sa §§ E};, ozna¢imo preostalu, neobjaSnjenu varijabilnost te je
ona dana sa

n k
SSEy=SSW=SST,= > > (Y;-G) - (P;-G) - (T; - G)™. (3.15)
i=1 j=1
Broj stupnjeva slobode za S S E;, se dobije kada od broja stupnjeva slobode za SSW oduz-
memo stupnjeve slobode za S S T),. Odnosno n(k—1)—(k—1) = (k—1)(n—1). Prema tome
stupnjevi slobode za neobjasnjenu varijabilnost su (k — 1)(n — 1). Sada smo dakle rastavili
ukupnu varijabilnost na tri dijela. Dakle

SS§=8SSB+SSW=S8SSB+SST,+SSE. (3.16)

Kao i u poglavlju 2., varijance dobijemo kada sume kvadrata podijelimo sa pripadajuéim
stupnjevima slobode. Nulta hipoteza koju u ovom modelu testiramo je da razlika izmedu
tretmana (ili vremena) nije znacajna nasuprot alternativnoj hipotezi da se barem dvije sre-
dine znacajno razlikuju. Priklada statistika za tu hipotezu nam je kao i u poglavlju 2, F
statistika koja u brojniku ima varijancu MS T, a u nazivniku varijancu MSE.
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Sve navedeno mozemo prikazati u tablici

Izvor Suma Stupnjevi Variianca Test statistika
varijabilnosti  kvadrata slobode J F
Izmedu _ _ SSB _ MSB
subjekata SSB n—1 MSB = 2> F = 3r
Unutar SSW
- MSW =
subjekata SSW ntk=1) ntk=1)
Efekt _ _ SST, _ MST,
tretmana 53Ty k=1 MSTy =55 F = %sE
Greska SSE, (n-1)k-1) MSE =52
Ukupno SS nk — 1

Tablica 3.2: ANOVA tablica - jednofaktorski model s ponovljenim mjerenjima

35

Matematicki model jednofaktorske ANOVA-e ponovljenih mjerenja moZemo zapisati

na sljedeci nacin

Xl-j:,u+7rl~+6j+8,-j,

(3.17)

gdje je u ukupna aritmetic¢ka sredina, ¢ efekt j-tog tretmana, &;; normalno distribuirana
i nezavisna greska, dok je m; nova varijabla koju dobijemo zbog ponovljenih mjerenja nad
istim subjektom i ona je po pretpostavci normalno distribuirana.
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3.3 ViSefaktorska ANOVA ponovljenih mjerenja

3.3.1 Dvofaktorska ANOVA ponovljenih mjerenja

Kao Sto 1 sam naziv kaze, u dvofaktorskom modelu imamo dva faktora.
Op¢i slucaj moze biti prikazan kako slijedi u tablici

by ... b, ... b,
a |G ... Gy ... G
a; Gi G,’ Gi
a,| G, ... G, ... G,

Tablica 3.3: Dvofaktorska ANOVA ponovljenih mjerenja

Svaki G predstavlja sluajan uzorak veli¢ine n iz uobiCajene populacije subjekata.
Svaki G; je promatran pod ¢ razliitih kombinacija tretmana, od kojih svaka ukljucuje
razinu a; faktora A. Stvarno opaZanje na subjektima unutar grupe i moZe biti prikazano na
slijedeci nacin:

Subjekt by ... b; ... b,
1 X oo Xt .. Xig

6 K Xu oo Xy oo X
D X o Xy e Xy

Tablica 3.4: Dvofaktorska ANOVA ponovljenih mjerenja

Simbol X; ;. predstavlja mjerenje na subjektu k u grupi G; pod kombinacijom tretmana
ab;;. Linearni model na kojem je bazirana analiza je oblika

Xijk =u+a;+ TCr(i) +ﬁj + aﬁij +,87Tjk(i) + Em(ijk)- (318)

Simbol m;, nam govori da je efekt subjekta k& ugnjezden ispod razine a; faktora A.
Ukupnu varijabilnost SS (ukupno kvadratno odstupanje od aritmeticke sredine) mozZemo
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podijeliti na dvije sume kvadrata: sumu kvadrata izmedu subjekata (S'S gepeen) 1 SUMu kva-
drata unutar subjekata (SS wimin) koje definiramo na isti nacin kao i u jednofaktorskome
modelu ANOVA-e ponovljenih mjerenja. Broj stupnjeva slobode za S'S geveen j€ Ukupan
broj subjekata minus jedan, a za S S y;;, broj subjekata $to mnozi broj ponavaljanja minus
jedan procijenjeni parametar za svaki subjekt. I jednu i drugu sumu kvadrata mozemo dalje
podijeliti na sljedeéi nacin:

S'S Between = SSA+ SSE4 (3.19)

SSwithin =SSB+SSAB+ SSEp. (3.20)

U varijabilnost izmedu subjekata moZemo djelomi¢no objasniti zbog razliCitih
tretmana (S S A). Ono Sto nismo uspjeli objasniti jest prirodna varijabilnost zbog razli¢itih
tretmana (SSE,). U varijabilnost unutar subjekata djelomi¢no moZemo objasniti po-
novljenim mjerenjima (S S B), djelomi¢no interakcijom tretmana i vremena (S SAB), dok
je neobjasnjena varijabilnost (S'S Eg) uzrokovana razli¢itim tretmanima i ponovljnim mje-
renjima. Usporedujuéi s jednofaktorskim modelom ponovljenih mjerenja vidimo da smo,
dodajuci jos jedan faktor, podijelili varijabilnost izmedu subjekata na dvije sume kvadrata,
te varijabilnost unutar smo, umjesto na dvije, podijelili na tri sume kvadrata (tablica [3.5).
Ukoliko usporedimo ovaj model s dvofaktorskim modelom bez ponovljenih mjerenja (ta-
blica 2.2) moZemo primjetiti da smo ”samo” podijelili greSku odnosno neobjasnjenu vari-
jabilnost (SSE) na dvije neobjasnjene varijabilnosti (SS E4 1 S S Ep) koje proizlaze iz toga
da su mjerenja zavisna. Greska S S E, pripada varijabilnosti izmedu, a S S E varijabilnosti
unutar subjekata. NeobjaSnjene varijance mozemo protumaciti na sljedeci nain: SSE,4
je greSka subjekata unutar tretmana, dok je S S Ep greska efekta ponavljanja i subjekata
unutar tretmana.

MozZemo testirati tri hipoteze. Hipotezu da je efekt grupe (tretmana) beznacajan, da je
efekt ponavljanja beznacajan 1 da je interakcija beznaCajna. Prva nulta hipoteza jest da su
sredine grupa jednake nasuprot alternativnoj hipotezi da se barem dvije razlikuju. Testa
statistika nam je sljedeca:

MSA
Fy = ~F(p-1,pn—1 3.21
'S MSE. (p—1,pn—-1) (3.21)

Druga nulta hipoteza je da su sredine u svakom ponavljanju jednake nasuprot alterna-
tivnoj da se barem dvije razlikuju. Testna statistika je

_ MSB
 MSEjg

2 ~F(g—1,p(n—1)g~-1)) (3.22)
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Izvor Suma Stupnjevi Variianca Test statistika
varijabilnosti kvadrata slobode J F
Izmedu subjekata  S'S geveen np—1
Faktor A SSA p—1 MSA F, = A%SQ
Greska tretmana(A) SSE, p(n-1) MSE,

Unutar subjekata  SS wisnin np(qg—1)

Faktor B SSB q-1 MS B Fy = AZWSS&
AXB SSAB  (p-1(g-1) MSAB  Fy= %448
Greska SSEy  p(n-1)g-1) MSEj

Ukupno SsSs pgn — 1

Tablica 3.5: Dvofaktorska ANOVA ponovljenih mjerenja

Treca nulta hipoteza je da su sredine svakog tretmana u svakom ponavljanju jednake nasu-
prot alternativnoj da se barem dvije znacajno razlikuju. Test statistika je

MSAB

2= MSE,

~ F((p—1D(g =1, pn-1)(g - 1)). (3.23)

Testirat ¢emo 1 sveukupnu znacajnost modela gdje nam je testna statistika sljedeca:

_ MSA+ MSB+ MSAB
~ MSE,+ MSEj

~ F(pg =1, pg(n = 1)). (3.24)

Kao i u prijasnjim poglavljima veliki brojnik i mali nazivnik sugerirat e odbacivanje nultih
hipoteza.

3.3.2 Visefaktorska ANOVA ponovljenih mjerenja

U trofaktorskome modelu imamo sedam razli¢itih kombinacija designa za varijable izmedu
1 unutar subjekta. Tri kombinacije kada imamo ponovljena mjerenja na samo jednom fak-
toru (ponovljena mjerenja na faktoru A, faktoru B ili faktoru C), tri kombinacije kada
imamo mjerenja na 2 faktora (na faktorima A i B, A i C ili na faktorima B 1 C) i jednu
kombinaciju ponovljenih mjerenja na sva 3 faktora (na A, B1iC).

Promatramo slucaj kada imamo ponovljena mjerenja na samo jednom od tri faktora, na
faktoru C. To mozemo prikazati na sljedeci nacin
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cG ¢ ... G
by | Gn Gn ... Gy

a | ) : )
bq qu qu qu
by | Gy Gp G

a, | : : : :
by | Gpg Gpg .. Gpg

Tablica 3.6: Prikaz ponovljenih mjerenja na jednome od tri faktora

Svaka grupa je promatrana pod svim nivoima faktora C, ali svaka grupa je dodijeljena
samo jednoj kombinaciji faktora A i B. Notacija G;; oznaCava grupu subjekata dodijeljenu
kombinaciji tretmana ab;;. Subjekt unutar grupe G;; je identificiran indeksom m;;. Ova
notacija upucuje na to da je efekt subjekta ugnjezden ispod oba faktora, ispod A i B.

Opservacije za pojedine subjekte u grupi G;; su oblika:

Subjekt | ¢ ... Ck ... ¢, | Ukupno
1Gj) | X | oo | Xin | -+ | Xijn | Piajp
2)) | Xijiz | --- | Xiiz | oo | Xij2 | Paaj
a;b; : : : : :
mi)) | Xm | oo | Xigo | oo | Xpm | Poii
n(@y) | Xijin | -+ | Xijgn | -+ | Xijm | Pup

Tablica 3.7: Opservacije za pojedine subjekte u grupi G;;
Model na kojem je bazirana analiza je

Xijkm = M+ @i + B + afij + Tnij) + Vi + @V + BYjx + ABYijk + Ymijy + Eogijkmy-  (3.25)

Kako je faktor subjekta ugnjezden ispod oba faktora A i B, ne moZemo imati interakciju
izmedu ta dva faktora i faktora subjekta.
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Da bi lakSe izracunali trofaktorsku ANOVA-u s ponovljenim mjerenjima na jednom
faktoru definiramo sljedece veliCine

(1) = G*/npgr ) =( . C)fnra

@)= X (6) = iZ(Aij)] /nr 9 = [Z(ABC?jk ]/n
3) = (ZAg)/nqr (7) = iZ(Aka /nq 0=( P;)/r
@=(XB)er  ® =] Xech|fw

Velic¢ine (1) do (9) se opcenito koriste u bilo kojem trofaktorskom eksperimentu u ko-
jem imamo n opservacija u svakoj Celiji. Dok je veli¢ina (10) jedinstvena faktorskim eks-
perimentima u kojima imamo ponavljena mjerenja samo na jednom faktoru, faktoru C.

Uz pomoc¢ definiranih veli¢ina zapisujemo pripadne sume kvadrata na sljede¢i nacin

SS winin = (2) = (10)

SSC=(0)-(1)

SSAC) =N -3 =) +(1)

SSBC) =)= - (5) + (1)
SSABC)=9)-0)-(ND-C@)+R)+@HH+()-(D)
SS Ewimin = (2) = (9) = (10) + (6)

S'S penveen = (10) = (1)
SSA=3)-(1)
SSB=4)-()
SSAB=(6)-(3)-#) + (1)
S8 Epereen = (10) = (6)

takoder zapisujemo pripadne stupnjeve slobode kako slijedi

d fwitnin = npq(r — 1)

dfc =r—-1

dfac =(p—-D(r—-1)

dfpc =(q—D@r-1)

dfapc = (p— D(g— D(r—1)
d fewiminy = pq(n — 1)(r — 1)

d fBeween = npg — 1
dfsa=p-1
dfp=q—1
dfap=(p—-1(g-1
d fEBerweeny = pq(n — 1)

Iz navedenog imamo sljede¢u ANOVA tablicu trofaktorske analize varijance ponovlje-
nih mjerenja na jednom faktoru
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Izvor Suma Stupnjevi Variianca Test statistika
varijabilnosti kvadrata slobode J F
Izmedu
subj ekata SS Between df Between

_ SSA _ _ MSA
A S S A df A MSA - E FA - MS EBL'tween
_ SSB _ __MSB
B SSB dfy MSB = 2> Fb = 35E g
_ S$SA — S
AB SSAB dfas MSAB = 28 FAp = i5tmmm
GreSka(izmedu) SS Egenveen dfeBerveeny MS Epgenveen = ijEiB,te>
Unutar
subjekata S'S Within d fwithin
_ Ssc _ __MscC
C S S C dfC MS C - E FC ~ MS Ecxwithin
_ SSAC _ __MSAC
AC S S (AC) deC MSAC - df_AC FAC - MS Ecxwithin
_ SSBC _ __MSBC
BC S S (BC) deC MS BC - df_BC FBC - MSECxwithin
_ SSABC _ _MSABC
ABC S S (ABC) deBC MSABC - deT FABC - MSECXwithin
GreSka(unutar)  SSEwinin ~ dfewinig ~ MS Ewithin = 2;E?v:v,;h)

Tablica 3.8: Trofaktorska ANOVA sa ponovljenim mjerenjima na faktoru C

Primjer

Pretpostavimo da nas zanima utjecaj anksioznosti (faktor A) i napetosti miSi¢a (faktor B)
na ucenje. Subjekti kod kojih je izmjerena niZa anksioznost dodjeljeni su stanju a;, dok
su subjekti sa viSom dodijeljeni stanju a,. Faktor napetosti miSi¢a je odreden silom kojom
se djeluje na dinamometar. Polovica ispitanika razine a; je na slucajan nacin dodijeljena
stanju napetosti miSi¢a by, a druga polovica je dodijeljena stanju b,. Na slian nacin su
podijeljeni 1 ispitanici razine a,. Subjekti su ispitivani Cetiri puta (faktor C) te je mjeren
broj neto¢nih odgovora u svakom od Cetiri ispitivanja. Rezultati mjerenja su dani u tablici

3.1
4

'Podaci su preuzeti iz [1]]
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Ispitivanja
Subjekti ¢; ¢ ¢3 ¢4 Ukupno

1 18 14 12 50
by 2 19 12 8 43
3 14 10 6 2 32

~

aj
4 16 12 10 4 42
b, 5 12 8 6 2 28
6 18 10 5 1 34
7 16 10 8 4 38
b, 8 18 8 4 1 31
9 16 12 6 2 36
a

10 19 16 10 8 53
b, 11 16 14 10 9 49
12 16 12 8 8 44

Tablica 3.9: Primjer-Rezultati ispitivanja

Kod i interpretacija

proc glm data=ispit;
class anksioznost napetost;
model c_1 - c_4=anksioznost napetost anksioznost*napetost;
repeated time 4 polynomial / summary printe;
means anksioznost napetost anksioznost*napetost;
run;

Kao 1 prije koristimo proceduru glm. Naredbom class kazemo da su nam varijable
anksioznost 1 napetost grupne varijable. Naredbom model definiramo model na kojem
¢emo raditi analizu. S lijeve strane su nam zavisne varijable, a s desne nezavisne. Na-
redbom repeated kazemo SAS-u da imamo ponovljena mjerenja. Iza te naredbe moramo
dati ime zavisnoj varijabli koje je “time’. Broj 4 oznacava koliko imamo ponovljenih mje-
renja. Nakon toga smo dodali opciju polynomial te iza kose crte summary i printe. Op-
cija polynomial kreira tri nove varijable iz Cetiri zavisnih varijabli. Prva je linearni efekt
vremena, druga kvadratni, tre¢a kubicni itd.... Opcijom summary dobivamo rezultate za
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tri transformirane varijable, dok opcijom printe ispisujemo matrice kojima provjeravamo
pretpostavke.

The GLM Procedure

Class Level Information
Class Levels | Values
anksioznost 2| alaz
napetost 2| blb2

Number of Observations Read | 12

Number of Observations Used | 12

Tablica 3.10: Opceniti podaci-Ispis iz SAS-a

U tablici [3.10] su nam dani opéi podaci o broju opservacija i grupnim varijablama. A
u tablici [3.11] su nam dani nivoi zavisne varijable. Vidimo da nam je zavisna varijabla
“ispitivanje” 1 da ima Cetiri mjerenja.

Repeated Measures Analysis of Variance

Repeated Measures Level Information

Dependent Variable | ¢ 1 | ¢ 2 ¢ 3 c 4

Level of time 1 2 3 4

Tablica 3.11: Tablica nivoa zavisne varijable - Ispis iz SAS-a

Zatim nam SAS daje analizu varijance za svaku zavisnu varijablu ispitivan ja po grup-
nim varijablama anksioznost i napetost (tablice [3.12do [3.15) sa pripadnim interakcijskim
grafovima. U tablicama vidimo da imamo znacajnu razliku samo u slucaju zavisne varija-
ble ¢_4. Taj ispis mozemo sprijeciti dodajuci opciju nouni iza kose crte u naredbi model.
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Dependent Variable: c_1

Sum of
Source DF Squares | Mean Square | FValue | Pr>F
Model 3 566666667 1.88388889 0.37 | 07799
Error 8| 41333333313 5.16665667
Corrected Total | 11|  47.00000000

R-Square | Coeff Var | Root MSE | ¢_1 Mean

0120567 | 13.77584 | 2273030 | 156.50000

Source DF | TypellSS | Mean Square | FValue | Pr>F

anksioznost
napetost
anksioznost*napetost 1 | 3.00000000 3.00000000 0.58 | 0.4679

-

1.33333313 1.33333333 0.26 | 0.6252

-

1.33333333 1.33333333 0.26 | 0.6252

Tablica 3.12: ANOVA tablica za zavisnu varijablu c_1 po grupnim varijablama anksioznost
i napetost-Ispis iz SAS-a

Interaction Plot for c¢_1
=] (s}
18- o© o
16 o o
]
(5
M4 o
12+ =]
T T
al a2
anksioznost
[napetost —&— b1 —&— 2|

Slika 3.1: Interakcijski graf za zavisnu varijablu c¢_1 po grupnim varijablama anksioznost i
napetost-Ispis iz SAS-a
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Dependent Variable: c_2

Sum of
Source DF Squares | Mean Square | FValue | Pr>F
Model 3| 33.00000000 | 11.00000000 275 01123
Error 8| 3200000000 4.00000000
Corrected Total | 11 65.00000000

R-Square | Coeff Var | Root MSE | ¢_2 Mean

0507692 | 17.39130 | 2.000000 | 11.50000

Source DF Type ll 55 | Mean Square | FValue | Pr>F
anksioznost 1| 3.00000000 | 3.00000000 075 | 0.4117
napetost 1| 3.00000000 3.00000000 075 | 0.4117
anksioznost'napetost | 1 | 27.00000000 | Z7.00000000 675 | 0.0317

Tablica 3.13: ANOVA tablica za zavisnu varijablu c_2 po grupnim varijablama anksioznost
1 napetost-Ispis iz SAS-a

Interaction Plot for c_2

16 5
14 ] &
i 12 - [+]
o
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B4 © o
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anksioznost

[napetost —&— b1 —&— 2|

Slika 3.2: Interakcijski graf za zavisnu varijablu ¢_2 po grupnim varijablama anksioznost i
napetost-Ispis iz SAS-a
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Dependent Variable: c_3

Sum of
Source DF Squares | Mean Square | FValue | Pr>F
Model 3| 209666667 | 6972022 1.29 | 0.3432
Error 8| 4333333333 541668667
Corrected Total | 11 65425000000
R-Square | Coeff Var | Root MSE | ¢_3 Mean
0.325551 | 30.03062 | 2327373 | 7.750000
Source DF Type ll S5 | Mean Square | FValue | Pr>F
anksioznost 1| 008333333 0.08333333 0.02 | 0.9043
napetost 1| 208333333 | 2.08333333 038 | 0.5524
anksioznost*napetost | 1 | 18.75000000 | 18.75000000 3.46 | 0.0999

46

Tablica 3.14: ANOVA tablica za zavisnu varijablu c_3 po grupnim varijablama anksioznost

i napetost-Ispis iz SAS-a

Interaction Plot for c_3
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a2

Slika 3.3: Interakcijski graf za zavisnu varijablu ¢_3 po grupnim varijablama anksioznost i

napetost-Ispis iz SAS-a
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Dependent Variable: c_4

Sum of
Source DF Squares | Mean Square | FValue | Pr>F
Model 3 72.25000000 | 24.08333333 10.70 | 0.0036
Error 8| 1800000000 | 225000000
Corrected Total | 11 | 90.25000000

R-Square | Coeff Var | Root MSE | ¢_4 Mean

0800554 | 35.29412 | 1.500000 | 4.250000

Source DF Type ll 55 | Mean Square | FValue | Pr>F
anksioznost 1| 1408333332 | 14.08333333 6.26 | 0.0368
napetost 1| 1408333333 | 14.08333333 6.26 | 0.0368
anksioznost*napetost | 1 | 44.08333333 | 44.08333333 1959 | 0.0022

Tablica 3.15: ANOVA tablica za zavisnu varijablu c_4 po grupnim varijablama anksioznost
1 napetost-Ispis iz SAS-a

Interaction Plot forc_4
o]
8- s]
€ - o

¥
L8]

4 - o
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Slika 3.4: Interakcijski graf za zavisnu varijablu ¢4 po grupnim varijablama anksioznost i
napetost-Ispis iz SAS-a
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Sljededi dio ispisa je dan u matrici[3.16] To je korelacijska matrica. Ispod korelacija je
p-vrijednost za par vremena.

| Partial Correlation Coefficients from the Error SSCP Matrix / Prob > |r|
| DF=8 c 1 c 2 c3 c 4
c 1 1.000000 0.454934 0.189029 0.109385
0.1755 0.6262 0.7782
c2 0.434334 1.000000 0.751921 0.583333
0.1755 0.0195 0.0292
3 0.189029 0.751921 1.000000 0954820
0.6262 0.0195 =.0001
c_4 0.109985 0.583333 0.954820 1.000000

0.7782 0.0982 <.0001

Tablica 3.16: Korelacijska matrica-Ispis iz SAS-a

U tablici [3.17] testiramo pretpostavku sferi¢nosti za transformirane podatke i na orto-
gonalnim komponentama tj. nekoreliranim. Vazno je da uvijek pogledamo test za ortogo-
nalne komponente. Ukoliko nije znacajan znaci da je uvjet sferi¢nosti zadovoljen. U nasam
sluc¢aju p-vrijednost je 0.0466 Sto je manje od razine znacajnosti 0,05 pa uvjet sferiCnosti
nije zadovoljen.

Sphericity Tests

Mauchly's
Variables DF | Criterion | Chi-Square | Pr> ChiSg
Transformed Variates 5 | 01874661 | 11.254057 0.0466
Orthogonal Components | 5 | 01674661 |  11.254057 0.0465

Tablica 3.17: Test sferi¢nosti-Ispis iz SAS-a

Tablica [3.18]testira razlike izmedu subjekata (eng. Beetween Subjects Effects). Njome
testiramo da anksioznost i napetost nemaju efekt na broj neto¢nih odgovora u ispitivanju.

Izvore varijabilnosti moZemo usporediti sa tablicom [3.8] Oznaka za sumu kvadrata
prvog faktora(anksioznost) nam je SSA = 10.083, drugog faktora(napetost) SS B = 8.33,
te njihove interakcije SSAB = 80.083 sa pripadnim stupnjevima slobode (dfy = p—1 =
2-1=1dfg=q-1=2-1=1dfag=pP-Dg-D=2-D2-1) =1,
a za neobjaSnjenu varijabilnost SS Egenpeen = 82.5 sa stupnjevima slobode (d fggenveeny =
pgn—1) =2x2x (3 —-1) = 8). Vrijednost F, statistike je 0.98, a p-vrijednosti 0.3517
pa prema tome ne odbacujemo nultu hipotezu. Odnosno zaklju¢ujemo da razlike medu
sredinama grupa nisu znacajne. Fp = 0.81, a pripadna p-vrijednost 0.949, pa opet ne
odbacujemo nultu hipotezu o jednakosti sredina. Vrijednost F,p interakcije iznosi 7.77, a
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The GLM Procedure
Repeated Measures Analysis of Variance
Tests of Hypotheses for Between Subjects Effects

Source DF Typell 55 | Mean Square | FValue | Pr>F
anksioznost 1| 10.08333333 | 10.08333333 098 | 0.3517
napetost 1| 833333333 8.33313333 0.81 | 0.3349
anksioznost*napetost | 1 | 80.08333333 | B0.08333333 707 | 0.0237
Error 8 | 82.50000000 | 10.31250000

Tablica 3.18: Tablica izmedu subjekata - Ispis iz SAS-a

p-vrijednost je 0.0237 pa odbacujemo nultu hipotezu, tj. interakcija *anksioznost*napetost’
je znacajna.

Druga vazna tablica je [3.19] (eng. Within Subjects Efects). U njoj testiramo ostale
hipoteze koje smo obradili. Prvi izvor varijabilnosti nam je “ispitivanje” a njegovu sumu
kvadrata u tablici [3.8] smo oznacili sa S SC = 991.50 sa 3 stupnja slobode (dfc = r—1 =
4 — 1 = 3). Sljededi izvor varijabilnosti su nam interakcije dva faktora: SSAC = 8.42
(ispitivanje*anksioznost) sa 3 stupnja slobode (dfsic = (p—D(r—-1)=2-1)4-1) =3)
1 SSBC = 12.167 (ispitivanje*napetost) sa 3 stupnja slobode (dfgc = (¢ — )(r — 1) =
2-D@E-1)=3).

The GLM Procedure

Repeated Measures Analysis of Variance
Univariate Tests of Hypotheses for Within Subject Effects

AdjPr>F
Source DF | TypeliSS | Mean Square | FValue | Pr>F | G-G | H-FL
ispitivanje 3 | 991.5000000 | 3305000000 | 152.05 | <0001 | <0001 | <.0001
ispitivanje*anksioznost 3| B.4166667 |  2.E055556 1.29 | 0.3003 | 0.3002 | 0.3021
ispitivanje*napetost 3| 121666667 |  4.0555556 1.87 | 0.1624 | 01967 | 0.1881
ispitivanje*anksioznost'napetost | 3 | 127500000 | 4.2500000 1.96 | 0.1477 | 0.1847 | 0.1752
Error(ispitivanje) 24 | 521666667 | 21736111

Greenhouse-Geisser Epsilon | 0.5351

Huynh-Feldt-Lecoutre Epsilon | 0.6507

Tablica 3.19: Tablica unutar subjekata - Ispis iz SAS-a

Zatim imamo interakciju tri faktora S S ABC = 12.75 (ispitivanje*anksioznost*napetost)
sa 3 stupnja slobode (dfapc = (p— )(g—-D(r—-1) =2 -1)2-1)4—-1) = 3). Na
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kraju je neobjasnjena varijabilnost S'S Ey;mi, = 52.166 sa stupnjevima slobode (d fgwimnin =
pgn—1D)(r—-1)=2x2x @B -1)4-1)=24).

Dva zadnja stupca u tablici su nam prilagodene p-vrijednosti koje gledamo kada pret-
postavka sferi¢nosti nije zadovoljena, Sto je naS slucaj. G — G oznaCava Greenhouse-
Geisserovu prilagodbu, a H — F — L Huynh-Feldt-Lecoutrovu prilagodbu p-vrijednosti.
Vrijednost F¢ nam je 152.05, a pripadna prilagodena G-G p-vrijednost nam je manja
od 0.0001 pa nam je “ispitivanje” znaCajno. Vrijednost Fc statistike nam je 1.29, a p-
vrijednosti 0.30, odnosno Fgc = 1.87 , a pripadna p-vrijednosti 0.19 pa nam interakcije
“ispitivanje*anksioznost’ 1 ’ispitivanje*napetost’ nisu znacajne. Takoder, Fapc = 1.96 , a
p-vrijednosti 0.18 pa ni interakcija ispitivanje*anksioznost*napetost nije znacajna.

U donjoj tablici su Greenhouse-Geisserov 1 Huynh-Feldt-Lecoutrovi epsiloni koji se
koriste za prilagodbu stupnjeva slobode koji onda produciraju spomenute prilagodene p-
vijednosti.

U tablici [3.20/imamo deskriptivne statistike po razinama varijabli "anksioznost’ i na-
petost’ za svaku razinu zavisne varijable ’ispitivanja’ sa pripadnim box-plotovima.

The GLM Procedure

-l c 2 c:3 c 4
Level of Level of
anksioznost | napetost | N Mean Std Dev Mean Std Dev Mean Std Dev Mean Std Dev
al b1 3 | 17.0000000 | 2.64575131 | 12.0000000 | 2.00000000 | 8.66666667 | 3.05505046 | 4.00000000 | 2.00000000
al b2 3 | 15.3333333 | 3.05505046 | 10.0000000 | 2.00000000 | 7.00000000 | 2.64575131 | 2.33333333 | 1.52752523
a2 b1 3 | 16.6666667 | 1.15470054 | 10.0000000 | 2.00000000 | 6.00000000 | 2.00000000 | 2.33333333 | 1.52752523
a2 b2 3 | 17.0000000 | 1.73205081 | 14.0000000 | 2.00000000 | 9.33333333 | 1.15470054 | 8.33333333 | 0.57735027

Tablica 3.20: Deskriptivne statistike za zavisnu varijablu’ispitivanja’-Ispis iz SAS-a
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Distribution of c_1
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Slika 3.5: Box-plot za interakciju ’anksioznost*napetost’ u odnosu na zavisnu varijablu
c_1-Ispis iz SAS-a

Distribution of c_2
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Slika 3.6: Box-plot za interakciju ’anksioznost*napetost’ u odnosu na zavisnu varijablu
c_2-Ispis iz SAS-a
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Distribution of c_3
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Slika 3.7: Box-plot za interakciju ’anksioznost*napetost’ u odnosu na zavisnu varijablu
c_3-Ispis iz SAS-a
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Slika 3.8: Box-plot za interakciju ’anksioznost*napetost’ u odnosu na zavisnu varijablu
c4-Ispis iz SAS-a
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Sazetak

Glavna tema ovog rada je viSefaktorska analiza varijance ponovljenih mjerenja. Analiza
varijance ponovljenih mjerenja je statisticka metoda kojom testiramo jednakost sredina na
podacima ¢ija mjerenja se ponavljaju. U prvom poglavlju,tj. uvodnome, djelomicno je
obraden t-test za zavisne uzorke. Zatim je u drugom poglavlju obradena analiza varijance
s jednim 1 s viSe faktora. ObjaSnjena je varijabilnost rastavom na razlicite sume kvadrata,
dan je matematic¢ki model, a sve statistike sa sumama kvadrata i pripadnim stupnjevima slo-
bode su onda sazete u standardnim ANOVA tablicama. Nakon toga, obradena je i analiza
varijance ponovljenih mjerenja s jednim i sa viSe faktora. Nadogradujuci ve¢ obradene mo-
dele bilo je lakSe objasniti 1 razumjeti daljnje rastavljenje definiranih suma kvadrata. Kao
glavni razlog dodatnih suma kvadrata pokazala su se dodatna mjerenja na istim subjektima,
kojima homogeniziramo uzorak i smanjujemo neobjas$njenu varijabilnost. Receno je koje
su prednosti, dan je model, navedene su i obradene pretpostavke te su opet sve statistike
dane u ANOVA tablicama.

Na primjerima su numericki obradeni modeli 1 kroz njih smo pokazali konkretnu pri-
mjenu obradenih metoda. Time smo diplomski rad ucinili ne samo teoretskim nego 1 pri-
mjenjenim. Takoder smo se kroz primjere bolje upoznali sa programskim sustavom SAS,
jednim od najpopularnijih alata za analizu podataka kako u akademskim krugovima tako i
u poslovnom svijetu. Iako se analiza varijance ve¢ duZe vrijeme primjenjuje za razne sta-
tisti¢ke probleme, ona nije zastarjela. Stovise, jedna je od najkoristenijih i najaktualnijih
statistickih metoda koja se i dalje aktivno razvija.



Summary

The main topic of this paper was multifactorial analysis of variance of repeated measures.
Analysis of variance of repeated measures is a statistical method used to test the equ-
ality of means having repeated measurments on same subjects. In first chapter partially
was processed t-test for paired samples. In the second section we explained one-way and
multi-way analysis of variance. The variability was explained by dividing on various sum
of squares, it was given the mathematical model and all statistics with sum of squares and
coresponding degrees of freedom are given in standard ANOVA tables. Afterwards, it was
elaborated analysis of variance of repeated measures with one and multi factors. Already
elaborated models were upgraded and it was easier to explain and understand further divi-
ding of defined sum of squares. It was shown that a main cause of extra sum of squares
were additional measurments on same subjects, which caused less unexplained variability
as a result of more homogenized sample. The adventages were discussed, mathematical
model was given, assumptions were named and elaborated and again all relevant statistics
were given in standard ANOVA tables.

Throughtout examples models were numerically analyzed and through them we have
shown concrete application processed methods. By that, this paper is not just theoretical
but applied as well. Also, throughtout examples was introduced program system SAS,
which is one of the most popular tools for data analysis in academic and business world.
Although the analysis of variance is used for a long time, for diverse statistical problems, it
hasn’t become old fashioned. Moreover, it is one of the most used and up to date statistical
method, which is still actively developing.
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