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Uvod

U ovom radu bit ¢e rije¢ o poopéenju pojma konveksnih funkcija. Matematic¢ari H. Hudzik
i L. Maligranda su poop¢ili pojma konveksnosti u radu [4] uvodeéi s-konveksne funkcije i
to, s-konveksne funkcije u prvom smislu i s-konveksne funkcije u drugom smislu. Defini-
rat cemo s-konveksne funkcije, te navesti i dokazati razna svojstva koja imaju s-konveksne
funkcije. Poznato nam je da za konveksnu funkciju vrijedi tzv. Jensenova nejednakost.
Dokazat ¢emo da i za s-konveksne funkcije u drugom smislu vrijedi Jensenova nejedna-
kost. Takoder ¢emo dokazati da za s-konveksne funkcije vrijedi Hermite-Hadamardova
nejednakost. Dat ¢emo jednu gornju ocjenu razlike dviju strana Hermite-Hadamardove ne-
jednakosti. Promatrat éemo sredine za proizvoljne realne brojeve i na njih primjeniti neka
svojstva s-konveksnih funkcija. Razmotrit ¢emo rezultate Hermite-Hadamardovog tipa za
s-konveksne funkcije u prvom smislu koje su objavili S.S. Dragomir i S. Fitzpatrick u radu

[3].






Poglavlje 1

Svojstva s-konveksnih funkcija

Konveksne funkcije su dobro poznata klasa funkcija s kojima se obi¢no upoznajemo u
problemima ispitivanja tijeka funkcije i crtanja grafa. Funkciju f : [a,b] — R nazivamo
konveksnom ako za svaki x,y € [a,b]1zaa,B € [0,1], @ + B =1, vrijedi

Sflax +By) < af(x) +Bf(y). (1.1)

Ako u gornjoj nejednakosti vrijedi drugi znak nejednakosti, tada govorimo o konkavnoj
funkciji.

Neka su x,y € [a, b]. Kad se kroz tocke (x, f(x)) i (v, f(¥)) na grafu funkcije povuce se-
kanta, tada se graf konveksne funkcije f na intervalu [x, y] nalazi ispod sekante. To je nacin
kako vizualno prepoznajemo konveksnu funkciju. Ako je konveksna funkcija f ujedno i
dva puta diferencijabilna tada je njezina druga derivacija nenegativna. Vrijedi i obrat: ako
" postoji 1 ako je f” > 0, tada je f konveksna. Kod ispitivanja tijeka funkcije cesto se
upravo ovo svojstvo koristi za odredivanje intervala konveksnosti i konkavnosti. Godine
1994. matematicari H. Hudzik i L. Maligranda su poop¢ili pojam konveksnosti u radu [4]
uvodeci s-konveksne funkcije i to na dva nacina. U jednom smjeru poopéavanja mijenjaju
uvjet « + 8 = 1 uuvjet @* + 8° = 1, a u drugom smjeru poopcavanja se u sumi na de-
snoj strani nejednakosti umjesto faktora a i £ javljaju redom brojevi a* 1 5°. Izrecimo
precizno definicije s-konveksnih funkcija.

Definicija 1.1. [4|] Neka je s € 0, 1]. Funkcija f : R, — R je s-konveksna u prvom smislu
ako

flau+pv) <a’fu)+Bf(v)
vrijedi za svaki u,v € R, = [0, o0) i za svaki a, > 0 takve da je a* + B° = 1. Zapisujemo:
f € K!. KaZemo da je funkcija f : R, — R s-konveksna u drugom smislu, ako nejednakost

flau+pv) <a’fu)+Bfv)

vrijedi za sve u,v € R, i za sve a, 8 > 0, gdje je a + B = 1. Zapisujemo: f € K>.
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4 POGLAVLIJE 1. SVOJSTVA s-KONVEKSNIH FUNKCIJA

Naravno, obje s -konveksnosti svode se na konveksnost kad je s = 1. Ovako de-
finirane funkcije imaju razna svojstva koja ¢emo u narednom tekstu navesti 1 dokazati.
Sadrzaj sljedeceg teorema jest da su s-konveksne funkcije u prvom smislu rastuce, dok su
s-konveksne funkcije u drugom smislu nenegativne.

Teorem 1.2. /4] Neka je 0 < s < 1.
a) Ako je f € K], onda je f rastuéa na {0,00) i f(0%) := lirgl+ f(w) < £(0).

b) Ako je f € K2, onda je f nenegativna na [0, co).

Dokaz. a) Neka je f s-konveksna u prvom smislu.
Stavimo u definiciji f(au + Bv) < o’ f(u) + B°f(v) ove brojeve: @ — x5, B — (1- x)%,
u— u,v — u. Tada je

B =)+ (=% )Y =x+1-x=1

FOsu+ (1= x)5u) < xf(u) + (1 = ) f(u)
A+ (=0 < f@)
Sh(xu) < f(u).
Definiramo funkciju A:
h(x) = xv + (1 — ).
DokaZimo da je /& padajuéa na [O, %] i rastuéa na [%, 1].
Odredimo pomocu derivacije stacionarne tocke funkcije.

1 1
H(x) = —x+1 = =(1 = x)71
S S

%[xl?—(l—x)'?]:o

1=s

X =1-n7
x=1-x
1
T2

Stacionarna tocka je x = % Nacrtajmo tablicu predznaka za h’:
[0.8) | (31]
n - +

il N /




Dakle, h padado x = % 1 raste nakon toga. Odredimo sliku intervala [0, 1]. Na [O, %] h pada

paje o _
1 1
h([o, 5_) = »h(i),h(O)_ :

1] [ (1 ]
h([i’l) = »h(i),h(l) .
h)=1,h(1) =1,

N (1) 1\ 1\* N
h(z)—(z) *(“5) —2'(5) srErEr

Fllor + =) )u] < af + 1 -a) f@) = f@w)

imamo f (h(x)-u) < f (u), abuduéi daje h ([0, 1]) = [21‘%, 1], to znaci da postoji

t € [2'7%, 1] tako da je h (x) = . Dakle, moZemo pisati f(tu) < f(u) za t € |27, 1],

To znadi da f (tu) < f(u) zasveu > 0,1 € [21‘%, 1]. Akojet e [21‘%, 1], onda

€ [21‘5, 1]. Dakle, tvrdnja f (tu) < f(u) zasveu >0, t € [21‘§, 1] vrijedi za svaki u > 0
pa slijedi £ (tu) = f (t2 (rtu)) < f (ru) < f(u) za svaki u > 0.

Zelimo dokazati da je f(tu) < f(u) zasveu > 0, t € {0, 1].

Znamo:

Na [%, 1] h raste pa je

Uz to je

Iz

fu) < fwh.ut > 0,0 €275 1] = Iy (1.2)

Neka je r € [22079,1] = I, , tada je 1} € [2!75,1] = L. Slijedi f(ru) = f(t3 - ¢+ - u) =
f2 (2 - w).

Znamo da je tu pozitivan broj i 17 €l pa primjenom na brojeve u* = futt =1
dobijemo f(tu) < f(t%u) < f(u) jer smo u zadnjoj nejednakosti opet primjenili na
brojeve u* = u,t* = .

Time je nejednakost f(fu) < f(u) proSirena na veéi interval I; D I,.

Formiramo novi interval I, = [24(1‘9, 1] > I i opet vrijedi ¢ € I, iz &ega slijedi da je
l‘% el.

Analognim postupkom kao gore, nejednakost f(fu) < f(u) vrijedi i na intervalu I,.
Promatrajudi intervale
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dobivamo da na svakom od njih vrijedi f(fu) < f(u) i kako je |J I, = (0, 1] slijedi da
neN

nejednakost f(fu) < f(u) vrijedi na cijelom (0, 1].

Dakle, uzmemo 0 < u < viuz f(tu) < f(u), zasve u > 0, t € (0, 1] dobivamo f(u) =
f((u/v)v) < f(v), Sto znaci da je f rastuca na (0, oo).

Drugi dio moZemo dokazati na sljede¢i nacin. Za u > 0 imamo

flaw) = flau+B0) <’ f(u) + B £(0),
gdje u zadnjoj nejednakosti primjenimo definiciju s-konveksnosti, i kad # — 0" dobivamo
lim f(u) = lim f(eu) < e’ lim f(u) +5°f(0)
lim f(u) < o* lim f(u)+B°f(0)
lim f@)(1 - a*) < B'f(0)

N

lim f(u) < - £(0) (1.3)
u—0* 1 —a’
ﬁs _ (1 _ a,)s
l-a¢ 1-a°"

Trebamo dokazati da je =% < 1 jer tada bi 1; bilo lim f(u) < L £0) < 1- £(0).

1-a* 1-a*

Nejednakost % < 1 je ekvivalentna sa
1-a)y<l-a’,
t. o+ (1 —a)’ <1,t. h(e) <1, ato smo dokazali u ispitivanju tijeka funkcije 4. Dakle,
lim fQu) < f(0).
b) f € K? paslijedi f(au + pv) < &’ f(u) + B f(v)zaa + = 1. Neka je u € R,.

Stavimoa:ﬁ:%iu:vtadaje

FGu+ 39 < 325w + 57

1
fa) <2 5 f)
fu) <25 fu)
f)=2""fu) <0
fan[1-2"] <0.

Znamo da je s € (0,1] paslijedidaje 1 — s € [0,1). Kako je 1 — s € [0, 1) slijedi da je
217 € [2°,21) = [1,2) iz Cega slijedi 1 — 2'~* € (~1,0], {j. 1 —2'™* je negativni broj pa
f(u) mora biti nenegativna.

Dakle, f(u) >0 O



OpiSimo jedan primjer s-konveksne funkcije.

Primjer 1.3. /4] Neka je 0 < s < 1, a, b, c, € R. Definiramo, za u € R,

f(u)z{“ =0

bu+c ;u>0.

Tada imamo:

i) akojeb >0ic <aondaje f € K!

ii) ako je b > 0i c < a onda je f rastuca na {0, o) ali nije na [0, co)
iii) ako je b > 0i0 < ¢ < a onda je f € K>
iv)akojeb >0ic < 0onda f ¢ K>

1) U prvom slucaju imamo Cetiri podslucaja:
1°. Nekasuu,v>0ia,B€[0,1]takvidaje o’ +5° = 1. Tadaje au + Bv > 01

flau + Bv) = blau + Bv)* + ¢ < b(a’u’ + V') + ¢
=b(a’u’ + V) + c(a’ + B°)
=a’u’'b+BV'b+a’c+pfc
=a’u’b+ a’c+BVb+ fc
=a’W'b+c)+B(V'b+c)

=a' f(u) + B f(v),

a to je upravo definicija s-konveksnosti u prvom smislu.
2°. Nekasuu=v=01ia,6€[0,1]takvidajea’ +p° = 1.
S jedne strane imamo

flau+pv)=f(@-0+B-0)= f(0)=a.
S druge strane imamo
Cf)+pfV) =’ f(O)+pf0)=(" +p)f(0)=1-a=a

pa vrijedi f(au + Bv) = & f(u) + B° f(v).



8 POGLAVLIJE 1. SVOJSTVA s-KONVEKSNIH FUNKCIJA

3°. Nekasuv>u=0i18>0,a,B € [0, 1] takvi da je @* + 5° = 1. Tada je

flau+pv) = f(a-0+pv) = f(Bv)
=bBVv' + ¢
=bBV' + c(a’ + )
=bB'v' + a’c+ Bc
=a’c+bB’V + B¢
=a’c+ B (bv’ +¢)
=d’c+pBf(v) <d’a+Bf(v)
=’ f(0)+ B’ f(v).

4°. Nekasuu>v=01a>0,a,p€[0,1] takvidaje @’ + B = 1. Tada je

flau+pv) = flau+B-0) = flau)
=ba’u’ +c
= ba’u’ + c(a’ + B°)
=ba’u’ + a’c+pB’c
=a’'(bu’ +c) + p'c
=’ f(u) +p°c<a’f(u) + Ba
=" f(u) + B f(0).

i1) Funkcija u — u’ je rastuca za s € (0,1) 1 buduci da je b > O slijedi da je 1 u — bu’
neopadajuca pa je i u — bu® + ¢ neopadajuca za u € (0, c0) .

Ako u interval dodamo i broj O treba provjeriti da li je f(0) < f(u) za svaki u € R,, ako
Zelimo imati da je f neopadajuca. To je ekvivalentno sa

a < bu’ +c/lim

u—0

a<0+c

a<ec,

a to je u kontradikciji sa ¢ > a.

Dakle, f(0) < f(u) za svaki u € R,, tj. f je neopadajuéa.

iii) U ovom slu¢aju imamo Cetiri podslucaja:

1°. Nekasuu,v>0ia,B€[0,1]takvidajea+ B =1.Slijedi (a +B)°* =1 <o’ +f°.



Tadajeau+pv>01

f(au + Bv) = b(au + Bv)’ + ¢ < b(a’u’ + B°V’) + c(a + B)
=b(@’'u’ + BVv) + c(a + B)’ < ba'u' + bB*V' + c(a’ + )
= ba’u’ + bV’ + a’c + fc
=a’(bu’ +c) + B(bv’ + ¢)
=&’ fw) + B f(v),
a to je upravo definicija s-konveksnosti u drugom smislu.

2°. Nekasuu=v=0ia,€[0,1]takvidajea+ =1.Sljjedi (¢ +B)' =1 <a’ + "
S jedne strane imamo

flau+pv)=f(@-0+B-0)= f(0)=a.

S druge strane imamo
fu)+pf) =’ f(0)+B°f(0)=(" +p)f(0)=21-a=a

pa vrijedi f(au + Bv) = &’ f(u) + B° f(v).
3°. Nekasuv>u=018>0,qa,8 € [0, 1] takvida je a+B = 1. Slijedi (a+B)° = 1 < &’ +p°.
Tada je

flau +pBv) = f(a-0+ pv)
= f(Bv) = bBV' + ¢
=bBV' + c(a+ B)’ < bBV' + (&’ + B)c
=bBv' + a’c+ pBc

a’c+ B bV’ +c)

a’c+ B fv)<aia+pf(v)

@’ f(0) + B’ f(v).

4°. Nekasuu >v=0ia>0,a,B€c[0,1]takvidajea+F = 1.Slijedi (¢ +B)° =1 <
a’ + B°. Tada je

flau+pv) = flau+B-0) = flau)
=ba’u’ +c
= ba’u’ + c(a + B)' < ba’u’ + (' + )¢
= ba’u’ + a’c + B’c
=a'(bu’ +c) + Bc
=a'f(u)+pF’c<a’f(u)+pa
=a'f(u) + B’ f(0).
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iv) Ako je ¢ > 0, onda je f € K?. Prema Teoremu ), znamo ako je f € K? onda je
f=0.

Znamo f(u) = bu® + c 1 kad je u mali, tada je i bu® mali pa zbog Cinjenice da je ¢ > 0 moze
se dogoditi da je bu* + ¢ < 0, tj. f(u) < 0 $to ne smije biti ako je f € K>.

Dakle, f ¢ K.

MozZe se pokazati da je svaka nenegativna konveksna funkcija ujedno i s-konveksna u dru-
gom smislu. Naime, za s € (0,1]1za a € [0, 1] vrijedi @® > @ pa ako imamo konveksnu
nenegativnu funkciju f tada

flax+ (A -a)y) <af)+A-a)f(y) <’ f(x)+ 1 -a) f(),

tj. f je s-konveksna.
Od poznatih primjera s-konveksnih funkcija mozZemo izgraditi druge s-konveksne funk-
cije koje imaju sljedece svojstvo. Dokazat ¢emo teorem koji nam to omogucuje.

Teorem 1.4. [4] Neka je O < s < 1. Ako su f,g € K! i ako je F : R> — R konveksna
i rastuca funkcija u svakoj varijabli onda je funkcija h : R, — R definirana sa h(u) =
F(f(u), g(w)) pripada K!. Posebno, ako su f,g € K! onda je f + g, max{f, g} € K!.

Dokaz. Akosu f,g € K! onda su

flau+pv) <’ f(u) + B f(v)

glau+pv) < a’g(u) + B'g(v),

gdjesuu,veR,i1qa,B>0takvidajea’+p° = 1. F je rastuca po svakoj varijabli pa je
F(f(au + Bv), glau + pv)) < F(@’ f(u) + B f(v), &’ g(u) + B g(v)).
F je ujedno i konveksna, tj. za svaki A € [0, 1]1 za sve x,y € R? vrijedi
F(Ax+ (1 = )y) < AF(x) + (1 - HF ().
Uvrstimo x = (x, x2), y = (y1,y2) 1 dobijemo
F(Axy + (1 = Dy, Ax + (1 = Dy2) < AF(x1, x2) + (1 = DF(y1, y2). (1.4)
Stavimolid=a’, 1 -A=1-a° =% x; = f(u), x, = f(v), y1 = g(u), y» = g(v) dobivamo

F(@' f(u) +B°gw), &’ f(v) + B°8(V) < &’ F(f (), f(v)) + B*F(g(u), g(v)).
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Time smo dokazali da je

h(au + pv) = F(f(au + Bv), (g(au + Bv))
< &'F(f(uw), gw) + B F(f(v),8()) = &’h(u) + B’ h(v),
tj. h je s-konveksna u prvom smislu. Da bi dokazali da je f + g € K!, upotrijebit cemo

funkciju F(x,y) = x+y jer ¢e tada po prvom dijelu ovog teorema biti da ako je F' konveksna
1 ujedno rastuca po koordinatama da je tada

h(u) = F(f(u), g(u)) = f(u) + g(u) € K.

Trebamo samo dokazati da za F vrijede pretpostavke teorema.
Dokaz konveksnosti:
Nekaje 4 € [0,1]1x = (x1,x2), ¥y = (y1,y2). Treba dokazati (1.4) .
S jedne strane imamo:
F(Ax+ (1= y) = F(Ax; + (1 = Dy1, A + (1 = Dy2)
= (Ax1 + (1 = Dy1 + Ax2 + (1 = Dy2)
= Ax; + x2) + (1 = D1 + y2).

S druge strane imamo:

AF(x1, X2) + (1 = DF(y1,y2) = Ax; + x2) + (1 = D(y1 + y2),

tj. te dvije strane su Cak jednake.
Sada trebamo dokazati da je F rastuca po koordinatama, tj. da je funkcija x — F(x,y) =
x + y rastuéa po x, Sto je ocito jer se radi o linearnoj funkciji f(x) = x + y. Isti zakljucak
vrijedi za koordinatu y.
Dokazimo da je F(x,y) = max {x, y} konveksna.
S jedne strane imamo:

FAx+ ({1 = A)y) = F(Ax; + (1 = Dy, Ax; + (1 = D)yn)

= max {Ax; + (1 — Dy, Ax; + (1 = Dy2}.

S druge strane imamo:

AF(x) + (1 — HF(y) = Amax {x, x2} + (1 — A) max {y, y»}
= max {Ax, Ax;} + max {(1 — Dy, (1 — Dy,}.

To se svodi na dokazivanje nejednakosti

max {a + b, c + d} < max {a, c} + max {b,d}.
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Promotrimo dva slucaja:
1°. max{a,c} = a
1.1°

max{a,c}=a=a>c
max {b,d} =b = b > d.

Zbrajanjem nejednakosti dobijemo:
a+b>c+d=max{a+b,c+d} =a+b=max{a,c}+ max{b,d}
1.2°

max{a,c}=a=a=>c
max {b,d} =d = b <d.

Nadalje imamo dva slucaja:
a+b>c+d=>max{a+b,c+d}=a+b<a+d=max{a,c}+ max{b,d}

ili

a+b<c+d=>max{a+b,c+d}=c+d<a+d=max{a,c}+max{b,d}.

2°. max{a,c} =c
2.1°

max{a,c}=c=>a<c
max{b,d} =b=b>d.

Za max {a + b, c + d} imamo dvije mogucénosti:

a+b<c+d>=>max{a+b,c+d}=c+d<c+b=max{a,c}+ max{b,d}

ili

a+b>c+d=>max{a+b,c+d}=a+b<c+b=max{a,c}+max{b,d}.
2.2°

max{a,c}=c=>a<c
max {b,d} =d = b <d.
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Zbrajanjem nejednakosti dobijemo:

a+b<c+d=max{a+b,c+d} =c+d=max{a,c}+max{b,d}.

Dakle, F(x,y) = max {x, y} je s-konveksna.

Treba joS dokazati da je F rastuca po koordinatama. Dokazat ¢emo rast po prvoj koordinati,
a dokaz za rast po drugoj koordinati provodi se analogno.

Neka je x; < x, 1y € R,. Treba dokazati da je

max {xy, y} < max {x, y}.

Ako je max {x;,y} = x, tada je x; > y,notadajeix, > x; > y paje max {x,,y} = x2, j.
tvrdnja vrijedi. Ako je max {x;,y} =y, tadajey > x;.

U usporedivanju y i x, mogu se pojaviti dvije mogucnosti: y > x, ili x, > y. Akoje y > x»,
tada je max {x,,y} = y, a to je dalje jednako max {x;, y} pa tvrdnja vrijedi ¢ak sa znakom
jednakosti. Ako je x, >y, tada je max {x,,y} = x, > y = max {x;,y} pa tvrdnja opet vrijedi.
Dakle, u svakom slucaju je

F(x1,y) = max {x;,y} < max {x;,y} = F(x2,Y),

Sto je i trebalo dokazati. O

U definiciji s-konveksnosti zbrojevi ¢* + °, odnosno @ + 8 moraju biti jednaki 1. No, u
izvjesnim slu¢ajevima ti zbrojevi mogu biti 1 manji od 1. Ti su sluc¢ajevi opisani u sljede¢em
teoremu.

Teorem 1.5. [4)] a) Neka je f € K!. Tada f (au+ pv) < &' f (u) + B f (v) vrijedi za sve
u,veR,izasvea,f >0, a’ +p° <1 akoisamo ako f(0) <O0.

b) Neka je f € K2 Tada f (au+ pv) < o f (u) + B°f (v) vrijedi za sve u,v € R, i za sve
a,B >0, a+p<1akoisamo ako f(0) = 0.

Dokaz. a) Ako je @ = B = 0 tada je @* + 8° < 1 1 nejednakost se svodi na f(0) < O.
Pretpostavimo dasu u,ve R, a,>010 <y =a*+ B < 1. Neka je

a=ay>

w|L

b

By
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Tadaje a® + b’ = “7 + % = 1 i koristeéi dva puta ¢injenicu da je f € K! dobivamo:

flaw+Bv) = flay u+byv) < a'fly u) + b f(y v)

=a'f[yru+(1=y)70|+bf|yiv+ (1 -y)0|

<a'lyf) + (A =yfO)]+b [yf(v) + (1 -y)f(0)]

=a’yfw) + b yf(v) + (1 =) f(0)

<& f(u) + B f(v).
b) Nuzno: Stavimo u = v = @ = § = 01 uvrstimo u nejednakost f(au + pv) < o’ f(u) +
B*f(v). Dobivamo:

f(O-0+0-0)<0"- f(0)+0°- f(0O)
f(0) <0,

Sto je i trebalo dokazati.

Dovoljno: Nekasuu,ve R, 1a,6>01nekaje0<y=a+pB < 1. Nekajea = %ib: g
Tadaa+b=2+5=1i
Y Y
flau+pBv) = flayu+byv) < a f(yw) + b f(yv)
=a'flyu+ (1 =y)0]+b°f[yv+ (1 -¥)0]
<& [V fw+A -y’ fO]+0 [y f(v) + A =y)f(0)]
=ay’ f(w) + by’ f(v) + (1 = )" f(0)
=a' f(u) + B f().
O

Sljedeci teorem na neki nacin daje vezu izmedu tih dviju s-konveksnosti.

Teorem 1.6. [4] a) Neka je O < s < 1. Ako je f € K? i f(0) =0, onda je f € K.
b) Neka je 0 < sy < s, < 1. Ako je f € K, onda je [ € K .
¢) Neka je 0 < s; < s, < 1. Ako je f € K i f(0) <0, onda je f € K| .

Dokaz. a)Pretpostavimo daje f € K?i f(0) = 0. Zau,v € R, ia,B > 0, gdjeje a*+5° = 1
imamo a+f < @’ +p* = 1 i pomocu Teoremal[I.5p) dobivamo f(au+pv) < &’ f(u)+B°f(v).
Dakle, f € K!.

b) Pretpostavimo da je f € Kfz iu,v>0,a,B>0, gdje je  + 5 = 1. Tada imamo

flau+pv) < a”f(u) + B2 f(v) < @ fQ) + B f(v).
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Dakle, f € K.
c¢) Pretpostavimo da je f € Ksl2 iu,v>0,a,B8>0,gdejea’ +p" =1. Tada o™ + 52 <
a" +° =1 pa prema Teoremu [[.5h) imamo

flau+pv) < a”f(u) + B2 f(v) < & f(u) + B f(v).
Dakle, f € K| . m

Teorem 1.7. [4|]] Neka je 0 < s < 1 i neka je p : R, — R, rastuca funkcija. Tada je
funkcija f : R, = R, f(u) = u*’""9p(u) s-konveksna u prvom smislu.

Dokaz. Nekajev>u>0ia,8>0,a’+° = 1. Promotrit éemo dva slucaja:

1°. Neka je au + v < u. Funkcije u — u*/'=9 i p su rastuée pa je njihov produkt rastuéa
funkcija, tj. f je rastu€a. Tada f(au + Bv) < f(u) = (@’ +B°)f(w) < &’ f(u) + B f(v).

2°. Neka je au + Bv > u. Tako dobijemo v > (1 —a)uiff > 0. Oda < @’ za a € [0, 1]
dobijemo @ — a**! < @ — o**! i tada je

a __ o _(1-p)
(lI-a)~ (1-a)  p
tj.
a/ﬁ 1-s _
i-o=F 7F

Takoder imamo au + Bv < (a + B)v < (&’ + B%)v = v. Sada je

+ By < (,31_5 —-Bv+pv= ﬁl_sv,

au + By <

afv
(I-a)
odakle slijedi

(au + pv)* < Bv?
1-s ~1-s

(1.5)

Primjenom (1.5) i monotonosti funkcije p, dobivamo

flau + Bv) = (au + Bv)™ p(au + Bv)
< BV plau + Bv) < BV p(v)
=B f0) <&’ f) + B f(v).
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Teorem 1.8. [4] Neka je f € Kjl ige K;z, gdje je O < 51,50 < 1.

a) Ako je f rastuca funkcija i g nenegativna funkcija tako da f(0) < 0 = g(0), onda
kompozicija f o g pripada K!, gdje je s = sis,.

b) Pretpostavimo 0 < sy, s, < 1. Ako su f i g nenegativne funkcije tako da vrijedi f(0) =0
i g(0%) = g(0) ili g(0) = 0i f(07) = f(0), onda produkt fg pripada K', gdje je s =
min {S] , SQ} .

Dokaz. a) Neka su u,v € R, i, >0, @® +5° =1, gdje je s = s15,. Buduci da je
@' + % < a” + B = 1zai= 1,2 pa prema Teoremu [I.5p) i pretpostavci, imamo

(f o @)au +pv) = f(glau+pv)) < fa”gw) + B7g(v))
<@’ f(g(w) + B f(g() = &’ (f o @)w) + B (f © )W),

Sto znadi fo g € K.
b) Prema Teoremu [I.2h), obje funkcije f i g su rastuée na (0, o) . Dakle,

(f(u) = fFO))(E(v) - g(w) < 0

ili nejednakost

Jag) + f(Mgw) < f(u)g(u) + f(v)g(v) (1.6)

zasvev > u > 0. Ako je v > u = 0, onda je nejednakost (I.6) istinita jer su f, g nenegativne
funkcije i vrijedi f(0) = 01 g(0*) = g(0) ili g(0) = 01 f(0*) = f(0). Neka su u,v € R, i
a,f>0,°+p° =1gdjeje s =min{sy,s;}. Tadajea + B <a*+p°' =1zai=1,21
prema Teoremu [I.5h) i nejednakosti imamo

flau + Bv)glau + Bv) < (@ f(u) + B F()) (@ g(w) + B2g(V))
= " f(u)g(u) + @B Fu)g(v) + @B fF(V)g) + B f(1)g(v)
<@ fw)g(w) + B (fw)g() + FV)gw)) + B> F(v)g(v)
=a’'f(u)gu) +B° f(v)gv),

Sto znaci da je fg € K!. |



Poglavlje 2

s-konveksnost u drugom smislu

U prethodnom poglavlju istovremeno smo promatrali svojstva obje vrste s-konveksnih
funkcija. Sada ¢emo detaljnije razmotriti s-konveksne funkcije u drugom smislu.

Zamijetimo, ako je f : I — R nenegativna konveksna funkcija, tada je f ujedno i
s-konveksna u drugom smislu. Naime, za @ € [0, 1] vrijedi @®* > @. Neka su x,y € I,
a,B€[0,1],  + 5 = 1, tada zbog konveksnosti vrijedi

flax+By) < af(x) + Bf(y)
<@’ f()+Bf(y)

Sto znaci da je f s-konveksna. Pri tome smo u drugoj nejednakosti koristili da je @ < @' 1
f=0.

Dakle, sve nenegativne konveksne funkcije su primjeri s-konveksnih funkcija. To znaci
da su i potencije s eksponentom ve¢im od 1 s-konveksne, jer su takve potencije ujedno
konveksne. To se lako pokaze.

Neka je f : [0,00) = R, f(x) = x", n > 1. Tadaje f'(x) = nx"'i f”(x) = n(n — 1)x"2,
Ocito je f” > 0 pa je f konveksna. Ako je n € (0, 1) tada je f konkavna. Pokazat éemo da
je zan > s funkcija f s-konveksna. Treba dokazati da je

flax+pBy) <’ f(x) + B f(),
tj. nakon uvrstavanja f(x) = x”", treba dokazati
(ax+By)" < a’x" + B°y". (2.1)

Ako jey = 0, (2.1) se svodi na @"x" < &’x", tj. @" < @’ §to je istinito jer je n > 5. Ako je
y # 0, podijelimo || s y 1uvedimo zamjenu ¢ = § Treba dokazati da je funkcija

F@t)=a't"+pB° - (at +B)"

17
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nenegativna. Ispitat ¢emo njezin tok na [0, co) . Deriviramo li ju je, dobivamo
F'(t) = na’t"" — na(at + B)" .
Izjednacimo s nulom i izraunamo stacionarnu tocku.

na’t"" = na(at + B)"!

o (ar+p)y!
@) =

tn_]
s=1 at +

arl = A =a+ A

t t
s—1
anj—azéﬁt: Hﬁ
t ar —a
Stacionarna tocka je #, = j . IzraCunamo drugu derivaciju od F.
an-1—q

F'(t) = n(n — Da’t"% — n(n — D)o’ (at + B

n-2
conf|

=n(n - D't [1 - az_s(

Uvrstimo #, u F”’ i dobivamo

F’(ty) = n(n — l)a/xtg—Z [1 _ az—sa%(n_z)]

=nn - l)a/SIS_2 [1 - afﬁ] .

Buduéidajen > sin €(0,1) slijedi daje 2= < 0, paje a1 > @ = 1, tj. izraz u zagradi

n—1

je negativan i F”’(¢y) > 0, tj. u #p je minimum. Taj minimum iznosi

afty +ﬁ)n

Iy

n(s—1)

+ﬂs:t6‘[as—a"fl ]+ﬁs

F(ty) =1, [of - (
n(s—1)

=a't [1 —a 1 _S] +pB° =a’'t [1 —a%] +p°>0.

Uz to je
FO)=p"-p">0

+ ° = co.

t—oo t

lim F(¢r) = 1" [as — (a + 'B)n

Dakle, iz svega gore dobivenog imamo da je F(f) > 0 za ¢t > 0. A to smo trebali dokazati.
Dakle, f(x) = x", n > s su primjeri konveksnih funkcija koje su ujedno i s-konveksne.
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U definiciji s-konveksne funkcije pojavljuje se linearna kombinacija s dva pribrojnika.
Poznato je da za konveksnu funkciju vrijedi tzv. Jensenova nejednakost u kojoj se javlja
linearna kombinacija s n pribrojnika, n > 2. Dokazat ¢emo da i za s-konveksne funkcije
u drugom smislu vrijedi odgovarajuéi rezultat. Ovaj je rezultat modifikacija rezultata iz
Clanka [8]] 1 mogli bismo ga nazvati Jensenova nejednakost za s-konveksne funkcije u dru-
gom smislu.

Teorem 2.1. Neka su wy, ..., w, pozitivai realni brojevi, n > 2. Ako je f € K2, onda je

f [Wi > w,-x,-) <y (%) f. 2)

i=1

gdje je W, = Y w;ixy,..,x, €L

i=1
Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n, n > 2. Pretpostavimo da je f € K2. Ako je
n = 2, onda je nejednakost (2.2) ekvivalentna s

flax+ (A -a)y) <’ f(x)+ (1 =)’ f(y),

gdjejea = %lzil—a/: ;Vv—zz
Pretpostavimo da nejednakost (2.2) vrijedi za n— 1. Tada za n-torke (x1, ..., x,,) 1 (W1, ..., w,)

imamo:

1 © w, L w;
f[Wn ; Wixi] = f(ann + : ani)

W, W, & W,

<[5 Sf(xn>+(%l)sf (: V;:l-lx’]
() o o (52 S 00
(3 e+ S (%)f "

I
S
—_—
=
~—
~
~
&
~—
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Pri tome prva nejednakost vrijedi jer je f s-konveksna, a u drugoj nejednakosti je upotri-
jebljena pretpostavka indukcije.

Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n > 2. Teorem [2.1] je, us-
tvari, nejednakost Jensenovog tipa. O

Za konveksne funkcije vrijedi tzv. Hermite-Hadamardova nejednakost, tj. ako je f
konveksna i integrabilna na [a,b], tada je

b
f(“b)stf(x)deM,
b-a 2

2

U sljede¢em teoremu dokazat ¢emo da sli€an rezultat vrijedi 1 za s-konveksne funkcije.
Ovaj rezultat se nalazi u ¢lanku [[7].

Teorem 2.2. Neka je f € K2, a,b € I, a < b i neka je f integrabilna. Tada

b
2S_1f(a + b) < ﬁ ff(x)dx < f% (23)

2

Dokaz. Prema definiciji s-konveksnosti vrijedi:

flax+ (1 -a)y) <a’'f(x)+ (1 -a) f().
U tu nejednakost stavimo x = ta+ (1 —t)b,y=(1 —-tHa+thia = % Tada je

ax+ (1 -a)y= %(ta+(1 —-1b) + %((1 —ta+th) = #

paje

f(a ; b) < (%) f(ta+ (1 —1)b) + (%) f((1 = t)a +tb)
) (%) [f(ta+ (1 = Db) + f((1 - Da + tb)]. (2.4)

Integrirajuci obje strane nejednakosti (2.4) od 0 do 1, dobivamo

1 1 !
[ f(a; b)dts(%) [ [ suasa-omar+ [ f((l—t)a+fb)df]- 2.5)
0 0 0




Lijeva strana jednaka je:

flf(a;rb) (a+b)jdl f(a+b).

U prvi integral, na desnoj strani, uvedimo supstituciju:

x—=>b —dx
=ta+ 1—tb:>t——=>dt—

r=tar =0 ~b b-a
| b

f f(ta + (1 = Hb)dt = f f(x) = f f(x)dx.
-a

U drugi integral, na desnoj strani, uvedimo supstituciju:
dx

a—X
=(1-ta+tb=>t=——=dr=
== a—b =

1 b . b
f (1 = Ha + thydt = f f(x) dr _ 1 f F()dx.
b—-a b-a
0 a a

Uvrstimo li dobivene integrale u nejednakost (2.5) dobit cemo

1 71 1
ff(“”’) (%) ff(ta+(l—t)b)dt+ff((l—t)a+tb)dt}
0 L O 0

[ b

a+rb\ (1V] 1 1

f( 2 )S(z) mfﬂx)d“b_
251 f(“b ) f F(0dx,

¢ime smo dokazali prvi dio nejednakosti (2.3 .

Drugi dio nejednakosti (2.3]) dokazat ¢emo koristeci definiciju s-konveksne funkcije,

21

(2.6)

(2.7)

b b
f f(x)dxlzz”L f f(x)dx
a b-a

stavljajuci x = a, y = b iintegrirajudi s obzirom na « € [0, 1]. Po definiciji s-konveksnosti

imamo

flax+ (1 -a)y) <’ f(x)+ (1 -a)' f(),
tj.

flaa+ (1 -a)b) <’ f(a)+ (1 —a)’ f(b),
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ali takoder vrijedi 1

f(d-a)a+ab) < -a)fla)+a’fb).

Zbrojimo li te dvije nejednakosti 1 integriramo po @ od 0 do 1 dobit ¢emo

1 1
ff(cxa+(1 —a)b)da + ff((l —a)a + ab)da
0 0

1

1
< f[a/“'f(a) + (1 —a)’f(b)]da + f[(l —a)'f(a) + &’ f(b)] da
0

0
Iz dokaza prve nejednakosti nam slijedi:

b

ﬁf (a/)da/+—ff(a/)da/<f(a)f Ydcx+f(b)‘f(1—a) 'da
+f(a>f(1—a> da+f<b>f

odnosno

b
2 1 1 1 1
h—a ff(@)da < s-l-—lf(a) + s-l——lf(b) + mf(a) + mf(b)

b
2 2
. f fl@)da < —=[f(@+ [®)]

b
1 fla) + f(b)
mfﬂ“)d“s—m ’

¢ime smo dokazali drugu nejednakost, a samim time i pocetnu tvrdnju. O

Definirajmo dvije funkcije na intervalu [0, 1], ([2]).

H() = ff(tx+ a- t)Lb)dx
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b

b
1
b—ap fff(tx + (1 — 1)y) dxdy.

b
Oito je H(0) = f (%), H(1) = ;& [ f(x)dx.

F(t) =

Teorem 2.3. Neka je f s-konveksna funkcija u drugom smislu, na intervalu [a, b] . Tada je
Jfunkcija H s-konveksna u drugom smislu, na [0, 1] i za t € [0, 1] vrijedi

H0) <2 'H(@).

Dokaz. s-konveksnost funkcije H je posljedica s-konveksnosti funkcije f.
Naime, imamo

b
H(at + Bu) = ﬁ ff((at+ﬁu)x+ (1 - at - puy’ ; b)dx

b
1 a+b a+b
:b_aff(a(tx+(l—t) > )+,8(ux+(1—u) > ))dx
b

1 s a+b E a+b
b_af[aff(tx+(1—t)T)+ﬁf(ux+(l—u) 5 )

a

dx

IA

= a'H(t) + f°H(u),

¢ime je dokazana s-konveksnost od H. Krenimo od 2°~' H(¢) i uz zamjenu varijable
u=tx+(l- t)% imamo:

b
s—1
23-1H(t):bz_aff(tm(l—t)#)dx

uy
25—1 b —
- o [
—a up — uy
ur,
uy

s—1
-2 ff(u)du
up — uy

ur
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gdiesuu, =ta+ (1 -2 iuy =tb+ (1 - L.

Na izraz ufju f f(u)du primjenimo prvu nejednakost li i dobijemo da je
ur

i o (15)

Bmmaduefﬁy):meﬂmﬁNMﬁ

f Fludu > 2° 1f( +b) H(0),

2 VH(r) =
(1) = >

Urp —uy

. 2"V H(t) > H(0). O

Teorem 2.4. Neka je f s-konveksna funkcija u drugom smislu, na intervalu [a, b). Tada je
funkcija F simetri¢na s obzirom na % i s-konveksna u drugom smislu, na [0, 1]. Takoder,
vrijede sljedece nejednakosti

I-s 1
27°F() > F(E)

257UF () > H(1 - 7).

Dokaz. F je simetri¢na s obzirom na 1 ako vrijedi F(1 —1) = F( + 1) zasvakir € [O, %] .
S jedne strane imamo
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Uvedimo supstituciju: z = —¢

b b
1 1 1 1
F(§+t)=(b_a)2fff((i—z)x+(§+z)y)dxdy.

Dakle, F(1 — 1) = F(3 + 1). DokaZimo da je F s-konveksna. Neka je @ + 8 = 1.

b b
1
F(at, + pr) = (b——a)2 fff((@ll +pt) x + (1 — at; + Bt,) y) dxdy

b b
(b a)2 fff((@ll +Bt) x + (a + B — aty + Bt;) y) dxdy

b b
- (b_a)szf(a(tlx"'(l—fl))’)+ﬁ(fzx+(1—tz)y))dxdy

b b

ff[asf(tlx + (1 =1)y) + B f(tax + (1 = t)y)] dxdy

<
(b —ay’

o [ff sf(l‘1x+(1—t1))’)dxdy+ffﬁ f(t2x+(1—t2)y)dxdy]

(b a) fff(t1x+(l —t)y)dxdy +

=a’F(t)+p° F(lz).

1
_a)zﬁs f f f(tax + (1 = 1)y)dxdy

Dakle, F je s-konveksna funkcija u drugom smislu.
Sada dokazimo prvu nejednakost 2! F(f) > F (%).
Napisimo x—;y na sljedeci nacin:

x+y
2

= %(tx+ (1 -0y + %((1 —-Hx+1ty), x,y€la,b],te[0,1].

Primjenimo li definiciju s-konveksnosti, dobivamo

f(57)= ( )f(tx+(1—t)y)+( )f((l—t)x+ty)
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Integrirajuéi po x od a do b1 po y od a do b dobivamo

fff “y dxdy<( )fff(tx+(1—t)y)dxdy+( )fff((l—t)x+ty)dxdy

b b
Uvrstimo u integral f f f((1 = H)x + ty)dxdy supstituciju 1 — ¢ = v.

a a

b b
Tada je t = 1 — v, pa je taj integral jednak f f f(vx + (1 = v)y)dxdy, j. time smo dobili da

a a

b b b b
fff((l—t))ﬁ-ty)dxdy:fff(vx+(1—v)y)dxdy.

je

Iz Cega slijedi,

fff Xy ddy<2( )fff(tx+(l—t)y)dxdy

b
Da bi dobili drugu nejednakost, definiramo funkciju H,(7) = bL f f(tx + (1 = t)y)dx za
fiksni y. ‘

Koristeci supstituciju u = tx + (1 — 1)y, dobivamo H,(t) = f f(u)du, pri cemu su

uy—uL

uy =ta+ (1 - 0%, u, = tb+ (1 - %L,
Koristeci rezultat iz teorema [2.2] za s-konveksnu funkciju f i a = u;, b = uy dobivamo

f fladu = 27 (1),

6.
Uy + Uy,

: ): 23_1f(t# +(1- t)y).

Integrirajuéi tu nejednakost po y od a do b dobivamo

b b
f Hy(Hdy > 2°! f f(t# +(1 - t)y) dy

Hy(t) > 2! f(
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b
Buduéi daje [ Hy(t)dt = (b— a)F(r)i f (142 + (1 = 1)y) = £((1 = )% + vy),

t.

b b
ff(r“;b+(1—t)y)dy=ff((1—v>a;b+vy)dy:<b—a>-H(v>=<b—a>H(1—r),

slijedi
b-a)F@) =2 b -a)H( - 1),

tj.
F(@) > 2'H(1 - p).

O

Sljedeci nam teorem daje gornju medu integrala produkta konveksne i s-konveksne
funkcije izraZzenu u vrijednostima tih funkcija u rubovima integrala.

Teorem 2.5. [5|] Neka su f,g : [a,b] > R, a,b € [0,00), a < b, funkcije takve da su g i
fg integrabilne. Ako je f konveksna i nenegativna na [a, b] i ako je g s-konveksna na [a, b]
za fiksne s € (0, 1), onda je

(a, D),

b
1 1
m ff(x)g(x)dx < S+—2M(a,b) + m]\]

gdje je M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) i N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a).
Dokaz. Budu¢i da je f konveksna i g s-konveksna na [a, b] imamo

fla+ (1 -nb) <tf(a)+ 1A -1f(2),
g(ta+ (1 -0b) < rg(a) + (1 -1)°g(b),

za svaki t € [0, 1]. f 1 g su nenegativhe pa imamo

f(ta+ (1 = b)g(ta + (1 - 1)b)
<" fla)g®) + (1 = 1) f(@g(b) + (1 = ) f(b)g(a) + (1 = )" f(D)g(D).
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Integrirajuci obje strane nejednakosti od 0 do 1, dobivamo

1
b—a

b
ff(ta + (1 =0b)g(ta + (1 — 1)b)dx

b
1
h—a f JF(x)g(x)dx
-a

1

<
s+2

1
—S+2)(f (a)g(b) + f(b)g(a)).

(f@)g(a) + f(b)g(b)) + G

Primjedba: Ako u Teoremu 2.5 odaberemo f : [a,b] — R, gdje je f(x) = 1 za svaki
x € [a, b] dobivamo

b
1 1 1 _ gla) +g(b)
h—a fg(x)dx < s+—2(g(a) + g(b)) + m(é’(a) +g(b)) = o1

Sto je jednako desnoj strani nejednakosti (2.3).

Teorem 2.6. [5] Neka je f,g : la,b] = R, a,b € [0,), a < b, funkcija takva da su g i
fg integrabilne. Ako je f konveksna i nenegativna funkcija na [a, b) i ako je g s-konveksna
na [a, b] za fiksni s € {0, 1), onda je

b
sfa+b\ [a+Db 1 1 1
2f( 5 )g( 5 )— b_aff(x)g(x)dxs mM(a,b)+s+—2N(a,b).

Dokaz. Mozemo pisati

a+b_ta+(1—t)b+(l—t)a+tb

2 2 2 ’
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paje
a+b\ fa+b)  (ta+(1-0Db (1-0Da+t1b ta+(1-0Hb (1-ta+tb
e B e e [ e
< 23“ [f(ta+ (1 =0)b) + f(1 = )a + th)][g(ta+ (1 — )D) + g((1 — f)a + tb)]
2s+1 [f(ta + (1 — Hb)g(ta + (1 — D)b) + f((1 = Da + th)g((1 — Da + tb)]
2 = [f(ta + (1 =0b)g((1 —ta+tb) + f((1 —t)a + th)g(ta + (1 — 1)b)]

< 2 —[f(ta+ (1 - nb)g(ta+ (1 —nb) + f((1 — t)a + th)g((1 — H)a + tb)]

[tf(a) + (1 =fOIA - 1)g(a) + 1°g(D)]

2 s+1
[(1 -0f(a) +1f (D[ g(a) + (1 —1)°8(D)]

2s+l

[(t(1 =) + (1 = D) YM(a,b) + ' + (1 = **H)N(a, b)].

2+1

Integriramo od 0 do 1 i dobijemo

a+b a+b 1 1
f( . )g( . )———ff(x)g(X)dx_zm

1
(s+D(s+2)

2
(s+D(s+2)

2
M -
(a,b) + T 2N(a,b)

1

=5 (ab)+ ! N(ab)

O

Lema 2.7. [|I|] Neka je f : I C R — R diferencijabilna na I° gdje su a,b € I, a < b. Ako je
[’ integrabilna, onda vrijedi sljedeca jednakost

b
a+b 1
f( 3 )—Eff(x)dx
1
b-a [ a
-2 [ftf (t
0

1
b —t)a)dt+f(t— 1)f’(tb+(1 —t)%)dt}.
0
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Ilzftf’(ta;b+(l—t)a)dt

+b 0
= tf(ta +(1—t)a)
—-a 2

1

2 a+b

1—mff(tT+(l—t)a)dl
0
1
2 a+b 2 a+b
:b_af( . )—b_aff(t7+(l—t)a)dt.
0

Koriste¢i zamjenu varijable x = 12 + (1 — )a = dx = %2dr dobivamo

2 fasb) 4 [
Il:b—af( 2 )_(b—a)sz(x)dx'

Sli¢no dobivamo

1 b
’ a+b _ 2 a+b 4
Izzf(t—l)f (tb+(1—t)T)dt—b_af( . )—(b_a)sz(x)dx.
0

a+b

Dakle,

b
b-a b-—al| 4 a+b 4
g b=y [b—af( 2 )_(b—a)sz(x)dx]

b

a+b 1

I =

Teorem 2.8. [lI|] Neka je f : I C [0,00) — R diferencijabilna na I° tako da je f' in-
tegrabilna. Ako je |f’| s-konveksna na [a,b] za fiksni s € (0, 1], onda vrijedi sljedeca
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nejednakost:

b
a+b 1
f( > )—mff(x)dx

b-a / a+b
< G062 Lf' (@) + 2(s + 1) ( > )| +1f (b)|] (2.8)
275+ 1)(b -

S oAs+D(s+2)

Dokaz. Prema Lemi[2.7limamo

a+b
()5 [ o
1
b4alft )dt+f|t—1||f (tb+(1—f)—) }
0
1
< t[ ( )| (1—t)slf’(a)l]dt
0
b 1 b
—da S| ot slafa+
. f(l—r)[r )+ (1= 1) f(T)Hdt
0
b—al| 1 [(a+Db 1 ,
T4 s+2f( 2 )|+< +1>< +2>'f(“)'}
b—-a 1 , a+b
4 |(s+D(s+2) RO 'f ( )'
b—a

|f" (@) +2(s + 1)|f’ T ' + If'(b)l], (2.10)

T A5+ Ds+2)

Sto dokazuje nejednakost (2.8)). Nejednakost (2.9) dokazujemo ovako: s obzirom da je, |f|
je s-konveksna na [a, b] za proizvoljni ¢ € [0, 1],onda prema (2.3]) imamo

5o-! f,(a+b)‘ '@l +1f (b)) 2.11)

2 s+1
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Kombinacijom (2.10) i (2.11)), imamo

b
f(‘” )— —ff( x| < g 1)(‘;+2) F@]+2s+ D |f’ ( o )| £/ ®)
—a , s @] + 1B ,
< m If (@] +2(s + 1)2 I +1f (b)|]
@+ -a y
= IGrDG12) [(Lf @I + 1 DI,
Sto dokazuje nejednakost (2.9). O

U sljede¢em teoremu dat ¢emo jednu gornju ocjenu razlike dvaju izraza iz Hermite-
Hadamardove nejednakosti. Prije toga ¢emo u lemi dokazati korisni identitet.

Lema 2.9. [6l] Neka je f : I ¢ R — R diferencijabilna na I° gdje su a,b € I, a < b. Ako
je " integrabilna, onda vrijedi sljedeca jednakost:

— f fodx - (“”’)
— )2 1
:@M?lfpf(£%£+a—n%m+jb_ngwm+a—gﬁ%%ml(zu)
0 0

Dokaz. Koristeci parcijalnu integraciju dobivamo sljedecu jednakost:

1
ftf"( +(1—t)a)dt
0

2 a+b
_ 2 v
_tb—af (t 2

_ 2 f(a+b)_ 4 L 2 fGa;

+(1 - t)a)

b-a 2 b—a

1
4 2 a+
_b—a[b—aff(t
0

1
2 (a+b 8 a+b 8 a+b
:b—af( 2 )_aa—a)zf( 2 )+<b_a>2ff(t7+”")“)df' @13
0
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Koriste¢i zamjenu varijable x = %2 + (1 — f)a za t € [0, 1] i pomnoZimo li obje strane

2
—a)? )
2.13) sa (blg) , dobivamo

1

N2
® 16a) ftzf” (t# +(1 - t)a) dt

0

b-a (a+b\ 1 (a+b\ 1 [
== f( : )—Ef( 3 )+b_aff(x)dx. 2.14)

Sli¢no dobivamo

1
(b_a)2 2 o1 a+b
= f(t—l)f (tb+(1—t)T)dt
0

b
b-a ,(fa+b\ 1 [a+b 1

a+b

Dakle, zbrojimo (2.14) i (2.15)) i dobivamo trazenu jednakost.

Teorem 2.10. /6] Neka je f : I C [0,00) — R diferencijabilna na I° tako da je f”
integrabilna, gdje su a,b € I, a < b. Ako je |f| s-konveksna na |a, b] za fiksni s € (0, 1],
onda vrijedi sljedeca nejednakost:

b
a+b 1
If( 2 )—mff(x)dx
(b_a)Z 7 , a+b ”
< ST D626 13 {lf (a)|+(s+1)(s+2)|f (T)|+|f (b)l} (2.16)

[1 + (s + 2)21—8] (b — a)>
=BG+ DG+ 2)(+3)

{If" @I+ 1" @)} (2.17)
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Dokaz. 1z Leme[2.9limamo

‘f(“ ) 2 f Fod
(b= mﬂjﬁf( )m+jb_n ”@+ﬂ—ﬁ——)}
)

1
t-1)° [tslf”(b)l +(1 -2

0

+ (1 =0’ (a)l|dt

L(a+b
(457)

,,(a+b .
2 (s+D(s+2)(s+3)
If”(b)|+—|f” “”’)‘

(b Cl)2 21; [

0

dr

I Gl ay’
6

1
s+3

_(b-a)
16

(b - a)?
T 16

|f "(a)l]

s+ D(s+2)(s+3)

b — 2
09 {If”(a)|+(s+1)(s+2)‘f”( ’)

TG+ DG+2)(s+3)

+ If"(b)l} (2.18)
gdje smo u prvoj nejednakosti koristili nejednakost trokuta, a u drugoj definiciju s-konveksnosti
te ¢injenicu da je

1

1
2
201 _ NS+ — 1V 4S54 —
ft(l t)dt—f(t l)tdt—(s+1)(s+2)(s+3),
0

0

1 1

1
£2de = f 1 —0)**2ds = )
f ( ) s+3

0 0

Dokazali smo nejednakost (2.16). S obzirom da, |f”'| je s-konveksna na [a, b] za proizvoljan
t € [0, 1], onda prema (2.3) imamo

251 (2.19)

7 a+b f"(a)l + |f”(b)|
2 s+1
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Kombinacijom (2.18)) i (2.19), imamo

b
‘f(“;b) - o [ oo
. -
T 8(s+ D(s+2)(s+3)
. -
T8+ D(s+2)(s+3)
|1+ (s +22| (b - a)?

T Rer DTG @O,

Sto dokazuje nejednakost (2.17)). O

{If”(a)l +(s+ D(s+2)

r(552) + o
@)+ 1)
s+1

{If"(a)l + (s + D(s +2)2'° + If"(b)l}

Korolar 2.11. [6]] U Teorem[2.10| stavimo s = 1, dobivamo

b
a+b 1 b-a)?(, ., L (a+b .,
‘f [57) -5 [ras s S5 fraredlr (5o e
(b_a)2 17 17
< g @i+ 0.

Sada moZemo razmotriti sredine za proizvoljne realne brojeve a, 8, a # 5. [1] 1 [6]
Aritmeticka sredina:
+8

Ala.p) = "‘T,a,ﬁ e R*;

Generalizirana logaritamska sredina:

an+1 _ an+1

n+ DB -a)

Prema primjeru (1.3)) funkcija f(x) = x* je s-konveksna u drugom smislu. Dakle,
primjenom s-konveksne f : [0, c0) — [0, 1], f(x) = x* vrijede sljedece nejednakosti:

Lu(a,p) = ]n,neZ\{—l,O},a,,BeR+.

Propozicija 2.12. Neka su a,b € [a,b], 0 <a <bi0 < s < 1. Tada imamo

s—1

s s b—a 1 a+b
|LS((1, b) -A (d, b)l < S(m) (Ial + 2(S + 1) ‘T

2>+ 1)(b - a)
<s
s+ 1)(s+2)

+ |b|s—l)

(la™" + 167,
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Dokaz. U nejednakost (2.8)) stavimo f :

POGLAVLIJE 2. s-KONVEKSNOST U DRUGOM SMISLU

a+b
_ ) 1 )
f( ) ff(x) | 4(s +1>< +2)[|f(“)|+ (s+ >|f ‘ If(b)l],o
prema |i znamo 2°! ‘ 1 (azﬂ) <\ (@Jillf Ol ba slijedi
b
arb) | b-a | L@l +1f ) ‘
- T dxl< ——M / 2 1 21 sl AT 1) AW ,
‘f( 2 ) b—aff(x)x_4(s+1)(s+2)_|f(a)|+ (s+1) 11 +|f(b)|_
a+b\ 1 b b—g . | | sa1] 4 [sb-| 1_
- g D — 5= 2 DY At e S 5=
( 2 ) b—aIde_4(s+1)(s+2)_|Sa +26+]) +1 *lsb l_
a+b\ 1 st ] b—a 1
— < @ - s— 22—s s—1 bs—l bs—]
( 2 ) b—aS+1a_S4(s+1)(s+2)[|a| +277(lal’™ +1b°7) + |B] ]
a+b)’ 1 b —g! b-a 1
_ s— 22—s 1 b s—1 22—s 1
( 2 ) b-a s+1 _S4(s+1)(S+2)[|a| @+ Db+ )]
22—S 1 _
A%, b) — L. b)) < s DO Doty ey

d(s+ 1)(s+2)

Propozicija 2.13. Neka je 0 <a < bis €0, 1). Tada imamo

Dokaz. U nejednakost (2.20) stavimo f :

|A*(a, D) -

|

Li(a,b)| <

s(s — 1)(b — a)?
192

{as—Z

|

b
a+b\ 1 s (b_a)z s=2
— < —
3 ) b_afxdx_ T {Is(s Da’ | +6
a+b)y' 1 x| sGs-De-a? |,
_ < 5=
2 ) b-as+1||= " 192 ¢ +6(
_s(s—11)9(§—a)2 {a‘y_zw(

.

la,b] — R, f(x) = x* 1 dobivamo

a

s(s — 1)(

[a,b] — R, f(x) = x* i dobivamo

+b

s=2
) + bs‘z} .

a+b

)

+ |s(s —

l)bs—Ql}




Poglavlje 3

s-konveksnost u prvom smislu

U prethodnom smo poglavlju razmatrali Hermite-Hadamardovu nejednakost za s-konveksnu
funkciju u drugom smislu. Sada ¢emo to isto uciniti za s-konveksnu funkciju u prvom
smislu. Ove rezultate su objavili Dragomir i Fitzpatrick u radu [3]].

Teorem 3.1. Neka je f : [0, 00) — R s-konveksna funkcija u prvom smislu, s € (0, 1]. Ako
jea,beR,, a< b, tada vrijedi nejednakost

b
a+b 1
f( o )Smff(x)dx. (3.1)

L
1
s

Dokaz. U definiciju s-konveksnosti u prvom smislu, stavimo @ = 8 = ;

za sve X,y €
[0, c0) , imamo

f(Hly) LS+ f(y),
25 2

gdje je @’ +p° = 1. U gornju nejednakost stavimo x = ta+(1-1)b,y = (1-t)a+1tb,t € [0, 1],
te dobivamo

f(a;b) < %[f(ta + (1 =0b) + f((1 - t)a + th)], (3.2)

K

za svaki 7 € [0, 1]. Integrirajuéi nejednakost (3.2) po # od 0 do 1 imajuci na umu jednakost

37
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integrala i2.7)

f(“.b) %[ff(ta+(l—t)bdt+ff((1—t)a+tb)dt

25
1
S5 f f(x)dx+ —— f f(x)dx

a+b
f( 2% )
f(“”’) f FOodx,

dobivamo trazenu nejednakost. O

IA

Teorem 3.2. Uz pretpostavke Teorema vrijedi ova nejednakost

f(a) ; f(b)’ (3.3)

f f(ta+ (1 = £)sb)p(f)dt <
gdje je () := 1+ (1 —15)s"'#1 1 €40, 1), s € (0, 1].
Dokaz. U definiciju s-konveksnosti u prvom smislu stavimo
a=tB=(-1),te[0,1].
Bududi da je
a’+p =1
za svaki t € [0, 1], onda je

fta+(1- ts)éb) <t'fla)+ (1 -1)f(b)

za svaki t € [0, 1] 1 slicno

(- ts)%a +th) < (1 -1 f(a) + ' f(b)

za svaki t € [0, 1]. Zbrojimo gornje nejednakosti i dobijemo

[f(ta+ (1= £)b)+ f(1 - £)va + th] < £ f(@) + (1 — ) Fb) + (1 — £) f(a) + £ f(b)
= fl@' + (A =)+ fOI1 1) + 1]
= f(a) + f(b).
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Dijeleci s 2 dobivamo

%[f(ta +(1=2)5b) + f(1 =) a+1b)] < w (3.4)
za svaki ¢ € [0, 1]. Integrirajuci nejednakost (3.4) po # od 0 do 1 dobivamo
1 1
% [ff(m (1 =) hydr + ff((l — Y a+ th)de| < w. (3.5)
0 0

Nekaje u := (1 - ts)%,t e[0,1],pajet=(1- u“')ﬁ. Zamjenom varijabli dobivamo

1 0
ff((l —t)ia+ thydt = — ff(ua +(1=uw)b)(1 - ') w du
0 1

1
) ff(m + (=) b1 - ),
0
Kad taj integral uvrstimo u nejednakost (3.5)) dobivamo

1 1
% lff(ta + (1 _ ts)%b)dt + ff(ta + (1 _ l‘s)%b)(l _ IS)lltslle < f(a) ';f(b)
0 0

1
0

2
tj.
1
1 1 —¢ %—lts—l b
[[stws -y U= S0 10,
2 2

0

Sto nam daje traZzenu nejednakost. -

Kad je s = 1, tada je
I+ - 1+1

1
2 2
pa nejednakost (3.2) postaje
1
ff(ta+ (1 = Hbydr < w.
0
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Kad se uvrsti supstitucija

—dz
b-a’

—b
t=ta+(l-pDb=>rt=""" = dr=
a—->b

tada je

1 a b
ff(la+(1—t)b)dt=ff(z)b_dz = Lff(z)dz
—a b-a
0 b a

pa dobivamo drugu Hermite-Hadamardovu nejednakost.
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Sazetak

U ovom radu opisan je jedan nacin poopéenja pojma konveksnih funkcija koji su opisali
Hudzik i Maligranda 1994. godine.

Rad se sastoji od tri poglavlja. U uvodu je ukratko opisana tema i cilj rada. Prvo
poglavlje sadrzi definicije 1 svojstva s-konveksnih funkcija u prvom i1 drugom smislu. U
drugom poglavlju dokazani su rezultati samo za s-konveksne funkcije u drugom smsilu kao
Sto su Jensenova i Hermite-Hadamardova nejednakost, te su dane razliCite ocjene za razlike
lijeve i desne strane Hermite-Hadamardove nejednakosti. U tre¢em poglavlju izloZeni su
rezultati za s-konveksne funkcije u prvom smislu.






Summary

In this thesis we describe one generalization of convex function which was introduced by
Hudzik and Maligranda in 1994.

The thesis consists of three chapters. In the first chapter we give definitions and some
properties of s-convex functions in the first and the second sense. In the second chapter
results for s-convex functions in the second sense are proven such as Jensen’s and Hermite-
Hadamard’s inequality. Also there are given different estimates for differences between the
left-hand and the right-hand sides of Hermite-Hadamard’s inequality. In the third chapter
the results for s-convex functions in the first sense are given.
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