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Uvod

Liejeve algebre su vazne i kao algebarska struktura, ali i u nekim proucavanjima di-
ferencijalne geometrije i topologije. Svrha uvodnog dijela ovog rada je predociti na
koji nacin su Liejeve algebre predmet interesa i drugih grana matematike. Zato je
potrebno uvesti pojam Liejeve grupe i pokazati blisku vezu Liejeve grupe sa Liejevom
algebrom.

Glavni dio rada usmjeren je na same Liejeve algebre, definiciju i odredene vrste
Liejevih algebri. Nakon Sto je dana motivacija za proucavanje poluprostih Liejevih
algebri, prelazi se na proucavanje njihovih reprezentacija. Dokazuje se nekoliko vaznih
teorema koji su priprema za dokaz rastava konac¢nodimenzionalnih reprezentacija po-
luprostih Liejevih algebri na direktnu sumu ireducibilnih podreprezentacija.

Nakon najavljenog rastava izvedeni rezultati se koriste na konkretnim primjerima
Liejevih algebri; primjeri ¢e biti matri¢ni, obzirom da se u primjenama najcesée jav-
ljaju upravo matricne Liejeve algebre.






Poglavlje 1

Liejeve algebre i reprezentacije

1.1 Liejeve grupe

Definicija 1.1.1. Liejeva grupa je skup G koji je grupa i C*°-mmnogostrukost takav
da su mnoZenje G x G — G 1 invertiranje G — G funkcije klase C*> .

Definicija 1.1.2. Homomorfizam Liejevih grupa je diferencijabilni homomorfizam
grupa. Liejeva podgrupa H Liejeve grupe G je podgrupa koja je zatvorena mmnogostru-
kost u smislu da vrijedi: H C G i H nasljeduje strukturu mnogostrukosti od G.

Primjer 1.1.3. (Primjeri Liejevih grupa)

Gl,.(R), opéa linearna grupa
Grupa svih regularnih matrica sa realnim koeficijentima ili Aut(R™)
Ova grupa je diferencijalna mnogostrukost kao otvoren podskup vektorskog pros-
tora M, (R).
Diferencijabilnost mnozZenja je ocita, a diferencijabilnost invertiranja slijedi iz
Cramerove formule invertiranja:

1
det(A) A

A7l =
i ¢injenice da su matriéni elementi od A, adjunkte matrice A, determinante
koje su sume produkata matriénih elemenata.
Sl,,(R), specijalna linearna grupa

Grupa svih matrica s realnim koeficijentima determinante 1 ili grupa svih auto-
morfizama od R"™ koji ¢uvaju volumen

3
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B, (R)
Grupa gornjetrokutastih matrica ili grupa automorfizama od R™ koji cuvaju zas-
tavu oblika

{0} =V cVicC..CV, 1 CV,=R",

gdje je V; = span{ey, ea, ...,e;},i = 1,...,m, a ey, ..., e, su vektori kanonske baze
za R™.

Opcenito, zastava je niz potprostora istog vektorskog prostora (V;) takav da vrijedi
Vi © Vi1, Vi. Ukoliko dodatno vrijedi dim Vi, = dimV; + 1,Vi, reéi éemo da je
zastava potpuna, inace govorimo o parcijalnoj zastauvi.

1.2 Liejeve algebre

Definicija 1.2.1. Vektorski prostor g sa bilinearnom operacijom [-,-] : g X g — @,
(x,y) — [z,y] koja zadovoljava

(L1) [,2] =0, Vz €g
(L2) [y, 2] + [y, [z, 2] + [z, [2, 9] = 0, Vo,y,2 € g
naziva se Liejeva algebra.

Uvjet (L2) obi¢no se naziva Jacobijev identitet. Za z,y € g proizvoljne primje-
nom (L1) na x + y € g koriste¢i bilinearnost dobivamo

0=[z+y,x+yl=[z,2] +[z,y + [y, 2] + [y, 9] = [z, 9] + [y, 7]

Dakle,
[z,y] = —[y, 2], Yo,y € g (1.1)

i zbog toga se svojstvo (L1) obi¢no zove antikomutativnost. Ova jednakost povlaci
(L1) u slucéaju da polje nad kojim je Liejeva algebra nema karakteristiku 2. Mnozenje
(x,y) +— [z,y] obitno se zove komutator. Za g i b Liejeve algebre definiramo ho-
momorfizam Liejevih algebri ¢ : g — bh kao homomorfizam vektorskih prostora koji
zadovoljava ¢([z,y]) = [¢(2), ¢(y)], Vz,y € g. Monomorfizam (epimorfizam, izomor-
fizam) se definira kao homomorfizam Liejevih algebri koji je monomorfizam (epimor-
fizam, izomorfizam) vektorskih prostora.

Liejeva podalgebra Liejeve algebre je vektorski potprostor zatvoren na komutator.
Ako je g Liejeva algebra nad poljem F, onda je za x € g\ {0} {az,a € F} Liejeva
podalgebra od g sa trivijalnim komutatorom zbog (L1).
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Neka je bh Liejeva podalgebra od g. Ako vrijedi [g,h] € h,Vg € g,Vh € b reéi éemo
da je b ideal u g. Nema potrebe za definiranjem lijevog i desnog ideala jer je zbog
antikomutativnosti komutatora ekvivalentno biti lijevi i desni ideal.

Ako vrijedi [z,y] = 0,Vz,y € g kazemo da je g Abelova ili komutativna Liejeva
algebra. Centar Liejeve algebre g definiramo kao Z(g) = {x € g : [z,y] = 0,Vy € g}.
Dakle g ¢e biti Abelova ako i samo ako je Z(g) = g. Centar je ocito ideal u g.

Primjer 1.2.2. Ako je A asocijativna algebra, uz |x,y] == xy — yz,z,y € A ona
postaje Liejeva algebra. Pritom xy @ yxr oznacavaju produkte u odnosu na zadano
mmnozenje u A.

Neka je sada V' wvektorski prostor. End(V), skup svih homomorfizama vektorskih
prostora f : V. — V ¢ini asocijativnu algebru pa na upravo opisan nacin ¢ini i
Liejevu algebru. Nju obicno oznacavamo sa gl(V') i zovemo opéa Liejeva algebra.
Liejevu podalgebru od gl(V') zovemo linearnom Liejevom algebrom.

Vazni pojmovi u teoriji Liejevih algebri su rjesive i nilpotentne Liejeve algebre.
Da bismo definirali te pojmove prvo trebamo dva niza ideala u danoj Liejevoj algebri.
Neka je g Liejeva algebra. Izvedeni niz ideala u g definiramo na naé¢in

g =9
g =g, 9]
9(2) — [g(l)’g(l)]

g =1[g.9",ieN

Definicija 1.2.3. Neka je g Liejeva algebra. KaZemo da je g rjesiva ako postoji
n € N takav da vrijedi g™ = {0}.
g je nilpotentna ako postoji n € N takav da vrijedi g™ = {0}.
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Korisno je odmah primijetiti da je svaki ideal u rjesivoj Liejevoj algebri i sam
rjesiv, suma rjesivih ideala takoder rjesiva i kvocijent rjesive Liejeve algebre po bilo
kojem idealu je opet rjesiva Liejeva algebra.

Definicija 1.2.4. Liejevu algebru g zovemo prosta Liejeva algebra ako su jedini
ideali uw g {0} © g 7 vrijedi [g, g] # {0}.

Uvjet [g, 9] # {0} jednostavno znaci da g nije Abelova i prvenstveno sluzi tome
da jednodimenzionalne Liejeve algebre ne promatramo kao proste.
Za kraj ¢emo definirati najvazniji pojam vezan uz Liejeve algebre, barem Sto se tice
teme ovoga rada.

Definicija 1.2.5. Neka je g Liejeva algebra. Radikal od g, Rad g, je maksimalni
rjesivi ideal u g. Ako je g # {0} i Radg = {0} kaZemo da je g poluprosta Liejeva
algebra.

Napomenimo samo da je definicija dobra jer za svaku Liejevu algebru postoji
jedinstveni maksimalni rjesivi ideal, dan je kao suma svih rjesivih ideala u danoj
Liejevoj algebri. Ovo c¢e slijediti iz propozicije 2.3.1. Liejeve algebre koje ¢emo
proucavati su one kona¢nodimenzionalne, dakle takve da su konacnodimenzionalne
kao vektorski prostor. Zato od sada nadalje Liejeva algebra pretpostavlja konac¢nu
dimenziju.

1.3 Liejeva grupa i pridruzena Liejeva algebra

Liejeva grupa je objekt kod kojega moramo istovremeno proucavati algebru, topolo-
giju i geometriju, Sto moze biti jako komplicirano. Liejeva algebra je ¢isto algebarski
pojam, barem gledajuéi njenu definiciju. Ono Sto zelimo je Liejevoj grupi pridruziti
Liejevu algebru na na¢in da ne gubimo informacije o grupi kao mnogostrukosti.

Za povezanu Liejevu grupu G vrijedi da svaka okolina jedinice generira G. Zato je
za Liejeve grupe GG i H, pri ¢emu je GG povezana, svaki homomorfizam p : G — H
jedinstveno odreden na proizvoljnoj okolini jedinice. Moze se pokazati da vrijedi
i vise: uz gornje oznake homomorfizam p je jedinstveno odreden diferencijalom
dp. : T.G — T.H. Zanima nas koja su preslikavanja medu ovim vektorskim prosto-
rima zapravo oblika diferencijala homomorfizma Liejevih grupa.

Za pocetak trebamo malo zakomplicirati definiciju homomorfizma da bismo ga mogli
dovesti u vezu sa diferencijalom.

Diferencijabilno preslikavanje Liejevih grupa p : G — H je homomorfizam Liejevih
algebri ako postuje djelovanje grupe na samu sebe lijevim mnozenjem. To znaci da,
ako za svaki g € G oznacimo sa m, : G — G mnozZenje sa g, onda ¢e p biti takav da
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dijagram
G L5 H
mgl lmp(g)
G L+ H
komutira.

Problem kod preslikavanja mg, je taj Sto za g # e on nema fiksnih tocaka koje su
nam potrebne za pridruzivanje operacija na tangencijalnom prostoru u tocki g. Zato
¢emo sada slicno kao gore promatrati konjugaciju. Za fiksnu tocku g € G definiramo
U,:G— GsaV,(h)=g-h-g7',Vh € G. p je homomorfizam pa postuje konjugaciju;
dakle komutira dijagram

G L5 H

Uy l\l’p(y)

G L5 H

Ovo znaci da imamo prirodno preslikavanje ¥ : G — Aut(G), g — U, . Sada je jasno
da svaki ¥, fiksira jedinicu e € G pa definiramo Ad(g) = (d¥,). : T.G — T.G.
Napomenimo da na ovaj na¢in dobivamo reprezentaciju Ad : G — Aut(T.G) koju
zovemo adjungirana reprezentacija grupe G, iako pojam reprezentacije jos nije
definiran. Ovim pojmom ¢emo se baviti kasnije. Sada mozemo reé¢i da ako je p
homomorfizam, onda za svaki ¢ € G djelovanje od Ad(g) na T.G i djelovanje od
Ad(p(g)) na T.H komutiraju sa (dp). : T.G — T.H, odnosno da je dijagram

.G % g

Ad(g)l lAd(p(g))

.G e g

komutativan. Eksplicitno, za svaki vektor v € T,G mora vrijediti

dp(Ad(g)(v)) = Ad(p(g))(dp(v))

Da bismo dobili nuzan uvjet koji ovisi samo o diferencijalu u jedinici trebamo po-
gledati diferencijal preslikavanja Ad. Uo¢imo da je Aut(7.G) otvoreni podskup
od End(7.G) i tangencijalni prostor u jedinici mozemo prirodno identificirati sa
End(7.G). Sada uzimanjem diferencijala preslikavanja Ad dobivamo preslikavanje
ad : .G — End(T.G).
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Sada smo dobili ono §to smo htjeli, sada ovisimo isklju¢ivo o tangencijalnom prostoru,
do na jednu identifikaciju. Sjetimo se da je ono Sto smo htjeli dobiti jedna Liejeva
algebra. Vektorski prostor imamo, to je tangencijalni prostor 7T,.G, ali nam jos ne-
dostaje komutator zbog kojega smo i provodili ovu konstrukciju. Ovako definiran
ad treba shvatiti malo drugacije jer ipak trebamo preslikavanje sa dva argumenta.
Zato mozemo pogledati sliku prve varijable, sto je odredeni endomorfizam, a onda
pogledati njegovu evaluaciju u drugoj varijabli, dakle komutator definiramo na nacin

[X,Y] :=ad(X)(Y)

Lako se provjeri da smo na ovaj nacin zaista dobili Liejevu algebru.
Istaknimo rezultat koji daje smisao svemu Sto je do sada napravljeno:

Teorem 1.3.1. Neka su G i H Liejeve grupe, gdje je G povezana i I1-povezana.
Linearno preslikavanje ¢ : T.G — T.H je diferencijal nekog homomorfizma p : G —
H ako i samo ako cuva komutator u smaislu

p([X,Y]) = [p(X),0(Y)], VXY e .G

Dokaz ovog teorema nalazi se u [1].
Za kraj navedimo teoreme koji se ¢esto nazivaju fundamentalni Liejevi teoremi koji u
potpunosti opravdavaju uspostavljanje ovakve veze izmedu Liejevih grupa i Liejevih
algebri, iako svi rezultati ne pripadaju samom Lieju.

Teorem 1.3.2. Liejeve grupe imaju izomorfne pridruZene Liejeve algebre ako i samo
ako su grupe lokalno izomorfne.

Teorem 1.3.3. Svaka konacnodimenzionalna Liejeva algebra nad R je Liejeva algebra
pridruzena nekoj Liejevo) grupi koja je 1-povezana i koja je jedinstveno odredena do
na izomorfizam.

Ovaj teorem smo mogli izreéi i na nacin da kazemo da su kategorije 1-povezanih
Liejevih grupa i kona¢nodimenzionalnih realnih Liejevih algebri ekvivalentne. Za
dokaz ovog teorema mozemo zahvaliti Elieju Cartanu.

1.4 Reprezentacije

Definicija 1.4.1. Neka je S neprazan skup i V' wvektorski prostor. Preslikavange
S — L(V) zovemo reprezentacija skupa S na vektorskom prostoru V.
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Ovakva definicija je dobra ukoliko zelimo opéeniti pojam reprezentacije. Medutim,
kada imamo posla sa odredenim strukturama zelimo da reprezentacija postuje tu
strukturu. Na primjer, ukoliko se radi o grupi zelimo imati homomorfizam grupa,
a kako L(V) ne ¢ini grupu umjesto njega promatramo samo podskup GL(V') koji
jest grupa. Obzirom da nas najviSe zanimaju Liejeve algebre, izdvojimo njihove
reprezentacije kao zasebnu definiciju.

Definicija 1.4.2. Neka je g Liejeva algebra nad poljem k + V' vektorski prostor nad
nekim prosirenjem polja k. Reprezentacija Liejeve algebre g na V' je homomor-
fizam Liejevih algebri m: g — gl(V).

Definicije iz ovog poglavlja ¢e ipak dozvoljavati da S bude proizvoljan skup koliko
god je to moguce, odnosno dokle god definicije budu imale smisla u opcéenitoj situ-
aciji.

Primijetimo da gornje definicije ne ogranicavaju dimenziju vektorskog prostora. Za to

i nema razloga, definicija ima smislaiza dim V' = oo. Ukoliko je V konac¢nodimenzionalan
vektorski prostor i reprezentaciju ¢emo zvati konacnodimenzionalnom, a njenu dimen-
ziju ¢emo definirati kao d(m) := dim(V).

Nas ¢e u ovom radu zanimati samo kona¢nodimenzionalne reprezentacije pa mozemo
odmah sve buduce reprezentacije smatrati kona¢nodimenzionalnima.

Ako je m : S — L(V) reprezentacija skupa S i W potprostor od V za kojeg je
7(s)(w) € W,Vs € SVw € W, kazemo da je my : S — L(IW) podreprezentacija
reprezentacije . Pritom su operatori my (s) dani restringiranjem operatora m(s) na
W.

Ako je W maksimalan pravi potprostor od V sa gornjim svojstvom pripadnu podre-
prezentaciju zovemo maksimalna podreprezentacija. Ako je m # 0 i ne postoji
pravi netrivijalni potprostor W od V za koji vrijedi 7 (s)(w) € W,Vs € SVw € W,
onda kazemo da je m ireducibilna reprezentacija.

Neka su sada 7 : S — L(Vi) i p: S — L(V4) dvije proizvoljne reprezentacije skupa
S. Direktnu sumu reprezentacija 7 i p definiramo na nacin: vektorski prostor na
kojemu ¢e biti reprezentacija je Vi @ V,. Neka je o : L(Vp) x L(V3) — L(V; & 14)
prirodno preslikavanje dano koordinatnim djelovanjem. Tada je direktna suma repre-
zentacija i p dana sa 0 : S — L(Vy @ V3), a(s) = a(n(s), p(s)).

Kazemo da je m potpuno reducibilna ili poluprosta reprezentacija ako je direktna
suma ireducibilnih reprezentacija.
To znaci da svaka podreprezentacija ima komplement u smislu: ako je 7 : S — L(V)
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potpuno reducibilna reprezentacija i my : S — L(W) njena podreprezentacija, onda
postoji podreprezentacija - : S — L(W') takva da je m = my @ my.

1.5 Derivacije

Definicija 1.5.1. Neka je F polje. Vektorski prostor V nad F sa bilinearnim presli-
kavanjem - : V x V. — V' zovemo F-algebra.

Definicija 1.5.2. Neka je V F-algebra. Derivacija od V je linearno preslikavange
d: V. =V koje zadovoljava Leibnizovo pravilo : §(v-w) = §(v)-w+v-d(w), Vv, w €
V.

Skup svih derivacija od V ¢ini vektorski potprostor od End(V) i obi¢no se oznacava
sa Der V. Ako je g Liejeva algebra nad F, onda je ona i F-algebra pa mozemo
promatrati Der g. Neka su 01,05 € Der g, a,b € g proizvoljni. Tada je zbog svojstva
derivacije i bilinearnosti komutatora

(01, 02][a, b] = 6102]a, b] — 0961 [a, b]
= 01([02(a), b] + [a, 62(0)]) — 02([d1(a), b] + [a, 61(b)])
= [0102(a), b] + [02(a), 01(b)] + [01(a), 62(D)] + [a, 6102(b)] — [d261(a), D]
— [01(a), 62(0)] — [d2(a), 01(b)] — [a, 6201 (b)]
= [0102(a) — 6201(a), b] + [a, 6102(b) — 6261(D)]
= [[01, d2](a), 0] + [a, [61, 02](D)]

pa je [d1,02] € Der g, sto znaci da je Der g Liejeva podalgebra od gl(g).

Neka je sada x € g. Definiramo adx : g — g sa adz(y) = [z,y],y € g. Zbog
bilinearnosti komutatora dobili smo linearno preslikavanje. Pokazimo da smo na ovaj
nacin dobili i derivaciju. Neka su y,z € g proizvoljni. Koriste¢i Jacobijev identitet
imamo

adzly, 2| = [z, [y, 2]] = =y, [z, z]] = [2, [7,¥]]
= [[z,y],2] = [y, —[z, 2] = [z, 9], 2] + [y, [, ]|
= [ad z(y), 2| + [y, ad z(2)]

Ove derivacije imaju svojstvo [ad(z), ad(y)] = ad[z,y|, Vz,y € g pa skup svih deriva-
cija ovog oblika ¢ini Liejevu podalgebru od Der g koju zovemo unutarnje derivacije.
Sve ostale derivacije zovemo vanjskima.

Definicija 1.5.3. Neka je g Liejeva algebra. Preslikavanje g — Der g, x — adx
zove se adjungirana reprezentacija Liejeve algebre g.
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Pogledajmo sto je jezgra ove reprezentacije. 1z definicije preslikavanja ad jasno je
da je to to¢no centar od g. Ovo ima zanimljivu posljedicu: ako je g poluprosta, onda
je Z(g) = {0}. Podsjetimo, poluprosta Liejeva algebra nema netrivijalnih rjesivih
ideala, a centar Liejeve algebre je rjesiv ideal pa tvrdnja slijedi iz definicije. To znaci
da je ova reprezentacija injektivna pa po prvom teoremu o izomorfizmu g je izomor-
fna svojoj slici koja je Liejeva podalgebra od gl(g). Dakle, svaka poluprosta Liejeva
algebra je izomorfna nekoj linearnoj Liejevoj algebri.

Vrijedi i viSe, svaka Liejeva algebra je izomorfna nekoj linearnoj Liejevoj algebri. Taj
rezultat je poznat kao Adov teorem, dokaz mozete pronaéi u [1J.

1.6 Dekompozicija ireducibilne reprezentacije

Vratimo se sada ranije uvedenim klasama Liejevih algebri. Svrha ovog dijela je moti-
vacija za proucavanje poluprostih Liejevih algebri i opravdanje toga da je razumije-
vanje poluprostih Liejevih algebri i njihovih reprezentacija kljucno za razumijevanje
reprezentacija proizvoljne Liejeve algebre.

Neka je g proizvoljna Liejeva algebra i Rad(g) njezin radikal. Prije dokaza jed-
nostavne ali vazne propozicije istaknimo jednu ¢injenicu vezanu za rjesive Liejeve
algebre: ako je g Liejeva algebra i b ideal u g takav da su b i 9/[) rjesive Liejeve
algebre, onda je i g rjesiva. To ¢e kasnije biti dio propozicije 2.3.1.

Propozicija 1.6.1. 9/ Rad g je poluprosta Liejeva algebra.

Dokaz. Neka je I rjesiv ideal u 8/ Rad g- Tada je on oblika [7/ Rad g gdje je b ideal
u g koji sadrzi Radg i prema gornjoj napomeni je rjesiv. Zbog definicije radikala
sada mora biti h = Radg, a to totno znaci da je I= {0}. Dakle 8/ Rad g hema
netrivijalnih rjesivih ideala pa je poluprosta Liejeva algebra.

O

Ovime smo dobili i jedan primjer poluproste Liejeve algebre. Sada, ako lieg nije
rjeSiva Liejeva algebra, mozemo promatrati egzaktan niz

0—>Radg—>g—>9/Radg—>0

pri cemu je prva Liejeva algebra rjesiva, a posljednja poluprosta; taj niz se cijepa
prema Levijevom teoremu. Ovo ve¢ daje naslutiti da ¢e nam klase rjesivih i polu-
prostih Liejevih algebri biti kljuéne za razumijevanje Liejevih algebri opéenito. For-
malizaciju ove veze ipak treba malo odgoditi. Prije toga trebamo rezultate nekoliko
vaznih teorema. Zapo¢nimo jednom kratkom lemom.
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Lema 1.6.2. Neka je X € gl(V) nilpotentan endomorfizam prostora V. Tada je
ad X nilpotentan endomorfizam prostora gl(V').

Dokaz. Elementu X mozemo pridruziti dva endomorfizma od End V, lijevo i desno
mnozenje, dakle definiramo Ax, px : End V' — End V sa

A(Y) = XY, px(Y) =YX

Kako je X nilpotentan, nilpotentni sui Ax i px. Sjetimo se kako definiramo komutator
kod asocijativnih algebri pa ad X mozemo prikazati kao ad X = Ax — px. Ax 1 px
ocito komutiraju pa ako je k € N takav da je X* = 0, onda je i A% = p% = 0 pa po
binomnoj formuli imamo

2k—1
2k — 1 s
(X = O = = 3 -0 (P )0 o
=0

jer za svaki j € {0,...,n} imamo da je ili j > k ili 2k — 1 — j > k; dakle svaki od
gornjih sumanada je jednak nuli. Sada imamo (ad X)?*~! = 0 pa je ad X nilpotentan.
O

Teorem 1.6.3. (Friedrich Engel) Neka je g Liejeva podalgebra od gl(V) takva da je
svaki X € g nilpotentan endomorfizam i V # {0}. Tada postoji v € V,v # 0, takav
da je X (v) =0,Vz € g.

Dokaz. Indukcijom po dimg. Slucaj dim g = 0 je trivijalan. Ako je dimg = 1, onda
postoji nilpotentan endomorfizam Y € g koji razapinje g kao vektorski prostor. Ob-
zirom da je Y nilpotentan, postoji v € V, v # 0, takav da je Y (v) = 0, ali tada vrijedi
iX(v)=0,VX €g.

Za korak indukcije prvo zelimo pokazati da g sadrzi ideal  kodimenzije 1, to znaci da
je dim 8/ = 1. Neka je h neka maksimalna prava podalgebra od g, pokazimo da je
to trazeni ideal. Pogledajmo adjungiranu reprezentaciju od g. Kako je h podalgebra
od g adjungirano djelovanje adh od h na g cuva b i tako djeluje na g/h' Prema
lemi 1.6.2. za svaki X € § ad X djeluje nilpotentno na g pa onda i na g/h' Po
induktivnoj pretpostavei postoji Y € g/b kojeg ponistava ad X,VX € h. Ovo je,
pak, ekvivalentno s tim da postoji Y € g\ b takav da je ad X (V') € h,VX € h. Ali
ovo tocno znaci da je potprostor od g razapet sa b 1Y Liejeva podalgebra koja sadrzi
b kao ideal kodimenzije 1; zbog maksimalnosti to je onda ¢itav g i time smo dokazali
tvrdnju.

Vratimo se sada indukciji. Primjenom pretpostavke indukcije na ideal f kodimenzije
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jedan ¢ija egzistencija je upravo dokazana imamo da postoji v € V,v # 0 takav da
je X(v) = 0,vX € h. Neka je W vektorski potprostor od V svih vektora s ovim
svojstvom. Neka je Y € g\ h. Obzirom da Y i b razapinju g, dovoljno je pokazati da
postoji v € W,v # 0 takav da Y (v) = 0.

Za proizvoljne w € W, X € h imamo

X(Y(w)) =YV (X(w)) + [X,Y](w) =0

Prvi sumand je nula jer je X(w) = 0, pa je i Y(X(w)) = 0, a drugi zato sto je b
ideal pa je [X,Y] € h. Po definiciji od W dobili smo Y (w) € W. w je bio proizvoljan
pa zakljucujemo da je W invarijantan na djelovanje od Y na V. Y je iz g pa djeluje
nilpotentno na V, posebno onda i na W. Po pretpostavci indukcije postoji v € W
takav da Y'(v) = 0, $to smo i htjeli.

]

Ovaj teorem ima za posljedicu vaznu karakterizaciju nilpotentnih Liejevih algebri,
koju ¢e neki autori zvati Engelovim teoremom umjesto gornjeg teorema. Ipak, najveéi
dio dokaza je ve¢ napravljen pa ¢e ovaj rezultat biti u obliku korolara.

Korolar 1.6.4. g je nilpotentna Liejeva algebra ako i samo ako je ad(X) nilpotentan
endomorfizam, VX € g.

Dokaz. Jedan smjer je lema 1.6.2., obrat indukcijom po dimenziji prostora. Neka je
g Liejeva algebra u kojoj su svi elementi ad - nilpotentni. U slucaju g = {0} tvrdnja
je trivijalna pa pretpostavimo g # {0}. Sada ad(g) zadovoljava uvjete teorema 1.6.3.
pa postoji X € g\ {0} takav da je ad Y (X) = 0,VY € g, odnosno [Y, X] =0,VY € g.
To znadi da je Z(g) netrivijalan pa g/Z(g) ima strogo manju dimenziju od g; isto tako,

g / Z(g) S€ sastoji od ad-nilpotentnih elemenata pa mozemo iskoristiti pretpostavku
indukcije. Dakle 8 / Z(g) je nilpotentna Liejeva algebra.
Neka je n € N takav da je g" C Z(g), takav postoji jer je g/Z(g) nilpotentna. Tada

je g™ =[g,0"] = [9,Z(g)] = {0} pa je i g nilpotentna.
O

Napomena 1.6.5. U posljednjoj tvrdnji gornjeq dokaza, g/Z(g) nilpotentna = ¢

nilpotentna, nismo koristili dodatne pretpostavke na g, dakle tvrdnja vrijedi za pro-
wzvolgjnu Liejevu algebru.

Zanimljiva posljedica Engelovog teorema je da, uz uvjete teorema, postoji baza
od V uz koju se svaki X € g moze prikazati kao strogo gornjetrokutasta matrica.
Neka je dimV = n. Definiramo v; = v i koristimo indukeciju: Neka je V kvocijent
od V po potprostoru razapetom sa {v}, induktivno mozemo naéi bazu oy, ..., o, za V
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takvu da su matrice djelovanja od g na V strogo gornjetrokutaste. Pridruzivanjem
pripadnih vektora u V', v;, vektorima v;, i € {2,...n}, dobivamo trazenu bazu.

Liejev teorem

Sada smo spremni za dokaz najvaznijeg teorema u ovom dijelu i njegove posljedice
koja nam je motivacija za proucavanje reprezentacija poluprostih Liejevih algebri.
Dokazimo prvo jednu lemu.

Lema 1.6.6. Neka je by ideal u Liejevoj algebri g, neka je w : g — gl(V') reprezentacija
i A: b — C linearna funkcija. Oznacimo

W={veV:n(X)w)=AX) v,VX € h}.
Tada je m(Y)(W) C W, VY € g.
Dokaz. Neka suw € W\ {0} i X € b proizvoljni. b je ideal pa za svaki Y € g imamo

m(X)(r(Y)(w)) = 7(Y)(x(X))(w) + 7 ([X, Y])(w)
= AX) - m(Y) (w) + A([X, Y])

Sw
Zbog ove jednakosti, uvazavajuéi definiciju od W, m(Y)(w) € W ako i samo ako
je desni sumand jednak nuli, a to je pak ekvivalentno sa A([X,Y]) = 0,VX € b.
Pokazimo sada da to zaista i vrijedi, time ¢e dokaz biti gotov.

Definiramo potprostor od V', U, kao prostor razapet sa (7(Y))"(w), i € Ny, dakle svim
iteracijama djelovanja od Y na w uklju¢ujuéi nultu, identitetu. Ocito je da (V") ¢uva
potprostor U; ono sto zelimo pokazati je da tvrdnja vrijedi i ako zamijenimo Ysa X,
za bilo koji X € b. b djeluje na w na nacin da ga pomnozi skalarom pa je 7(X)(w)
svakako element od U. Gornja jednakost nam daje da ¢e m(X)m(Y)(w) biti linearna
kombinacija od w i 7(Y')(w), §to je opet u U. Za ostale elemente sustava izvodnica
jednostavno koristimo indukciju i jednakost

T(X)(m (V) (w)) = (V) (m(X)(x (V)" (w))) + 7 ([X, V) (7 (V)" (w)).

Iz dosadasnjih jednakosti dobili smo i vise: u ranije zadanoj bazi iteracija od 7(Y)
na w matrica djelovanja svakog X € b je gornjetrokutasta i dijagonalni elementi su
AX). Zato je trag restrikcije od m(X) na U jednak A(X)-dimU. S druge strane, za
svaki X € h [X,Y] djeluje na U i trag slike po reprezentaciji je trag komutatora u
gl(V') pa mora biti 0. Dakle, A\([X,Y]) = 0, $to smo i trebali.

O

Teorem 1.6.7. (Sophus Lie) Neka je g C gl(V') kompleksna rjesiva Liejeva algebra.
Tada postoji v € Vv # 0, koji je svojstveni vektor za svaki X € g.
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Dokaz. Ako je dimg = 0, nemamo Sto dokazivati. Pretpostavimo da je dimg = 1.
Tada postoji Y € g takav da je g = {\Y, A € C} pa mozemo uzeti bilo koji svojstveni
vektor za Y.

Sada slicno kao u dokazu Engelovog teorema zelimo pokazati da g sadrzi ideal ko-
dimenzije 1 pa koristiti indukciju. Kada bi vrijedilo [g,g] = g, onda bi izvedeni
niz ideala od g bio stacionaran pa g ne bi mogla biti rjesiva Liejeva algebra; dakle
lg9,9] # g pajef:=8/ (9, g] netrivijalna Liejeva algebra koja je ocito komutativna.
Sada sve sto trebamo je pogledati prasliku nekog potprostora od f kodimenzije 1 po
kanonskoj surjekciji; sada trazeni ideal h definiramo kao tu prasliku. b je ideal jer
sadrzi [g, g]-

Po pretpostavei indukcije postoji vg € V'\{0} koji je svojstveni vektor za svaki X € b.
Ozna¢imo pripadnu svojstvenu vrijednost sa A(X). Na ovaj nac¢in smo dobili linearnu
funkciju A : h — C. Sada definiramo potprostor od V', W, sa

W={veV: X)) =AX)- v, VX € h}.

Ovo je zapravo potprostor iz prethodne leme, jedino $to je g linearna Liejeva algebra
pa nam nije potrebna reprezentacija, Sto osjetno pojednostavljuje izraz. W je netri-
vijalan potprostor jer sadrzi vy # 0. Neka je sada Y € g\ h proizvoljan. Dovoljno je
pokazati da postoji w € W takav da je Y(w) = A - w za neki A € C. Za ovo je, pak,
dovoljno pokazati da je Y/ (W) C W, a to je samo specijalni slucaj leme 1.6.6.

O

Teorem se mogao iskazati i malo opcenitije: umjesto C mogli smo promatrati
i bilo koje algebarski zatvoreno polje karakteristike nula. Ipak, teorem se najvise
primjenjuje na kompleksne Liejeve algebre pa ¢e i ova varijanta biti sasvim dostatna.

Korolar 1.6.8. Svaka ireducibilna reprezentacija rjesive Liejeve algebre je jednodi-
menzionalna.

Dokaz. Neka je g rjesiva Liejeva algebra i m : g — gl(V) ireducibilna reprezenta-
cija. Prema Liejevom teoremu postoji v € V v # 0 koji je svojstveni vektor za
sve m(X),X € g. To znadi da je potprostor od V razapet sa v invarijantan za 7 i

netrivijalan. Kako je reprezentacija ireducibilna, v razapinje V.
m

Korolar 1.6.9. Neka je g kompleksna Liejeva algebra, oznacimo gs = 8/ Rad g-

Svaka ireducibilna reprezentacija m : g — gl(V) je tenzorski produkt ireducibilne
reprezentacije od gs 1 jednodimenzionalne reprezentacije.

Sada smo kona¢no motivirani za proucavanje reprezentacija poluprostih Lieje-
vih algebri. Gornji korolar nam kaze da za razumijevanje proizvoljne ireducibilne
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reprezentacije trebamo razumjeti reprezentacije poluprostih Liejevih algebri i jedno-
dimenzionalne reprezentacije, a jednodimenzionalne reprezentacije i nisu bas toliko

zanimljive.



Poglavlje 2

Poluproste Liejeve algebre

2.1 Schurova lema

Konag¢ni cilj je prikazati reprezentacije poluprostih Liejevih algebri kao direktne sume
ireducibilnih reprezentacija. Za to se moramo nakratko odmaknuti od poluprostih
Liejevih algebri i dobiti neke opéenitije rezultate. Prvi medu njima govori o ireduci-
bilnim reprezentacijama. Za pocetak, jedna definicija.

Definicija 2.1.1. Neka su m : S — L(V) i p : S — L(W) reprezentacije skupa
S. Homomorfizam reprezentacija 7 i p je homomorfizam vektorskih prostora
0V = W takav da vrijedi p o w(s) = p(s) o p,Vs € S.

Skup svih takvih homomorfizama oznacavamo sa Homg(w, p) ili Homg(V, W).
Ova oznaka se inace koristi za homomorfizme S-modula, ali to nije slucajno: reprezen-
tacija daje vektorskom prostoru strukturu S-modula, a homomorfizam reprezentacija
je zapravo homomorfizam S-modula.

Lema 2.1.2. (Issai Schur) Neka je m, odnosno p, ireducibilna reprezentacija skupa
S na vektorskom prostoru V', odnosno W, gdje su 'V i W nad istim poljem.

(1) Svaki element A € Homg(V, W), A # 0 je izomorfizam.
(2) Svaki A € Endg(V), A # 0 je invertibilan.

(3) Ako je V vektorski prostor nad algebarski zatvorenim poljem, onda je Endg(V)
jednak skupu skalarnih operatora.

Dokaz. (1) Neka je A € Homg(V, W)\ {0}. Pokazimo da jezgra tog operatora daje
podreprezentaciju od m, odnosno da je Ker A invarijantan za .

veKerA,se S = A(n(s)(v)) = p(s)A(v) =0 = m(s)(v) € Ker A

17
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Za reprezentaciju w smo pretpostavili da je ireducibilna, dakle sada Ker A moze
biti ili {0} ili V, ali A # 0 pa je jezgra trivijalna. To znaci da je A injektivan
operator.

Pogledajmo sada Im A; tvrdimo da je i to invarijantan potprostor, ovaj put za

p.

welmA,seS=3JveV,w= Av)
= p(s)(w) = p(s)(A(v)) = A(n(s)(v)) € Im A.

Kao i kod jezgre, sada su nam jedine moguénosti za Im A {0} i W, s tim da
{0} ne moze biti jer je A # 0. Dakle A je i surjekcija. Time je dokazano da je
A izomorfizam.

Direktna posljedica (1), Endg(V) = Homg(V, V)

Neka je A € Endg(V). Zbog pretpostavke o algebarskoj zatvorenosti polja
A ima neku svojstvenu vrijednost A\. To zna¢i da A — A -1 € Endg(V) nije
invertibilan pa je prema (2) jednak nuli. Dakle A = X -1.

O

2.2 Jordanov rastav linearnog operatora

Svrha ovog dijela je iznoSenje rezultata koji su uglavnom ve¢ poznati, barem u slucaju
kompleksnih vektorskih prostora. Zato ¢e veéina rezultata biti samo iskazana, dok ¢e
dokazana biti propozicija o djelovanju adjungirane reprezentacije na Jordanov rastav.
Od sada uvodimo dodatnu pretpostavku na sve vektorske prostore (pa posebno i
Liejeve algebre), osim konacne dimenzije pretpostavit ¢emo da su nad algebarski
zatvorenim poljem.

Teorem 2.2.1. (Jordanova dekomporzicija) Neka je A linearan operator na vektor-
skom prostoru V nad FF.

(1) Postoje jedinstveni linearni operatori As i A, na 'V, gdje je Ag dijagonaliza-

bilan, a A, nilpotentan, takvi da je A = Ag+ A,, @ ti operatori komutiraju.

(2) Postoje polinomi p,q € F[z] takvi da je p(0) = q(0) = 0,p(A) = As,q(A) =

A,

(3) Ako je B linearan operator na V' koji komutira sa A, onda B komutira i sa

As i A,
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(4) Neka je W A-invarijantan potprostor od V. Tada je W Ag-invarijantan i
A, -invarijantan i vrijedi (Aly)s = Aslyy s (Al )n = Anly-

Propozicija 2.2.2. Neka je A linearan operator na vektorskom prostoru V.
(1) Ako je A dijagonalizabilan, onda je i operator ad A dijagonalizabilan.
(2) ako je A nilpotentan, onda je i ad A nilpotentan.
(3) (ad A)s =ad A i (ad A),, = ad A,,.

Dokaz. (1) Neka je {vy,...,v,} baza za V sastavljena od svojstvenih vektora za A,
takva postoji zbog pretpostavke o dijagonalizabilnosti. Dakle imamo

Avj)=Xj-v;, j=1,..,n
Neka je sada {E; ,1,7 = 1,...,n} baza za gl(V') zadana sa
E;;j(vg) = 65vi, 1,5, k=1,...,n
Tada je

ad A(E; ;) (vx) = AE; j(v,) — E; jA(vy)
= AQ0jrvi) — Eij(Avr)
= 0k A(vi) — AuEij(vr)
= 01 AiV; — Al
= (A — A\k)djrv; (Aedjk = Ajjk)
=N —N)Ei;(v), Vi,j,k=1,...n

pa je ad A dijagonalizabilan.
(2) Ovo je lema 1.6.2.

(3) Iz (1) i (2) imamo da je ad A, dijagonalizabilan, a ad A,, nilpotentan operator.
A, 1 A, komutiraju pa komutiraju i ad A, i ad A,. Zbog aditivnosti repre-
zentacije vrijedi i ad A = ad A, + ad A,,. Preostaje primijeniti jedinstvenost
Jordanovog rastava (teorem 2.2.1.(1)).

O
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2.3 Kiriteriji rjesivosti

Tako je ve¢ receno da samo proucavanje rjesivih Liejevih algebri nije od velikog in-
teresa u ovom radu, korisno je saznati neke uvjete pod kojima ¢e Liejeva algebra
biti rjesiva. Osim toga, svrha ovog poglavlja je i uvodenje definicije jedne bilinearne
forme, koja ¢e nam biti jako vazna kasnije, a za sada nam daje jedan kriterij rjesivosti.

Do sada smo ve¢ spominjali radikal Liejeve algebre i koristili njegovu egzistenciju.
Dokazimo sada propoziciju koja opravdava ¢injenicu da svaka Liejeva algebra zaista
posjeduje radikal, a i upotpunjuje dokaz propozicije 1.6.1.

Propozicija 2.3.1. Neka je g Liejeva algebra, ) njezina podalgebra, a a i b ideali u
g.

(1) Ako je g rjesiva, onda su Liejeve algebre by i 8/ rjesive.

(2) Ako su a i 8/ rjesive Liejeve algebre, onda je i g rjesiva.

(8) Ako su a i b rjesivi ideali, onda je i a 4+ b rjesiv ideal.

Dokaz. (1) b je rjesiva zbog h®) c g®) Vk € N,
Neka je 7 : g — 8/, kanonski epimorfizam. Indukcijom koristeéi svojstvo
homomorfizma Liejevih algebri dobivamo da vrijedi (9/ a)(k) = 7(g™) pa je i
8/ 4 rjesiva.
(2) Neka su k,m € N takvi da je (9/ ,)® = {0} i a™ = {0} i neka je 7 ponovno
kanonski epimorﬁzam Zbog W(g(’“ ) = (9/ )™ je g¥ C Kerm = a. Sada je
gb+m) = (gF) ™) < a™ = {0} pa je g rjesiva.

(3) Preslikavanje # 4+ a +— = +aN b,z € b, daje izomorfizam izmedu @+ b/ q i

b/aﬂb'

Iz (1) imamo da je b/aﬂ p rjesiva pa je onda i a+ [’/ q rjesiva. a je rjesiva

pa prema (2) onda je rjesiva i a + b.

]

Lema 2.3.2. Neka je V' wvektorski prostor nad poljem F karakteristike 0 1 neka su X
i Y potprostori od gl(V') takvi da X C Y. Oznacimo

a={Aecgl(V):[A Y] C X}

Ako za A € a vrijedi Tr AB = 0,VB € a, onda je A nilpotentan.
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Dokaz. Zbog Jordanovog rastava trebamo pokazati da vrijedi A; = 0. Neka je
{v1,...,u,} baza za V sastavljena od svojstvenih vektora za Ag sa pripadnim svoj-
stvenim vrijednostima Ay, ..., \,.

Neka je K primitivno potpolje od F iz teorema o primitivnom potpolju. Tada je
ono izomorfno sa QQ. Zato je dovoljno pokazati da je potprostor L od F, razapet sa
{A1, ., A\n} nad Q, jednak {0} da bismo imali tvrdnju. Za to je pak dovoljno pokazati
da je dualni prostor L* trivijalan jer je L kona¢nodimenzionalan.

Neka je f : L — Q proizvoljan Q-linearan funkcional. Definiramo B € gl(V) sa
B(v;) = f(A\j)v;, 7 =1,...,n.

Vratimo se dokazu propozicije 2.2.2.(1); neka je baza {E; j,4,j = 1,...,n} definirana
kao tamo. Iz dokaza propozicije dobivamo i

ad A (E; ;) = (N — \)E; (2.1)
ad B(EZJ) = (f<)\z) - f(AJ))E%J

Vi,j € {1,...,n}. Neka je p € F[x] polinom koji zadovoljava

p(0) =0, p(hi—Aj) = f(N) = f(Ny), 45=1,.,n

Ovime je p dobro definiran jer A\;—\; = Ay — Ay, povlacéi f(\)—f(A;) = fF(A)—F(Am)
zbog Q-linearnosti od f. Zbog (2.1) i (2.2) vrijedi p(ad A,) = ad B.

ad As je poluprosti dio operatora ad A zbog propozicije 2.2.2.(3), a zbog teorema
2.2.1.(2) ad A5 se moze prikazati kao polinom u ad A bez konstantnog ¢lana. Tada
je iad B polinom u ad A bez konstantnog ¢lana kao kompozicija dvaju polinoma bez
konstantnog ¢lana. Zbog toga, buduéi da je A € a pa je ad A(Y) C X, vrijedi i
ad B(Y) C X paje B € a.

Po pretpostavci na A zato vrijedi Tr AB = 0. Po potrebi renumerirajmo bazu za
V tako da operator A ima za matri¢ni prikaz gornjetrokutastu matricu sa dijago-
nalnim elementima Ay, ..., \,. Sada ¢e i AB imati za prikaz gornjetrokutastu ma-
tricu sa elementima f(A1)A1, ..., f(An) A, na dijagonali. Sada zbog Tr AB = 0 imamo

> f(Ai)A; = 0. Primijenimo na ovu jednakost f pa zbog Q-linearnosti dobivamo
i=1

ST f(N)? = 0. Dakle f(\;) =0,Vi=1,...,npajei f =0 jer se ponistava na sustavu
i=1
izvodnica.

]
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Cartanovi kriteriji rjesivosti

Teorem 2.3.3. (Elie Joseph Cartan) Neka je V' wvektorski prostor nad poljem karak-
teristike 0 1 g Liejeva podalgebra od gl(V'). g je rjesiva ako i samo ako vrijedi

TrAB =0, VAc€[g,g],VBeEg.

Dokaz. (<)
Koristimo lemu 2.3.2. i u skladu s tim oznac¢imo X := [g,g], Y := g. Pripadni ideal
a je sada jednak

a={Cegl(V):[C.glClgal}
Ocito je g C a. Da bismo pokazali da je neki A € g nilpotentan sada trebamo

TtAB =0, VYBE€a,

a tvrdnju po pretpostavci imamo za B € g.
A je suma elemenata oblika [A1, As] za Ay, Ay € g. Za bilo koji B € a sada imamo

Tr([Ay, Ag] B) = Tr(A[As, B]) = Tr([Ag, B]Ay),

lemi 2.3.2. A je nilpotentan operator, pa zbog proizvoljnosti od A svi elementi u
[g, g] su nilpotentni. Primijenimo lemu 1.6.2. pa korolar 1.6.4. i dobivamo da je [g, g
nilpotentna Liejeva algebra.

Sada imamo da su [g,g] 1 9/ [, g] rjesive Liejeve algebre; [g, g] je prema upravo po-
kazanom nilpotentna, pa onda i rjesiva, a 9/ (9, g je Abelova pa je kao takva rjesiva.
Prema propoziciji 2.3.1.(2) sadi i g mora biti rjesiva.

(=)
Direktna posljedica Liejevog teorema (1.6.7.), koji nam daje da postoji baza u ko-
joj svaki L € g ima za matricni prikaz gornjetrokutastu matricu, a komutator dvije
gornjetrokutaste matrice je strogo gornjetrokutasta matrica.

O

Definicija 2.3.4. Neka je g Liejeva algebra nad poljem F. Simetricnu bilinearnu
formu kg 1 g X g — F definiranu sa

Iig(X,Y) :Tr(adxady), XY eg

zovemo Killingova forma Liejeve algebre g.
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Teorem 2.3.5. (Elie Joseph Cartan) Liejeva algebra g je rjesiva ako i samo ako je

K“Q(ga [gag]) = O

Dokaz. Prema teoremu 2.3.3. imamo da je rg4(g,[g,9]) = 0 ako i samo ako je adg
rjeSiva; ovdje je korisno ponoviti da adjungirana reprezentacija prevodi komutator u
g u komutator u ad g. Dakle, preostalo je pokazati da je g rjeSiva ako i samo ako je
ad g rjesiva.
Jedan smjer je trivijalan, ako je g rjesiva, onda je ad g rjesiva kao slika homomorfizma
rjeSive Liejeve algebre.
Obratno, neka je ad g rjesiva. Ranije smo ve¢ napomenuli da je jezgra adjungirane
reprezentacije jednaka Z(g) pa je ad g izomorfna g/Z(g)v onda je i 8/ Z(g) rjesiva.
Centar svake Liejeve algebre je rjesiva Liejeva algebra pa preostaje samo pozvati se
na propoziciju 2.3.1.(2).

O

2.4 Poluproste Liejeve algebre

Killingova forma i kriterij poluprostote
Pokazimo prvo neka osnovna svojstva Killingove forme.
Propozicija 2.4.1. Za svaku Liejevu algebru g vrijedi:
(1) ky((X), 0(Y)) = g (X, V), VX, Y € g,¥ € Aut(g)
(2) kg(8(X),Y) + rg(X,6(Y)) =0,VX,Y € g,V¥0 € Der g
(3) ka([X, Y], Z) = Ko(X,[Y, Z]),VX, Y, Z € g
(4) Ako je by ideal u g, onda je ky = Kyl
Dokaz. (1) Uzmimo ¢ € Aut(g), X,Y € g. Imamo
ady(0) (V) = [p(X), Y] = ¢([X, o7 (Y)]) = poadx 0 g™ (Y),
dakle

ady(x) = poadxo ot
Sada je konacno
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(2) Neka su X,Y € g,d € Der g. Tada je

[0,adx](Y) =doadx(Y) —ady od(Y)

= 0([X,Y]) = [X,4(Y)]

= [6(X), Y]+ [X,0(Y)] = [X,0(Y)]
= [6(X),Y]

= adsx) (Y),

dakle
ad(;(X) = [5, adx].

Zato je sada

rg(0(X),Y) 4 kg (X, 0(Y)) = Tr(adsxy ady) 4+ Tr(adx adsy))
Tr([6, adx] ady ) + Tr(adx [0, ady])
Tr(dadyx ady) — Tr(ady 6 ady )+
+ Tr(adx d ady) — Tr(adx ady 9)
0

(3) Slijedi iz (2) uz § = ady

(4) Iz linearne algebre znamo ovo: ako je V' vektorski prostor, W njegov potprostor
i A e L(V) takav da Im(A) C W, onda je Tr(A4) = Tr(A|, ). Koristeci tu
¢injenicu i jednakosti

adx gl = adx
ady,gl, = ady;

adx g ady,g\h = aud;gg]h adxg]h ,
VX,Y € h,dobivamo
kg(X,Y) = Tr(adygadyy) = Tr(adxadyy) = ky(X,Y)
O

Teorem 2.4.2. Liejeva algebra g # {0} je poluprosta ako i samo ako je njena Kil-
lingova forma nedegenerirana, odnosno vrijedi

Kg(X,Y)=0,VY eg = X=0.
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Dokaz. Neka je g poluprosta. Oznac¢imo
t={X €g:r(X,Y)=0, VY € g}.

Zelimo pokazati da vrijedi v = {0}. Iz propozicije 2.4.1.(3) slijedi da je ¢ ideal u g.
Po definiciji od t vrijedi /<ag|th = 0, pa onda posebno i kg4l . = 0. Prema propoziciji
2.4.1.(4) tada je k. = 0, a prema drugom Cartanovom kriteriju rjesivosti (2.3.5.) t
je rjesiv ideal. Zato vrijedi v C Rad g, ali g je poluprosta pa je Radg = {0}. Dakle
vt = {0}, $to smo i tvrdili.

Pretpostavimo sada da je gore definirani ideal ¢ jednak {0}. Pokazimo prvo da je svaki
komutativan ideal u g sadrzan u v, pa onda i jednak {0}. Neka je h neki komutativan
ideal u g, X € h,Y € g. Tada je ady ady(g) C b pa je (adx ady)?(g) C [h, 5] = {0}.
Dakle adx ady je nilpotentan operator pa je k4(X,Y) = Tr(adx ady) = 0, §to znaci
da je X € v paje h={0}.
Sada tvrdimo da je Liejeva algebra bez netrivijalnih komutativnih ideala poluprosta;
time ¢e dokaz biti gotov jer g zadovoljava ovo svojstvo. Pretpostavimo da postoji
rjesivi ideal a # {0} u g. Tada postoji k € N takav da vrijedi a*~" = {0}, a® = {0},
ali onda je [a®*~V a®*=V] = a® = {0} pa je a*~Y netrivijalan komutativan ideal,
kontradikcija.
Dakle, g je poluprosta Liejeva algebra.

[

Osim sto smo pomoc¢u Killingove forme dobili karakterizaciju rjesivih i prostih
Liejevih algebri, Killingova forma nam opravdava promatranje rjesivih i poluprostih
Liejevih algebri kao suprotnih objekata u proucavanju Liejevih algebri. Pritom se ne
moze reci da je ovo veliko iznenadenje, ve¢ sama definicija poluproste Liejeve algebre
daje naslutiti da se radi o objektu koji je "sve samo ne rjesiv”.

Napomena 2.4.3. Ideal v iz gornjeg teorema obicno se zove radikal Killingove
forme. Iz dokaza teorema dobivamo i da je radikal Killingove forme uvijek sadrZan
u radikalu pripadne Liejeve algebre. Obrat opéenito ne vrijedi.

Posljedice kriterija poluprostote

Karakterizacija poluprostih Liejevih algebri pomocu Killingove forme olaksava doka-
zivanje mnogih vaznih svojstava poluprostih Liejevih algebri, a pomocu njih ¢emo
doé¢i do konacnog cilja, rastava proizvoljne reprezentacije poluproste Liejeve algebre
na direktnu sumu ireducibilnih podreprezentacija.

Propozicija 2.4.4. Neka je g poluprosta Liejeva algebra i by ideal u g.
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(1) b je poluprosta Liejeva algebra.
(2) bt ={X € g: Kky(X,Y) =0,VY € b} je ideal u g

(3) g=habht.

Dokaz. Dokazimo prvo (2). Za X € b)Y € gi Z € b imamo [Y, Z] € h pa prema
propoziciji 2.4.1.(3) imamo rk4([X, Y], Z) = ke(X, [Y, Z]) = 0.
Dakle [X,Y] € b1, VX € b, Y € g pa je h* ideal u g.

Dokazimo sada (3). Zbog nedegeneriranosti forme r, imamo dim g = dim b +dim h*.
Cartanov kriterij nam daje da je h N bt rjesiva Liejeva algebra, ali to je zbog (2) i
ideal u g pa mora biti h N h~ = {0}. Dakle suma je direktna pa je g = b @ b+,

Konacno, pokazimo (1). Iz (3) i nedegeneriranosti forme g imamo i da je rgfy = ry
nedegenerirana. Posljednja jednakost je propozicija 2.4.1.(4). Prema teoremu 2.4.4.

b je poluprosta Liejeva algebra.
[

Pokazimo sada da je svaka poluprosta Liejeva algebra jednaka svome prvome
izvedenom idealu.

Teorem 2.4.5. Neka je g poluprosta Liejeva algebra. Tada je g = [g, g].

Dokaz. Oznacimo b = [g,g]" = {X € g : ry(X,[V,Z]) = 0,VY,Z € g}. Prema
propoziciji 2.4.4.(2) b je ideal u g.
Zbog Fgly,, = Ky zasve X € h 1Y € [h, h] C [g, g] imamo xy(X,Y) = £y(X,Y) = 0.
Po Cartanovom kriteriju sada je b rjesiva Liejeva algebra pa je jednaka {0}, a zbog
propozicije 2.4.4.(3) to znaci g = [g, gJ.

O

Ovaj teorem je interesantan sam po sebi, ali nam daje i jako vazne informacije o
reprezentacijama poluprostih Liejevih algebri. Na koji nacin, pogledajmo u sljede¢im
korolarima.

Korolar 2.4.6. Neka je m : g — gl(V') reprezentacija poluproste Liejeve algebre.
Tada je w(g) C sl(V) ={A € gl(V) : Tr(A) = 0}.

Dokaz. 1z teorema 2.4.5. imamo

m(g) = (g, 9] = [7(g), 7(g)] C [gl(V), gl(V)] C sl(V).
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Iz gornje relacije direktno slijedi

Korolar 2.4.7. Neka je m reprezentacija poluproste Liejeve algebre na jednodimen-
zionalnom vektorskom prostoru. Tada je m = 0.

Sada smo kona¢no spremni opravdati naziv poluproste Liejeve algebre.

Teorem 2.4.8. Liejeva algebra g je poluprosta ako i samo ako je izomorfna direktnoj
sumi prostih Liejevih algebri.

Ako je g # {0} poluprosta Liejeva algebra i g = g1 ® -+ @ gk, gdje su g1, ..., gk
prosti ideali u g, © ako je b # {0} ideal u g, onda postoji rastuci podskup indeksa
{i1, i} C{L,....k} takav da je h = g;, & --- & @i,,. Posebno, to znaci da su jedini
prosti ideali u ¢ upravo gy, ..., G-

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je g = g1 & - & gk, gdje su gy, ..., gr prosti ide-
ali u g 1 neka je X € g takav da vrijedi r4(X,Y) = 0,VY € g. X je oblika
X=X1+..+Xp,X;€g,i=1,.... k.

Uoc¢imo jednu trivijalnu ali vaznu c¢injenicu koja ¢e nam biti potrebna za nasta-
vak dokaza. Ukoliko imamo direktnu sumu kao gore, onda imamo ortogonalnost ne
samo u smislu vektorskih prostora, nego i u smislu komutatora. Preciznije, zbog

[9:, ;] C g N g, imamo [g;, g;] = {0}, # 7.

Sada za j € {1,..,k} 1Y € g; imamo [Y,g;] = {0}, # j, odnosno ady|, =0
pa je onda i ky4(Y, X;) = 0,7 # j. Sada imamo

kg, (Y, Xj) = rg(Y, X)
k
= k(Y. X))
=1
= rye(Y, X)
=0

g, je po pretpostavci prosta, pa onda i poluprosta. Zato prema teoremu 2.4.2. sada
mora biti X; = 0. Tvrdnja vrijedi za sve j € {1,...,k} pa jei X = 0. Dakle s, je
nedegenerirana pa je prema teoremu 2.4.2. g poluprosta.

U propoziciji 2.4.4. vidjeli smo da ako g sadrzi netrivijalan ideal b, onda g mozemo
prikazati u obliku g = h @ h*. Iskoristimo ovo da bismo pokazali obrat indukcijom po
dim g. Ako g nema pravih ideala, onda je po definiciji to prosta Liejeva algebra pa
smo gotovi. Ako postoji ideal b # {0}, g, onda je i h* ideal po propoziciji 2.4.4., oba
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imaju strogo manju dimenziju od g i oba su poluprosta kao ideali u poluprostoj Li-
ejevoj algebri. Primijenimo pretpostavku indukcije na b i h* i iskoristimo g = h @ ht.

Za kompletiranje dokaza dovoljno je dokazati da su gy, ..., gr jedini prosti ideali u g.
Neka je a neki prost ideal u g, tada je i [a, g] ideal u a, netrivijalan jer je Z(g) = {0}
pa zbog prostote od a slijedi a = [a,g]. S druge strane, zbog gornjeg rastava od g
imamo

[Cl, g] = [aagl] DD [a7 gk]

pa svi sumandi osim jednog moraju biti 0; neka to bude [a, g;]. Sada imamo a = [a, g;]
paje a C g;, ali g; je prost pa je onda a = g;.
]

Vidjeli smo koliko su dosad bile vazne unutarnje derivacije, bez njih ne bismo
mogli ni definirati Killingovu formu. Sljede¢i teorem daje da su u slu¢aju poluproste
Liejeve algebre to i jedine derivacije.

Teorem 2.4.9. Neka je g poluprosta Liejeva algebra. Tada vrijedi Der g = ad(g),
odnosno svaka derivacija od g je unutarnja.

Za dokaz pogledajte [3]

Jordan-Chevalleyeva dekompozicija

U 2.2 smo se podsjetili na Jordanov rastav linearnog operatora. Sada zelimo napraviti
slicnu stvar za elemente Liejeve algebre, dakle zelimo ih rastaviti na poluprostu i
nilpotentnu komponentu. Prije toga, naravno, moramo definirati sto nam oznacavaju
ti pojmovi.

Definicija 2.4.10. Neka je g Liejeva algebra. Za X € g kaZemo da je poluprost
ako je adx poluprost, odnosno dijagonalizabilan operator. Za Y € g kaZemo da je
nilpotentan ako je ady nilpotentan operator.

Neka je sada g poluprosta Liejeva algebra. Za svaki X € g postoji dekompozicija
ady = (adx)s + (adx),, a ovo su sve elementi od Der g (ova tvrdnja nije trivijalna,
za dokaz pogledajte [4]), pa onda po teoremu 2.4.9. i elementi od ad g. Dakle postoje
jedinstveni X(s), X(n) € g takvi da vrijedi (adx)s = adx,,,, (adx), = adx,,, jer je ad
injektivno preslikavanje. Po definiciji je X4 poluprost, a X(,) nilpotentan element u
g. Osim toga, vrijedi

ad[X(st(n)] = [adX(s)v adX(n)] = [(adX)(S)> (adX>(n)] =0
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pa je [X (5, X(n] = 0 zbog injektivnosti od ad.

X(s) zovemo poluprosti dio, a X(,) nilpotentni dio elementa X € g, a rastav
X = X(5) + X(») zovemo Jordan-Chevalleyeva dekompozicija clementa X.

Kod ovakvih dekompozicija obi¢no imamo jedinstvenost, a ni ova nije iznimka.
Pokazimo to. Pretpostavimo da su Y, Z € g takvi da je Y poluprost, Z nilpotentan
element, vrijedi X =Y + Z i [Y,Z] = 0. Uz ove pretpostavke ady je poluprost, a
adz nilpotentan operator na g. Osim toga, vrijedi ady = ady +ady i [ady,ady] = 0.
Sada kona¢no imamo ady = (adyx)s = adX@)» adz = (ady), = adX(n) pa onda i
Y = X(y), Z = X jer je ad injektivan.






Poglavlje 3

Weylov teorem potpune
reducibilnosti

3.1 Casimirov operator

Neka je m : g — gl(V) reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V'
nad poljem F karakteristike 0. Definiramo jednu simetri¢nu bilinearnu formu, sli¢no
Killingovoj formi, pridruzenu reprezentaciji m na nacin

Br:gxg—F B.(X)Y)=Te(r(X)m(Y)), X, Y €g
Pokazimo neka svojstva ove forme.
Propozicija 3.1.1. Neka je m: g — gl(V') reprezentacija Liejeve algebre g.
(1) B.([X,Y],Z) = B,(X,[Y,Z]),VX,Y,Z € g
(2) Ako je by ideal u g, onda je i h™ = {X € g: B.(X,Y) =0,VY € b} ideal u g

(3) Ako je B. nedegenerirana forma i b ideal u g, onda je h NH™ komutativan
ideal.

Dokaz. (1) Uzmimo XY, Z € g, raspisujemo:

B.([X,Y],Z) = Tr(n
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(2) Za X € h,Y € g,Z € h™ iz (1) imamo B, (X, [Y, Z]) = B.([X,Y],Z) = 0 pa je
¥, Z] € b7, dakle je [, g] C b

(3) Za XY € hnNbh™,Z € g imamo [Y,Z] € h, X € h™ pa prema (1) imamo
B.([X,Y],Z) = B.(X,[Y, Z]) = 0. Iz ovoga slijedi [X, Y] € g",VX,Y € hNHh~,
a zbog pretpostavke o nedegeneriranosti je g" = {0}. Dakle [hnh7™, hnh™] = {0}.

]

Prije iduc¢e propozicije, koja nam daje slican rezultat kao u slucaju Killingove
forme, napomenimo da se injektivna reprezentacija obi¢no zove vjernom reprezenta-
cijom.

Propozicija 3.1.2. Neka je w: g — gl(V') vjerna reprezentacija poluproste Liejeve
algebre g. Tada je B, nedegenerirana.

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji g je ideal u g. Ako je m vjerna reprezentacija,
onda je g izomorfna 7(g) C gl(V') pa mozemo odmah pretpostaviti da je g poluprosta
linearna Liejeva algebra, a 7 ulaganje. Za X,Y € g" tada je Tr(XY) = B.(X,Y) =0
pa po Cartanovom kriteriju g™ je rjesiva. Kako je g poluprosta sada je g™ = {0}.

0

Teorem 3.1.3. Neka je m vjerna reprezentacija poluproste Liejeve algebre g # {0}
na vektorskom prostoru V. Neka je {X1,..., X} baza za g i {Y1,...,Y,} njoj biorto-
gonalna baza v odnosu na B, u smislu

BW(XZ,}G) = 6i,j, VZ,j S {1, ,TL}

Neka je C, 'V — V linearni operator zadan sa
Cr = m(Xi)m(Y)).
i=1
Tada
(1) C, ne ovisi o izboru baze { X, ..., X,,}
(2) Crm(X) =7(X)Cr, VX € g, odnosno C, je homomorfizam reprezentacija
(3) Tr(Cy) =dimg

(4) Ako je m ireducibilna, onda je C invertibilan.
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Dokaz. (1) Neka je {X],..., X/} neka druga baza od g sa pripadnom biortogo-
nalnom bazom {Y},...,Y/}. Oznac¢imo pripadne matrice prijelaza: neka su
A = [avijli<ij<n, B = [Bijli<ij<n € Mn(F) takve da

Xj, :ZQZJXIJ YJ,:ZBU}/M j: ]-77n
i=1 i=1
Tada za j, k € {1,...,n} imamo

5jk = BW(XJ/-, Yk/) = Z Oéijﬁlka(Xm YZ) = Z Oéijﬁlkéil = Z Oéijﬁzm

il=1 il=1 i=1

a to znaci da vrijedi (A™!)" = B, a onda i

Zaijﬁki = 5jk7vj7 ke {17 7n}
=1

Konac¢no, imamo

n

T(X)w(Y!) = Y aiBrim(X;)m(Ye)

i=1 i,j,k=1

= > Sum(X;)m(Ya)

k=1
=Y w(X)m(Y;)
j=1
(2) Neka je X € gineka su \;;, p;; dani sa
[X,XJ] :Z)\UXZ? [X,Y;] :Z/,LUY;, 1= ]_,771
i=1 i=1
Zbog propozicije 3.1.1.(1) za sve i,k € {1,...,n} imamo
Mi = ) Nibje = NjiBr(X;,Y)
j=1 j=1
= Bﬂ'([X7 Xz]7 Yk) = _BW(XZ'7 [X7 Yk])
= — ZMjka(Xia V) =— Zﬂjkéij
j=1 j=1

= —Mik-
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Za proizvoljne A, B,C € gl(V) vrijedi [A, BC] = [A, B]C + B[A,C]. Zato

=3 (I (0. 7 (XA (¥:) + 7(XD (), m(¥3))
— Z (ﬂ([X, X)) (V) + m(Xi)m([X, YA))

= 3 (MO0 + i (X))

ij—1
= (X )m(Yi) = ) A (Xa)m(Y)
ij=1 ij=1

a to totno znaci da imamo trazenu jednakost.

(3)

Tr(Cr) = 3 Te(m(Xo)r(Yi) = ) Ba(X,,Yi) = n = dimg.

(4) Prema (2) i (3) imamo C, € Endy (V') \ {0}, a prema Schurovoj lemi (2.1.2.(2))
je svaki element od Endg(V') \ {0} invertibilan.
O

Definicija 3.1.4. Operator C, iz teorema 3.1.3. zovemo Castmirov operator
reprezentacije 7.

Teorem je zahtijevao da reprezentacija bude vjerna, pa implicitno i definicija Ca-
simirovog operatora to zahtijeva. Medutim, kada nemamo vjernu reprezentaciju po-
trebna nam je mala modifikacija. Dakle, ako je m : g — gl(V) netrivijalna repre-
zentacija, onda ju mozemo promatrati kao vjernu reprezentaciju kvocijenta 8/ ker 7
Pripadni Casimirov operator ¢emo jednako oznacavati i opet ga zvati Casimirovim
operatorom reprezentacije .
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3.2 Weylov teorem

Obzirom da je ovaj teorem bio konacni cilj ovog rada, a i opéenito je fundamentalni
rezultat teorije Liejevih algebri, zasluzio je dobiti vlastito poglavlje. Obzirom da je
sve dosad bila samo priprema za ovaj teorem mozemo odmah prec¢i na njegov dokaz.

Teorem 3.2.1. (Hermann Weyl) Svaka reprezentacija poluproste Liejeve algebre je
potpuno reducibilna.

Dokaz. Neka je m: g — gl(V') reprezentacija poluproste Liejeve algebre g. U slucaju
da je m = 0 imamo Im 7 = {0} pa je reprezentacija potpuno reducibilna kao prazna
suma ireducibilnih reprezentacija.

Isto tako, ako je 7 ireducibilna, onda V nema pravih netrivijalnih 7-invarijantnih
potprostora pa nemamo Sto dokazivati.

Pretpostavimo sada da je W pravi netrivijalan m-invarijantan potprostor od V; zelimo
pokazati da postoji potprostor W’ od V koji je m-invarijantan i vrijedi V =W @ W',

Dokazimo prvo specijalan slucaj: neka je W potprostor kodimenzije 1. Prema koro-
laru 2.4.7. je myw(X) = 0,VX € g, iz ¢ega imamo m(X)(V) C W,VX € g.
Pretpostavimo jos i da je my ireducibilna podreprezentacija ili 0. Ako je my = 0,
onda zbog 7(X)(V) C W,VX € g, imamo 7(X)7(Y) = 7 (X)7n(Y) = 0,VX,Y € g.
Tada zbog g = [g, g] (teorem 2.4.5.) imamo

m(g) = 7(lg, 8]) = [7(g), 7(g)] = span{x (X)7 (V) — 7(YV)7(X), X,V € g} = {0}

pa za W' mozemo uzeti bilo koji direktan komplement od W u V.

Ako je mw # 0, onda po teoremu 3.1.3.(4) Cr|,, = Cry € GI(WV).

Zbog C(V) C W sada je InC, = W.

Dakle Ker C; je jednodimenzionalni potprostor od V' koji je direktan komplement
od W. Zbog teorema 3.1.3.(2) Ker C, je m-invarijantan pa onda mozemo staviti
W' := Ker C,.

Oslabimo sada pretpostavku na my, sada ne mora biti ireducibilna reprezentacija,
ali ostavljamo pretpostavku da je W kodimenzije 1. Dokazujemo indukcijom po
dim V. Baza indukcije, dim V' = 1, je trivijalna pa pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za prostore dimenzije manje od dimV. Ako my nije ireducibilna, neka je U # {0}
m-invarijantan potprostor od W takav da je my ireducibilna. Ponovno promatramo
kvocijentnu reprezentaciju, my,y. W/U je myy-invarijantan potprostor od V/U ko-
dimenzije 1. Zbog dim V/U < dim V' po pretpostavci postoji my,y-invarijantan pot-
prostor Z od V/U takav da je V/U =W/U & Z.
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Nekaje Z/ ={v eV :v+U € Z},dakle Z = Z'/U. Tada je Z’ m-invarijantan i vrijedi
dimZ'/U =1,Z'NW = U. Ponovno koristimo korolar 2.4.7. pa imamo 7(X)(Z’) C
U,VX € g. Po pretpostavci indukcije, zbog dim Z/ = dimU+1 < dimW+1 = dim V,
postoji mz-invarijantan potprostor W’ od Z’ takav da je Z' = U @ W'. W’ je tada i
m-invarijantan i vrijedi V. =W @ W".

Konac¢no, pokazimo tvrdnju teorema u punoj opéenitosti, dakle 7 je sada proizvoljna
reprezentacija od g na V i W je bilo koji m-invarijantan potprostor od V. Neka je
p:g— gl(gl(V)) reprezentacija dana sa

p(X)(A) = [r(X), A] = 7(X)A— An(X), X €g A€ gl(V).
Neka su T'1 U potprostori od gl(V') dani sa
T={Aeg(V): A(V)C W, Al,, = Ny za neki \ € F}

U={Aegl(V): AV)cCW, A, =0}

Tada je U potprostor od T" kodimenzije 1. Tvrdimo da su U i T' p-invarijantni. Neka
je A € T proizvoljan i X pripadni skalar iz definicije od T'. W je m-invarijantan pa za
svaki v € V vrijedi

p(X)(A)(v) = (m(X)A)(v) — (Am(X))(v) € W,
a za w € W imamo
p(X)(A)(w) = (7(X)A)(w) — (An(X))(w) = An(X)(w) — An(X)(w) = 0 = O(w).

To pokazuje da je p(X)(T) C U pa slijedi da su T'i U p-invarijantni. Prema
prethodnom dijelu dokaza postoji pp-invarijantan potprostor U’ od T takav da je
T =U @ U'. Kao ranije imamo py/(X) = 0,VX € g jer je U’ jednodimenzionalan,
dakle [7(X),A] = 0,VX € g,VA € U'. Sada imamo 7(X)A = An(X) pa su svi
elementi iz U’ zapravo homomorfizmi reprezentacija (7 i 7).
U’ je potprostor od T komplementaran U pa postoji A € U’ takav da je A(V) C W
i Al,, = Iw. Tada je A zapravo projektor prostora V na potprostor W. Tada za
W' .= Ker A vrijedi V. =W & W’'. W’ je m-invarijantan zbog 7(X)A = An(X),VX €
g. Ovime smo dobili da je m potpuno reducibilna.

O

Za kraj dokazimo jednu zanimljivu i vaznu posljedicu Weylovog teorema.

Teorem 3.2.2. Neka je g poluprosta linearna Liejeva algebra. Tada se Jordan-
Chevalleyeva dekompozicija elemenata iz g podudara sa Jordanovom dekompozicijom.
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Dokaz. Neka je V' vektorski prostor takav da je g C gl(V) i neka je X € g. Neka
je X = X, + X, Jordanova dekompozicija od X u gl(V). Pokazemo li da se X
i X,, nalaze u g, gotovi smo. Zbog jedinstvenosti ovih rastava onda mora vrijediti
X(s5) = X, X(n) = Xy, a to je upravo tvrdnja teorema.

Za pocetak, vrijedi adx(g) C g pa onda i ady,(g) C g,ady, (g) C g, jer su X, i X,
polinomi od X bez konstantnog ¢lana. Dakle, X, i X,, su elementi normalizatora
od g u gl(V),

n={Y egl(V):[Y,g] Cg}

Neka je W bilo koji t-invarijantan potprostor od V', pri ¢emu je ¢ reprezentacija od g
dana ulaganjem u gl(V'). Definiramo

gw ={Y egl(V) :Y(W) Cc W, Tr(Y},,) = 0}.

g je poluprosta pa je po teoremu 2.4.5. g = [g,9]; zato je g C gw, za svaki ¢
invarijantan potprostor W. Sada je g sadrzana i u

g = HGW-
w

Vrijedi i: ako je X € g, onda se X, i X,, nalaze u g*, za to treba vidjeti da se nalaze
u svakom gy,. Da ¢uvaju W znamo jer su polinomi od X; za drugi uvjet koristimo
teorem 2.2.1.(4) pa imamo Tr(X,,|,,) = Tr( Xy ), = 0 jer je to nilpotentan operator,
a tvrdnja za X, onda slijedi iz aditivnosti traga i Tr(X|,,) = 0.

Sada zelimo pokazati g = g*; time ¢e dokaz biti gotov.

Prema Weylovom teoremu postoji ¢g--invarijantan potprostor h takav da je g* = gdbh.
g" C npaje[g,g*] C g, stoga je djelovanje od g na b trivijalno.

Neka je W neki potprostor od V' takav da je podreprezentacija ireducibilna. Ako je
Y € b, onda je zbog ranije primjedbe [g, Y] = {0} pa prema Schurovoj lemi Y djeluje
na W kao skalar.

S druge strane, Y € gy pa je Tr(Y|,,) =0, dakle Y = 0.

Slijedi h = {0}, odnosno g = g*.






Poglavlje 4
Primjeri

Najvazniji primjeri Liejevih algebri su svakako oni matri¢ni, tako da ¢e svi navedeni
primjeri biti upravo skupovi posebnih vrsta matrica.

gl(V), opéa Liejeva algebra

Opc¢om Liejeva algebrom smo se bavili ve¢inom ovog rada, tako da je ovdje navedena
samo da ne bi bila nepravedno izostavljena. Naravno, pripadnu matri¢nu algebru do-
bivamo fiksiranjem baze za V' i promatranjem matri¢nog prikaza linearnog operatora
u toj bazi.

4.1 Klasiéne Liejeve algebre

Sada mozemo promatrati druge linearne Liejeve algebre, opet uz istu identifikaciju li-
nearnog operatora i njegovog matri¢nog prikaza. Sljedeci primjeri pripadaju Liejevim
algebrama koje obi¢no zovemo klasi¢ne algebre, iz ¢ega je jasno da zaista pripadaju
najvaznijim primjerima.

sl(V), specijalna linearna algebra

Ovaj primjer je ve¢ spomenut u korolaru 2.4.6., ali ponovimo definiciju:
s(V)={X egl(V): Tr(X) =0}

39
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Zbog Tr(XY) = Tr(YX),VX,Y € gl(V) jasno je da vrijedi [gl(V), gl(V)] C sl(V);
posebno imamo da je sl(V') ideal u gl(V).

Odredimo sada dimsl(V). Neka je dimV = n. sl(V') je pravi potprostor od gl(V)
pa je dimsl(V) najvise n? — 1. Da bismo pokazali da je dims[(V) = n? — 1, trebamo
pronaci n? — 1 nezavisan vektor u sl{(V'). Pogledajmo prvo kanonsku bazu za prostor
matrica; jasno je da ¢e nam sve matrice kojima se jedinica ne nalazi na dijagonali
biti dobre. Preciznije, ako je {E;;,i,j € {1,...,n}} kanonska baza za gl(V'), onda
je skup {E;;,1 < 4,5 < n,i # j}U{E; — Eiy141,1 < i < n} linearno nezavisan,
nalazi se u sl(V) i ima (n? —n) + (n — 1) = n? — 1 elemenata. Dakle zaista vrijedi

dimsl(V) =n? — 1.
sp,, (), simplekticka algebra

Ve¢ iz same oznake za ovu Liejeveu algebru vidimo da ¢emo promatrati samo vek-
torske prostore parne dimenzije, odnosno matrice sa parnim brojem stupaca, inace
se koristi i oznaka sp(V') uz dodatnu napomenu da je dimenzija parna. Razlog ovak-
vog ograni¢enja na dimenziju je sljedeca ¢injenica: ako postoji nedegenerirana an-
tisimetri¢na bilinearna forma @ : V x V. — T, dakle takva da vrijedi Q(v,w) =
—Q(w,v),Yv,w € V, onda je dim V' nuzno paran broj.

Neka je sada () neka nedegenerirana antisimetri¢na linearna forma na V. Tada defi-
niramo

sp(V)={Aegl(V): Q(Av),w) = —Q(v, A(w)), Yv,w € V}.

Uoc¢imo da se u oznaci za simplekticku algebru nigdje ne pojavljuje forma @); promje-
nom forme @) dobili bismo izomorfnu Liejevu algebru. Ipak, da bismo zapisali gornji
uvjet tako da dobijemo eksplicitne uvjete na matricu, trebamo fiksirati jednu formu
Q. Obicno se izabere tako da, ako je baza za V jednaka {ey,...,e,}, @ zadovoljava

Qe eiqn) =10 € {1,...,n}
Q(eisn, i) =—1,ie€{l,...,n}
Qlei,ej) =0,j>i,j #i+n.
Sada () mozemo pisati u obliku
QIX,)Y)=X"JY,

0 I,
—I, 0
jedini¢nu matricu ranga n. Sada mozemo reéi da je A € sp(V) ako zadovoljava

gdje je J dana kao blok-matrica, J = [ , pri cemu [, standardno oznacava
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A™J = — J A. Zapisemo li A kao blok-matricu,
An A12:|
A — 3 Az S Mn ]F )
{Azl Ag| Ao €M)

1mamo

—Ar. AT A A
ATJ — 21 11 , JA — 21 22 :| )
{—Agz AIJ [_All — A

Sada gornji uvjet prelazi u
—A5 AL _ | —Az —Ap
—Ayp Al A Au |
iz cega dobivamo uvjete

AII - _A227 A71—2 = Alz, A§1 = Ay

Odavde imamo i sp,, (F) C sly, (F).
Napomenimo jos da je dim sp,,, (F) = 2n? + n.

$09,+1(FF), ortogonalna algebra

Ovoga puta ne stavljamo nikakvo ogranicenje na dimenziju prostora, samo ¢emo
posebno promatrati slucaj neparne i parne dimenzije. Dakle, neka je sada V' vektorski
prostor dimenzije 2n + 1. Opet ¢e nam biti potrebna jedna nedegenerirana linearna
forma, ovoga puta simetri¢cna. Kao i u proslom primjeru, treba nam neka odredena
forma da bismo dobili uvjete na matricu. Obicno se uzima ona oblika

1 0 0
Q(X,Y):XTJ}/,X,YGV, J=10 0 I,],
0 I, O

pri ¢emu sve nule u matrici oznac¢avaju prikladno dimenzionirane nul-matrice. Prostor
509,+1(FF) ¢emo sada definirati istim uvjetom kao i sp,, (F),

509,11(F) ={A € gl(V) : Q(A(v),w) = —Q(v, A(w)),Yv,w € V}

Ovisno o literaturi, ortogonalna algebra se oznacava i sa 09,,41(F).

Oznac¢imo sada A € gl(V) na nacin
ann Az Az

A= A21 A22 A23
A31 A32 A33~
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Ovdje je a1 oznacen malim slovom jer je jedini skalar, ostali elementi su blok-matrice,
da budemo u skladu sa izgledom matrice J. Sada raspisujuci uvjet da bi A pripadala
509,41 (FF) analogno proslom primjeru dobivamo

0 AlQ A13
A€ 502n+1(F) <~ A= —A71—3 A22 A23 s A53 = —Agg, AgQ = —A32.
—Afy Az —Ap

I ovdje sada imamo $09,,41(F) C sly,,1(F), a vrijedi i dim $09,,1(F) = 2n? + n.

Napomena 4.1.1. ) smo u ovom primgjeru mogli izabrati 1 jednostavnije, mogli smo
stavitt J = Iopyq, ali u tom slucaju bismo dobili samo antisimetricne matrice, a onda
bi jedina dijagonalna matrica koja zadovoljava gornje uvjete bila nul-matrica. Uz nas
1zbor Q) ova Liejeva algebra sadrzi mnogo dijagonalnih matrica, sto donosi izvjesne
prednosti u daljnjem razvoju teoryje. S druge strane, sve Liejeve algebre dobivene
pomocu razli¢itih (Q medusobno su izomorfne.

509, (F), ortogonalna algebra

Konstrukcija je jednaka onoj iz proslog primjera, jedino sto je sada dimenzija prostora
parna i zato je ovaj slucaj malo jednostavniji. Sada matrica J ima paran broj stupaca
pa nam viSe nije potrebna jedinica na prvom mjestu, odnosno sada imamo

0 I,
J= { ) 0} |
Jednakost koju matrica A mora zadovoljavati da bi se nalazila u so0,,(IF) je ista, samo
zbgo promjene matrice J sada imamo

All A12

A€ s09,(F) & A= -
502() |:A21 _All

] ) A71—2 = _A127 A51 = —Ay.
Sada ponovno dobivamo matrice traga 0, a dimenzija ovog prostora je 2n% — n.

Za klasi¢ne Liejeve algebre koriste se i ove oznake:
mn = 5[n—&—l (F)y
B, = $09,11(F),

Q:n :5p2n<F)?
D, = 509,(F),n > 1.
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Pritom vrijedi da su sve navedene Liejeve algebre proste osim ®; i ®,. Vrijedi
A7 =B, = &, By = & 1 A3 = D3. Ovo su jedini izomorfizmi medu navedenim
Liejevim algebrama. Kona¢nodimenzionalne proste kompleksne Liejeve algebre su
klasificirane na nacin da je svaka takva ili jedna od klasi¢nih algebri ili je jedna od
iznimaka koje su jednostavno oznacene sa: &, 4, Eg, €7, Es.

4.2 Reprezentacije od sly(F)

Ve¢ smo ranije odredili bazu ovog prostora; napisimo ju sada uz standardno koristene
oznake za ovaj prostor:

S B A

Njihovi komutatori zadovoljavaju

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H.

Neka je 7 : slo(F) — gl(V) neka reprezentacija. Iz Weylovog teorema, tocnije
teorema 3.2.2., imamo da je 7(H) dijagonalizabilan, budué¢i da je H poluprost. Zato
V' mozemo prikazati kao direktnu sumu svojstvenih potprostora za 7(H), oznacimo
ih sa

Vw={veV :m(H)(v) =M}, Xeo(n(H)).

Svaki A € o(m(H)) zovemo tezina od H, a V) zovemo tezinski prostor.
Sljedec¢a lema nam daje jedan zanimljiv odnos medu tezinama.
Lema 4.2.1. Ako je v € V), onda je 7(X)(v) € Viya i 7(Y)(v) € Vi_sa.

Dokaz.
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]

Obzirom da je V' direktna suma tezinskih prostora, zbog prethodne leme mora
postojati tezina A takva da je Vi, = {0}. Za taj A svaki nenul vektor iz V), zovemo
maksimalni vektor tezine .

Iskoristimo sada ova razmatranja da bismo opisali ireducibilne reprezentacije od
sly(F). Pretpostavimo sada da je m : sly(F) — gl(V) ireducibilna reprezentacija.
Uzmimo neki maksimalni vektor i oznac¢imo ga s vy. Dalje definiramo niz vektora na
nacin
V-1 = 0,
1 k
Vg = H’]T(Y) (vo), k > 0.

Tada vrijedi:

(1) m(H)(vr) = (A = 2k)vg,

(2) 7(Y)(vr) = (k + 1)vgsa,

(3) 7(X)(vg) = AN—=k+ 1)vg_1,k > 0.
(1) slijedi visestrukom primjenom prethodne leme, a (2) iz definicije od vy. Preostalo
je jos pokazati (3), to radimo indukcijom. Baza indukcije je jednostavna, svodi se na
trivijalnu jednakost 0 = 0. Za korak indukcije imamo

km(X)(vg) = 7(X)7(Y)(vg—1) (iz definicije od vy)
= 7([X, Y]) (ve—1) + 7 (¥Y)7(X) (vp—1)

(H)(vg—1) + A=k +2)7(Y)(vk—2) (pretpostavka indukcije)

= (A =2(k = 1)vg_r + (b = 1)(A =k + 2)vp
]{7(/\ k‘+ )Uk—l

Il
)

Preostaje podijeliti sa k.
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Zbog (1) svi v # 0 se nalaze u razli¢itim svojstvenim potprostorima pa su linearno
nezavisni. Obzirom da je V' konacnodimenzionalan, sada mora postojati m € Z takav
da je v, # 0,v,,41 = 0; uzmimo najmanji takav. Za takav m vrijedi v,,., = 0,Vk > 0.
Iz (1),(2) i (3) sada imamo da {vy, ..., v, } €ini bazu m-invarijantnog potprostora od
V. Obzirom da smo pretpostavili da je reprezentacija ireducibilna ovime smo dobili
bazu za citav V.

Uocimo jos nesto: u ovoj bazi w(H) ima dijagonalnu, 7(X) gornjetrokutastu, a m(Y")
donjetrokutastu matricu.

Vratimo se jednakosti (3), za k = m + 1 lijeva strana je jednaka nuli, a desna
(A — m)vy,. Obzirom da smo v, uzeli kao maksimalan vektor, on ne moze biti
nulvektor pa imamo A = m. To znaéi da je tezina maksimalnog vektora pozitivan
cijeli broj jednak dim V' — 1. Tezinu maksimalnog vektora obi¢no zovemo najve¢om
tezinom od V. Nadalje, iz (1) i gornje baze imamo da svaki tezinski prostor ima
dimenziju 1. Vidjeli smo da je najveca tezina jedinstveno odredena samim prostorom
V' pa dobivamo da je maksimalni vektor jedinstveno odreden do na nenul skalar.
Dakle, V' je jednak direktnoj sumi tezinskih prostora V,, u = m,m —2,...,—(m —
2),—m, gdje jedimV =m +1idimV, =1 za sve p.

Uzmimo sada proizvoljnu reprezentaciju = od sly(F). Tada imamo

(1) Sve svojstvene vrijednosti od 7(H) su cjelobrojne i svaka se pojavljuje zajedno
sa svojom negativnom vrijednoséu.

(2) U svakoj dekomporziciji reprezentacije na ireducibilne sumande broj tih suma-
nada je tocno dim Vy + dim V;.

Ako je V' = {0} nemamo §to dokazivati. Za V # {0} koristimo Weylov teorem pa
reprezentaciju mozemo rastaviti kao direktnu sumu ireducibilnih podreprezentacija.
Ireducibilne reprezentacije smo upravo opisali u gornjim razmatranjima i time odbi-
vamo tvrdnju (1).

Za tvrdnju (2) dovoljno je primijetiti da se kod svake ireducibilne subreprezentacije
kao svojstvena vrijednost za m(H) pojavljuje toéno jedna od vrijednosti iz {0, 1}.

Moguce je u potpunosti opisati sve ireducibilne reprezentacije svake poluproste Li-
ejeve algebre, ali to je znatno teze nego u slucaju sly(IF) i prelazi okvire ovog rada.
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Sazetak

Cilj uvodnog dijela ovog rada je bio motivacija za proucavanje kako opcéenito Liejevih
algebri tako i poluprostih Liejevih algebri. U tu svrhu uveden je pojam Liejeve grupe
i izneseni su glavni rezultati o vezi Liejeve grupe sa pripadnom Liejevom algebrom.
Eksplicitno je konstruiran funktor Lie koji Liejevoj grupi pridruzuje Liejvu algebru.
Zapravo, taj funktor uspostavlja ekvivalenciju izmedu 1-povezanih Liejevih grupa i
kona¢nodimenzionalnih realnih Liejevih algebri.

Dane su definicije svih pojmova vaznih za ovaj rad: Liejeve algebre, reprezentacije,
derivacije. Uvedene su i odredene vazne klase ovih objekata poput rjesive i polu-
proste Liejeve algebre, ireducibilne i potpuno reducibilne reprezentacije, unutarnjih
derivacija.

Nakon uvodenja pojmova dokazani su osnovni rezultati vezani uz Liejeve algebre
i reprezentacije, najvazniji medu njima su Engelov teorem, Liejev teorem, Schurova
lema i Cartanovi kriteriji rjesivosti. Zatim su dana neka vazna svojstva poluprostih
Liejevih algebri i dokazan je kriterij poluprostote preko Killingove forme.

Zatim je uveden pojam Casimirovog operatora reprezentacije i dokazana su nje-
gova osnovna svojstva. Sve navedeno bila je priprema za dokaz fundamentalnog
teorema u teoriji reprezentacija i Liejevih algebri, Weylovog teorema, koji kaze da je
konacnodimenzionalna reprezentacija poluproste Liejeve algebre potpuno reducibilna.

Nakon rezultata iz teorije navedeni su matri¢ni primjeri Liejevih algebri i opisane
su reprezentacije od sly(F) koristenjem Weylovog teorema.






Summary

The purpose of the introductory part is the motivation to study Lie algebras and
particularly semisimple Lie algebras. Therefore the concept of Lie group was intro-
duced, as well as the main results about the close connection between the Lie group
and its Lie algebra. We constructed a functor Lie taking Lie groups to Lie algebras.
This functor in fact gives an equivalence between simply connected Lie groups and
finite dimensional real Lie algebras.

Most important definitions are given: Lie algebra, representation, derivation. Also,
some important classes of these objects are introduced, like solvable and semisimple
Lie algebras, irreducible and completely reducible representations, inner derivations.

Afterwards the main results of the theory of Lie algebras and representations are gi-
ven; the most important are certainly Engel’s theorem, Lie’s theorem, Schur’s lemma
and Cartan’s solvability criteria. The main object in this study are semisimple Lie
algebras, therefore some important properties of semisimple Lie algebras are given.
Also, we got one crucial semisimplicity criterion using the Killing form.

To get to the fundamental theorem of this study the concept of Casimir element
is introduced and the main properties are proved. Afterwards we are ready to prove
Weyl’s theorem, which states that any finite dimensional representation of a semi-
simple Lie algebra is completely reducible.

After the theoretical part, some examples of Lie algebras are mentioned; these exam-
ples belong to matrix algebras. Also, using Weyl’s theorem all representations of
sly(F) are described.
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