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Uvod

U ovom diplomskom radu obradit ¢emo teoriju Fourierove analize na lokalno kompakt-
nim, Abelovim grupama. Time Ce biti obuhvaceni klasi¢ni rezultati vezani uz Fourierovu
transformaciju funkcija realne varijable i razvoj periodi¢nih funkcija realne varijable u
Fourierov red, a takoder ¢e biti obuhvacena i1 diskretna Fourierova transformacija.

Fourierova analiza naSla je brojne primjene unutar, ali i izvan matematike. U matema-
tici se koristi u podru¢jima poput obi¢nih i parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, vjerojat-
nosti i statistici, pa sve do kombinatorike i teorije brojeva. Izvan matematike se najcesce
koristi za analizu 1 manipulaciju signalima, a primjene nalazi i u racunarstvu (npr. fast
Fourier transform).

Prvo poglavlje diplomskog rada sadrZi rezultate iz funkcionalne analize i teorije mjere
potrebne za ovaj rad.

U drugom poglavlju proucava se Geljfandova transformacija za koju ¢e se kasnije po-
kazati da obuhvacéa i Fourierovu transformaciju L' funkcija.

U tre¢em poglavlju dokazuju se osnovna svojstva topoloskih grupa, a potom se pre-
lazi na specijalan slu¢aj lokalno kompaktnih, Abelovih grupa na kojima postoji Haarova
mjera. Ona nam omogucuje definiranje konvolucije ¢ime dobivamo dodatnu strukturu na
prostoru L! funkcija. Uvodi se pojam unitarnih reprezentacija i definiraju se funkcije po-
zitivnog tipa, te se pokazuje osnovna veza izmedu ta dva objekta. Na kraju se dokazuje
glavni rezultat ovog poglavlja: ireducibilnih, unitarnih reprezentacija lokalno kompaktnih,
Abelovih grupa ima dovoljno da razlikuju tocke.

Cetvrto poglavlje obuhvaca glavne rezultate ovog diplomskoga rada. Definira se dualna
grupa i Fourierova transformacija te se proucavaju njihova svojstva. Dokazuju se Bochnerov
teorem, Pontrjaginov teorem o dualnosti i teorem Fourierove inverzije, a iz njih, kao trivi-
jalne posljedice, dobivamo klasi¢ne rezultate poput Plancherelovog i Hausdorft-Youngovog
teorema. Navodimo primjere dualnih grupa od R, Z, T i1 kona¢nih Abelovih grupa, a na
kraju, kao jednu od primjena prethodnih rezultata, proucavamo Bohrovu kompaktifikaciju
1 karakterizaciju uniformno skoro periodi¢nih funkcija.

U ovom radu pretpostavljamo da se poznaju osnovni pojmovi i rezultati iz algebre, dife-
rencijalnog racuna i topologije na nivou obaveznih kolegija preddiplomskog i diplomskog
studija, te ih stoga ne¢emo navoditi. Ve¢ina ovog rada prati razvoj teorije kao u knjizi [3l].



SADRZAJ 2

Zahvalio bih se voditelju rada Vjekoslavu Kovacu na strpljenju i mnogim korisnim
komentarima.



Poglavlje 1

Pripremni rezultati

U ovom poglavlju se prisjeCamo standardnih rezultata iz funkcionalne analize 1 teorije
mjere koji ¢e nam biti potrebni dalje u radu. Dokazi vecine tvrdnji iz prva dva odjeljka
nalaze se u [4], dok se dokaze vecine tvrdnji druga dva odjeljka moZe pogledati u [2] ili
[1]]. Naglasit ¢emo kada je potrebna dodatna literatura.

U ovom diplomskom radu sve vektorske prostore gledamo iskljucivo nad realnim ili
kompleksnim brojevima i koristimo sljedece termine iz topologije. Reci ¢emo da je to-
poloski prostor lokalno kompaktan ako postoji okolina svake njegove tocke sadrZzana u
kompaktnom skupu. Nadalje, kaZemo da je skup u topoloskom prostoru relativno kompakt-
an ako je njegov zatvara¢ kompaktan skup. Svi potrebni rezultati iz topologije mogu se
vidjeti u [S]].

1.1 Rezultati iz funkcionalne analize

Opéi rezultati iz teorije normiranih prostora

Neka su X i1 Y normirani prostori. Oznacit ¢emo s X* dualni prostor od X, tj. prostor svih
neprekidnih linearnih funkcionala na X, a s £(X, Y) prostor svih neprekidnih linearnih ope-
ratora X — Y. Tada je X* = L(X, F), gdje je F pripadno polje (tj. realni ili kompleksni bro-
jevi). Ponekad ¢emo elemente iz L(X, Y) nazivati homomorfizmima normiranih prostora, a
u slu€aju da sui X i Y Banachovi, homomorfizmima Banachovih prostora. Homomorfizam
normiranih prostora L € £(X,Y) je izomorfizam ako je bijektivan i L™' € £(Y, X). Homo-
morfizam normiranih prostora L € L(X,Y) je izometricki ako vrijedi ||Lx|| = ||x|| za sve
xeX.

Ako je X Banachov prostor, Y neki zatvoren (pa onda i Banachov) potprostori§ € Y
neprazan, kazemo da § generira (kao Banachov prostor) Y ako je Y najmanji Banachov
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prostor u X koji sadrzi S . U tom se slucaju svaki element iz ¥ moze prikazati kao limes line-
arnih kombinacijaelemenataiz S,tj. Y = CI{}\_, a;s; [n €N, o; €F, s, € S, i=1,...,n}.

Uvodi se norma na £(X,Y) s ||L|| = sup{||Lx]| | x € X, ||x|| < 1} i zovemo je operator-
skom normom. Lako se pokaze da je £(X, Y) Banachov prostor ako je Y Banachov prostor.
Posebno je X* uvijek Banachov. Netrivijalna je ¢injenica da je X* # {0} ¢im je X # {0}; to
slijedi iz sljedeéeg rezultata.

Teorem 1.1.1 (Hahn-Banach). Neka je X normirani prostor i Y neki njegov potprostor.
Tada se svaki f € Y* moZe prosiriti do funkcionala f € X* tako da vrijedi ||f||y- = ||fllx+-

Dokaz se moZe naci u [4]]. Jedna vaZna posljedica Hahn-Banachovog teorema je da
se svaki normirani prostor moZe na prirodan nacin uloZiti u Banachov prostor. Naime, on
povlaci da je preslikavanje A : X — (X*)* = X** zadano s [A(x)](f) = f(x) linearna izo-
metrija (tj. injektivni neprekidni linearni operator koji Cuva normu), pa je uz identifikaciju
od X s A(X) upotpunjenje od X upravo skup CI(A(X)) jer je zatvoren potprostor potpunog
prostora potpun.

U slucaju Hilbertovog prostora (tj. potpunog unitarnog prostora) imamo eksplicitan
oblik neprekidnih funkcionala.

Teorem 1.1.2 (Rieszov teorem reprezentacije za Hilbertove prostore). U Hilbertovom pro-
storu H svaki neprekidan funkcional f € H* ima oblik f(x) = (x|a), za neki a € H.

Zatvoreni su potprostori posebno zanimljivi jer za njih moZemo promatrati kvocijentni
prostor. Ako je Y zatvoren potprostor od X, onda X/Y postaje normiran uz normu ||x+Y|| =
inf{|lx + y|| | y € Y} 1itada je projekcijan : X — X/Y, n(x) = x + Y, neprekidna funkcija
s (operatorskom) normom ||z]| = 1. Vrijedi da, ako je X Banachov prostor, tada je i X/Y
takoder Banachov prostor.

Teorem 1.1.3. Neka su X i Y Banachovi prostori i (x,),en niz u X. Tada:
(i) Ako X, |lx,|l konvergira, onda Y., x, konvergira, i to bezuvjetno, tj. suma ne ovisi
o poretku.

(11) GrafI'(L) = {(x,Lx) | x € X} linearnog operatora L : X — Y zatvoren jeu X X Y
ako i samo ako je L neprekidan. (Ovo je tzv. teorem o zatvorenom grafu.)

(iii) Ako je L : X — Y surjektivan i neprekidan linearan operator, tada je L otvoreno
preslikavanje. Posebno, ako je L bijekcija, tada je i L™ takoder neprekidna bijekcija.
(Ovo je tzv. teorem o otvorenom preslikavanju. )

(iv) Ako su X i Y gusti potprostori u X odnosno Y i L : X — Y neprekidan linearni
operator, onda se L na jedinstven nacin moZe prosiriti do linearnog operatora L -
X — Y tako da vrijedi L|, = Li||L|| = ||LI|
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Prije nego S$to po¢nemo promatrati slabe topologije, podsjetimo se $to je hiperniz. Neka
je A proizvoljan (neprazan) skup na kojemu je zadana relacija < koja je refleksivna, tran-
zitivna, i za koju vrijedi da za sve @,8 € A postoji y € Atakavdajea < yif <. Tada
A zajedno s < zovemo usmjereni skup. Ako imamo zadan topoloski prostor X i usmjereni
skup A, hiperniz u X je bilo koja funkcija x : A — X 1 obi¢no piSemo (x,).ca- Nadalje,
ako imamo jo§ jedan usmjereni skup B i funkciju p : B — A takvu da 8; < 3, povlaci
h(B) < h(B,) 1 da za svaki @ € A postoji B € B takav da je @ < h(B), onda kaZzemo da je
hiperniz (xy())gep podhiperniz hiperniza (xq)oea-

Neka je zadan x, € X, gdje je X topoloski prostor, i neka je %/ familija svih (otvorenih)
okolina od xy,. KaZzemo da hiperniz (x,),c4 konvergira k elementu x, ako vrijedi

YU € %) Hag e A (Na€ A)ag <a= x, €U,

i u tom slucaju pisemo x, — x ili lim, x, = x. Lako se provjeri da familiju 2 moZemo
zamijeniti proizvoljnom bazom okolina od x, te da ako imamo A = N i < standardni ureda;j
na N, onda se pojam konvergencije hiperniza podudara s konvergencijom niza. Isto tako se
lako provjeri da je hiperniz konvergentan ako i samo ako je svaki njegov podhiperniz kon-
vergentan. U normiranom prostoru mozemo definirati i Cauchyjevost hiperniza. Hiperniz
(X4)aea U normiranom prostoru X je Cauchyjev ako vrijedi

Ve > 0)(dag € A)Va,be A)ag < a,b = ||x, — x| < €.

Ako je X jos 1 Banachov prostor, onda je svaki Cauchyjev hiperniz (x,),c4 nuzno konver-
gentan.

U opcéem topoloskom prostoru pojam hiperniza u potpunosti zamjenjuje nizove; nizove
je dovoljno promatrati samo u prostoru koji zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. Naime,
ako su X i Y topoloski prostori, tada je funkcija f : X — Y neprekidna u tocki xy € X ako i
samo ako za sve hipernizove (x,).ca koji konvergiraju u x, vrijedi da i hiperniz (f(x,))aea
konvergira u f(xo).

Nas ¢e zanimati tzv. slabe topologije. Ako je X (neprazan) skup, Y topoloski prostor i
(fi)ier neka familija funkcija sa X u Y, na X definiramo slabu topologiju induciranu famili-
Jjom (f;)ic; kao najmanju topologiju (takva postoji jer je presjek topologija opet topologija)
na X u odnosu na koju su sve funkcije iz (f;);c; neprekidne. Zadamo li xo € X i hiperniz
(xa)eea U X, vrijedi da taj hiperniz konvergira prema x; u toj topologiji ako 1 samo ako
hiperniz f;(x,) konvergira prema f;(xy) za sve i € I. Nadalje, X je Hausdorffov ako je Y
Hausdorffov i ako familija (f;);c; razlikuje tocke na X (tj. za sve razli¢ite x;, x, € X postoji
i € I takav daje fi(x;) # fi(x2)).

Neka je sada X normiran prostor. Slaba topologija na X je slaba topologija generirana
funkcijama iz X*. OCito je ona manja (tj. slabija) od topologije inducirane normom. Iz
Hahn-Banachovog teorema slijedi da funkcije iz X* razlikuju tocke pa je slaba topologija
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na X Hausdorffova. MoZe se pokazati da ona opCenito ne zadovoljava prvi aksiom prebro-
jivosti, pa je stoga upotreba hipernizova opravdana. Nadalje, prema prethodnom vrijedi da
hiperniz (x,).ca U X konvergira prema x, € X u slaboj topologiji ako i samo ako vrijedi
f(xa) = f(xp) zasve f € X", itada piSemo x, N Xo ili w—1lim, x, = x¢. U slucaju Hilbert-
ovog prostora imamo sljedeci koristan kriterij da provjerimo konvergira li neki hiperniz u
slaboj topologiji.

Propozicija 1.1.4. Neka je H Hilbertov prostor, C > 0 i (Xy)aea hiperniz u H takav da
vrijedi ||x,|| < C za sve @ € A. Ako za svaki y iz nekog gustog podskupa od H hiperniz
((xa | Y)aea konvergira, onda postoji xy € H takav da {x,|y) — {xo|y) za svey € H, tj.
Xa _) Xo-

Dokaz. Ozna&imo s H gust potprostor od H generiran svimy € H za koje vrijedi da hiper-
Nz ((Xq | ¥))aea konverglra Zbog seskvilinearnosti skalarnog produkta hiperniz ({x, | ¥))qeca
konvergira i za sve y € H. Definiramo f: H > Fs () = lim,ea(y| x,) 1 za njega po
Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti vrijedi |f(y)] < C|lyll, pa je ||f]] < C. Dakle, f je ne-
prekidni funkcional na H pa se moZe po teoremu [1.1.3] pod |(iv)| progiriti do linearnog
funkcionala f : H — F. Po Rieszovom teoremu reprezentacije postoji xo € H takav da je
f(x) = (x| xo) za sve x € H. Konacno, uzmemo li € > 01i x € H proizvoljne, tada prema
prethodnome postoje y € H takav da jellx—yll < e1ay € A takav da za sve @y < @ vrijedi

[y [ Xa) = (v %0)| < €. Stoga je

(x| Xa) = (x| xo)] < Kx = y | xe)l + Ky | Xa) — (X[ x0)]
<Cllx=yl|+e=€C+1),

pa slijedi tvrdnja propozicije. O

Na dualnom je prostoru X*, umjesto slabe topologije, prirodnije promatrati slabu* to-
pologiju. Slaba* topologija na X* je slaba topologija inducirana funkcijama iz A(X) (A
je oznaka koju smo uveli za ulaganje X — X**); posebno je manja (slabija) 1 od slabe to-
pologije. Kako funkcije iz A(X) ocito razlikuju tocke, slaba* topologija je Hausdorffova.
Slaba* topologija, takoder, opcenito ne zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. Hiperniz
(fa)aea u X* konvergira prema f;, € X* u slaboj* topologiji ako i samo ako za sve x € X

vrijedi f,(x) — fo(x), 1 tada piSemo x, L xo i w* —lim, x, = x¢. Primijetimo da, ako je X
refleksivan (A(X) = X**), onda se na X* slaba topologija podudara sa slabom* topologijom.

Teorem 1.1.5 (Alaoglu). Neka je X normiran prostor. Tada je zatvorena jedinicna kugla
{f € X*|Ifll <1} u X* kompaktan skup u slaboj* topologiji.

Dokaz Alaogluovog teorema moze se vidjeti u [6]. Primijetimo da je posebno skup
{f € X* | |IfIl < 1} zatvoren u slaboj* topologiji kao kompaktan skup u Hausdorffovom
topoloskom prostoru. Imamo i sljedeci rezultat o slaboj* topologiji.
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Propozicija 1.1.6. Neka je X normiran prostor i S C X* takav da ||f|| < C za sve f €
S, za neki C > 0. Tada se na S slaba* topologija podudara s topologijom uniformne
konvergencije na kompaktnim skupovima u X.

Dokaz. Slaba* topologija na S zapravo je topologija konvergencije po tockama i stoga je
slabija od topologije uniformne konvergencije na kompaktnim skupovima. Obrnuto, neka
jeg €S, e>01K C X kompaktan skup. Za 6 = €/(3C) postoje xy, x2,...,x, € K,n € N,
takvi da kugle K(x;, d) oko x; radijusa ¢ pokrivaju K. Sada ako uzmemo f € § i x € K,
ondaje ||x — xj|l < 6 zaneki j € {1,2,...,n}, paje

1f(0) = g < 1f(x = xpl +1(f = &) (xpl + lg(x; = 0 < 2€/3 +|(f = )(x))l.

ZakljuCujemo da je N_ {f € X" | [(f — g)(x;)| < €/3} slaba* okolina od g sadrzana u
okolini {f € X* | |(f — g)(x)] < €, zasvex € K} topologije uniformne konvergencije na
kompaktanim skupovima. O

Neka su X 1 Y normirani prostori i neka je £(X,Y) skup svih neprekidnih linearnih
operatora X — Y. Uz topologiju induciranu operatorskom normom imamo jos dvije vazne
topologije na £(X, Y). Jaka operatorska topologija na L(X,Y) je slaba topologija induci-
rana preslikavanjima L — Lx, x € X, a slaba operatorska topologija na L(X,Y) je slaba
topologija inducirana preslikavanjima L — f(Lx), x€ X, f € Y.

Vazno je primijetiti da u svim prethodnim primjerima slabih topologija vrijedi da su
operacije zbrajanja vektora, oduzimanja vektora i mnoZenja vektora skalarom neprekidne
funkcije. To lako slijedi iz linearnosti funkcija koje induciraju te slabe topologije. Opcenito,
ako imamo vektorski prostor X na kojemu je zadana topologija u odnosu na koju su opera-
cije zbrajanja vektora, oduzimanja vektora i mnozenja skalarom neprekidne, onda X nazi-
vamo topoloski vektorski prostor.

Posljednji vazan teorem iz opce teorije normiranih prostora koji ¢e nam trebati je Krein-
Milmanov teorem, a za njegov iskaz potrebno je prisjetiti se pojmova vezanih uz kon-
veksnost. Neka je X topoloski vektorski prostor. Segment generiran s x,y € X je skup
{(Ax+ (1 =-A)y|A1€R, 0< AL 1Y), aotvoreni segment generiran s x,y € X, x # y, je skup
{Ax+ (1 -2y |1eR,0< A< 1}. Uoba slucaja lako je provjeriti da su x 1 y jedinstveno
odredeni samim skupom kojeg generiraju. KaZzemo da je skup S C X konveksan ako je
neprazan i sadrZi svaki segment generiran s proizvoljne dvije tocke iz S. Vrijedi da je
zatvaraC konveksnog skupa konveksan i da je presjek konveksnih skupova opet konveksan.
Stoga, definiramo konveksnu ljusku skupa S C X kao najmanji konveksan skup koji sadrzi
S 1 taj skup oznaCavmo s ConvS. Nas ¢e zanimati najmanji zatvoren konveksan skup
koji sadrzi skup S. Lako se pokaZe da je taj skup jednak skupu Cl(Conv S). Ekstremna
tocka konveksnog skupa S je tocka iz § koja ne leZi ni u jednom otvorenom segmentu
generiranom s dvije toc¢ke iz S .
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Teorem 1.1.7 (Krein-Milman). Neka je X normiran prostor i neka je V bilo koji od sljedecih
topoloskih vektorskih prostora:
(1) V = X uz topologiju induciranu normom,

(11) V = X uz slabu topologiju,

(ii1) V = X" uz slabu* topologiju.
Tada ako je S konveksan, kompaktan skup u V, onda je skup ekstremnih tocaka E od S
neprazan i vrijedi Cl1(Conv E) = S.

Dokaz Krein-Milmanovog teorema moze se pogledati u [6].

Banachove algebre

KaZemo da je A Banachova algebra ako je A algebra nad kompleksnim ili realnim bro-
jevima na kojoj je zadana norma u odnosu na koju A postaje Banachov prostor 1 za koju
vrijedi ||ab|| < |lal|||b]| za sve a,b € A. A je Banachova algebra s jedinicom ako postoji
e € Atakav da je |le]| = 11 ako za sve a € A vrijedi ae = ea = a. Lako se pokaze da
je jedinica u A jedinstvena ako postoji i u tom slucaju je i svaki multiplikativni inverz od
a € A jedinstven ako postoji. Banachova algebra (A je komutativna ako vrijedi ab = ba za
sve a,b € A. A je Banachova *-algebra ako ima zadanu involuciju, tj. funkciju x — x* sa
A u A koja je antilinearna te zadovoljava (xy)* = y*x* i x™ = x za sve x,y € A.

Homomorfizam Banachovih algebri A 1 B je homomorfizam Banachovih prostora L €
L(A, B) koji zadovoljava L(xy) = L(x)L(y), za sve x,y € A. Homomorfizam Banachovih
*-algebri A1 B je homomorfizam Banachovih algebri L : ‘A — Btakav daje L(x*) = L(x)"
zasve x € A.

Neka je B zatvorena podalgebra (zatvoren potprostor koji je zatvoren na mnozenje)
Banachove algebre A. Za (neprazan) skup § € B kazemo da generira 8 (kao Banachovu
algebru) ako je svaki element iz a € B limes linearnih kombinacija produkata iz §. Lako
se pokaZe da je u tom slucaju najmanja Banachova algebra koja sadrzi S upravo B.

Propozicija 1.1.8. Neka je A Banachova algebra. MnoZenje (a,b) w— ab je neprekidna
funkcija. Nadalje, ako A ima jedinicu, skup svih invertibilnih elemenata je otvoren i inver-
tiranje je neprekidno.

Prisjetimo se nekih standardnih pojmova vezanih uz algebre. 7 je lijevi ideal u Banach-
ovoj algebri A ako je potprostor od A i ako vrijedi da za svake x € A1y € 7 je ujedno i
xy € I. Analogno se definira desni ideal. 1deal je obostran ako je i lijevi 1 desni. (Dalje u
tekstu rije¢ ideal odnosi se samo na obostrane ideale.) Kazemo da je ideal pravi ako nije
jednak cijelom (A, a maksimalan ako je pravi i nije sadrZan ni u jednom drugom pravom
idealu.
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Propozicija 1.1.9. Neka je I ideal u Banachovoj algebri A s jedinicom e. Tada je ekviva-
lentno:

(1) 1 je pravi ideal.

(i1) I ne sadrZi nijedan invertibilan element.
(iii) I ne sadrZi jedinicu e.

(iv) Zatvarac Cl11 od I pravi je ideal.

(v) 1 je sadrzan u maksimalnom idealu.

Posebno je svaki maksimalni ideal zatvoren. Nadalje, ako je 1 pravi, zatvoren ideal,
onda je A|1 Banachova algebra s jedinicom e + I, (dobro definiranim) mnoZenjem (x +
Iy +71)=(xy+71)iuzkvocijentnu normu ||x + I|| = inf{||[x + y|| | y € T}.

Dokaz. DokaZzimo da = Kad bi postojao x € 7 invertibilan tada bi x"'x = ¢ € T,
paondaizasvakiy € Ajey = ye € I,tj. A C I. Kontradikcija. Slijedi[(ii)} Tvrdnje [(ii)
= [(ii)] i [(ii1)] = [(D)] su oCite.

Dokazimo da slijedi iz prethodne tri. Cl7 je ideal zbog neprekidnosti funkcija
zbrajanja, mnoZenja i mnoZenja skalarom, pa je dovoljno dokazati da nema invertibilnih
elemenata. Kako je 7 sadrZzan u skupu neinvertibilnih elemenata, a skup neinvertibilnih
elemenata je zatvoren (vidi [4} str. 160]), onda je i Cl1J sadrZzan u skupu neinvertibilnih
elemenata. Slijedi obrat[(iv)| = [()] je oit.

Implikacija = [(1)|je ocita; dokazimo obrat. Neka je .7 familija svih pravih ideala
u A koja sadrzi 7 i uredimo je inkluzijom. Ako je £ lanac u . onda definiramo G =
Ugexrd. Za G se lako pokaze da je ideal u A te kako po e¢ J,zasvaki J € &L,
vrijedii e ¢ G, pa je G pravi ideal i oCito sadrzi 7. Slijedi G € .. Dakle svaki lanac u .
ima gornju medu u ., pa po Zornovoj lemi postoji maksimalan element u . koji je nas
trazeni maksimalni ideal.

O

Ako je A Banachova algebra s jedinicom e, spektar elementa x € A definira se kao
skup o(x) = {1 € C | Ade — x nije invertibilan}. Spektralni radijus elementa x € A je limes

(koji postoji) p(x) = lim,,_,. V||x"l.

Propozicija 1.1.10. Neka je A Banachova algebra s jedinicom i x € A. Tada je p(x) < ||x]|
i svaki element iz o(x) (ako postoji) je po apsolutnoj vrijednosti manji ili jednak p(x).
Nadalje, ako je A kompleksna Banachova algebra, onda je o(x) neprazan, kompaktan
skup i p(x) = max{|4| | 1 € o (x)}.

Teorem 1.1.11 (Geljfand-Mazur). Ako je A kompleksna Banachova algebra s jedinicom u
kojoj je svaki element razlicit od nule invertibilan, onda je ‘A izometricki izomorfna s C.
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Neki vazni primjeri

Ako je ‘H Hilbertov prostor, onda je L(H,H) Banachova algebra s identitetom I kao
jedinicom i mnoZenjem kao kompozicijom (posebno vrijedi za A,B € L(H,H) da je
IAB|| < ||All1IBI])- Stovise, L(H,H) je Banachova *-algebra s involucijom A — A* koja
je definirana relacijom (Ax | y) = (x | A*y), za x,y € H. Operator A* zovemo adjungirani
operator operatora A.

Operator U je unitaran ako vrijedi UU* = U*U = I. Skup unitarnih operatora u
L(H,H) oznacavamo s U(H). Buduéi da mnozenje u L(H, H) u pravilu nije neprekidno
u odnosu bilo na slabu ili jaku operatorsku topologiju, sljedeci je teorem posebno zanimljiv
1 od velike vaznosti, kao Sto ¢emo kasnije 1 vidjeti.

Teorem 1.1.12. Neka je H Hilbertov prostor. Tada se slaba i jaka operatorska topologija
na U(H) podudaraju te je i mnoZenje i invertiranje u toj topologiji neprekidno.

Dokaz. Ako je (Uy)aea proizvoljan hiperniz unitarnih operatora i U proizvoljan unitaran
operatora, onda za sve x € H vrijedi

I(Ua = AP = (Us = U)x| (Uy = U)x)
= Uaxl? = 2R(Uax| Ux)) + | U
= 2/lx* = 2R(Upx | Ux)).

Stoga, ako U, — U u slaboj operatorskoj topologiji, onda (U,x | Ux) — ||Ux|[* = ||x|*, pa
po prethodnoj jednakosti U, — U u jakoj operatorskoj topologiji i slijedi prvi dio tvrdnje.
Neprekidnost invertiranja je trivijalna iz ¢injenicada U~! = U*i(Ux|y) = (U*y| x), za sve
x,y € H. Za neprekidnost mnoZenja uzmemo jo$ jedan hiperniz (V,),ea 1 pretpostavimo
daU, > UiV, —» V. Tadajezasve x,y € H

(UaVox|y) = (Vx| ULy)
={(Va = V)x|Uyy) + (Vx| U,y),

pa kako ((V, — V)x|U}y) — 0 po Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti 1 (Vx|U.y) —
(Vx| U"y) = (UVx]|y), slijedi tvrdnja. O

Sljedeci vazni primjeri su prostori neprekidnih kompleksnih funkcija na topoloskom
prostoru. Neka je T topoloski prostor 1 oznacimo s C(T') = C(T, C) prostor svih neprekid-
nih funkcija 7 — C (zbrajanje 1 mnoZenje skalarom definirano po to¢kama). U slucaju da
je T lokalno kompaktan, oznac¢imo s Cy(T) = Cy(T, C) prostor svih neprekidnih funkcija
koje trnu u beskonacnosti, tj.

Co(T) = { feC(T) | (Ye > 0)(IK kompaktan)(Vs € T \ K) |f(1)] < e}.
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Primijetimo da u slucaju kada je T kompkatan vrijedi Co(T)) = C(T). Nadalje, oznacimo
tako zvanu sup-normu s ||f|l = sup,.; |f(#)|. Standardni rezultat je, da ako je 7 kompakt-
an, onda je (C(T),|| - |lo) Banachov prostor. Oznac¢imo s 1 konstantnu funkciju t — 1.
Definiramo mnoZenje na C(T) po tockama i primijetimo da je kompleksno konjugiranje
po tockama involucija na C(T). Sada vidimo da (C(T), || - ||~) postaje Banachova *-algebra
koja je komutativna i ima jedinicu. Analogno, ako je T lokalno kompaktan, vrijedi da je
(Co(T), || llo) komutativna Banachova *-algebra, ali koja ne mora imati jedinicu. Za Cy(T')
vrijedi sljedeci teorem ¢iji dokaz se moze pogledati u [6].

Teorem 1.1.13 (Stone-Weierstrass). Neka je T lokalno kompaktan, Hausdorffov prostor i
neka je A podalgebra od Cy(T) koja razlikuje tocke, zatvorena na kompleksno konjugiranje
(4. na involuciju) i takva da ne postoji t € T takav da je f(t) = 0, za sve f € Co(T). Tada
je A gustau Co(T).

Sljedeci teorem koji éemo navesti vezan je uz prostore koji nemaju nuzno strukturu Ba-
nachovog prostora. Neka je T lokalno kompaktan, Hausdorffov prostor i M metricki pro-
stor s metrikom d. Oznacimo s C(T', M) skup svih neprekidnih funkcija T — M. C(T, M)
postaje topoloski prostor uz bazu Nyx. = {g € C(T, M) | d(f(x), g(x)) < €, zasvex € K},
gdje K ide po kompaktnim skupovima i € po pozitivhim realnim brojevima. Ovu topo-
logiju zovemo fopologija kompaktne konvergencije ili topologija uniformne konvergencije
na kompaktnim skupovima.

Neka je ¥ € C(T, M) neprazna familija funkcija. Za fy € T kaZzemo da je familija
F ekvikontinuirana u tocki t, ako vrijedi da za svaki € > 0 postoji okolina U od f, takva
dazasvet € Ui f € F vrijedi d(f(¢), f(ty)) < e. Familija F je ekvikontinuirana ako
je ekvikontinuirana u svakoj tocki t, € 7. Nadalje, kazemo da je familija ¥ relativno
kompaktna po tockama ako je za sve ty € T skup {f(#y) | f € ¥} relativno kompaktan u M
(tj. zatvaraC tog skupa je kompaktan).

Teorem 1.1.14 (Arzela-Ascoli). Neka je T lokalno kompaktan, Hausdorffov prostor, (M, d)
metricki prostor i neka je ¥ € C(T, M) proizvoljna neprazna familija funkcija. Familija F
Jje relativno kompaktna u C(T, M) u topologiji kompaktne konvergencije ako i samo ako je
ekvikontinuirana i relativno kompaktna po tockama.

Za dokaz pogledati u [3]].

1.2 Rezultati iz teorije mjere

Opéi prostori mjere

Neka je (X, ¥, u) o-konacan prostor mjere. Oznacimo s L7(X,F,u) = LP(u) skup {f :
X — C| f je F-izmjeriva i fXIflpd,u < oo} zap € [1,00) te s L=(X,F,u) skup svih
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¥ -izmjerivih funkcija koje su ogranicene, osim moZda na skupu mjere nula. Ako se u
vektorskom prostoru £L7(X, F, u) identificiraju funkcije koje su jednake do na skup mjere
nula, dobivamo Banachov prostor L?(X, ¥, u) s normom za element f € L?(X, 7, ) || fll, =
7/ fx |f1Pdu za p € [1,00), a u sluaju p = oo norma je esencijalni supremum apsolutne
vrijednosti funkcije.

Redovito je korisna Holderova nejednakost koja kaze da ako su f € LP(X,F,w) i
g € LIX,F,u), pricemuje 1/p+1/qg = 1zap,q € [l,00],0ondaje fg € L'(X,F,u)i
vrijedi || fglli < IIfl,llgll,- Vrijedi i obrat Holderove nejednakosti.
Teorem 1.2.1. Neka je 1/p +1/q =1za p,q € [1,00]i f : X — C neka fiksna izmjeriva
funkcija. Tada ako je velicina

M = sup{ ’ f f gd,u’ | g jednostavna, razlic¢ita od nule na skupu konacne mjere,

i takva da|g|l, = 1}

konacna, onda je f € LP(X, F ) i llfll, = M.

Teorem 1.2.2. Za p € [1,00)i g € RU{co} takavda 1/p+1/q = 1 vrijedi da je L?(X, F, u)*
izometricki izomorfno s LY(X, F, u). Uz tu identifikaciju, za g € LI(X, F, u) vrijedi

o(f) = fx Fgdu

Ako imamo dva prostora mjere, oboje o-konacni, (X, ¥ ,u) i (¥,G,v), onda mozemo
konstruirati produktnu o -algebru ¥ ® G 1 na njoj produktnu mjeru u X v koja je karakteri-
zirana relacijom:

uXv(A X B) = u(A)v(B), AeF,Beg.
Primjeri funkcija koje su ¥ ® G-izmjerive su npr. funkcije oblika i(x,y) = f(x)g(y), gdje
je f F -izmjeriva, a g G-izmjeriva funkcija. Posebno su onda i limesi takvih funkcija iz-
mjerivi.
Teorem 1.2.3 (Fubini-Tonelli). Neka su (X, 5, u) i (Y, G, v) o-konacni prostori mjere.
(i) Akoje f F ® G-izmjeriva realna, nenegativna funkcija, tada su funkcije y —
fx fx,y)du(x) i x — fY f(x,y)dv(y) realne, nenegativne i G, odnosno ¥ -izmjerive i

vrijedi
f Fd(uxv) = f ( f f(x,y)dﬂ(x))dl/(‘/) (1.1
XxY Y X

_ f ( f f(x,y)dv(y)) du(),
X Y
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pri cemu ako je jedan od tih integrala konacan, onda su i ostali.

(ii) Akoje f € L' X XY, F ® G, u X v), onda su funkcije y +> fo(x, ydu(x) i x —
fy f(x,y)dv(y) dobro definirane u svim tockama, osim moZda na skupu mjere nula.

Ako im postavimo vrijednost nula tamo gdje nisu definirane, onda postaju elementi
prostora L'\(Y, G, v), odnosno L' (X, F, 1) i vrijedi

Teorem 1.2.4 (Nejednakost Minkowskog). Neka su (X, F, u) i (Y, G, v) o-konacni prostori
mjere i f F ® G -izmjeriva funkcija X X Y — C.
(1) Ako je f realna, nenegativna funkcija i p € [1, 00), onda je

I4 l/p l/p
( f ( f f(x,y)dv(y)) dM(X)) < f ( f f(x,y)”dﬂ(X)) dv(y),
X Y Y X

pri cemu vrijedi da, ako je integral s desne strane nejednakosti konacan, onda je
konacan i integral s lijeve strane.

(i) Nekaje p € [1, 00]. Ako je funkcija x — f(x,y) iz LP(X,F, u) v-gotovo svugdje i ako
1
je funkcija y — ( fX |f(x, y)l”d,u(x)) /p, uz prepravljanje tamo gdje nije definirana,

iz L'(Y,G,v), onda je funkcija y v f(x,y) iz L'(Y,G,v) u-gotov svugdje i funkcija
X j;/ fCe,y)dv(y) je iz LP(X, T, p) i vrijedi

P 1/p 1/p
( f du(x)) < f ( f If(x,y)l”dﬂ(x)) dv(y).
X Y X

Neka je zadan izmjeriv prostor (X, 7). Kompleksna mjera na (X, %) je funkcija u :
¥ — C za koju vrijedi da p(0) = 0 i za svaki disjunktni niz skupova (A,),eny u F vrijedi
W Upey An) = 2y M(A,), pri Cemu ovaj red konvergira apsolutno jer suma ne ovisi o po-
retku. Za svaku kompleksnu mjeru postoji Jordanova dekompozicija, tj. moze se zapisati u
obliku u = p; —pup +i(us —ug), gdje je i kompleksna jedinica, a ., k = 1,2, 3, 4, su (nenega-
tivne) mjere na (X, ) i y; i up su medusobno singularne i u3 1 4 su medusobno singularne.
Primijetimo da je skup svih kompleksnih mjera na (X, ), oznaceno s M(X, ), kompleks-
ni vektorski prostor. Definiramo i prostor L!(X, F, 1), gdje je u kompleksna mjera, kao
skup M-, L'(X, F, ). Tada, ako je f € L1(X,F,u) proizvoljna funkcija, definira se in-
tegriranje f u odnosu na u s fod,u = fod,ul - fod,uz + i(fX fdus — fody4). Lako se
pokaZe da je integriranje u odnosu na y linearan funkcional na £L'(X, F, ).

Neka imamo zadanu (nenegativnu) mjeru v i kompleksnu mjeru u na (X, #). Onda
kaZzemo da je u apsolutno neprekidna u odnosu na v, i piSemo u << v, ako vrijedi im-
plikacija (YA € F)»(A) = 0 = u(A) = 0. Primijetimo da ako je f € £L'(v), formula
uA) = fA fdv(x),A € ¥ zadaje kompleksnu mjeru koja je apsolutno neprekidna u odnosu

f FCe,y)dv(y)
Y

na v. U tom bi slu¢aju bilo prirodno definirati normu od u kao fx | fldv(x).
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Teorem 1.2.5. Postoji norma || - || na M(X, F) koja je zadana karakterizacijom da, ako je
u € M(X,F) i v proizvoljna nenegativna mjera takva da u(A) = fA fdv(x),A € F (takva
postoji), onda je ||u|| = fx |f1dv(x). Uz tu normu, prostor M(X, ) postaje Banachov.

Uzmemo li proizvoljan prostor mjere (X, #,v), imamo izometricko ulaganje prostora
LY(X,F,v) u prostor M(X,F) zadano s f — u, gdje je u(A) = fAfdv za A € . Stoga
LY(X, F,v) moZemo promatrati kao potprostor od M(X, F).

Opéenito, ako imamo (X, ¥, u) prostor mjere i p, g, r € [1, 00] takve da p < g < r, onda
je LP(u) N LM (u) € L9(u) € LP(u) + L7 (w). Vrijedi sljedeci poznati teorem:

Teorem 1.2.6 (Riesz-Thorin). Neka su (X, F,u) i (Y,G,v) dva o-konacna prostora mjere,
PosP1,90,q1 € [1,00] izat €0, 1) neka su p,, q, € [1, 0o] takvi da vrijedi:

1 1-1¢ t
_ = — 4+ —
Pr Po P1
1 1-1¢ t
— =+ —.
q: q0 q1

Ako je L : LP(u) + LP'(u) — LP(v) + L9(v) linearan operator takav da je L| g -
LP(u) — L9(u) neprekidan s (operatorskom) normom M, te L| g - L7 = L)

isto neprekidan s normom M,. Tada je i L| g - LP(u) — L%(u) neprekidan i ima normu
manju od My~ M.

Mjera i topologija

Neka je X lokalno kompaktan, Hausdorffov prostor i ozna¢imo s 8(X) Borelovu o-algebru
na X (to je o-algebra generirana svim otvorenim skupovima u X). Radit ¢emo, kao i
u ostatku diplomskog rada, uz pretpostavku da je X o-kompaktan, tj. postoji prebrojivi
pokrivac od X koji se sastoji od kompaktnih skupova. Kazemo da je mjera u na (X, B(X))
Radonova ako je kona¢na na kompaktnim skupovima i ako za svaki A € B(X) vrijedi

u(A) = inf{u(U) | A € U, U otvoren}
= sup{u(K) | K € A, K kompaktan}.

Opcenito, svojstvo da mjera zadovoljava prvu jednakost zove se vanjska regularnost, a
drugu wunutarnja regularnost. Primijetimo da zbog o-kompaktnosti slijedi da je u o-
kona¢na mjera. Napomenimo da ako prostor X nije o-kompaktan, definicija Radonove
mjere mora se modificirati ukoliko Zelimo da dio sljedecih rezultata stoji.

Oznacimo s C.(X) = C.(X, C) prostor svih neprekidnih funkcija s kompaktnim nosacem,
tj. neprekidnih funkcija f : X — C koje zadovoljavaju da je supp f = Cl{x € X | f(x) # 0}
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kompaktan. Ovaj je prostor normiran sa sup-normom, ali op¢enito nije potpun. Njegovo
upotpunjenje je prostor Cy(X). Primijetimo da moZemo poistovjetiti prostore C(X), Co(X) i
C.(X) u slucaju da je X kompaktan. Imamo sljedeci teorem koji nam govori da L7 funkcije
mozemo aproksimirati funkcijama iz C.(X).

Teorem 1.2.7. Neka je u Radonova mjera na lokalno kompaktnom, Hausdorffovom pro-
storu X koji je i o-kompaktan. Tada je skup C.(X) gust u prostoru (LF(X, B(X), 1), |l - ll,)
za sve p € [0, o) i gust potprostor u (Co(X), || - |lco)-

Linearni funkcional I na C.(X) zovemo pozitivnim ako zadovoljava I(f) > 0, ¢im je
f>0zafeC.X).

Teorem 1.2.8 (Rieszov teorem reprezentacije za pozitivne linearne funkcionale). Neka
je X lokalno kompaktan i Hausdorffov prostor koji je o-kompaktan. Tada postoji bi-
Jjekcija izmedu skupa svih pozitivnih linearnih funkcionala I u C.(X) i Radonovih mjera
u u (X, B(X)) takva da za pripadne elemente vrijedi I(f) = fx fdu, za sve f € C.(X).
Takoder, za sve U C X otvorene i K C X kompaktne vrijedi:

u(U) =sup{l(f) | f € C.(X) nenegativna, f(x) <1, za x € U, te supp f C U}
u(K) =mnf{I(f) | f € C.(X) nenegativna, f(x) > 1, za x € K}.

Kompleksna Radonova mjera je mjera na (X, B(X)) oblika u = puy — pp + i(uz — pa),
gdje su uy, k = 1,2,3,4 (konacne) Radonove mjere. Skup kompleksnih Radonovih mjera,
koji oznacavamo s M(X) = M(X, B(X)), vektorski je potprostor od M(X, B(X)). Sljedeci
teorem nam, medu ostalim, daje potpunost M(X) u M(X, B(X)).

Teorem 1.2.9 (Rieszov teorem reprezentacije za Cy(X)*). Neka je X lokalno kompaktan i
Hausdorffov prostor koji je o-kompaktan. Tada je preslikavanje u v 1, zadano s I,(f) =
fx fdu, f € Co(X), izometricki izomorfizam s M(X) u Co(X)".

Sljedece ¢emo se prisjetiti produkta Radonovih mjera. Buduéi da je produkt dva o-
kompaktna, lokalno kompaktna, Hausdorffova prostora opet takav, na produktu mozemo
promatrati Radonove mjere, no primijetimo da opéenito B(X) ® B(Y) € B(X x Y) i da
jednakost ne mora vrijediti. Ipak, moZe se pokazati da su sve funkcije iz C.(XXY) izmjerive
u B(X)® B(Y) ida su prerezi B(X x Y)-izmjerivih funkcija ili skupova izmjerivi u B(X) ili
B(Y).

Teorem 1.2.10. Neka su X i Y lokalno kompaktani, Hausdorffovi prostori koji su ujedno
i o-kompaktni, te i v Radonove mjere na X, odnosno Y. Tada pozitivni funkcional na
C.(X xXY) definiran s I(f) = f fd(u X v) odreduje Radonovu mjeru na B(X X Y)

XxY
koju oznacavamo s uXv i zovemo Radonovim produktom mjera pu i v. Za nju vrijedi

'UXV|IB(X)®B(Y) = HXY.
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Teorem 1.2.11 (Fubini-Tonelli za Radonov produkt). Neka su X i Y lokalno kompaktani,
Hausdorffovi prostori koji su ujedno i o-kompaktni, te u i v Radonove mjere na X, odnosno
Y.
(1) Ako je f nenegativna, B(X X Y)-izmjeriva, tada su funkcije x — fY fx,y)dv(y) i
y — fx f(x, y)du(x) izmjerive u B(X), odnosno B(Y), i vrijedi:

fx nyd(/b?v): j; ( fx flx, y)d,u(x))dv(y) (1.2)
= fx ( fy f(x,y)dv(y))du(x),

pri cemu vrijedi da ako je jedan od tih integrala konacan, onda su i ostali.

(ii) Akoje f € LY (X X Y, B(X X Y), uXv), onda su funkcije y fo(x, ydu(x) i x —
fy f(x,y)dv(y) dobro definirane u svim tockama, osim moZda na skupu mjere nula.

Ako im postavimo vrijednost nula tamo gdje nisu definirane, onda postaju elementi
prostora L' (Y, B(Y),v), odnosno L1(X, B(X), ) i vrijedi

Na kraju spomenimo jo$ jednu vaZznu Cinjenicu. Uzmemo li proizvoljan prostor Ra-
donove mjere (X, B(X),v), onda imamo izometri¢ko ulaganje prostora L!(X, B(X),v) u
prostor M(X) zadano s f +— u, gdje je u(A) = fAfdv za A € B(X). Stoga mozemo
LY(X, B(X), v) promatrati kao potprostor od M(X).

Integrali vektorskih funkcija

Neka je zadan Banachov prostor Y s pripadnim izmjerivim prostorom (Y, 8(Y)) i neka je
(X, F, ) prostor mjere. Kazemo da je izmjeriva funkcija F : X — Y slabo integrabilna
ako vrijedi da je f o F € L1(X,F,u) za sve f € Y*. Nadalje, ako osim toga postoji vektor
v € Y takav da za sve f € Y vrijedi f(v) = f f o Fdu, onda je on jedinstven i kazemo da
je v integral od F te piSemo v = de,u.

Teorem 1.2.12. Neka je X lokalno kompaktan, o-kompaktan i Hausdorffov prostor, u Ra-
donova mjera na X i Y Banachov prostor. Ako je F : X — Y neprekidna, ogranicena
funkcija i g € LY(X, B(X), w), tada postoji ngd,u i vrijedi

|| f ngu” < suplFN [ lgldu.

xeX

Dokaz se moze pogledati u dodatku od [3]].



Poglavlje 2

Geljfandova transformacija

U prvom odjeljku uvodimo Geljfandovu transformaciju na komutativnim Banachovim al-
gebrama s jedinicom, a u drugom to proSirujemo na sluc¢aj komutativnih Banachovih alge-
bri bez jedinice. U ovom poglavlju sve vektorske prostore gledamo isklju¢ivo nad kom-
pleksnim brojevima.

2.1 Slucaj Banachovih algebri s jedinicom

Neka je A komutativnha Banachova algebra s jedinicom e (nad poljem kompleksnih bro-
jeva). Definiramo spektar od A (oznaka o(A)) kao skup svih netrivijalnih homomorfizama
algebri s A u C. Posebno su to linearni funkcionali na A. Ovdje ne zahtijevamo neprekid-
nost jer ona slijedi automatski:

Propozicija 2.1.1. Za sve h € o (A) vrijedi:
(1) h(e) =1.

(ii) Ako je x invertibilan u A, onda je h(x) # 0i h(x)™' = h(x™").
(i) [h(x)| < lx]l.

Dokaz. h(e) # 0 jer bi inace h(x) = h(xe) = h(x)h(e) = 0, za sve x € A. Sada iz h(e) =
h(ee) = h(e)® slijedi[(i)} Ako je x € A invertibilan, onda 1 = h(e) = h(xx™") = h(x)h(x")
pa slijedi h(x) # 01 h(x™") = h(x)™!, 4. Za pretpostavimo da postoji x takav da je
A = |h(x)| > ||x]|. Stavimo li ¢ € R takav da e“h(x) = |h(x)|, vidimo da za y = e*“x vrijedi
A = h(y) > |lyll = llx|l. Tada h(y — 2e) = 0, pa zbog|(ii)]y — Ae nije invertibilan, a to znaci
A € o(y) (spektar od y), no iz opCe teorije znamo da je svaki element spektra od y manji ili
jednak ||y||. Kontradikcija. O

17
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Sljedeci nam teorem ukazuje na usku povezanost o(A) s tzv. prostorom maksimalnih
ideala od A.

Teorem 2.1.2. Preslikavanje h — Ker h je bijekcija sa spektra od A u skup svih maksi-
malnih ideala od A.

Dokaz. Za h € o(A) ocito je Ker h pravi ideal u A. Kako je dimenzija Im 4 jednaka 1,
Ker & zajedno s bilo kojim vektorom izvan Ker & generira cijeli A kao vektorski prostor;
slijedi da je Ker 4 maksimalan ideal. DokaZimo da je preslikavanje iz teorema injektivno.
Neka je Kerh = Ker g za neke g, h € 0(A) 1 neka x € A. Kako e ¢ Ker & (po propoziciji
zajedno s Ker & generira cijeli A, vrijedi x = de+yzaneke 1 € Ciy € Kerh = Kerg.
Djelujuéi s g i h na prethodnu jednakost slijedi injektivnost.

Za surjektivnost uzmimo proizvoljan maksimalni ideal M u A. Tada je A/ M komuta-
tivna Banachova algebra s jedinicom e + M uz kvocijentnu normu ||x + M|| = inf{||x + m]]| |
m € M} (ovdje je vazna zatvorenost maksimalnog ideala M). Neka je x € A\ M. Lako
se provjeri da je skup {yx + m | y € A,m € M} ideal i on o€ito strogo sadrzi M i stoga
je jednak cijelom A. Posebno postoje y € Aim € M takvi da xy + m = e. Slijedi da je
(x+ M)y + M) = (e + M), tj. x + M je invertibilan u A/ M. Pokazali smo da je A/ M
polje pa je, po teoremu Geljfand-Mazur (vidi[I.I.TT)), izometricki izomorfno s C. MoZemo
dakle uzeti projekciju A — A/ M kao trazeni homomorfizam algebri. O

Korolar 2.1.3. Skup o(A) je neprazan.

Dokaz. Po propoziciji |1.1.9] primijenjenog na ideal {0} slijedi da postoji maksimalni
ideal. Sada iz teorema slijedi da postoji pripadni element iz o-(A). Posebno je spektar
neprazan. o

Sada moZemo (i ima smisla) definirati glavni pojam ovog poglavlja:

Definicija 2.1.4. Neka o(A) naslijedi od A* slabu* topologiju (topologiju konvergen-
cije po tockama) kao potprostor. Geljfandova transformacija je preslikavanje I' : A —
C(0(A)) definirano s I'(x) = x, pri cemu je x(h) = h(x) za h € o (A).

Da budemo sigurni da je definicija ispravna, dovoljno je utvrditi da je £ € C(o(A))
(prostor neprekidnih funkcija o(A) — C). Stoga uzmimo proizvoljan hiperniz (4,)qeca U

o(A) takav da h, % h. Tada po definiciji slabe* topologije h,(x) — h(x), ali to je isto Sto
1 X(h,) — X(h), a to se 1 trebalo pokazati.

Ideja iza Geljfandove transformacije je da se (A reprezentira kao konkretan prostor
neprekidnih funkcija na nekom topoloSkom prostoru; tada o(A) predstavlja ujedno i eva-
luacije funkcija iz I'(A) u toc¢kama tog topoloSkog prostora.

Prije proucavanja same Geljfandove transformacije, prvo ¢emo dokazati jedno vazno
svojstvo prostora o(A):
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Propozicija 2.1.5. Prostor o(A) je kompaktan i Hausdorffov.

Dokaz. 1z propozicije 2.1.1] slijedi da je o-(A) sadrzan u zatvorenoj jedini¢noj kugli
dualnog prostora A* koju ¢emo oznaciti s B. Primijetimo da je tada

o(A)=1{h e B| h(e) =1, h(xy) = h(x)h(y) zasvex,y e A}.

Iz gornjeg je ocito da je skup o (A) zatvoren potprostor od B u topologiji tockovne kon-
vergencije, a kako je B po Alaogluovom teoremu (vidi kompaktan u toj topologiji,
slijedi da je 1 o(A) kompaktan. Hausdorffovost slijedi iz ¢injenice da je o(A) topoloski
potprostor dualnog prostora A* uz slabu* topologiju koji je Hausdorffov. |

Sljedeci nam teorem daje neka osnovna svojstva Geljfandove transformacije, medu
ostalim i njezinu neprekidnost (primijetimo da je C(o(A)) uz mnozZenje po tockama i sup-
normu kompleksna, komutativna Banachova algebra s jedinicom):

Teorem 2.1.6. Geljfandova transformacija je homomorfizam algebri. Za sve x € A vrijedi:
i) e=1

(i1) x je invertibilan ako i samo ako X nema nultocaka.
(iii) Im(X) = o(x).
(iv) (I®lleo = limy, 00 Vx|l < [lx]].

Dokaz. 1z definicije lako slijedi da je Geljfandova transformacija homomorfizam algebri.
é = 1 je takoder trivijalno (propozicija[2.1.1] [D)). Za[(iD)} primijetimo da x nije invertibilan
ako 1 samo ako ideal {yx | y € A} generiran s x je pravi ideal, Sto je ekvivalentno zbog
propozicije da je x sadrZan u nekom maksimalnom idealu, $to je opet, po teoremu
ekvivalentno da je x sadrzan u Kerh, za neki h € o(A). Dakle x nije invertibilan
ako i samo ako je h(x) = 0, za neki h € o(A), {j. X(h) = 0. Slijedi[(iD)} Da dokazemo [(iii)
vidimo da je 4 € o(x) ako i samo ako x — Ae nije invertibilan Sto je po|(i1)| ekvivalentno da
h(x — Ade) = 0 zaneki h € o(A), tj. X(h) = A, Sto upravo znaci A € Im(x). Za|(1v)| se treba
sjetiti da je lim,_,., V]|x"|| formula za spektralni radijus od x, pa tvrdnja slijedi iz O

Sljedece pitanje koje nas zanima je kada Ce slika Geljfandove transformacije I'(A) biti
gusta u algebri neprekidnih funkcija C(o(A)). Prema teoremu Stone-Weierstrass (vidi
[I.1.13)), kojeg mozemo primijeniti jer je I'(A) algebra i o-(A) kompaktan prostor, dovoljno
je da T'(A):

e sadrzi konstantu 1,

e razlikuje tocke od o(A), (Vg, h € o(A))(Ax € A) X(g) # x(h),
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e zatvoreno na kompleksno konjugiranje.

Prvi uvjet slijedi iz teorema [2.1.6] a drugi jednostavno iz Cinjenice da su elementi iz
o (A) funkcije na A, tj. potpuno su odredeni djelovanjem na skupu A. Da bismo mogli
razluditi kada je treéi uvjet zadovoljen, korisno je prouciti svojevrsni analogon kompleks-
nog konjugiranja: Banachove *-algebre. Naime, podsjetimo se da je za topoloski prostor
T,C(T) ={f : X - C | fneprekidna} komutativna Banachova *-algebra s jedinicom,
pri ¢emu je involucija kompleksno konjugiranje funkcija po tockama. Stoga ima smisla
definirati:

Definicija 2.1.7. Neka je ‘A komutativna Banachova *-algebra s jedinicom. KaZemo da
je A simetri€na ako je pripadna Geljfandova transformacija homomorfizam Banachovih
*-algebri, tj. x* = X.

Teorem 2.1.8. Neka je A komutativna Banachova *-algebra s jedinicom. Tada:
(1) A je simetricna ako i samo ako X poprima realne vrijednosti ¢im je x = x".

(i) Ako je A simetricna, onda je I'(A) gusta u C(o(A)).

Dokaz. je jasno jer simetri¢nost povlaci da je ['(07(A)) zatvorena na kompleksno ko-
njugiranje. Neka je A simetri¢na i x = x*. Tada djelujuéi s I" dobijemo % = x* = %, pa
je X realna funkcija. DokaZimo obrat; neka je x € A. Tada moZemo zapisati x = a + ib
gdjejea = (x+x")/21b = (x — x*)/(2i) (a se ponasa kao realni dio, a b kao imaginarni).
Sada iz antilinearnosti involucije slijedi da je a = a* 1 b = D", pa po pretpostavci slijedi da
su & i b realne funkcije. Stoga £ = @ + ib povlati X = @ — ib = a — ib, a s druge strane je
x* = a* —ib* = a—ibpajex* = a—ib. Slijedi tvrdnja. O

Lema 2.1.9. Neka je A komutativna Banachova algebra s jedinicom i xy € A invertibilan.
Tada ako xy i xo~' generiraju A (kao Banachovu algebru), onda je %, homeomorfizam sa

o (A) u o(xp).

Dokaz. Po teoremu[2.1.6] %o je surjekcija na o(xp). Kako je o(A) kompaktan, a o-(xg)
Hausdorffov, dovoljno je pokazati da je X, injekcija. Neka su stoga g,h € o(A) takvi da
%0(g) = Ro(h), tj. h(xo) = g(xo). 1z propzicije[2.1.1} (i) slijedi da je tadai h(xy™") = g(xo™"),
pa kako se g i h podudaraju na generatorima od A, slijedi da je g = A. O

Primjer 2.1.10. Oznacimo s I'(Z) skup {a : Z — C | Yoo lan| < oo}. To je Banachov
prostor uz normu |lal| = Y77 |a,|. Definiramo mnoZenje (a * b), = Y. _ anby—, uz koju
IY(Z) postaje komutativna Banachova algebra (kasnije éemo pokazati) s jedinicom 6, gdje
jed,=1zan=0i6,=0zan #0.

Oznacimo li s 6" element iz I'(Z) definiran s 6* = 1 zan = ki 6 = 0 za n # k, vidimo
da se svaki a € 1'(Z) moZe zapisati a = Yo" _. a,0". Sada, ako je n > 0, lako se vidi da

n=—0oo

[
n=—
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" =06"x6"x... %6, aakon <0 slijedi da 6" = 5~ x 6~ % ... % 6~\. Primijetimo li jos da
6 = 6" % 67" vidimo da 6" i 57! generiraju cijeli I'(Z), pa smo u uvjetima leme

Sljedeci teorem govori da se Geljfandova transformacija na ['(Z) podudara s razvojem
u Fourierov red.

Teorem 2.1.11. Prostor o(I'(Z)) moZe se poistovjetiti s jedinicnom kruznicom T u C tako
da za sve a € 1N(Z) i 0 € R vrijedi a(e®) = Y° __ a,e™.

n=-—co

Dokaz. Prema primjeru[2.1.10vidimo da 6" i 6! generiraju cijeli /' (Z) pa moZemo primije-
niti lemu Slijedi da je o(A) homeomorfno s o-(6'). DokaZimo da je spektar elementa
6! jednak T. Pretpostavimo da postoji element a € ['(Z) takav da je a * (16 — 6') = 6. To
znaci da vrijede jednadzbe:

Adag—a_; =1,
Ada, —a,-.1 =0, n+#0.

1z toga lako rekurzivno slijedi:

a, = A "ay, n>0,
a,=1""a_, n<-1,

Adag =a_ + 1.

Cinjenica a € I'(Z) nam daje uvjete:

(o) [e9)
Dl = lagllAl™ < oo,
n=1 n=1
—00 —00 o
—n—1 -1
Dl = ) lallA™ ! = ) el < oo,

n=-1 n=-1 n=1

Ako je |1 < 1, prvi uvjet nam daje |ag| = 0, pajeia, =0zasven > 0. 1z dag = a_; + 1
dobivamo a_; = —1ia, = —A™! zan < —1 pa smo izratunali inverz od A6 —&'. Analogno
se izracuna inverz za slu¢aj |1| > 1. ZakljuGujemo da je o-(I'(Z)) C T. Vrijedi i o(I'(Z)) =
T, Sto slijedi iz Cinjenice da je slucaj |4] = 1 nemogud, jer bi gornja dva uvjeta povlacila
la_i| = lag| = 0 Sto je lﬁ)ntradikcija sAdag =a_; + 1.

Sada Znamo daje 8! homeomorfizam sa o-(I'(Z)) na T pa za e € T postoji hy € o(I'(Z))
takav da ' (hy) = hy(6') = €. Sada iz neprekidnosti, linearnosti i multiplikativnosti od &,
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slijedi da je za a € [1(Z):

a(e") = alhg) = hy( )" a,6")

= S a6 = S ahtoly
= i a,e™.

n=—oo

2.2 Slucaj Banachovih algebri bez jedinice

Primijetimo da je u velikom dijelu prethodnih rezultata klju¢na bila pretpostavka da Ba-
nachova algebra ima jedinicu. U ovom je slucaju glavna ideja da se Banachova algebra bez
jedinice uloZi u Banachovu algebru sa jedinicom i to iskoristimo da se ve€ina rezultata u
prethodnom odjeljku prebaci i u ovaj slucaj.

Neka je A komutativna Banachova algebra bez jedinice. Definiramo A := A x C i to
je vektorski prostor nad C uz standardno uvedene operacije. Definiramo mnoZenje i normu
na As

(x,a)(y,b) = (xy + ax + by, ab),
G, || = |x][ + |al.

Tada A postaje komutativna Banachova algebra s jedinicom ¢ = (0,1). U slucaju da
je A Banachova *-algebra, mozemo i u A uvesti strukturu Banachove *-algebre tako da
definiramo invluciju:

(x,a)" = (x*, Q). (2.1)

Prostor A izometri¢ki se ulaZe u A preslikavanjem x > (x,0) i ako je A Banachova
*-algebra, ovo ulaganje je oCito *-homomorfizam Banachovih algebri. Dakle, moZemo
pretpostaviti da je A C A i u tom slucaju je A ideal u A i to maksimalan, jer uzmemo li
bilo koji vektor x € A \ A on odito zajedno s A generira cijeli A kao vektorski prostor.
Posebno je po propoziciji A zatvoren vektorski potprostor od A.

Spektar od A (s oznakom o (A)) definiramo analogno kao u slu€aju s jedinicom; to
je skup svih netrivijalnih homomorfizama algebri s A u C (opet ne zahtijevamo neprekid-
nost). Odredimo sada koja je veza izmedu o(A) i o(A). Neka je h € o(A). Tada se
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h moze proSiriti do funkcije hu o(A) s h((x,a)) = h(x) + a (kao §to smo napomenuli,
podrazumijeva se identifikacija x = (x, 0) za x € A). Naime, za x,y € Aia,b € C vrijedi:

71((x, a)(y,b)) = ﬁ((xy + ay + bx,ab)) = h(xy + ay + bx) + ab
= h(x)h(y) + ah(y) + bh(x) + ab = (h(x) + a)(h(y) + b)

= h((x, @))h((y, b)),

i linearnost se analogno provjeri. Zbog propozicije 2.1.1} [} ovo prosirenje je jedinstveno.
S druge strane ako imamo funkciju z € o-(A), onda je oéito restrikcija h| multiplikativan

funkcional na A, pa jedino Sto mozZe biti problematicno je h| 4 = 02zbog 0 ¢ 0(A)), pau
tom slucaju, iz h((0,1)) = 1, mora biti A((x,a)) = a za svaki (x,a) € A. Lako se provjeri
da je to uistinu element skupa o(A).

Propozicija 2.2.1. Skup o(A) U {0}, uz slabu* topologiju, je kompaktan Hausdorffov pro-
stor koji je sadrZan u jedinicnoj zatvorenoj kugli dualnog prostora A*. Posebno, o(A) je
lokalno kompaktan, Hausdorffov prostor u slaboj* topologiji.

Dokaz. Prema prethodnoj diskusiji, preslikavanje @ : o(A) — o(A) U {0} definirano s
®O(h) = h| 4 Je bijekcija. Stovise, @ je homeomorfizam jer je za hiperniz (/1)aea U a(A)

ih e o(A), h, Ly S zbog linearnosti, ekvivalentno sa h,(x) — h(x) za sve x € A
i 11,((0,a)) — h((0,a)) za sve a € C. Ali, h,((0,a)) — h((0,a)) je zadovoljeno zbog

propozicije [2.1.1} te stoga iz O(h)(x) = h(x), x € A, slijedi da je o Lt h ekvivalentno

s ®(hy) Lt ®(h), tj. ® je homeomorfizam. Sada iz propozicije [2.1.5|slijedi kompaknost i
Hausdorffovost.
Za drugu tvrdnju vidimo da je

IA(0)] = [h(x, 0)] < [ICx, O)I] = [Ix]l

pri cemu nejednakost slijedi iz[2.1.1]
i

Geljfandova transformacija na ‘A definira se isto kao u slucaju s jedinicom. To je pre-
slikavanje A — C(o(A)) definirano s [ #(x)(h) = h(x), za x € Aih € o(A). Isto kao prije
vidimo da je slika Geljfandove transformacije uistinu sadrzana u skupu neprekidnih funk-
cija jer je topologija na o(A) slaba* topologija. Veza izmedu Geljfandove transformacije
naAiAje

LFa(x)(h) = h(x) = h((x,0)) = T'z(x, 0)(h).

MozZemo, dakle, promatrati I'4 kao restrikciju funkcije I' 4 na A, to jest, uz oznaku

[a(x) = X, vrijedi X = (ﬁ)L( 2 pri ¢emu na o (A) gledamo kao na (lokalno kompaktan)
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potprostor od o (A) = o(A) U {0} (vidi dokaz prethodne propozicije). Kako je {0} tocka u
beskonacnosti od o(A) 1 @(0) = 0, vidimo da x trne u beskonacnosti, tj. slika od I'4 je
sadrzana u Co(o(A)) (primijetimo da ako je {0} izolirana to¢ka u o (A) U {0}, onda je o(A)
kompaktan skup i Co(o(A)) = C(o(A))).

Teorem 2.2.2. Geljfandova transformacija I 4 na Banachovoj algebri ‘A bez jedinice je
homomorfizam Banachovih algebri sa A u Co(o(A)) za kojeg vrijedi

[1%llo = Lim +/[lx"]].
n—oo

Nadalje, ako je A Banachova *-algebra, onda je I' 4 *-homomorfizam (tj. A je simetri¢na)
ako i samo ako vrijedi da je X realna funkcija ¢im je x = x*. U tom je slucaju I #(A) gusta
u Co(o(A)).

Dokaz. Buduci da je I'4 restrikcija od I' 4, prva tvrdnja i jednakost lako slijede iz teorema
R.1.6]i ¢injenice da [|£]l = [I(x, 0l zbog (x, 0)(0) = 0. Primijetimo da se u dokazu teo-
rema[2.1.8] pod (i)} nigdje ne koristi ¢injenica da Banachova *-algebra ima jedinicu, pa se
isti dokaz u potpunosti isti moze prenijeti i u slucaj bez jedinice. Preostaje dokazati gustocu
od I'g(A) u slucaju da je I'g *-homomorfizam. No, ¢injenica da je I'4 *-homomorfizam,
povlaci da je I'4(A) zatvoreno na kompleksno konjugiranje, a ocito razlikuje tocke. Da
bismo mogli primijeniti Stone-Weierstrassov teorem (vidi [I.1.13]), moramo dokazati da za
svaki h € o(A) postoji x € A takav da x(h) = h(x) # 0, a to vrijedi jer O ¢ o(A).

O



Poglavlje 3
Topoloske grupe

U prvom odjeljku dokazujemo neka osnovna svojstva topoloskih grupa i pokazujemo da
pretpostavka Hausdorffovosti nije prakti¢ki nikakva restrikcija. U drugom odjeljku nabra-
jamo, bez dokaza, osnovna svojstva Haarove mjere na lokalno kompaktnim, Abelovim gru-
pama, a u treCem odjeljku proucavamo funkcije i konvoluciju. U zadnjem odjeljku bavimo
se funkcijama pozitivnog tipa i unitarnim reprezentacijama lokalno kompaktnih, Abelovih
grupa 1 pokazujemo kako su povezana ta dva pojma. Medu glavnim rezultatima zadnjeg
odjeljka je teorem Geljfand-Raikov koji kaZe da postoji dovoljno ireducibilnih, unitarnih
reprezentacija Hausdorffovih, o-kompaktnih, lokalno kompaktnih i Abelovih grupa da raz-
likuju tocke.

U ovom (i sljede¢em) poglavlju neCemo praviti razliku izmedu skupova L7 i L”. Takoder,
slobodno ¢emo mijenjati poredak integracije bez eksplicitnog pozivanja na Fubini-Tonellijev

teorem (1.2.1T).

3.1 Osnovna svojstva topoloskih grupa

Definicija 3.1.1. Grupa G je topoloska grupa ako je zadana topologija na G takva da su
operacije mnoZenja G X G — G, (x,y) — xy, i invertiranja G — G, x — x~\, neprekidne.
Homomorfizam topoloskih grupa G i H je neprekidan homomorfizam grupa G i H. Ako
Jje homomorfizam topoloskih grupa bijektivan i inverz mu je isto homomorfizam topoloskih
grupa, onda ga zovemo izomorfizmom topoloskih grupa.

Uvodimo sljedece standardne oznake. Neutralni element grupe G oznacit ¢emo s e.
Nadalje, ako imamo A, B € G i z € G, onda stavimo:

A ={zx | x € A}, Az ={xz| x € A}
A ={xTxeA), AB={xy|x€A,ye€ B},

25
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Propozicija 3.1.2. Neka je G topoloska grupa, z € G i A, B,U C G neprazni. Tada:

(i) Preslikavanja G — G definirana s x — zx, x = xzi x — x~' su homeomorfizmi.
Posebno, (lijevo i desno) translatiranje ¢uva otvorenost, zatvorenost i kompaktnost
skupova.

(i1) Ako je U otvoren u G, onda su i AU i UA otvoreni.

(iii) Ako su A i B kompaktni, onda je i AB kompaktan.

Dokaz. Preslikavanja x — zx, x — xz1ix — x~!' su neprekidne bijekcije &iji su inverzi

redom x — z7'x, x = xz7' i x = x7!, j. neprekidna preslikavanje. Slijedi Skupove
AU i UA mozemo zapisati kao | .4 xU, odnosno | J,.4 Ux, pa tvrdnja[(iD)] slijedi jer su po
xU i Ux otvoreni. slijedi iz ¢injenice da je produkt A X B kompaktan u G X G i da
funkcija (x,y) + xy Salje kompaktne skupove u kompaktne jer je neprekidna. O

Prethodna nam propozicija omogucuje da sve okoline proizvoljne tocke x € G mozZzemo
gledati u oblicima xU i Vx gdje su U i V okoline od e. Naime, za okolinu W od x jed-
nostavno definiramo U = x'W i V = Wx~'; ovi skupovi su otvoreni jer su translacije
homeomorfizmi.

Za podskup A grupe G kaZemo da je simetric¢an ako vrijedi x € A & x~! € A. Sa sime-
tri¢nim podskupovima puno je prakti¢nije raditi, a sljedeca ¢e nam propozicija omoguditi
da se gotovo uvijek moZemo svesti na slucaj simetri¢nih skupova.

Propozicija 3.1.3. Neka je G topoloska grupa.
(i) Ako je A podskup od G, onda su AA™' i A N A~! simetri¢ni skupovi koji su ujedno i
neprazni u slucaju da e € A.

(i1) Ako je U okolina od e, onda postoji otvorena, simetricna okolina V od e takva da
Vv cU.

Dokaz. Elementi skupa AA™" su oblika xy™' za x,y € A, pa tvrdnja Q)| slijedi iz (xy™")™" =
yx~!; drugi dio tvdrnje |(i)|je oc¢it. Ako je U okolina od e, onda zbog neprekidnosti presli-
kavanja (x,y) — xy u tocki (e, e) slijedi da postoje otvoreni skupovi V; i V5, koji sadrze e,
takvida V,V, C U. Sada je skup VNV, otvoren i sadrZi e. Po prvom dijelu ove propozicije
dovoljno je uzeti za traZeni skup V = (V, N Vo) N (V; N V)7L, m|

Sljedece Sto ¢emo proucavati su podgrupe topoloskih grupa i pripadne kvocijentne
grupe. Primijetimo da je svaka podgrupa topoloske grupe isto topoloska grupa.

Propozicija 3.1.4. Neka je G topoloska grupa i H njezina podgrupa.
(i) ClH je podgrupa od G.

(11) Ako je H otvoren skup u G, onda je nuzno i zatvoren.
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(ii1)) Ako je G Hausdorffov i H lokalno kompaktan u relativnoj topologiji, onda je H
zatvoren u G.

Dokaz. Neka je su x,y € C1 H ineka su (x,)aer 1 (Vp)ges hipernizovi u H takvida x, — x1i
yg — y. Kako je H podgrupa, tada je x,ys € H zasve @ € I, € J, a zbog neprekidnosti
mnoZzenja slijedi x,yz — xy, tj. xy € CI H. Analogno se pokaZe da je C1 H zatvoren i na
inverze, pa vrijedi

Za pod podsjetimo se da G = | J,.; XH 1 to je disjunktna unija. Dakle H = G \
Uxec\(e) XH, a kako otvorenost H povlali otvorenost xH za sve x € G, onda je i ,eq\) XH
otvoren skup, tj. H je zatvorena podgrupa.

DokaZimo joS Zbog lokalne kompaktnosti od H postoji skup U oko e koji je
otvoren u G i takav da je U N H sadrZzan u nekom kompaktnom skupu K € H. Uzmimo
sada neki hiperniz (x,).e; u H koji konvergira prema nekom x € G. Tada xx,' — e pa
postoji neki 8 € I takav da je xxg‘ € U, j. x € Uxg. Uxg je otvoren i sadrZi x pa postoji
y € I takav day < a povlaci x, € Uxg, te imamo x, € UxgNH = (UNH)xg C Kxg. Kxg je
kompaktan zbog neprekidnosti mnoZenja, ali onda je zbog Hausdorffovosti od G zatvoren
uG,pajelimye x, = x € Kxg C H. O

Ako imamo podgrupu H topoloSke grupe G, onda imamo i1 kanonsku projekciju r :
G — G/H definiranu s n(x) = xH, pa moZemo na G/H inducirati kvocijentnu topologiju.
Skup U C G/H otvoren je u kvocijentnoj topologiji ako i samo ako je skup 7~ () otvoren
u G. Opcenito, projekcija kojom induciramo kvocijentnu topologiju je neprekidna, ali
ne mora preslikavati otvorene skupove u otvorene skupove. Ipak, za topoloSke grupe to
vrijedi.
Propozicija 3.1.5. Neka je G topoloska grupa i H njezina podgrupa. Tada kanonska pro-

jekcijan : G — G/H, n(x) = xH, preslikava otvorene skupove u otvorene i:
(1) Ako je H zatvoren skup u G, onda je G/H Hausdorffov prostor.

(i) Ako je G lokalno kompaktan prostor, onda je i G/H lokalno kompaktan. Nadalje,
ako je G jos i Hausdorffov i H zatvoren, onda za svaki kompaktan skup E € G/H
postoji K € G kompaktan takav da n(K) = E.

(i11) Ako je H normalna podgrupa od G, onda je G|H topoloska grupa.

Dokaz. Neka je U otvoren u G, tada je m(U) = {xH | x € U}, aliza x € U je n ' ({xH}) =
xH. Slijedi da je 7' (m(U)) = U,ey xH = UH otvoren skup po propoziciji pa
po definiciji topologije na G/H slijedi da je m(U) otvoren.

Neka je H zatvorena podgrupa i x,y € G takvi da xH # yH, tj. y"'x ¢ H. Neka je
U simetri¢na okolina od e, tada je xU okolina od x 1 yU okolina od y. TraZimo dovoljne i
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nuzne uvjete na 7(xU) i 7(yU) da budu disjunktni, pa imamo:

a(xU)NayU) # 0 & (Au,v € U)xuH = yvH

a(xU)Na(yU) =0 & (VYu,v € U)xuH # yvH
o (Vu,v € U)v_ly_]xu ¢ H
e Uy 'xUNH=0.

Sada, kako je mnoZenje neprekidno u (y~!, x) te skup G \ H otvoren i sadrZi y~' x, postoje
okoline Vi W od e takve da je (Vy ) (xW) C G\ H, tj. (Vy")(xW)NH = 0. VN W takoder
je okolina od e, pa moZemo uzeti U = (VN W)N (VN W)~! kao trazenu okolinu od e takvu
da su n(xU) 1 7(yU) disjunktne otvorene okoline od xH i yH. Slijedi

Prvi je dio od[(ii)|jednostavan jer ako imamo xH € G/H, onda uzmemo neki kompaktan
skup K u G koji sadrZi e, pa je tada n(xK) kompaktan skup koji sadrzi xH. Neka je G
Hausdorffov, H zatvoren i1 E C G/H kompaktan. Tada postoji U otvorena okolina od e
takva da je C1 U kompaktan, a po|(1)|znamo da je G/H Hausdorffov i stoga je E zatvoren.
m je otvoreno preslikavanje, pa mozemo E pokriti sa skupovima n(x;U),i = 1,2,...,n, za
neke x; € G, n € N. Sada je traZeni skup K = n7'(E) N U™, x; C1 U jer je, po neprekidnosti,
n~(E) zatvoren, pa je K zatvoren podskup kompaktnog skupa.

Pokazimo joS Iz opce teorije znamo da, ako je H normalna podgrupa, tada je
po definiciji xH = Hx za sve x € G, 1 G/H je grupa s dobro definiranim operacijama
mnoZenja (xH, yH) +— (xyH) i invertiranja xH — x 'H. Stoga treba jo§ samo pokazati
da su te operacije neprekidne. Neka su x,y € G i W okolina od xyH. Tada je 7~'(W)
okolina od xy u G, pa po neprekidnosti mnoZenja postoje okoline U od x i V od y takve da
je UV € n~!(W). Buduéi da je 7 surjekcija i homomorfizam grupa, slijedi 7(U)x(V) € W,
tj. moZemo uzeti 7(U) X (V) za trazenu okolinu tocke (xH, yH). Neprekidnost invertiranja
pokaZze se potpuno analogno. O

Sljedeca nam propozicija daje opravdanje da, bez prevelikog smanjenja opcenitosti,
mozemo pretpostaviti da je topoloska grupa Hausdorffova. Buduci da se trazena Haus-
dorffova grupa konstruira kvocijentiranjem pocetne, prethodna propozicija pod nam
kaze da Ce ta kvocijentna grupa naslijediti i lokalnu kompaktnost.

Propozicija 3.1.6. Neka je G topoloska grupa. Tada vrijedi:
(1) Ako je G T, prostor, onda je G Hausdorffov. Ako G nije T, prostor, onda je Cl{e}
normalna podgrupa od G i G/ Cl{e} je Hausdorffova topoloska grupa koja se sastoji
od (disjunktnih) skupova Cl{x}, x € G.

(i1) Neka je B(G) familija Borelovih skupova generirana otvorenim skupovima u G i
neka je x € G. Tada je svaka (B(G), B(C))-izmjeriva funkcija f : G — C konstantna
na Cl {x}.
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Dokaz. Ako je G T, prostor, onda je {e} normalna zatvorena podgrupa od G 1 po pret-
hodnoj propoziciji slijedi da je G/{e} Hausdorffova topoloSka grupa te da je kvocijentno
preslikavanje 7 : G — G/{e} homeomorfizam (jer je otvoreno preslikavanje). Sada tvrdnja
slijedi jer homeomorfizam ¢uva Hausdorffovost. Ako G nije T, onda je Cl{e} podgrupa
prema propoziciji Neka je x € G 1y € Cl{e}. Tada konstantan niz e konvergira
prema y, pa zbog neprekidnosti mnoZenja slijedi da xex™' — xyx~!, §j. e — xyx~!. Slije-
di xyx™' € Cl{e} za sve x € G pa time i normalnost. Na kraju primijetimo da vrijedi
G/Cl{e} = {xCl{e} | x € G} = {Cl{x} | x € G} jer je translatiranje homeomorfizam.
Slijedi tvrdnja

Za dokazati pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji x € G1 f : G — C Borel-
izmjeriva koja nije konstantna na Cl{x}. Ako je z € C neka vrijednost koju f postize
na Cl{x}, onda je skup f~!({z}) N Cl{x} neprazan izmjeriv skup, strogo sadrzan u CI {x}.
Pokazat ¢emo da ne postoje neprazni izmjerivi skupovi strogo sadrzani u Cl {x}, Sto Ce biti
kontradikcija, i time ¢e nasa tvrdnja biti dokazana. Definiramo familiju skupova ¥ na G s

F={ACG|ANCl{x} =01l Cl{x} C A}.

Ocito je ¥ o-algebra. Ako dokaZzemo da F sadrZi sve otvorene skupove, onda ¢e F
sadrZavati 1 sve Borel-izmjerive skupove, §to posebno znaci da ne postoji neprazan izmjeriv
skup strogo sadrzan u Cl {x}. Neka je U neprazan otvoren skup u G. Ako x ¢ U, tada
po definiciji zatvaraca slijedi Cl{x} " U = 0, pa je U € ¥. Pretpostavimo sada x € U i
primijetimo da prema prethodnom slucaju (x ¢ U) i premavrijedi G\U = Uyec\v Cl{y}.
Sada, ako bi Cl{x} \ U # 0, onda bi postojao takav y € G \ U da Cl{x} N Cl{y} # 0, Sto je
nemoguce prema dijelu |(1){ ove propozicije. O

Propozicija 3.1.7. Neka je G lokalno kompaktna, Hausdorffova grupa. Tada postoji pod-
grupa H koja je otvorena, zatvorena i o-kompaktna. Posebno, ako je G povezan skup,
onda je G o-kompaktan.

Dokaz. Neka je K kompaktan 1 simetrian skup u ¢ijem je interioru e (to mozemo pret-
postaviti jer je G i lokalno kompaktan i Hausdorffov). Definiramo niz skupova K; = K,
K. = K,K, n € N. Sada, kako je svaki K, oCito simetrian, slijedi da je skup definiran s
H = U,y K, podgrupa od G. 1z propozicije [3.1.2] slijedi da je svaki K, kompaktan,
pa je H o-kompaktan skup. Zbog propozicije dovoljno je joS dokazati da je H otvo-
ren. Oznac¢imo nutrinu od K s U 1 neka je x € H proizvoljan. Tada je x € K, zanekin € N,
paje xU € xK C K,,;1 C H, tj. xU je otvorena okolina od x sadrZzana u H. O

3.2 Haarova mjera

Buduc¢i da ¢emo se nadalje baviti isklju¢ivo Abelovim grupama, grupovne operacije pisat
¢emo aditivno i za neutralni element koristimo oznaku 0. Dokazi svih tvrdnji, koji se nalaze
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u ovom odjeljku, mogu se naci u [3]].

Definicija 3.2.1. Neka je G topoloska (Abelova) grupa i B(G) familija Borelovih skupova
na G. Haarova mjera na G je netrivijalna Radonova mjera A1 : B(G) — [0, oo] koja je
invarijantna na translatiranje, tj. vrijedi

(Vx € G)(VA € B(G)) A(x+ A) = A(A).

Teorem 3.2.2. Neka je G lokalno kompaktna grupa. Tada postoji Haarova mjera A na G i
ona je jedinstvena do na multiplikativau konstantu, tj. ako je p neka druga Haarova mjera
na G, onda postoji konstanta c € {0, o) takva da je p(A) = cA(A), za sve A € B(G).

Imamo sljedeca svojstva Haarove mjere.

Propozicija 3.2.3. Neka je A Haarova mjera na lokalno kompaktnoj grupi G. Tada za
svaki neprazan otvoren skup U je A(U) > 0. Posebno, ako je f : G — [0, o) neprekidna
funkcija koja nije identicki nula, onda je fc fda > 0.

Sljedeca nam propozicija kaZze da mozZemo raditi supstitucije x — x + yi x — —x ako
integriramo po cijelom G.

Propozicija 3.2.4. Neka je A Haarova mjera na lokalno kompaktnoj grupi G i f proizvoljna
nenegativna (ili A-integrabilna) izmjeriva funkcija. Tada je fc f(x+y)dA(x) = fG f(x)dA(x)

zasvey€eGi [ f(x)dA(x) = [ f(-x)dA(x).

Na kraju ¢emo joS spomenuti kako se dobije Haarova mjera na produktu dvije topoloske
grupe. Prisjetimo se da je produkt dva lokalno kompaktna prostora opet takav. Takoder,
produkt dvije topoloske grupe je opet topoloSka grupa; to lako slijedi iz ¢injenice da hiper-
niz u produktnoj topologiji konvergira ako i samo ako konvergira po koordinatama.

Propozicija 3.2.5. Neka su G i H dvije lokalno kompaktne, Abelove grupe i neka su A i p
Haarove mjere na njima. Tada je Haarova mjera na G X H Radonov produkt AXp mjera A

ip.

3.3 L7 prostori i konvolucija na lokalno kompaktnim,
Abelovim grupama

U ovom odjeljku podrazumijevamo da radimo na Hausdorffovoj, lokalno kompaktnoj, o--
kompaktnoj i Abelovoj grupi G i s nekom fiksiranom Haarovom mjerom A na G. Bududi
da ¢emo gotovo uvijek integrirati po cijelom G, kada god ne pise po kojem podrucju se
integrira, misli se na integriranje po cijelom G.



POGLAVLIJE 3. TOPOLOSKE GRUPE 31

Definicija 3.3.1. Operator translacije 7, za element y € G je linearan operator na prostoru
svih funkcija na G definiran na sljedeci nacin. Ako je f : G — C proizvoljna funkcija,
onda je (t,)(x) = f(x - y).

Primijetimo da se pomocu translacije moze definirati uniformna neprekidnost funkcije.
Naime, f : G — C je uniformno neprekidna ako i samo ako vrijedi limy_ || f — 7y fll = O.

Propozicija 3.3.2. Ako je f : G — C neprekidna funkcija s kompaktnim nosacem, onda je
ona uniformno neprekidna.

Dokaz. Neka je K kompaktan nosaC od f i neka je € > 0 proizvoljan. Kako je f neprekidna
u svakoj tocki od K, za svaki x € K postoji okolina U, od O takva da |f(x+y)—f(x)| < €/2 za
sve y € U,. Po propoziciji[3.1.3] (i)} postoji simetri¢na okolina V, od 0 takvada V, + V, C
U,. Skup K je kompaktan i {V, | x € G} je otvoreni pokriva¢ za K pa postoji konacan
podskup {x;, x2, ..., x,},n € N, skupa K takav da familija {x; + V,,x2 + V,,, ..., x, + V, }
pokriva K. Sadauzmemo V = (;_, Vi iprimijetimo da je V simetri¢naida vrijedi V+V, C
U, zasve k = 1,2,...,n. Akosusaday € Vix € K proizvoljni, uzmemo x; takav da je
XEX+Vy,4. x—x, €V, CU,. Takoder vrijedi x + y — x; = (x —x3) +y € U,,, paiz
neprekidnosti u x; je:

e+ = fOI < f(x+y) = fOl + 1f () — f)l < €/2+€/2 = €.

Primijetimo da gornja nejednakost zapravo vrijedi za sve x € [J;_,(xx + V,,), te stoga
jo$ trebamo pokazati gornju nejednakost na G \ J;_,(xx + V,,); za to nam treba okolina
W od 0 takvada W + K C |;_,(x + V,,). Neka su W, simetri¢ne okoline od 0 takve da
W, + W, C V, za sve x € K. Tada postoje yi,y2,...,ym € K, m € N, takve da familija
i+ Wy, +W,,,....,y, + W, } pokriva K. Sada se za W = (., W,, lako provjeri da
je simetri¢na i da vrijedi W + K C (J;_,(xx + V,,). Ako uzmemo x € G \ Up_,;(xx + V)
iy € W, onda po odabiru W vidimo da x +y ¢ K. Dakle, f(x) = 01 f(x +y) = 0, tj.
lf(x+y)— f(x)| <€, zasvey e W. Znaci za trazenu okolinu 0 mozemo uzeti VA W. O

Sli¢an rezultat imamo i za LP(G) = LP(G, B(G), A) prostor.
Propozicija 3.3.3. Neka je p € [1,00) i f € LP(G). Tada je lim,_,, ||f — 7,fll, = 0.

Dokaz. Prvo dokazujemo za f € C.(G), pa ¢emo argumentom gustoée prijeci na cijeli
L?(G). Neka je U okolina od 0 takva da je Cl U kompaktan skup i stavimo K = CI1U +
supp f. Primijetimo da je K kompaktan i da je supp 7, f sadrzan u K. Stoga je ||7, f — fll, <
AK)?|Ity f = fllo» pa iz prethodne propozicije slijedi tvrdnja.
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Ako je f € LP(G), uzmimo € > 01 g € C.(G) takav da je ||f — gll, < €. Kako se L*(G)
norma ne mijenja translatiranjem, dobivamo:

ey f=fll, =l (f -8 +1g—g+g—fll,
<t (f =l + llryg —gll, + llg = fll,
< 2e +|lryg — gllp,

pa tvrdnja slijedi. O

Prethodna dva rezultata mozemo interpretirati 1 kao neprekidnost translatiranja u 0 na
prostorima C.(G) 1 LP(G), p € [1, 00). 1z toga slijedi trivijalno da je translacija neprekidna
na cijelom G.

Neka je M(G) prostor svih kompleksnih Radonovih mjera na B(G) i prisjetimo se da
su te mjere konacne. Neka su 1 v iz M(G) proizvoljne. Definiramo linearan funkcional
[:Cyo(G) > Csl(¢p) = f f d(x + y)du(x)dv(y), ¢ € Co(G). Buducdi da ocito vrijedi |I(¢)| <
|#]loo lleell V]I, slijedi da je I € Co(G)*, pa po Rieszovom teoremu reprezentacije (vidi
postoji jedinstvena kompleksna Radonova mjera u * v takva da I(¢) = f od(u * v).

Definicija 3.3.4. Jedinstvenu kompleksnu Radonovu mjeru u = v koja zadovoljava f f o(x+
ydu(x)dv(y) = f ¢d(u * v), zovemo konvolucijom mjera p i v.

Propozicija 3.3.5. MnoZenje na M(G) zadano s konvolucijom daje na M(G) strukturu
komutativne Banachove *-algebre s jedinicom.

Dokaz. 1z |1(¢)| < @l el VIl slijedi da je |[I]| < [|ull|[vll, pa zbog izometri¢nosti M(G)

i Co(G)" slijedi [l vl < [lulllvll. Slijedi da je [ [ ¢(x + ydu(x)dvy) = [ [¢( +
x)dv(y)du(x), tj. komutativnost konvolucije. DokaZimo i asocijativnost. Ako su u, v i
o kompleksne Radonove mjere, onda za ¢ € Cy(G) vrijedi:

[odnosan= [ [ ot naucao o
= [ [ o410 o000

= f f f ¢(x +y + 2)dv(y)do(z)du(x)
= f f f d(x +y + 2)du(x)dv(y)do(z)

= f f ¢(y + 2)d(u * v)(y)do(2)
= ffﬁd((,u *V) *0).
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Kako su Radonove mjere jedinstveno odredene svojim djelovanjem na Cy(G), slijedi aso-
cijativnost. Distributivnost dobivamo lako iz f od(u +v) = f odu + f odv.

Prisjetimo se da je mjera koncentrirana u tocki O € G definirana s 6yp(A) = 1 ako
0 € A,i060p(A) = 0 inace, A € B(G). Lako se pokaze da 6 € M(G). Dokazimo da za
sve ¢ € Co(G) vrijedi f ¢doy = ¢(0); treba primijetiti da za svaku okolinu U od 0 vrijedi
J#ddo = [, ¢dsy i [, #(0)dS, = ¢(0), pa ako uzmemo e > 0 i U okolinu od 0 takvu da
|p(x) — #(0)| < € za sve x € U, onda:

f ¢ dé — #(0)
G

1 pustajuci € — 0 slijedi fG ¢doy = ¢(0). Sada lako vidimo da je ¢y jedinica u M(G):

< f l¢(x) — #(0)[ddo(x) < €,
U

f ¢d(6p * p) = f f ¢(x + y)doo(x)du(y) = f d(y)du(y).

Preostaje nam joS pokazati da je M(G) *-algebra. Involuciju na M(G) u — y* de-
finiramo s u*(A) = u(—A). Lako se pokaze da onda za ¢ € Cy(G) vrijedi f odu* =
f ¢(—x)du(x), pa imamo:

f od(u  v)° = f (=TT ()

_ f f $(—x — YAE()V ()
_ f f $(x - Y)du (AT ()
_ f f $(x — )T (1)
_ f f B + v ()" ()
= f dd(v* = u*).

Slijedi (i * v)* = v* = u". O

Propozicija 3.3.6. Formula f f d(x + y)du(x)dv(y) = f od(u = v) u definiciji konvolucije
kompleksnih Radonovih mjera i v vrijedi i za sve ¢ ogranicene neprekidne funkcije.

Dokaz. Zbog o-kompaktnosti i Urysohnove leme moZemo uzeti niz funkcija (f,)nen 12
C.(G) koji konvergira po toc¢kama prema konstantnoj funkciji 1 i koji je ogranicen s 1.
Stoga za ogranicenu neprekidnu funkciju ¢ vrijedi f,¢ — ¢ po tockama pri cemu su f,¢
funkcije s kompaktnim nosacem dominirane integrabilom funkcijom ¢ pa moZemo pri-
mijeniti teorem o dominiranoj konvergenciji da dobijemo tvrdnju. m|
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Prisjetimo se da je L'(G) = L'(G, B(G), 1) Banachov potprostor od M(G). Konvolucija
na L'(G) definira se ovako:

(f*g)x) = f Sglx = y)da(y).

Ovo je kona¢no gotovo svugdje jer se iz Fubini-Tonellijevog teorema (i propozicije [3.2.4)
lako dobije da je f* g € L'(G) i ||f * glli < |Ifll: llgll;. Pokazimo jo$ da se ova definicija
podudara s prethodnom (uz identifikaciju funkcije f € L'(G) s mjerom f(x)dA(x)). Za
¢ € Co(G)1i f, g € L'(G) imamo:

f d(x +y) f(0)g(dA(x)dA(y) = f (x + y) f(0)g(y — x)dA(x)dA(y)
= f d(f * ©(dA(y),

pri ¢emu smo koristili supstituciju y — y — x. Sli¢no se pokaZe da je involucija na L'(G)
preslikavanje f +— f* takvo da za sve x € G vrijedi f*(x) = f(—x). Dakle, L'(G) je
*-podalgebra od M(G).

Propozicija 3.3.7. Neka je p € [1,0], f € L'(G) i g € L”(G). Tada je f * g dobro
definirano te vrijedi f « g € LP(G) i ||f = gll, < [If11 llgll-

Dokaz. Buduci da je slucaj p = oo trivijalan, za p < co imamo po nejednakosti Minkow-
skog (vidi teorem [[.2.4):

If * gll, = ( || roreex-aao

1/p
< f ( If(y)g(x—y)l”dﬂ(x)) day)

1/p
= f If(y)l( f |g(x—y)|f’cu(x)) da(y)

1/p
_ f If(y)l( f |g<x>|Pcu(x)) )

= LA lgll-

P 1/p
d/l(x))

O

Propozicija 3.3.8. Neka su p,q € [1,00] takvida 1/p + 1/q = 1 ineka f € LP(G) i
g € LYG). Tada je f x g € C(G) i |If * gll < Iflpllglly- Nadalje, ako su p i g konacni,
vrijedi jaca tvrdnja f * g € Co(G).
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Dokaz. Pokazimo da je f * g neprekidnausluCajup = 1,9 = 01 f € C.(G). Nekajee > 0
1 U okolina od 0 takva da ¢im je x; — x, € U, onda [f(x;) — f(x)| < € zasve x1,x; € G
(f je uniformno neprekidna po propoziciji [3.3.2). Uz K = (x; — supp f) U (x, — supp f)
neprekidnost slijedi iz:

(g * f)(x1) — (g * Hx)l = ' f EWMfx1 =) =g f(x2 =) dxl(y)‘

fK ¢0) (F(x1 =) = f(x2 = ) cu<y>|

< f g (1 =) — Fxa = IAAG)
K

< €lglle AK)

< 2¢ lglle A(supp f).

Sada, buduéi da je C.(G) gust u L'(G), moZemo uzeti niz (f,) u C.(G) koji u L'(G) normi
konvergira prema nekoj fiksnoj f € L'(G), pa za x € G proizvoljan imamo:

I(fu * )(x) = (f x )(X)| = ' f (fu(glx —y) = f(glx — y)) dAy)

<lgll f 0) = FOAA)
~ llglle Iy = fil-

Pustimo 1i n — oo, dobivamo niz neprekidnih funkcija koji konvergira uniformno prema
f * g, paje f = g neprekidna.
Neka su sada p 1 g konacni 1 neka je x € G. 1z Holderove nejednakosti (i propozicije

3.2.4) slijedi:

1/p 1/q
f FO)g(x = MIAA) s( f Iflpdﬂ) ( f |g<x—y>|%u<y>)
1/p 1/q
(el ([

Dakle, f * g je uniformno ograniCena s ||f]|, llgll,- Dokazimo jos da je f x g € Cy(G). Ako
su f, g € C.(G), primijetimo da vrijedi f * g € C.(G). Naime, iz prethodnog je slucaja f g
neprekidna, a iz definicije lako slijedi da ima kompaktan nosa¢. Sada uzmemo proizvoljne
felP(G)ig e LYG)inizove (f,)1(g,) uC.(G) takve da f, —» fi1g, — gu L?, odnosno
LY normi. Za x € G imamo:

(o 8n)(X) = (f * @O = |(fu % (8n = &) + ((fu = ) * &)(X)]
< fullp l1gn = &llg + 1L = Sl llllg-
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Iz ovoga vidimo da je konvergencija uniformna, a kako je C1 C.(G) = Cy(G) (teorem|1.2.7)),
dobivamo tvrdnju. O

Primijetimo da opéenito &, € M(G) nije u L'(G), pa kao zamjenu za jedinicu u algebri
L'(G) koristimo (hiper)niz koji aproksimira jedinicu.

Definicija 3.3.9. Neka je % proizvoljna baza okolina za 0 € G i neka je za svaki U € %
zadana funkcija Yy takva da je supp Yy kompaktan i sadrZan u U te svojstvima Yy > 0,
Yy(x) = ¥y(—=x) i f YydAd = 1. Tada hiperniz (Yy)yew zovemo aproksimacija identitete,
pri cemu je usmjerenje hiperniza danos U <V & V C U.

Imamo sljedecu standardnu konstrukciju aproksimacije identitete. Za U € %/ uzmemo
neku simetri¢nu otvorenu okolinu od 0, V = V(U), takvu da je C1V C U 1 stavimo Yy =
(AV)"Yyy, gdje je yv karakteristi¢na funkcija skupa V. Ako Zelimo da je ¢y neprekidna,
trebamo primijeniti Urysohnovu lemu za lokalno kompaktne, Hausdorffove prostore na
skupu V, i onda normalizacijom dobivamo funkciju ¢, koja zadovoljava sve uvjete osim
mozda ¢y(x) = ¢y(—x), ali to lako dobivamo stavljajuci ¥y (x) = (dy(x) + dy(—x))/2.

Propozicija 3.3.10. Neka je (y)yew aproksimacija identitete. Tada vrijedi limy ||y y * f —
fll, = 0ako je f € LP(G) za p € [1, o], pri Cemu u slucaju f € L*(G) moramo jos dodatno
pretpostaviti da je f uniformno neprekidna.

Dokaz. Tz svojstava aproksimacije identitete slijedi
b 0= 10 = [ W)= 000 = [ 0000
- [wom s - s,
pa iz nejednakosti Minkowskog imamo

W s f— 1l < f VOIS — Fll,dAG)
< suplir,f — fl,-

yeU

Sada iz propozicije [3.3.3] odnosno uniformno neprekidnosti u slu¢aju p = oo, slijedi tvrd-
nja. O
3.4 Unitarne reprezentacije i funkcije pozitivnog tipa

Pocinjemo s definicijom unitarne reprezentacije grupe. Naravno, koristimo iste oznake i
pretpostavke iz prethodnog odjeljka.
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Definicija 3.4.1. Unitarna reprezentacija grupe G je homomorfizam topoloskih grupa r :
G — U(H,), gdje je H, neki netrivijalan Hilbertov prostor, koji zovemo prostorom repre-
zentacije od n, i U(H,) grupa unitarnih operatora na H; s jakom operatorskom topologi-
jom.

Iz teorema [I.1.12]slijedi da definicija ima smisla. Nadalje, zahtjev neprekidnosti je ek-
vivalentan (po definiciji jake operatorske topologije) s neprekidnosS¢u funkcija x — m(x)u,
u € ‘H,. Bududi da se jaka operatorska topologija podudara sa slabom na U(H,), zahtjev
neprekidnosti je ekvivalentan i s neprekidnoséu funkcija x — (x(x)u|v), u,v € H,.

Definicija 3.4.2. Neka je 1 : G — U(H;) unitarna reprezentacija grupe G. Zatvoren
(vektorski) potprostor M od H, invarijantan je u odnosu na n ako je n(x)M C M za sve
x€G.

Definicija 3.4.3. Neka je 1 : G — U(H) unitarna reprezentacija grupe G i v € H,.
Tada n zovemo cikli¢kom reprezentacijom i v ciklickim vektorom ako skup {n(x)v | x € G}
generira cijeli H,.

Definicija 3.4.4. KaZemo da je unitarna reprezentacija n : G — U(H,) ireducibilna ako
nema invarijantnih potprostora razli¢itih od H, i {0}.

Koristit ¢emo sljedeéi vazan i netrivijalan rezultat bez dokaza. U njemu je kljuéna
pretpostavka da je G komutativna. Dokaz se moZe naci u [3]].

Teorem 3.4.5. Sve ireducibilne reprezentacije lokalno kompaktne, Abelove grupe G su
Jjednodimenzionalne, tj. pripadni prostor reprezentacije ima dimenziju jedan.

Primjer 3.4.6. Neka je H, = L*(G) i definiramo n : G — U(H,) s (x(y)f)(x) = f(x —
y) = (1, f)(x). Unitarnu reprezentaciju m zovemo regularnom reprezentacijom grupe G.
(Neprekidnost slijedi iz propozicije )

Sljedeci pojam koji definiramo su funkcije pozitivnog tipa koje su usko povezane s
unitarnim reprezentacijama.

Definicija 3.4.7. ¢ € L*(G) zovemo funkcijom pozitivnog tipa ako zadovoljava:

f (f** f)pdad > 0, za sve f € L'(G).
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Sada vidimo da je integral iz definicije jednak:

[ enmomnico = [ [ rose-namacie
- [ [ Fensa- oo
- [ [Forse s oo
- [ [ Forrwee- e, G.1)

Propozicija 3.4.8. Neka je n : G — U(H,) unitarna reprezentacija, u € H, i g € L*(G).
Nadalje, oznacimo s g element iz L*(G) definiran s §(x) = g(—x) (primijetimo da je isto kao
involucija na L'(G), ali ovo nije involucija na L*(G) jer konvolucija dva elementa iz L*(G),
iako dobro definirana, ne daje element iz L*(G), nego element iz Co(G) prema propoziciji

B.3.3).

(i) Ako je ¢ funkcija pozitivnog tipa na G, onda je to i .
(11) Funkcija definirana na G s ¢(x) = (n(x)u|u) je neprekidna funkcija pozitivnog tipa.
(ii1) Funkcija definirana na G s ¢ = g = g je neprekidna funkcija pozitivnog tipa.

Dokaz. Pod|(1)|je trivijalno jer kompleksno konjugiranje moze uci pod intergral te poStuje
konvoluciju i involuciju na L'(G). Za ¢ kao u vidimo iz definicije unitarnih reprezen-
tacija da je ¢ neprekidna, a ogranicena je jer |¢(x)| < ||w(x)ul| |lu|| = ||ul|* za sve x € G. Pro-
vjerimo joS uvjet iz definicije funkcija pozitivnog tipa. Kako je ¢p(x—y) = (m(=y+x)u|u) =
(e ()| u) = (n(x)u | m(y)u), slijedi da za f € LY(G)

f f FOFD)P(x = y)dA)dA(x) = f f (f)a(ul f() 7(y)uydA(x)dA(y).
Primijetimo sada da, prema teoremu (1.2.12] moZemo integrirati vektorsku funkciju x —

f(x)m(x)u, pa posebno, po nasoj definiciji integrala vektorske funkcije, mozemo uci pod
skalarni produkt:

[ [owmu somomarwae = [ ( [ fommuaclimoudio
- ([ s [ rormomdio) o,
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Za jednostavno primijenimo [(il)] na regularnu reprezentaciju 7 iz primjera i
na vektor g. Naime, za sve y € G vrijedi

((yglg) = f g(x = y)g(x)dA(x)
= [g(0g( - 0da(x)
=g+ 80,
pa tvrdnja slijedi iz i

Kako iz prethodne propozicije vidimo da uvijek postoje neprekidne funkcije pozitivnog
tipa, ima smisla definirati

P = {¢p € L7(G) | ¢ funkcija pozitivnog tipa i neprekidna }.
Vrijedi sljedeci koristan rezultat.

Propozicija 3.4.9. Neka je S skup svih linearnih kombinacija funkcija iz C.(G) N P. Tada
S sadrZi sve funkcije oblika f = g, f,g € C.(G) i gust je u LP(G), p € [1,00), u L” normi i
gust je u Co(G) u sup-normi.

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji slijedi da S sadrzi sve funkcije oblika f = f, f €
C.(G), gdje je f(x) = f(—x). Primijetimo da na C.(G) X C.(G) (f,g) — f * g definira
seskvilinearan funkcional pa uz oznaku B(f,g) = f * g vidimo da (po polarizacijskoj
formuli) vrijedi

1
B(f.8) = Z(B(f+g»f+g)—B(f—g,f—g)+iB(f+ig,f+ig)—iB(f—ig,f—ig))~

Stoga S sadrzi sve funkcije oblika B(f, g), f,g € C.(G) i prvi dio tvrdnje slijedi. Drugi je
dio tvrdnje sad lagan jer postoje aproksimacije identitete koje su u C.(G), a C.(G) je gust
u pripadnim normama u L?(G), odnosno Cy(G). O

Sljedeci nam je cilj pokazati da su sve funkcije pozitivnog tipa oblika kao u propoziciji
pod Posebno, slijedi da su sve funkcije pozitivnog tipa neprekidne, toCnije, da
se gotovo svugdje podudaraju s nekom neprekidnom funkcijom. Fiksirajmo sada neku
funkciju pozitivnog tipa ¢. Primijetimo da ona definira pozitivno semi-definitnu hermitsku
formu na L'(G):

(flg = f (f * g)pdA = f f J)ZMP(x = y)dA(x)dA(y).

Kako za ovu formu vrijedi Cauchy-Schwarzova nejednakost |(f | g>¢|2 < (f1Helgl e
slijedi da je (f|g)s = 0 za sve g € L'(G) ako i samo ako je f € N, gdje je N = {f €
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LY(G) | {f] ¢ = 0}. Budu¢i da je N potprostor od LY(G), iz prethodnog slijedi da - | Ve
inducira skalarni produkt na kvocijentnom prostoru L'(G)/N za kojeg ¢emo koristiti istu
oznaku (- |-),. Naime, ozna¢imo li kvocijentno preslikavanje L'(G) — L (G)/N's f + f,
onda se za f, g € L'(G) definira (f | 8)¢ = (f18)4; lako se pokaZe da je ovo dobro definiran
skalarni produkt na L'(G)/N. Ozna¢imo s H, upotpunjenje prostora L'(G)/N u odnosu
na skalarni produkt (- | -)4 i 0zna¢imo s || - |4, pripadnu normu na ‘H,. Primijetimo da sada

po nejednakosti (dobivenoj iz[3.1) [ f | g)s| < lIpllllfl1llgll: slijedi:

1, < Il (3.2)

Sljedece konstruiramo reprezentaciju grupe G na prostoru H,. Prvo uoc¢imo da

wflrgro= [ [ 1= 280 - 200 - DAA)
- [ [ rr- 280 - 20 -2 - 0 - acodao)

_ f f FOTOIP — »AADA)
I

iz Cega slijedi 7,(N) = N. Stoga je operator 7, f := %—Z(\/f) dobro definiran na L'(G)/N i za
njega prema prethodnom vrijedi (7, f | 7.8)s = ( fl 8)¢- Slijedi da je T, izometrija, a takoder
je i izomorfizam jer je T, izomorfizam na L'(G). Dakle, 7. je unitaran operator na L'(G)/N
koji se jedinstveno poroSiruje do unitarnog operatora na H,, pa moZemo definirati repre-
zentaciju 7y grupe G na prostoru Hy:

me(X) = Ty

Teorem 3.4.10. Uz prethodne oznake, postoji ciklicki vektor € € Hy takav da je ¢(x) =
(mg(x)€| €)y za gotovo sve x € G. Posebno se svaka funkcija pozitivnog tipa ¢ podudara s
neprekidnom funkcijom gotovo svugdje i uz pretpostavku da je ¢ neprekidna vrijedi ||¢||co =

#(0) i p(x) = ¢(—x) za sve x € G.

Dokaz. Neka je % proizvoljna baza okolina od O € G i (7)) yey proizvoljna aproksimacija
identitete. Tada kako je i (4},)yes aproksimacija identitete, slijedi da za f € L'(G) vrijedi
f*y; — fuLYG), paonda i ff * Y,pdd — ffqbd/l. Ekvivalentno, (f|yy)s —
[ feda, iz Sega slijedi (f|§y)y — [ fodA. Sada po[3.2slijedi da [[Fulls, < llglle lull =
lglled’, pa je hiperniz (/y)yes ogranicen i moZzemo primijeniti propoziciju Slijedi
da (Yy)yes slabo konvergira u Hy. Oznacimo njegov limes e. Stoga je limy(f |Yy)s =
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(fl €)p = f f#dA. Sada za proizvoljan f € L'(G) imamo

[tetmmear T =tim [ @ immeTwai
i [ (ru(-000 10, T 0400
~tim [ [ 000 Fdwao
~tim [ [ wu) 760 - 00200020
= lim(y | g = (€| g = f ¢fda,

pa slijedi ¢(x) = (e|my(x)€)y za gotovo sve x € G. PokaZzimo jos da je e cikli¢ki, tj. da
skup {ms(x)e | x € G} generira cijeli H,. Za to je dovoljno pokazati da, ako je f € L'(G)
takav da vrijedi (f|n¢(x)e)¢ = (0 za sve x € G, onda je nuzno f=0, tj. f € N. No,
sli¢no kao u prethodnom ra¢unu, dobivamo da za proizvoljan g € L'(G) vrijedi (f | e =
[(f174(x)€)4Z(x)dA(x). Stoga je € ciklitki ako i samo ako (f]g)s = 0 povlaci da je /=0
za sve g € L'(G), a to vrijedi.

Pretpostavimo da je ¢ neprekidna. Tada za sve x € G vrijedi

$(x) = (my(0)| ) < lIT(X)ellye,lellz, = llellz,, = $(0)

P(x) = (my(x)€| €)y = (€| My(=x)€)y = (My(—X)€| €)y = P(—X). 0

Koristit ¢emo sljedeée oznake:

Po=1¢€P|0=<¢0) < 1(= gl < D},
Pr=1peP|¢0) =1(s gl = D},

a kako su sva oba skupa konveksna, mozemo promatrati njihove ekstremne tocke koje ¢emo
redom oznaciti s E(Py) 1 &(P;). Uz identifikaciju C s L(C, C), vrijedi sljededi teorem.

Teorem 3.4.11. Neka je ¢ element iz P;. Tada je ¢ € E(Py) ako i samo ako je reprezen-
tacija ny iz prethodnog teorema ireducibilna. U tom slucaju vrijedi ¢(x) = mys(x) za sve
x € G, te je slika od ¢ sadrZana u jedinicnoj kruznici kompleksne ravnine.

Dokaz. Pretpostavimo ¢ € E(P,), ali da 7, nije ireducibilna. Onda postoji invarijatan
potprostor M # {0}, H,. Za x € G je my(x)M C M, a to je zbog unitarnosti ekvivalentno s
(X)) M+ = my(—x)M*+ € M*. Bududi da je x — —x bijekcija, slijedi da je i M* takoder
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invarijantan potprostor. Kako je vektor € reprezentacije m, ciklicki, on ne moZe biti element
invarijantnih potprostora M i M™*, pa stoga postoje netrivijalni vektori u € Miv € M*
takvi da € = u + v. Kako je u_Lv, slijedi po propoziciji[3.4.8] pod|[(ii), da za sve x € G

P(x) = (mg(x)€ | €)y = (My(Xu | u)g + (Tp(XIV | V)g = 111 (%) + 22 (),

gdje su 4, = ||u||§{¢ >0, 1 = ||v||§(¢ > 01¢,¢, € Py. Uvrstimo li x = 0 u prethodnu
jednakost, dobivamo da je 4; + 4, = 1, pa ¢ nije ekstremna tocka.

Obrnuto, ako je 7, ireducibilna, onda je, po teoremu[3.4.5] 74(x), x € G, zapravo kom-
pleksan broj. Vrijedi 1 = ¢(0) = ||e||3{¢, pa slijedi da ¢(x) = (my(x)€| €)y = me(x)(€|€)y =
ms(x). Iz Cinjenica da [|¢]l = 1 i7r¢(x)7r¢(x)‘1 = mg(x)my(—x) = 1 zakljuCujemo da je
¢(x) = my(x) element jedini¢ne kruZnice u kompleksnoj ravnini za sve x € G.

Sada je lako dokazati da je ¢ ekstremna tocka. Naime, ako pretpostavimo da je ¢ =
191 + s, gdje su Ay 1 A, nenegativni realni brojevi Cija je suma 1, te ¢; 1 ¢, elementi
%4, onda za proizvoljan, fiksan x € G vrijedi ¢(x) = A;¢1(x) + L,¢>(x), pa je stoga @(x)
konveksna kombinacija dvaju elemenata jedinicnog zatvorenog kruga u kompleksnoj rav-
nini, a kako je ¢(x) ekstremna tocka jedini¢nog zatvorenog kruga kao element jedini¢ne
kruznice, to je moguée samo za 4, = 1 ili 4, = 1 ili ¢;(x) = ¢(x). 1z toga lako slijedi da je
¢ ekstremna tocka u P;. i

Kako je dual od L'(G) jednak L¥(G), moZemo na P promatrati slabu* topologiju.

Teorem 3.4.12. Conv E(Py) je kompaktan skup u slaboj* topologiji i gust je u Py u istoj
topologiji. Takoder, Conv E(Py) je gust u Py u slaboj* topologiji.

Dokaz. Primijetimo da je uvjet iz definicije funkcija pozitivnog tipa trivijalno saCuvan na
limesima u slaboj* topologiji, pa je £y (tocnije, pripadne klase ekvivalencije) zatvoren
podskup zatvorene jedini¢ne kugle u L*(G). Sada iz Alaogluovog teorema slijedi da je P
kompaktan, pa moZemo primijeniti Krein-Milmanov teorem da dobijemo prvu tvrdnju.

Za drugu tvrdnju ne moZemo primijeniti Krein-Milmanov teorem jer jedini¢na sfera
nije nuzno zatvoren skup u slaboj* topologiji. Dokazimo prvo da vrijedi &EPp) = E(P;) U
{0}. Neka su ¢y, ¢, € Py, 41, A, > 0 takvida A, + A, = 1. Prvo pretpostavimo Ay¢; + Ay =
0. Evaluiraju¢i u 0 dobivamo ¢,(0) = ¢,(0) = 0, pa slijedi ¢; = 01 ¢, = 0. Stoga je 0
ekstremna tocka Py. Sli¢no, pretpostavimo sada da je ¢ € E(P;) takav da A1y + Arpr = .
Opet, evaluirajuéi u 0, dobivamo ¢,(0) = ¢,(0) = 1, pa slijedi da su Stovise ¢, ¢, € P pa
sada kako je ¢ ekstremna u Py, ekstremna je i u £y. Pokazali smo E(P;) U {0} C E(Py).
Pretpostavimo da postoji ¢ € E(Pp) \ (E(P1) U {0}). OCcito, svaki element skupa Py je
konveksna kombinacija O i nekog elemnta skupa #, slijedi da je ¢ nuzno iz skupa P, ali
to je kontradikcija s ¢ € EPy) \ E(Py) jer je P € Po.

Dokazimo sada drugu tvrdnju. Neka je ¢ € ;. Prema prethodnim tvrdnjama ¢ je
limes (u slaboj* topologiji) hiperniza (¢, )qca, gdje za sve a € A vrijedi ¢, € Conv E(Py) =
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Conv (&(P;) U {0}). Stoga moZemo pretpostaviti

Ny
— (@) /(@) (@)
¢C¥ - Z /li wi + /1n0+10’
i=1

hodne izraze u 0 dobivamo ||¢,|l < 1. Ukoliko ne bi vrijedilo lim, ¢,(0) = lim, ||¢s|lc =

gdje su wg“) e 8(P1), /lg(’) > 0 takvi da Y /ll(,“) = 1. Primijetimo da evaluirajuéi pret-

1, onda bi postojao 6 > 0 i podhiperniz (¢y))sep hiperniza (¢, )qea takav da ¢y L i
lPnplle < 1 -0 zasve B € B. No, kako je skup {f € L7(G) | |flle < 1 — 6} zatvoren

(npr. Alaoglu) u slaboj* topologiji, a ||¢||l.. = 1, dobivamo kontradikciju. Stoga definiramo
¢, = ¢o/$.(0), paje w* —lim, ¢, = ¢ jer za f € L'(G) vrijedi

f(¢(z/¢<1(0) - ¢)fd/l = f¢(z(1/¢w(0) - l)fd/l + f(¢a - ¢)fd/1’

a ¢, ograniCeni su u || - |l normi, pa desna strana tezi u 0. Kako smo po konstrukciji
napravili da je ¢/, € Conv (E(P;)) za sve a € A, dobivamo drugu tvrdnju teorema.
O

Prije nego $to dokaZemo glavni rezultat ovog odjeljka, teorem Geljfand-Raikov, treba
nam joS jedan sam po sebi vazan rezultat. Pokazat cemo da se na P, slaba* topologija
podudara s topologijom uniformne konvergencije na kompaktnim skupovima u G. Prvo
se prisjetimo kako izgledaju baze okolina u tim topologijama. U topologiji uniformne
konvergencije na kompaktnim skupovima za bazu okoline elementa ¢, € #; mozZemo
uzeti {¢p € Py | |po(x) — ¢(x)] < dzasvex € K}, gdje je 6 > 01 K ide po kompaktnim
skupovima u G. U slaboj* topologiji za bazu okolina elementa ¢, moZemo uzeti skupove
oblika ., {¢ € P, | |f(¢ —¢o)fil <6}, gdjesu f; € LY(G),5 >0ineN.

Lema 3.4.13. Za svaku funkciju ¢ € P, vrijedi ocjena |¢(x) — ¢(y)I* < 2 — 2R(¢(x — y)).

Dokaz. Neka je 7, unitarna reprezentacija iz teorema [3.4.10]i € pripadni ciklicki vektor.
Onda je, zbog ¢ € P, ||e||(2H¢ =1 = ¢(0), tj. € je jedinini vektor pa vrijedi

B(x) = dOIP = [((715(x) = o€ | €)gl” < Il(g(x) — 7T¢()’))EII§,¢||E||§{¢
= [|(7p(x) — 7T¢(Y))EII§,¢ = (my(x0)€ — my(y)€ | my(X)€ — m5(¥)E)y
= (mg(x)e|me(x)€)y + (My(V)E| M5 (V)E)y
— (mp(X)€ | ms(y)€)y — (My(X)E | TH(V)EDg
=2 - 2R((m(x)e|n(y)€)y) = 2 — 2R((n(x — y)e| €)4)
=2 -2R(¢(x —y)). O
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Lema 3.4.14. Neka je ¢o € P1i o > 0.

(1) Postoji kompaktna okolina V od O u G (1. V je kompaktan skup takav da je O u
interioru od V) i slaba* okolina ®, od ¢ u P, tako da za sve x € G i sve ¢ € O,
vrijedi [yv * ¢(x) — AV)p(x)| < 2A(V) V6, pri Eemu je yy karakteristi¢na funkcija
skupa V.

(i) Za svaki f € L'(G) i za svaki kompaktan skup K C G postoji slaba* okolina ®, od
¢o u Py takva da za sve x € K i sve ¢ € ©, vrijedi |f * (¢ — ¢do)(x)| < 0.

Dokaz. Za[{@)} V uzmemo takvu kompaktnu okolinu od 0 da vrijedi |po(x) — 1| < 6 za sve
x € V. Nadalje, definiramo @, kao slabu* okolinu od ¢y u #; takvu da je ¢ € @, ako i
samo ako |¢o(xyv) — d(xv)| = | fv(qﬁ — ¢o)| < 04(V). Sada iz prethodne leme slijedi da za sve
¢ € DixeGvrijedi

ey * ¢(x) = AV)p(x)| =

j; (plx=y) - ¢(X))d/l(y)‘ < fv l¢(x = y) = ¢(x)ldA(y)

< fv V2 = 2R(¢())dA) = fv V(2 - 2R(¢)) xv dA

< \/ fv (2 - 2R(g))dA \/ fv vl = \/2 fv (1 - R4 VIV
< \/2 fv(l—q;)cu‘\/m

< \/2 fv(l —¢)d/l‘+2 fv(¢0—¢)cu'\/m

< V2A(V)$ + 2A(V)s JA(V) = 24(V) V6.

Dokazimo #o promatramo kao element duala od L'(G), tj. linearnu funkciju na
L'(G) s djelovanjem ¢o(f) = [ f¢odA, f € L'(G). Primijetimo da za ¢ € Py vrijedi

f o) = f J(x = ¢o(r)dA(y) = f (T )(=Y)po(dAy) = f (T_f)odA,

tj. f* ¢o(x) = do(T_x(f)). Skup {r_.f | x € K} je kompaktan u L!(G) jer je translatiranje
7. : G — LY(G) neprekidno, pa primijenimo li propoziciju [1.1.6, dobijemo slabu* okolinu
od ¢ (koja je ujedno i okolina za kompaktnu konvergenciju u L'(G)*) @, takvu da za sve

¢ € Oz ix € Kvrijedi [@o(T_rf) = G(T_f) = |f * o = [ @l = [f *(do — P < 6. O

Teorem 3.4.15. U P, se topologija uniformne konvergencije na kompaktnim skupovima u
G i slaba* topologija podudaraju.
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Dokaz. Fiksirajmo neki ¢y € $;. Dokazimo da ¢ — ¢ u topologiji uniformne konver-

gencije na kompaktnim skupovima povlaci ¢ 5 ¢o. To pokazuje da je slaba* topologija
manja od topologije uniformne konvergencije na kompaktnim skupovima u G. Neka su
f € L'(G) 16 > 0 proizvoljni. Zbog o-kompaktnosti od G postoji rastuéi niz kompaktnih
skupova (K, ),en, €ija unija pokriva G, jer je unija kona¢no kompaktnih skupova kompakt-
an skup. Iz teorema o monotonoj konvergenciji slijedi f |fldA = f lim, (| flxk,)dA =
lim,, e fK | f1dA, pa postoji kompaktan skup K takav da fG\ ¢ |fldAd < 6. Sada ako je ¢ € P,
takav da |p(x) — ¢o(x)| < d/||f]]; za sve x € K, onda vrijedi

160f) — do(f)] = ‘ f i %)dﬁ‘ < fK £l — dold + fG 1£1l6 — doldA

\K

0
S—f|f|d/1+f 2|fldA <6+ 26 = 36.
7 J o

Za obrat uzmimo proizvoljne, fiksne ¢y € P, kompaktan skup K 1 > 0. Dovoljno je
konstruirati slabu* okolinu elementa ¢, sadrzanu u {¢ € P; | |¢(x) — ¢o(x)| < 1, x € K}.
Uzmimo neki prozivoljan 6 > 0. Prema prethodnoj lemi, pod postoji slaba* okolina
@, od ¢ 1 kompaktna okolina V od 0 € G takva da da za sve x € G i sve ¢ € ®; vrijedi
v * d(x) — AV)p(x)| < 2A(V) V6. Prema istoj lemi, ali pod primijenjenoj na funkciju
Xv 1 kompaktan skup K, postoji slaba* okolina ®, od ¢, takva da za sve x € K i sve
¢ € O, vrijedi [yy * (¢ — Po)(x)| < 64A(V). Stoga, uzmemo li za trazenu slabu* okolinu skup
® = ®; N D,, dobivamo da za sve ¢ € @i x € K vrijedi

[$(x) = Go(0] < 1/AWV) (IAV)P(x) = xv * p)l+
v # (¢ = go) )| + v * do(x) = AV)go(x)])
<2V5+6+2Vo,

pa ako uzmemo dovoljno malu vrijednost ¢, vrijedi da je ¢ u {¢p € Py | |p(x) — Po(x)| <
n, Yx € K}. m|

Teorem 3.4.16 (Geljfand-Raikov). Ireducibilne, unitarne reprezentacije Hausdorffove, lo-
kalno kompaktne, o-kompaktne i Abelove grupe G razlikuju tocke.

Dokaz. Neka su x,y € G razliciti. Iz Urysohnove leme za lokalno kompaktne i Haus-
dorffove prostore mozemo direktno dobiti funkciju fy € C.(G) takvu da fy(x) # fo(y). Po
propoziciji 3.4.9) moZemo f, uniformno aproksimirati linearnim kombinacijama funkcija
iz C.(G) N P. Stoga, uzmemo li da je f takva linearna kombinacija funkcija iz C.(G) N P
da je u svakoj tocki udaljena od f; za najvise |fo(x) — fo(¥)|/2, nuzno slijedi f(x) = f(y).
Kako svaki element iz £ moZemo normirati da bude u Py, f = Y, aif;, @; € C, f; €
C.(G)NPy. 1z prethodnog teorema i iz teorema[3.4.12]slijedi da je Conv E(P;) gustu P; u
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topologiji uniformne konvergencije na kompaktnim skupovima. Skup {x, y} je kompaktan,
pa moZemo svaki f;, i = 1,2,...,m, uniformno aproksimirati na skupu {x, y} funkcijom
gi iz Conv &(Py). Ako stavimo g = X7, ;g 1 |gi(2) — fi(2)| < 6/(XL, |lail) za sve i i
z € {x,y}, slijedi |g(z) — f(2)l < X7, laillgi(z) — fi(z)| < 6. No, uzmemo li vrijednost ¢ tako
da¢ < |f(x)— f(y)/2, dobivamo g(x) # g(y). Kako je svaka linearna kombinacija funkcija
iz Conv &(#;) ujedno i linearna kombinacija funkcija iz E(P;), imamo g = >, Bi¢;, gdje
sufB; € Cig; € EP). Bududi da je g(x) # g(y), postoji barem jedani € {1,2,...,n} takav
da je ¢:(x) # ¢:(y). Sada iz teorema [3.4.11]slijedi tvrdnja ovog teorema. m|



Poglavlje 4

Dualna grupa i Fourierova
transformacija

Ovdje koristimo iste oznake kao u zadnjim odjeljcima prethodnog poglavlja. G oznacava
neku fiksiranu lokalno kompaktnu, Hausdorffov, o-kompaktnu i Abelovu grupu i pritom
koristimo aditivnu notaciju. S A oznacavamo neku, isto fiksnu, Haarovu mjeru na G. Oz-
naku T koristimo za multiplikativhu grupu kompleksnih brojeva modula 1 uz standardnu
topologiju.

4.1 Osnovna svojstva dualne grupe

Definicija 4.1.1. Neka je G skup svih neprekidnih homomorfizama grupa G — T. Na G
definiramo operaciju mnoZenja po tockama i stavljamo topologiju uniformne konvergencije
na kompaktnim skupovima. Tada G postaje topoloska grupa i zovemo je dualnom grupom
grupe G. Elemente dualne grupe zovemo karakteri od G.

Cinjenica da je invertiranje i mnoZenje u G neprekidno je trivijalna. Iz teorema 1
3.4.11]1 identifikaciju £(C, C) = C, lako se dobiva sljedeca propozicija.

Propozicija 4.1.2. Skup G se podudara sa skupom svih ekstremnih tocaka od P i moZemo
ga identificirati sa skupom svih ireducibilnih, unitarnih reprezentacija grupe G.

Imamo i sljedecu identifikaciju sa spektrom o-(L'(G)) od L'(G) u smislu poglavlja

Teorem 4.1.3. Skup G mozemo identificirati sa o(L'(G)) djelovanjem

£0) = f FOEDAAX, f € L'G).

47
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Nadalje, slaba* topologija koju G naslijedi kao element o-(L'(G)) i topologija uniformne
konvergencije na kompaktnim skupovima u G se podudaraju.

Dokaz. Svaki karakter ocito definira neprekidan linearan funkcional, pa trebamo jo$ poka-
zati multiplikativnost. Buduéi da je &£ homomorfizam, za f, g € L'(G) imamo

E(frg) = f f FO)g(x — NEDAA)AA)
= f f FOED) g(x — y)E(x — y)dA(y)dA(x)
= f f@)@( f g(x — y)&(x — y)d/l(X)) dA(y)

= f FMED ( f g(X)%d/l(X)) da(y)

- ( f f<y>@cu<y>) ( f g<x>%cu<x>)

= &(NHé(g).

PokaZimo sada da nuzno svaki element ® € o(L'(G)) proizlazi iz G. Znamo da je
||®|| = 1 prema propoziciji a kako je ® € L'(G)*, postoji ¢ € L*(G) takav da
O(f) = ffad/l, za sve f € LY(G), i ||¢llo = 1. Primijetimo sada da za sve f,g € L'(G)
vrijedi

f gD AAY) = D(HD(g) = O(f * &)
= f f J(x = y)g(»)$(x)dA(y)dA(x)
= f g8 ( f T f (X)Wdﬂ(X)) da(y)

= f gO(t, f)dA(y),

pa je posebno ¢(y)D(f) = O(,f), §. p(V)D(f) = O(t,f) za A - gotovo sve y. Uzmemo li
h € LY(G) takav da je ®(h) # 0, prema prethodnom moZemo redefinirati ¢ u neprekidnu
(jer je translatiranje neprekidno) funkciju y = ®(r,h)/ ®(h). Onda vrijedi ¢(x + y)D(h) =
DO(1yh) = O(1,1yh) = () D(yh) = ¢(x)¢(y)W, za gotovo sve x 1 sve y. No, zbog
neprekidnosti od ¢, 1 jer je Haarova mjera pozitivna na otvorenim skupovima, mozZemo
progiriti da ¢(x + y)D(h) = ¢(x)p(y)D(h), tj. d(x +y) = ¢(x)p(y) vrijedi za sve x,y € G.
Sada, ako uzmemo x takav da ¢(x) # 0, onda ¢(n) = ¢(0 + n) = ¢(0)dp(n), pa je ¢(0) = 1.
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Noonda 1 = ¢(0) = ¢(y)p(—y), pa je ¢(y) # 0 za sve y € G. Slijedi da je ¢ neprekidan
homomorfizam grupa G i C. Ukoliko bi postojao element y € G takav da |[p(y)| # 1, [p(y)|
ili |¢(—y)| bio bi veéi od 1, a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je ¢ ogranicen s 1. Dakle,
lp(y)| = 1 zasve y € G, tj. ¢ je karakter.

Zadnju tvrdnju teorema dobijemo iz propozicije |4.1.2|1 teorema O

Sada iz ovog teorema i propozicije odmah dobijemo i sljedeci korolar.
Korolar 4.1.4. Dualna grupa G je lokalno kompaktna i Hausdorffova.

Propozicija 4.1.5. Ako je G kompaktna, onda su elementi G ortogonalni u L*(G). Nadalje,
ako je A(G) = 1, onda su elementi G jo§ i ortonormirani.

Dokaz. Primijetimo da za svaki & € G vrijedi [£(x)]> = E(x)é(x) = 1 zasve x € G, pa je
l€ll, = A(G) i inverz svakog elementa & je 1/& = €. Neka su sada &, € G razli¢iti. Tada
postoji xo € G takav da £(xo)n~(x0) # 1, pa imamo

[emar= et

= f E(x + x) " (x + x0)dA(x)
- f EOECo™ (™ (r0)dA()
= E(xo)n " (x0) ffﬁd/l’

stoga nuzno slijedi f énda = 0. O

Propozicija 4.1.6. Ako je G diskretna grupa, onda je G kompaktna, a ako je G kompaktna
grupa, onda je G diskretna.

Dokaz. Ako je G diskretna, onda je Haarova mjera proporcionalna broje¢oj mjeri pa po-
stoji jedinica &y u L'(G) koja je definirana s 6o(0) = 1, a u ostalim to¢kama je nula. Stoga
moZemo primijeniti propoziciju [2.1.5]

Za G kompaktnu prvo primijetimo da prema prethodnoj propoziciji slijedi f £1da =0,
ako & # 1, £ € G. Stoga, kako je 1 € L'(G), skup {f € L*(G) | | [ f1dA| > 0} je slabo*
otvoren, pa {f € L*(G) | Iff 1dA] > 0} N G sadrzi samo {1} i otvoren jeu G. Tvrdnja
teorema sada slijedi iz translatorne invarijantnosti topologije grupe. O

Propozicija 4.1.7. Neka je G, G, ... ,G, konacni niz lokalno kompaktnih, Hausdorffovih,
o-kompaktnih, Abelovih grupa. Tada je [}, G; izomorfno [, Gi.
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Dokaz. Svaki element []}, G; definira karakter na [T, G: formulom

(1,0, &)X, X0, -, X)) = E1(XDEAXD) ... En(Xy).
Obrnuto, ako uzmemo & € Hzl\G,-, zai=1,2,...,n definiramo
&i(xy) = £00,0,...,0,x;,0,...,0),

gdje je &; ocito karakter na G;; no onda vrijedi
(e, %, %) = €0 (0,0,...,0,%,0,...,0))
i=1

=[«0.0.....0.x.0.....0)
i=1
= ‘fl(xl)é:Z(xZ) o é:n(xn)’

pa tvrdnja slijedi. O

Napomena 4.1.8. Ako imamo familiju kompaktnih grupa (G;);c; i na njima uzmemo normi-
ranu Haarovu mjeru (4;(G;) = 1, za sve i € I), moZe se pokazati da se na produktu [];c; G;
moZe konstruirati normirana Haarova mjera koja se, u smislu Fubinijevog teorema, dobro
ponasa u odnosu na pocetne Haarove mjere A;, i za koju vrijedi H;,\G,- = Y., G; (vidi
[3)]). Posebno, uzmemo li neprebrojiv I i G; = T za sve i € I, vrijedi G; = Z, pa je
I—[Te,\G,- = Yier Z. Slijedi da, ako imamo kompaktnu grupu, njezina dualna grupa cak ne
mora nuzno biti o-kompaktna.

4.2 Fourierova transformacija

Zbog napomene nadalje éemo pretpostavljati da je dualna grupa G o-kompaktna.
Takoder, prema rezultatima prethodnog odjeljka, moZemo fiksirati neku Haarovu mjeru p
naG.

Definicija 4.2.1. Fourierova transformacija ¥ je preslikavanje s L'(G) u prostor funkcija
na G definirano s

ﬂa=?ﬂ8:f}wﬁﬁwu>

Vidimo da je Fourierova transformacija zapravo Geljfandova transformacija jer je (po
teoremu i G = o(LNG)) i E(f) = f f(x)&(x)dA(x). Stoga moZemo primijeniti teorem
odnosno teoreme 2.1.6]i da dobijemo:
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Teorem 4.2.2. Fourierova transformacija ¥ je *-homomorfizam Banachovih *-algebri
LY(G) i Co(G) s normom ||F1| < 1 i slikom gustom u Co(G)

Dokaz. Vidimo da treba provijeriti samo da je L'(G) simetri¢na, tj. da ako vrijedi f = f*,
onda f poprima samo realne vrijednosti. f = f* zna¢i da f(x) = f(—x) zasve x € G, pa

f@& = f F)EX)dA(x) = f J()é(=x)dA(x)

- f F(=0)EX)dA(x) = f FEX)dA(x)
= [ f)EDdA) = f(©).

Lako se provjere iz definicije sljedeca svojstva Fourierove transformacije:

T f(&) = EQ) [ (&),

- X (4.1)
nf(é) =, £ (),

zaé,neGixed.

Definicija 4.2.3. Fourierova je transformacija na M(G) preslikavanje s M(G) u prostor
funkcija na G definirano s

26 = f FDdu().

Teorem 4.2.4. Fourierova je transformacija na M(G) *-homomorfizam sa M(G) u pro-
stor ogranicenih neprekidnih funkcija na G. Nadalje, norma Fourierove transformacije je
manja ili jednaka 1.

Dokaz. Fourierova je transformacija ocito ogranicen linearan opeartor sa slikom u prostoru
ogranicenih funkcija i normom manjom ili jednakom 1. Za neprekidnost funkcije /1, gdje je
u kompleksna Radonova mjera na G, fiksirajmo & € G i uzmimo e > 0. Tada, po unutarnjoj
regularnosti od |u|, postoji kompaktan skup K C G takav da je |u|(G \ K) < €. Stoga za sve
n iz okoline od & {n € G | |£(x) — n(x)| < €, za sve x € K} vrijedi

&) - ) = | [ @ -

< f € = Tl + f € - 7ld
K G\K

< Efdl,ul +2e < e(|jull +2),
K
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pa slijedi neprekidnost. Preostaje pokazati da je *-homomorfizam, tj. da za y,v € M(G)
vrijedi g * v = iv. Sada iz propozicije dobivamo za £ € G

@ EV)E) = f Ed(u * v) = f f Fx T ) du(0dv(y)
- f f FOED (V) = HOHE).

O

Sljedece nas zanima inverz Fourierove transformacije. Za to trebamo promatrati trans-
formaciju sli¢nu kao u definiciji |4.2.3| na prostoru kompleksnih Radonovih mjera u M(G).
Ako je u € M(G), definiramo funkciju ¢, na G formulom

Pu(x) = f £(x)du(s). (4.2)

Funkcija & — £(x) je ograni¢ena i neprekidna (jer je topologija na G topologija uniformne
konvergencije na kompaktnim skupovima), pa definicija ¢, ima smisla. Imamo teorem
sli¢an prethodnom.

Propozicija 4.2.5. Preslikavanje y — ¢, je ograniceni injektivni linearni operator norme
najvise 1 koji sa prostora kompleksnih Radonovih mjera M(G) ide u prostor ogranicenih
neprekidnih funkcija na G.

Dokaz. OgraniCenost funkcije ¢, je ocita. Takoder je ocito da je norma danog operatora
najvise jedan. Da bi dokazali neprekidnost funkcije ¢,, uzmimo proizvoljne x € G i€ > 0.
Tada po unutarnjoj regularnosti od u postoji kompaktan skup K C G takav da u(G \ K) < e.
Po teoremu Arzela-Ascoli (1.1.14) slijedi da je K ekvikontinuirana familija funkcija G —
C, pa postoji okolina U od x takva da (Vy € U)(V¢ € K)|E(x) — €(y)| < e. Sada slijedi
neprekidnost jer za sve y € U vrijedi

l¢(x) = o) < f £Cx) = EId|ul(€)

- fG )~ ) + fK £ — EQIdI©)
< 2€ + €lul(K) < 2 + ||ulDe.
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Dokazimo jo§ injektivnost. Pretpostavimo da je u € M(G) takav da ¢, = 0. Tada za
sve f € LY(G) vrijedi

f 6,(x) f(OAAY) = f f £ f(IU(E)AA)

_ f [E0070dA(x)du(€)
- f FEHdu@),

pa kako je slika Fourierove transformacije gusta u Co(G), nuzno mora biti u = 0. O

Teorem 4.2.6 (Bochnerov teorem). Preslikavanje u v ¢, je bijekcija sa skupa konacnih,
pozitivnih Radonovih mjera na G, u skup neprekidnih funkcija pozitivnog tipa P(G) u G.

Dokaz. Zbog prethodne propozicije #.2.5] dovoljno je dokazati da je u — ¢, surjekcija na
P(G). Stoga, neka je u € M(G) pozitivna mjera. Tada za sve f € L'(G) vrijedi

[ermar= [ [ r7Gioe-nawae
= f f f FEOTOIE = Ydu@dA(x)day)
= f f f FEEDTRERAANAA)du(E)
= f [FR@duE) > 0,
paje ¢, funkcija pozitivnog tipa.
Obrnuto, uzmimo ¢ € P(G). Zbog homogenosti preslikavanja y — ¢,, moZemo pret-

postaviti da je ¢(0) = 1 = ||@|l». Prisjetimo se (poglavlje [3| odjeljak da ¢ definira
pozitivno semidefinitnu hermitsku formu na L'(G),

(18 = f (f * g)¢dA = f f F0)gM)¢x = )dA)dAW).

Primijenimo li sada Cauchy-Schwarzovu nejednakost na aproksimaciju jedinice (y)yes 1
proizvoljnu f € L'(G), dobijemo

\ f fewiedd] < f (f * f)pdd f (W * 0P, 43)

Pokazimo da je Yy * ¥}, = ¢y * Yy opet aproksimacija identitete. Prvo vidimo da za
xeGjeyyy(x) = fl//U(x—y)t//U(y)d/l(y), paje supp ¥y * Yy sadrzan u U + U, ali kako
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je (U)yew baza okoline 0, zbog propozicije[3.1.3] pod|[(iD)} i (U + U)yex je baza okoline 0.
Takoder,

Vo % (=) = f Yo(—x = Ve ()AA) = f Wu(x + 0o (HAA0)

- f o= WU (=)dA0) = f Wo(x = o (HAAG)
=Yy * Yy(x),

1 jednako tako se lako pokaze da je flpU * YpydAd = (f Yy)? = 1.
Sada, ako uzmemo € > 0, onda postoji okolina U + U od 0 za neku U € % takva da
|#(0) — ¢(x)| < e zasve x € U + U. Slijedi da

‘ f Wy * ¥)P()AAR) - ¢<0)‘ < [ Wo o - 60)dA)

U+U

<e€ Wy * Y7)dA(x) = €,

U+U

t. [Wu*y)¢(x)dA(x) - ¢(0) = 1. Kakoje f+y}, — fu L'(G), posebno [ f+y;¢dd —
f f¢dA, pa pustimo li limes po U € % u dobivamo

'ff¢d/l

Sljedece definiramo niz funkcija (h,),en rekurzivno s by = f** f i h,,; = h,*h;,n € N.
Primijetimo da za sve n € N vrijedi h, = h,, pa iz prethodne nejednakosti dobivamo

‘ f feda| < ( f hlqﬁd/l)l/z < ( f h2¢d/l)l/4
< ( f h4¢d/l)l/8 <...< ( f hznqﬁd/l)

zfnfl
< lhlly

2
< f(f*f*)qﬁd/l.

zfnfl

i sada po teoremu [2.2.2] odnosno teoremu pod te Cinjenice da je Fourierova

transformacija *-homomorfizam, slijedi lim,leNllhzﬂﬁ%1 = Il = I flle. Dobili smo

| f f¢d/1| < |Iflls, pa je linearni funkcional f f f#dA, definiran na slici Fourierove
transformacije F (L'(G)), dobro definiran i norme je manje ili jednake 1. Kako je F (L'(G))
gust u Co(G), moZe se progiriti do funkcionala na Co(G) bez poveéanja norme. No, po
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Rieszovom teoremu reprezentacije, [1.2.9] postoji mjera v € M(G), isto norme ||v|| < 1,

takva da
f fodi = f Fedve) = f f FOED IO,

za sve f € L'(G). Stoga za sve x € G je ¢(x) = f EX)dv(€) = f E1(x)dv(¢). Definiramo
li mjeru u na Gs w(E) = v(E™Y), uz supstituciju & — &7! slijedi ¢(x) = ff(x)d,u(cf) za sve
x€G, . ¢=¢, PreosAtaje pokazati da je y pozitivna. Vidimo da iz 1 = ¢(0) = u(G) <
llull < 1 slijedi ||ul| = u(G), pa u mora biti pozitivna. O

Pomocu Bochnerovog teorema moZemo u potpunosti opisati izgled slike operatora u +—
¢, s domenom M(G), jer sve elemente iz M(G) moZemo dobiti kao linearna kombinacija
pozitvnih, kona¢nih Radonovih mjera na G. Uvedimo, stoga, sljedece oznake

BG)={p, lueM (G)} = { linearne kombinacija elemenata iz P(G)}
BP(G) = B(G)NL(G), p < .

Takoder uvodimo oznaku ¢ — u, za inverz preslikavanja u +— ¢,. Tada za sve ¢ iz Z(G)
vrijedi ¢, = pizasveu e M G) je Mg, = p. Primijetimo da (po propoziciji HB(G)
sadrzi sve funkcije oblika f * g gdje su f, g € C.(G), te da su AP(G) gusti u L’(G) za sve
p < oo,

Iz dokaza Bochnerovog teorema vidimo da za sve parove u € M(G) i ¢, € B(G)isve
f € LY(G) vrijedi

f FOB0dA) = f FEdu@.

Stoga, kada bi f i1 ¢, imale ravnopravnu ulogu u prethodnoj jednakosti, dobili bi joS jednu
jednakost. Po simetriji bi mogli modificirati desnu stranu u f dENHdu #(€). Vrijedi 1 jaca
tvrdnja.

Propozicija 4.2.7. Neka su f i g iz B'(G) proizvoljne. Tada je
fdug = 3duy.

Dokaz. Vidimo da su obje mjere fd,ug igduyiz M (G) = Cy(G)*. Slijedi da je za njihovu
jednakost, zbog gustoée F(L'(G)) u Co(G), dovoljno pokazati da su njihovi integrali u
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odnosu na funkcije oblika /1, & € L'(G), jednaki. Stoga, za h € L'(G) raéunamo

[ ifan, = [T = [ [ pemeeoaicn

- [ [ nosx - ngenaoaaco
- [ [ nreage-x - yaaonace

= f f (h * g)(—X) f(x)dA(x) = f I+ gduy
= f hgdu;.

Pri tome smo koristili jednakost spomenutu prije ove propozicije. O

Lema 4.2.8. Za sve kompaktne skupove K u G postoji f € C.(G) N P(G) takva da je f
nenegativnana G i f >0 na K.

Dokaz. Normirajuéi, mozemo uzeti funkciju 4 € C.(G) takvu da il(O) = f hdA = 1. Stoga,
kako je Fourierova transformacija *-homomorfizam, slijedi da za g = h*xh* € C.(G) vrijedi
g = |h]*>. Posebno je § > 01 £(0) = 1. Iz neprekidnosti od g slijedi da postoji okolina U
od 0 takva da za sve &€ € U je g(¢) > 0. Po kompaktnosti pokrijemo K sa konacno skupova
&+ U,i=1,2,...,n, i definiramo traZzenu funkciju s f = Y., &g. Kao konacna suma
funkcijaiz C.(G) je opetu C.(G) i podobivamo f (&) = XL, 8(£—-¢&), paje nenegativna
na G i strogo pozitivna na K. Jo§ treba primijetiti da, kako je g funkcija pozitivnog tipa po
propoziciji pod slijedi da je i f pozitivnog tipa. Naime, za sve ¢ € L'(G), £ € G
1x € G vrijedi

EX)(p * ¢ )(x) = f EX)p(y)e(y — x)dA(y)

- [ enEr=Dee = a0
= ((£¢) * E0))().

paje
ffﬁp «¢)dA = fz &gl * ¢7)da
i=1

=) [ st s @raazo. .
i=1
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Teorem 4.2.9 (Fourierova inverzija I). Za sve f € B"(G) vrijedi f € L'(G). Nadalje, za
svaku Haarovu mjeru A na G moZemo odabrati takvu Haarovu mjeru p na G da vrijedi

dus = fdp. Posebno je f(x) = [ é(x)f(©dp(&).

Dokaz. Trazeni ¢emo p dobiti tako da konstruiramo pripadni pozitivni linearni funkcional

na C.(G) (pogledati teorem [1.2.8). Za ¢ € C.(G), po prethodnoj lemi (4.2.8), postoji g iz
LY(G) N P(G) takav da je & strogo pozitivan na supp ¢. Definiramo traZeni funkcional I s

I(p) = f @8 du,.
supp ¢

Definicija je dobra jer za isti takav 4 kao g po propoziciji vrijedi

f @8 ' du, = f @(gh) ' hdy,
supp ¢ supp ¢

- f o(ah) 2wy
supp ¢

= f cpiz_ld,uh.
supp ¢

Kada uzmemo ¢,y € C.(G) i a,B € C, nademo funkciju g € L'(G) N P(G) takvu da je
g strogo pozitivna na uniji kompaktnih skupova supp ¢, supp ¢ i supp (ap + B¢), pa sada
lako slijedi linearnost od / primijenimo li ovaj g u definiciji od I. Da je I(¢) nenegativan
¢im je ¢ € C.(G) nenegativan, dobivamo iz Bochnerovog teorema prema kojemu je My
nenegativna mjera. Stoga je I pozitivan linearan funkcional na prostoru C.(G).

Sljedece pokazujemo da je I netrivijalan i invarijantan na translacije. Za f € %' vi-

dimo da zbog propozicije 4.2.7| vrijedi I(f¢) = fsuppﬁp <pg“fd,ug = fsupwgoduf, pa zbog
injektivnosti preslikavanja f +— uy moZemo izabrati f1¢ € C.(G) takve da je I( fo) # 0.
Da bismo dokazali invarijanost na translacije, primijetimo da zan € Gi g€ C(G)NPG)

vrijedi

f £(x)dp, () = f En )@
= n(x)g(x) = (7g)(x),

pri cemu du, (7€) oznaCava mjeru u,, translatiranu za 1. Po bijektivnosti korespondencije
f = uy zakljuCujemo da du,(né) = dyﬁgf. Valja joS primijetiti da je, prema dokazu

prethodne leme, 7jg opet pozitivnog tipa. Uzmemo li ¢ € C.(G), moZemo po prethodnoj
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lemi dodatno pretpostaviti da je g strogo pozitivna na supp ¢ i supp 7,¢, pa vrijedi

I(ry0) = f OO duy(E) = f (En @) duy(@)
Supp 7y SUpp ¢

= f ()20 duty(n) = f e(&)(T8() " dug; &
supp ¢ supp ¢
= I(¢),

tj. I je invarijantna na translacije. Slijedi da je I dana integriranjem u odnosu na neku
Haarovu mjeru p, I(¢) = f ¢dp. Ranije u dokazu smo pokazali da za f € Z'(G) je
I(¢f) = fsuppf @duy, paje fsupp¢¢df‘f = fgodyf = fgofdp zasve ¢ € CC(G).AZakIJucA:u]emo
da je dus = fdp i, jer je du, kompleksna, pa onda i kona¢na mjera, vrijedi f € L'(G). O

Imamo i jednostavan korolar koji direktno slijedi iz Bochnerovog teorema i teorema
Fourierove inverzije.

Korolar 4.2.10. Ako je f € L'(G) N P(G), f je nenegativna.

Definicija 4.2.11. Haarova mjera p na G koja zadovoljava formulu iz teorema Fourierove
inverzije, duy = fdp, f € B"(G), zovemo dualna mjera mjere A.

Kako je Haarova mjera jedinstvena do na konstantu, iz definicije Fourierove transfor-
macije i teorema Fourierove inverzije, jasno slijedi da je dualna mjera jedinstvena i da daje
jedan-jedan korespondenciju izmedu Haarovih mjera na G i Haarovih mjera na G. Ako je
p dualna mjera Haarove mjere A, onda je co dualna mjera mjere ¢! A, za sve ¢ > 0. Stoga
nadalje pretpostavljamo da je A neka fiksna Haarova mjera i p pripadna dualna mjera.

Teorem 4.2.12 (Plancherel). Fourierova se transformacija na L'(G) N L*(G) moZe prosiriti
do unitarnog operatora na L*(G).

Dokaz. Nekaje f € L'Y(G) N LY(G). Tada je f * f* € L'(G) N P(G) po propoziciji|3.4.8| pa
po teoremu o Fourierovoj inverziji i *-homomorfizmosti Fourierove transformacije

f fPdA = f £(0) = f E0(+ FNE(E) = f fPdp.

Zakljuéujemo da je f € L*(G), i da je preslikavanje ¥ : L'(G)NLX(G) — L*(G), gledamo li
na oba prostora L? norme, izometrija. Kako je L'(G) N L*(G) gust u L*(G) jer sadrZi C.(G),
moZemo F prosiriti do izometrije L>(G) — L?*(G), pa preostaje pokazati surjektivnost.
Neka je ¢ € L*(G) i pretpostavimo da je (¢ | f>L2(é) =0zasve f € L'(G) N L*(G). Za sve
x € G, po[.I] imamo:

0= f o7 fdp = f PE)E) f(€)dp(&),
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pa kako je produkt elementa iz L2(G) element iz L'(G), slijedi da je (&) f(£)dp(£) element
M(G) koji ozna¢imo s v. Dakle, imamo relaciju 0 = f E(x)dv(é) zasve x € G, tj. 0 = ¢,.
No to je moguce samo ako je v trivijalna mjera jer je u — ¢, bijekcija M(G) —» AB@G).
Slijedi dajei¢ = 0. m]

Teorem 4.2.13 (Hausdroff-Youngova nejednakost). Neka su p € [1,2] i g € [2, o] takvi
dal/p+1/q=1. Tada za f € L*(G) vrijedi f € LYG) i ||fll, < Il fll,-

Dokaz. Slijedi iz Riesz-Thorinovog teorema (|1.2.6)) jer je ||f||oo < |Iflli 1 ||f||2 = |fll. po
prethodnom Plancherelovom teoremu. O

Imamo sljedeca dva korisna rezultata u slucaju da je G kompaktna ili diskretna grupa.

Propozicija 4.2.14. Ako je G kompaktna grupa i A(G) = 1, onda je G ortonormirana baza
za L*(G).

Dokaz. Po propoziciji znamo da je G ortonormiran skup, pa je dovoljno dokazati
maksimalnost. Neka je f € L*(G) takav da (f |£);2) = [ f€dA = 0zasve ¢ € G. To znati

daje f = 0, pa je po Plancherelovom teoremu f = 0. O

Propozicija 4.2.15. Ako je G kompaktna grupa i A(G) = 1, onda je dualna mjera p brojeca
mjera. Ako je G diskretna grupa i A brojeca mjera, onda je p(G) = 1.

Dokaz. Neka je G kompaktna i A(G) = 1. Tada za karakteristi¢nu funkciju yo = 1ié € G

vrijedi £6(€) = [€X)dAx) = (11&)126) pa po propoziciji vrijedi f¢ = xy). Po
teoremu o Fourierovoj inverziji (kojeg mozemo primijeniti jer je x¢ * g = X6, pa je, po

propoziciji f-48} xo € P(G)) je, zax € G, 1 = xg(x) = Tyee EXEdP(E) = p(1}), 1.
p je brojeca mjera.
Pretpostavimo da je G diskretna i A brojeca mjera. Primijetimo da je

X&) = fm)({m(x)dﬂ(x) = £0) =1,

1, kako je yjo pozitivnog tipa zbog x/o} * X?O} = Xop Xi0)(x) = f &(x)dp(€) po teoremu o
Fourierovoj inverziji. Uvrstimo li x = 0, 1 = p(G) slijedi. O

4.3 Teorem o dualnosti

Primijetimo da smo u prethodnom odjeljku imali rezultate u samo jednom smjeru. Na pri-
mjer, kompaktnost, odnosno diskretnost, grupe G povlaci diskretnost, odnosno kompakt-
nost, dualne grupe G, ali to a priori ne znaci da vrijedi i obrat, tj. da kompaktnost, odnosno
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diskretnost, grupe G povla¢i diskretnost, odnosno kompaktnost, nase pocetne grupe G. U
ovom ¢emo odjeljku u tom smislu upotpuniti rezultate prethodnog odjeljka, a kljucan je
rezultat Pontrjaginov teorem o dualnosti.

Lema 4.3.1. Ako su ¢, € C(G), onda je ¢ * W = h za neki h € B"(G). Iz ovoga slijedi
da je F($B"(G)) gust u L’(G) za sve p € [1, o).

Dokaz. Definiramo funkcije f(x) = [ £(x)(€)dp(€), g(x) = [Ex)W(E)dp(€), x € G, pa su
f, g € B(G). Stoga f fkdai f gkdA imaju smisla i imamo da za svaki k € L'(G) N L*(G),
po Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti i Plancherelovom teoremu (4.2.12)), vrijedi

] f f%cu| . f f E00(OTD o@D
. f (&) ( f §<x>mcu<x)) dp@‘

- f w(é)@dp(f)‘

< liglllikll2 = llell Ikl

pa moZemo iskoristiti obrat Holderove nejednakosti (teorem [[.2.1) da zaklju¢imo f €
L*(G). Potpuno analogno dobijemo | f gkdA| < |WlLlkll, za sve k € LY(G) N L*(G), pa
jeig € L*(G).

Dokazimo da je h(x) = f E(x)(@ * Y)(€)dp(€), x € G, trazena funkcija. Vrijedi

hx) = f f £ En ()o@

- f f ENDEHEPp(E)
= fg).

pa je posebno h € L'(G), a iz definicije slijedi h € %(G), pa je h € %'(G). Na kraju jo$
valja primijetiti da je po teoremu o Fourierovoj inverziji (4.2.9) h(x) = f Ex)h(&)dp(&), pa
iz bijektivnosti preslikavanja u — ¢,, M (G) = B(G), slijedi h = ¢ * .

Za drugu tvrdnju primijetimo da je F(%'(G)), po teoremu o Fourierovoj inverziji,
sadrzan u L'(G), a znamo dajeiu L2(G). Slijedi da je sadrzan i u svim L(G), p €[1,00].
Gustoca slijedi sli¢no kao u propoziciji|3.4.9 O

Teorem 4.3.2 (Pontrjaginov teorem o dualnosti). Preslikavanje ® : G — G definirano s

D(x)(¢) = £(x), £ € G,

Jje izomorfizam topoloskih grupa.



POGLAVLIJE 4. DUALNA GRUPA I FOURIEROVA TRANSFORMACIJA 61

Dokaz. Buduéi da je topologija na G topologija uniformne konvergencije po kompaktnim
skupovima, onda konvergencija u njoj povlaci i konvergenciju po to¢kama, pa iz toga slijedi
da je ®(x) neprekidna funkcija za sve x € G. Akosué,n € G, onda O(x)(&n) = En(x) =
E(x)n(x) = D(x)(E)D(x)(m), pa je (D(xA) homomorfizam grupa GiT. Zakljucujemo da je
O(x) e Gzasvex € Gi® : G — G je dobro definirano, pa treba pokazati jo§ da je ®
bijektivan homomorfizam grupa koji je ujedno i homeomorfizam.

Primijetimo da za sve x,y € Gi& € G vrijedi @(x + y)(&) = &(x +y) = E0)EQY) =
O(x)(E)D(y)(€), pa je ® homomorfizam grupa G i G. On je injektivan po teoremu Geljfand-
Raikov (3.4.16). Naime, uzmemo li x,y € G takve da je £(x) = @(x)(€) = O(y)(€) = &)
za sve ¢ € G, onda slijedi x = y jer skup G razlikuje totke od G.

Da bismo pokazali da je ® homeomorfizam na svoju sliku, dovoljno je dokazati sljedece
ekvivalencije za proizvoljan, fiksan hiperniz (x,)qeca 0 G.

1) x, — x.

() f(xo) = f(x),zasve f € B(G).
(i) [&(x)fEdp@&) — [Ex)f&dpé), zasve f € B(G).

@1iv) d(x,) — D(x).

= vrijedi po neprekidnosti funkcija f € %'(G). Obratno, pretpostavimo da x, —
x. Onda postoji otvoren skup U oko x i podhiperniz (xpp))sep takav da x,p ¢ U. Po
propoziciji moZemo uzeti neprekidnu funkciju f € £'(G) takvu da je f(x) # 0 i
supp f € U, ali tada je f(xup) = 0 za sve B € B, pa posebno f(xup) - f(x), tj. ne
vrijedi Ekvivalencija e slijedi direktno iz teorema o Fourierovoj inverziji
. Primijetimo sada da znaci f ®(x,)fdp — f ®(x) fdp, za sve f € B'(G). No,
kako ®(x) 1 ®(x,) moZzemo (po teoremu gledati kao na elemente prostora L2(G)",
a po prethodnoj lemi F(A'(G)) je gust u L'(G), pa slijedi ekvivalencija 1 i
zakljucujemo da je ® homeomorfizam.

Preostaj(:, pokazati surjektivnost. Prema prethodnom, ®(G) je lokalI}o kompaktan pot-

prostor od G, a prema propoziciji pod [(ii1), ®(G) je zatvoren u G. Stoga, ako pret-
postavimo da postoji z € G \ ®(G), onda, po propoziciji ‘3.1.31, postoji otvorena simetri¢na

okolina U od 1 u AGA takva da je zUU N ®©(G) prazan skup. Sada odaberemo nenegativne,
nenul ¢ iy iz C.(G) takve da supp ¢ C zU i suppy C U, pa je posebno ¢ * i nenegativan i
nenul i vrijedi (supp ¢ * ) N ®(G) = 0. Po prethodnoj lemi postoji g € A" (G) takav da je
p*xy=g,alitadazasve x € G

0= h(D(-x)) = f D(x)(£)g()dp(6) = f £(x0)g()dp(8),

pa po bijektivnosti preslikavanja (Bochner, teorem ) 1=y M (G) = B(G), (ovdje
je u = gdp), slijedi g = 0. To je kontradikcijas ¢ = = g # 0. O
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Prema upravo dokazanom teoremu moZemo u potpunosti identificirati G i ®(G) i za
sve x € G 1¢ € G moZemo pisati £(x) = x(€).

Teorem 4.3.3 (Fourierova Inverzija IT). Neka su f € L'(G) i f € L\(G). Tada za gotovo sve
x € G vrijedi f(x) = f(—x). Ako je f neprekidna, onda f(x) = f(x) vrijedi za sve x € G.

Dokaz. Vrijedi
e = [ € s = [ e-oraac
- [ ews-nac
- [ w@s-vai,

paje f e B'(G) i, uz oznake kao kod Bochnerovog teorema, Vrljedl du f(x) = f(=x)dA(x).
Prema teoremu uje f(=x)dA(x) = fd/l(x) tj. f(=x) = f(x) za gotovo sve x € G.
Ako je f neprekidna, a znamo da je f uvijek neprekidna za f € L'(G), slijedi da je nuZno
f(=x) = f(x) zasve x € G. O

Teorem 4.3.4 (Fourierova jedinstvenost). Ako su u,v € M(G) takve da i = ¥, onda je
i = v. Posebno, ako je f = g za neke f,g € L'(G), onda je f = g gotovo svugdje.

Dokaz. Uz oznake 1z Bochnerovog teorema, uz zamjenu uloga G 1 G, dobivamo da za sve

£ € G gd) = [ MO i ¢(&) = [x(&)dv(x), paje ¢u(=€) = &) = WE) = ¢u(=E).

Sada po bijektivnosti iz Bochnerovog teorema slijedi u = v. |

Propozicija 4.3.5. Ako je G kompaktna, onda je G diskretna. Ako je G diskretna, onda je
G kompaktna.

Propozicija 4.3.6. Za sve funkcije f,g € L*(G) vrijedi fg = f * &

Dokaz. Dokazimo prvo za f, g € L*(G) N F(%#"(G)). Tada postoje ¢, ¥ € L2(G) N B (G)
takvi da za sve x € G vrijedi f(x) = ¢(—=x) i g(x) = Y(—x). Sli¢no kao u lemi pokaie
se da vrijedi ¢ * y(—x) = f(x)g(x), i po teoremu je f =¢i2 =y. Stoga, kako su
¢ * i fgiz L'(G), mozemo primijeniti teorem da dobijemo

Fx8©) = 0= u(®) = G+ p(~6) = F3(),

za sve & € G. Sada, ako uzmemo f, g € L*(G), onda, po lemi m postoje nizovi (f,,)uen
i (e u LX(G) N F (A" (G)) koji konvergiraju k f, odnosno g u L? normi. Iz Cauchy-
Schwarzove nejednakosti onda slijedi da f,g, — fgu L'(G), pa f,g. — fg uniformno. Isto
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tako, po teoremul.2.12, je f, = fi8, — & u L*(G), pazasve & € G po Cauchy-Schwarzu

vrijedi

' f (ful€n 2. () - f(fn‘l)é(n))dp(n)‘ < f I(f = DEH2.() + FE77 )@ — 2)Idp(7)
< = Al 1gallz + 1112 118, — 8lla

tj. fo % 8, — f * & uniformno. O

Sljedece ¢emo pokazati dualnost izmedu (zatvorenih) podgrupa i kvocijentnih grupa
grupe G. Za zatvorenu podgrupu H od G definiramo

H:={¢eG|&x) =1, zasvex € H).
Lako je pokazati da je H* zatvorena podgrupa grupe G.
Propozicija 4.3.7. Za svaku zatvorenu podgrupu H od G vrijedi (H*)*.

Dokaz. Neka je x € H. Tada za svaki & € H* je £&(x) = x(€) = 1, . x € (HM)*.
Dokazimo obrat. Oznacimo s 7 kvocijentno preslikavanje s G u G/H i pretpostavimo da
postoji x € (H*+)* \ H. Po teoremu Geljfand-Raikov postoji n € G/H takav da
n(n(x)) # 1. Primijetimo da je n(n(y)) = n(H) = 1 zasve y € H, pa je n o ® € H*+, no onda
x ¢ (H*)* sto je kontradikcija. ]

Teorem 4.3.8. Neka je H zatvorena podgrupa u G i n : G — G/H kvocijentno preslikava-
nje. Tada su preslikavanja ® : G/H — H* i ¥ : G/H* — H definirana s

O(n) =non, Y(EHY) = ¢

H’
izomorfizmi topoloskih grupa.

Dokaz. Trivijalno je pokazati da je ® monomorfizam grupa G/H — H*. Za surjektivnost,
neka je & € H*. Tada je & konstantan na H, pa, po svojstvu kvocijentnih prostora, postoji
neprekidno preslikavanje 7 : G/H — T takvo da je & = n o . Slijedi da za x,y € G vrijedi

n((x+y) + H) = &(x +y) = EX)EQ) = nx + Hn(y + H),

pajene€ G//?I 1 () = £. Neka je sada (17,)4eca hiperniz u G//?I, ne G//T-I takavdan, —» n
u G/H 1ineka je K kompaktan u G. Tada je n(K) kompaktan u G/H, pa i, — 1 uniformno
na m(K), ali to znaci da ®(r) uniformno konvergira na K. Slijedi ®(n,) — O(n) u G.
Obrnuto, neka je (17, © )eea hiperniz u H+ koji konvergira prema 57 o 7 € H* u G i neka je
E C G/H kompaktan. Tada po propoziciji [3.1.5] pod (ii), postoji kompaktan K C G takav
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da n(K) = E, pa kako 1, o m — 1 o mr uniformno na K, posebno je i 7, — 1 uniformno na
E. Slijedi homeomorfnost preslikavanja .

Lako je pokazati da je ¥ dobro definiran homomorfizam grupa. Primijetimo da, uz
zamjene Gu G i Hu H*, moier/no\ iskoristiti upravo dokazanu tvrdnju kako bismo dobili
izomorfizam topoloskih grupa G/H~* i (H*)*, tj. H, prema prethodnoj propoziciji. Ako je
n . G — G/H* kvocijentno preslikavanje, onda je taj izomorfizam dan s ®(n) = 7 o 7,
ne GA//EL, i D)) = n(EHY), to jest, vrijedi £ @) = (EHY)(7) za sve ¢ € G. Znadi,
pokazali smo da je

WEH @) = €HY),  zasveé € G, ne G/H, (4.4)

Kako je @ : (A?//EL — H izomorfizam topoloskih grupa, on inducira izomorfizam ® svojih
karaktera takav da vrijedi ®(EH) (D)) = (€H)(1) zasve &€ € Gin € G/H* (ovdje smo

primijenili teorem Pontrjaginove dualnosti [4.3.2| za identifikaciju karaktera grupe G/H* s
G/H"). Sada iz|4.4/slijedi da je ¥ = @, tj. ¥ je izomorfizam topologkih grupa. O

1z surjektivnosti od ¥ iz prethodnog teorema direktno slijedi:

Korolar 4.3.9. Ako je H zatvorena podgrupa od G, onda se svaki karakter na H moZe
prosiriti do karaktera na G.

4.4 Primjeri

U ovom odjeljku ra¢unamo dualne grupe grupa R, T, Z i grupe modulo m, Z,,, m € N, uz
standardne topologije, 1 pripadne Haarove mjere tako da vrijedi teorem o Fourierovoj inver-
ziji (4.2.9). Budu¢i da ¢emo Cesto identificirati dualne grupe s nekim poznatim grupama i
kako su G i G po Pontrjaginovom teoremu o dualnosti potpuno ravnopravne, nadalje ¢emo
za vrijednost medusobnog djelovanja elemenata x € G i & € G koristiti oznaku (x, &).
Haarove mjere oznatavmo kao i prije: A je neka fiksirana Haarova mjera na G, a p je
pripadna dualna mjera na G.

Propozicija 4.4.1. Dualna grupa realnih brojeva moZe se identificirati s realnim brojevima
uz uparivanje (tj. dualnost) (x, &) = e, x € R, £ € R. U tom je sluc¢aju Lebesgueova
mjera dualna sama sebi i za f € L'(R) takvu da je f € L'(R) vrijede formule

f@) = f TR, f) = f &7 F()dp(é),

gdje su A i p Lebesgueove mjere na R i R.
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Dokaz. OC¢ito je da su sve funkcije oblika x — ¢ elementi od R. Obrnuto, neka je

& € R. Tada zbog £(0) = 1 i neprekidnosti od & postoji 7 > 0 takav da fot &dA # 0. Stoga je
t t 1+y
£0) fo §(x)dA(x) = fo E(x + y)da(x) = f £(x)dA(x),
y

. £0) = ([ €09da00) " [ EdAC), paje £ derivabilna i

() = ( fo f(X)dﬂ(X))

gdje je C neka konstanta. RjeSenje ove diferencijabilne jednadzbe je £(y) = €, a kako je
|£(y)| = 1 za sve y, C mora biti imaginaran i & je traZenog oblika.

Sljedece treba provjeriti da se pripadne topologije podudaraju. Ako &, — & u euklidskoj
topologiji i K je kompaktan skup u R, onda | — x| = |¢¥™(E=¥ _ | pa, zbog
ograni¢enosti od K, slijedi da funkcije x > >~ uniformno konvergiraju na kompaktnom
skupu K k funkciji x — e*¢*, Obrat lako slijedi iz upravo dokazanog smjera prelaskom
na podnizove koji u euklidskoj normi konvergiraju prema nekom broju razli¢itom od &, ili
divergiraju u +oo ili —oo.

Da bismo pokazali da je Lebesgueova mjera sama sebi dualna, dovoljno je provjeriti
vrijedi li formula inverzije za neku specificnu funkciju. Za g(x) = e vrijedi g(¢) =
[ e d(x). Kako je derivacija funkcije & > 2"~ jednaka funkciji
& > —2mixe 2% koja je integrabilna za sve & € R, lako se pokaZe da, kad deriviramo
g, mozemo s derivacijom uci pod integral. Tada je uz parcijalnu integraciju

1
EDEW) —£()) = C&EW),

d%g(g) = —2mi f xe 2 e 4 1 (x)

e d
= f e — (¢ )dA(x)
dx

= _j f i(e—Znixf)e—ﬂxz d/l(X)
dx

= —2n& f e_z”ixfe_”xzd/l(x)
= —2m£8(8),

a rjeSavanjem dobivene diferencijalne jednadZbe dobijemo g(¢) = g(£), iz Cega po parnosti
od g slijedi g(x) = [ > dp(£), x € R. O
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Propozicija 4.4.2. Grupe Z i T su medusobno dualne uz djelovanje (n, @) = o". U tom
slucaju kao dualne mjere moZemo uzeti brojecu na Z, a jedinicnu Haarovu mjeru na T, i
tada za sve f € L\(Z) takve da je i f € L'(T) vrijedi

fly=> a"fm,  fm)= fT o f(a)dp(@).

nez

Dokaz. Neka je & € 7. Tada je djelovanje e na Z potpuno odredeno s brojem a(1) € T jer
vrijedi a(n) = a(1)", n € Z, pa je preslikavanje @ — a(1) traZena identifikacija skupa Z sa
skupom T. Provjerimo da se euklidska topologija na T podudara s topologijom uniformne
konvergencije na kompaktnim skupovima. Kako su kompaktni skupovi u Z samo konacni
skupovi, onda se topologija uniformne konvergencije na kompaktnim skupovima podudara
s topologijom konvergencije po tockama, a iz toga lako slijedi da se traZzene topologije
podudaraju. Sad jo§ treba primijeniti propoziciju O

Jedini¢nu Haarovu mjeru na T moZemo dobiti na sljedeci nacin. Oznac¢imo s Q pre-
slikavanje [0,1] — T definirano s Q(x) = e i ozna¢imo s A Lebesgueovu mjeru na
[0, 1]. Tada se moZe pokazati da je jedinicna Haarova mjera p na T dobivena relacijom
p(A) = A(Q71(A)), A € B(T). 1z toga, npr. Lebesgueovom indukcijom, slijedi da je za sve
f e LX(T)

foQda= f fdp.
[0,1] T
Posebno, drugi integral iz prethodne propozicije moZzemo zapisati u obliku

f(l’l) — f €2ﬂinxf(€2mx)d/l(x).
[0,1]

Propozicija 4.4.3. Grupa Z,,, m € N, dualna je sama sebi i medusobno d]eluju (a, by =
e¥™abim - Ako na Z,, fiksiramo brojecu mjeru, onda joj je dualna mjera na Z,, broje¢a mjera
podijeljena s 1/m i za sve funkcije f : Z,, — C vrijedi

R m—1 . 1 m—1 ‘ R
f(b) — Z e—Zmah/mf(a)’ f(a) — E Z elmab/mf(b)
a=0 b=0

Dokaz. Ako je b € Z,,, onda je njegovo djelovanje potpuno odredeno brojem b(1) i vrijedi
b(a) = b(1)*. Nadalje, kako je 1 = b(0) = b(m) = b(1)", nuZzno je b(1) m-ti korijen iz
1. Slijedi da dualnu grupu mozZemo identificirati s Z,, preko m-tih korijena jedinice. Po
propoziciji[4.2.15]i ¢injenici da je na Z,, brojeca mjera, slijedi da je mjera na Z,, normirana
mjera pa, kako Z,, ima m elemenata, teZina je svakog elementa 1/m. O
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4.5 Bohrova kompaktifikacija i uniformno skoro
periodicne funkcije

U ovom odjeljku pretpostavljamo da grupa G nije kompaktna. Tada znamo da, po propozi-
ciji grupa G nije diskretna. Ozna¢imo s G, topolosku grupu koja ima istu grupovnu
strukturu kao G, ali s diskretnom topologijom. Tada je identiteta 7 : G, — G neprekidna
bijekcija koja nije homeomorfizam, a dualna grupa grupe G, je kompaktna (propozicija

B.1.6).

Definicija 4.5.1. Dualnu grupu grupe G, zovemo Bohrova kompaktifikacija grupe G i
oznacavmo s b G.

Buduéi da G, ima diskretnu topologiju, sve su funkcije na G neprekidne. Posebno, b G
je skup svih homomorfizama grupa G, i T, dok je G, po Pontrjaginovoj dualnosti, skup
svih neprekidnih homomorfizam G i T.

Propozicija 4.5.2. Grupa G prirodno se ulaZe u b G preslikavanjem 1(x) = x o T u smislu
da vrijedi {x, &) = ((x), T7'(&)) za sve x € G i & € G. To je ulaganje neprekidno i njegova
je slika gustau b G.

Dokaz. Direktno iz definicije se vidi da (x, &) = (i(x), i"1(&)) vrijedi zasve x e Gi & € G.
Preslikavanje ¢ je neprekidno jer je topologija na G topologija uniformne konvergencije na
kompaktnim skupovima u G, dok je topologija na b G topologija konvergencije po tockama
iz G,, jer se u diskretnoj topologiji kompaktni skupovi podudaraju s konaénim skupovima,
pa, stoga, ako x, — x i K je kona&an skup u Gy, onda je i 7(G,) konacan, pa i kompaktan u
G, i vrijedi x, — x uniformno na 7(K), $to je ekvivalentno x, o7 — x o 7 uniformno na K.
Svi elementi iz (Cl1¢(G))* su homomorfizmi grupa iz G, koji su identi¢ni 1 na «(G), tj.
zasven € (Cl(G)) ix e Gje (ux), ny ={x, Un)) = 1. Stoga I((Cl«(G))*) sadrzi samo
trivijalni homomorfizam 1, pa to vrijedi i za (Cl«(G))*. Sada po teoremu slijedi da je
Cl«(G) cijeli bG. O

Primijetimo da za sve x € G i1 € G, vrijedi
1o ux) =n(xol) = x(@mn) = in)(x),

tj. n ot = i(n). Dakle, imamo neprekidna preslikavanja: : G - bG i1 : G, — G koja
zadovoljavaju:

(x)=xo0l, Yx €@,

i=not,  VYnely,

pri ¢emu je ¢ injektivno, dok je 7 bijektivno.
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Propozicija 4.5.3. Neka je K kompaktna, Hausdorffova grupa i A : G — K neprekidni
homomorfizam grupa. Tada se A moZe prosiriti do neprekidnog homomorfizma grupa
A :bG — K u smislu da vrijedi A(x) = A(«(x)).

Dokaz. Podgrupa Cl A(G) je kompaktna, Hausdorffova i Abelova, pa bez smanjenja opCenitosti
moZemo pretpostaviti da je K = CIA(G). A inducira homomorfizam A* : K — G, zadan
preslikavanjem A*(c) = i"'(c- o A) i on je neprekidan jer je K diskretna grupa. Sada A*
inducira homomorfizam A : bG — K definiran s A(y) = y o A* i njegova neprekidnost la-
gano slijedi iz ¢injenice da je topologija na K jednaka topologiji konvergencije po tockama

iz K. Preostaje pokazati da je A uistinu proSirenje. Za svaki o € K je

[A)I(@) = (x) 0 A*)(0) = ()T (o7 0 A)]
=x(o o) = o(Ax))
= A(x)(0),

pa slijedi tvrdnja. O

Definicija 4.5.4. Ogranicena i neprekidna funkcija f : G — C je uniformno skoro peri-
odiCna, ako je skup {t.f | x € G} potpuno ogranicen u sup-normi.

Dakle, ograniena, neprekidna funkcija f : G — C je uniformno skoro periodi¢na ako
za € > ( postoje xi, xp, ..., X, 1Z G, m € N, takvi da za sve x € G postojii € {1,2,...,n}
tako da ”Txf - Txif”oo = ”Tx—xif - f”oo <E€.

Lema 4.5.5. Neka je (K,d) kompaktan metricki prostor i oznacimo s Iso K grupu svih
bijektivnih izometrija prostora K. Tada je 1so K uz uniformnu metriku kompaktan metricki
prostor.

Dokaz. 1so K je potprostor prostora C(K, K) i o€ito je ekvikontinuiran, pa je po teoremu
Arzela-Ascoli dovoljno jo$ pokazati da je Iso K zatvoren u C(K, K). Neka je (f,)nen
niz izometrija koji konvergira u uniformnoj metrici prema neprekidnoj funkciji f : K — K.
Tada je za sve x,y € K, po neprekidnosti metrike, d(x,y) = d(f,(x), f,(y)) = d(f(x), f()),
pa je f izometrija. Za surjektivnost uzmimo proizvoljan z € K 1 niz (x,),cy u K takav da
je fu(x,) = z za sve n € N. Budu¢i da je K kompaktan, moZemo bez smanjenja opéenitosti
pretpostaviti da x,, konvergira prema nekom x i stoga, zbog uniformne konvergencije niza

(fu)new, slijedi da je z = lim,en f,,(x,) = f(x). O

Teorem 4.5.6. Neka je f : G — C neprekidna i ogranicena funkcija. Tada je ekvivalentno:
(1) f je restrikcija neprekidne funkcije F : bG — C u smislu da je f = F o .

(i1) f je uniformni limes linearnih kombinacija karaktera od G.
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(ii1) f je uniformno skoro periodicna.

Dokaz. Pretpostavimo Primijetimo da linearne kombinacije karaktera na b G Cine al-
gebru jer je umnoZak dvaju karaktera opet karakter. Takoder, konstanta 1 je karakter, po
teoremu Geljfand-Raikov karakteri razlikuju toCke. Stoga, po teoremu Stone-
Weierstrass (I.1.13)), postoji niz funkcija F, : bG — C, n € N, koji uniformno konvergira
prema F 1 svaka je F, linearna kombinacija karaktera. No tada, kako je  +— 1 o ¢ funkcija
G, — G, svaka je F, o« linearna kombinacija karaktera od Gi F,, 0t — F o ¢ = f uni-
formno na G. Slijedi Odmabh je jasan i obrat, jer ako je f uniformni limes linearnih
kombinacija karaktera od G, onda je uniformni limes neprekidnih funkcija oblika F), o ¢,
a kako je «(G) gust u bG po propoziciji 4.5.2) onda F, uniformno konvergira prema nekoj
funkciji F : bG — C za koju vrijedi F ot = f.

Dokazimo da[({)]povlaci[(iii)} Kako je b G kompaktan i funkcija y = 7,F je neprekidna
(jer je F uniformno neprekidna) kao funkcijabG — C(bG), slijedi da je skup {7, F | y €
b G} kompaktan u C(b G). Nadalje, primijetimo da je preslikavanje H +— H o ¢ sa skupa
C(bG)u C(G) izometrija jer je «(G) gustu b G. ZakljuCujemo da je skup {(7,F)oc | y € bG}
kompaktan u C(G). Primijetimo da za sve x;,x, € G vrijedi (7, F) o t(x2) = F(u(xy —
x1)) = 7, (F o 0)(x2), tj. zasve x € G je 1 onF = 7.f. Stoga je {7.f | x € G} gust
podskup (zbog gustoce od «(G) u b G i uniformne neprekidnosti od F) kompaktnog skupa
{(ryF) ot | y € bG}, pa posebno i potpuno omeden. Slijedi da je f uniformno skoro
periodi¢na.

Konacno, dokazimo da povlaci Neka je f uniformno skoro periodi¢na i neka
je K zatvaraC u C(G) skupa {7, f | x € G}. Tada je K kompaktan skup. Dokazimo da je f
uniformno neprekidna. Ako ne bi bila, tada bi postojao hiperniz (x,).ca U G koji konvergira
prema O i takav da 7, f ne konvergira uniformno prema f. Kako je K kompaktan, onda
postoji podhiperniz (xup))gep takav da 7,,, f konvergira uniformno prema nekoj funkciji
g € K. No zbog neprekidnosti od f, 7, f konvergira po tockama prema f, pa je nuzno f =
g, §to je kontradikcija. Dakle, f je uniformno neprekidna. Po lemi[d.5.5]je Iso K kompaktan
skup u uniformnoj metrici, a preslikavanje A : G — Iso K definirano s A(x) = 7, je
homomorfizam grupa, i to neprekidan prema upravo dokazanoj uniformnoj neprekidnosti
od f. Dakle, moZemo primijeniti propoziciju4.5.3]da dobijemo neprekidni homomorfizam
A : bG — IsoK za koji je A(x) = A(u(x)). Definiramo F(y) = A(-y)(0). Tada je
F neprekidna zbog neprekidnosti od Aizasvex € G vrijedi F(«(x)) = AW(=x))(0) =
A(=x)(0) = 7, f(0) = f(x). O
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Sazetak

U ovom je radu dan pregled glavnih rezultata iz Fourierove analize na lokalno kompaktnim,
Abelovim grupama. Na pocetku je iznesen osnovni materijal iz teorije mjere, topologije i
funkcionalne analize potreban za razvoj teorije na lokalno kompaktnim grupama. Potom
se proucavaju Geljfandova transformacija, funkcije 1 konvolucija na lokalno kompaktnim
grupama, reprezentacije lokalno kompaktnih grupa i funkcije pozitivnog tipa. Izneseni su
i dokazani Geljfand-Raikovljev teorem, teorem o Fourierovoj inverziji i teorem o Pontrja-
ginovoj dualnosti, a na kraju rada se jo§ proucava Bohrova kompaktifikacija i primjenjuje
na karakterizaciju uniformno skoro periodi¢nih funkcija.



Summary

This work provides an overview of the more important results in Fourier analysis on lo-
cally compact Abelian groups. At the beginning the basic material from measure theory,
topology, and functional analysis is listed, as it is necessary for developing the theory
on locally compact groups. Afterwards, the Gelfand transform is studied, followed by
functions and convolution on locally compact groups, representations of locally compact
groups, and functions of positive type. The main theorems formulated and proven in this
work are: the Gelfand-Raikov theorem, the Fourier inversion theorem, and the Pontrja-
gin duality theorem. Finally, the Bohr compactification is investigated and applied to a
characterization of uniformly almost periodic functions.
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