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1 Uvod

"Graditelji stvaraju svijet u kojem zivimo, oni ostavljaju trajne i neizbri-
sive tragove u prostoru koji stotinama i tisccama godina svjedae o min-
ulim civilizacijama, svjedae ljepotu, sklad i visoke umjetncke domete. Gra-
diteljstvo je djelatnost u koju je ugrdeno najvse ljudskog rada, znanja,
umijeca, ljubavi, osjecaja, ljepote i sklada.”

Nepoznati izvor

Gradevinarstvo je najstarija i najznacajnija grana tehnike koja se bavi po-
slovima za gralenje svih vrsta objekata. Matematika u graditeljstvu je na-
jbitnije orude kojim se neki objekti grade, posebno sportski objekti koji u
novije vrijeme izgledaju gotovo nemogtce.

Danasnje monumentalne i neobcne grdevine svoj pacetak vide pacetkom 20.
stoljeca jecanjem industrije. Graditeljstvo je ogenito, a posebno u sport-
skom graditeljstvu, najvse okarakterizirano upotrebom vitoperih pravcastih
ploha s dvama sustavima izvodnica, bilo da se koriste kao krovne konstrukcije
ili pak zidne konstrukcije.

Ovaj rad se temelji na prowcavanju osnovnih vrsta ploha koje se koriste u
graditeljstvu. Rad je podijeljen na osnovna svojstva prawastih ploha, zatim
konoidalnih, rotacijskih, translacijskih i na kraju kugle i ljuske te njihova
matematcka svojstva, a nakon svake cjeline imamo primjenu navedenih ploha
u graditeljstvu. Sve te plohe imaju svoju specicnu primjenu u graditeljstvu
bilo da je gradevina natkrivena jednom od navedenih vrsta ploha ili sam oblik
gradevine podsjeca na neku od navedenih ploha.

Slike koje su se koristile u ovom radu nacrtane su pomau progran@eoGebra
i Mathematica.



2 Pracaste plohe

Jednoparametarski skup neprekinuto povezanih pravaca nazivamo prawcastom
plohom. Pravce toga skupa nazivamo izvodnicama prawcaste plohe.

Ako se svake dvije, neizmjerno blizu, izvodnice plohe sijeku, plohu nazivamo
razvojnom, a ako su mimosmjerne, plohu nazivamo vitoperom. Razvojne
plohe mogLce je razviti u ravninu, dok vitopere nije.

Prawcaste plohe postoje kao razvojne i vitopere. Karakteristika pravcastih
ploha, razvojnih, je ucinjenici da im je Gaussova zakrivljenost jednaka nuli,
tj. geometrijski gledano, mogtce je u svakoj tacki plohe postaviti pravac koji
lezi na plohi. U razvojne prawaste plohe spadaju stasci i valjci te plohesto
ihcine tangente prostornih krivulja.

Karakteristika vitoperih prawcastih ploha je ta da je Gaussoova zakrivljenost
razlcita od nule. U tu vrstu ploha spadaju jednoplasni hiperboloid, hiper-

bolcki paraboloid, helikoid te Mebiusova traka. Jedan od necina nastajanja

takvih ploha je da su prawcaste plohe sistemi pravaca koji sijeku tri prostorne
krivulje. Krivulje nazivamo ravnalicama, a pravce koji ih sijeku izvodnicama
prawcaste plohe.

Dakle prawcaste plohe se generiraju pomicanjem pravca preko dviju krivulja.
Neka jec:1 ! R regularna krivulja, e = e(u) jedincno polje dw krivulje c.
Jednostavna ploha koja dopusta parametrizaciju

x(u;v) = ¢c(u) + ve(u);u 2 I;v 2 R;
naziva se prawastom plohom.

Krivulja c(u) je direktrisa ili bazna krivulja plohe koja sijece svaku izvodnicu
u jednoj tacki, a pravci odredeni vektorom smjerae(u) su izvodnice plohe.

Lema 2.1. Gaussova zakrivljenost pracaste plohisl R3 je svugdje ne-
pozitivna.

Dokaz. Ako je x lokalna karta na S onda je x,y, = 0, izcega slijedi g = 0.
Dokaz slijedi iz teorema gdje su Gaussova zakrivljenost i srednja zakrivljenost
dane formulama: M2

K=t6 2

o)



2.1 Razvojne pracaste plohe

De nicija 2.2. AkojeS R?3 prawcasta ploha, onda vrijedi:

(i) M jetangentna ploha krivuljec: 1 ! R3 ako seM mae parametrizirati

kao
x(u;v) = c(u) + ve(u);

(i) M je cilindrcna ploha krivulje c: 1 ! R®ako seM mae parametrizirati
kao
y(u;v) = c(u) + vq

gdje jeq2 R® ksirani vektor;

(iii) M je konusna ploha krivuljee : | ! R® ukoliko seM mae parametrizirati
kao
z(u;v) = p+ cv
gdje jep2 R® ksiran.

Lema 2.3. Neka jec: | ! R? regularna krivuljacija je zakrivljenost
svugdje razlcita od nule. Tangentna ploha je regularna svugdje osim dw
krivulje c.

Dokaz. Za regularnu tangentu krivulju x vrijedi:
(Xa  X)(u;v)=(P+ve®y = vd® &

Akojex, Xy 8O0tadaivc® c°60 odnosnoc® cje svugdje razltit od
nule prema tj. lema 2.1 implicira kako jex regularna ploha kad god jes 6 0,
dok zav = 0 ploha S nije regularna tj. x(u;0) = c(u). Ova tangentna ploha
je singularna dw krivulje c, pa se krivulja ¢ kod tangentnih ploha naziva
js i grebenom tih ploha. Greben je evelopa ili ovojnica izvodnica tangentne
plohe. Generalizacija grebena su tzv. strikcijske krivulje vitoperih ploha.™



2.2 Strikcijska krivulja

Promotrimo relativhe pol@aje dviju susjednih izvodnica generirane vektorima
e(u) i e(u+ u) na prawastoj plohi %(u;v) = €u)+ v€gu) gdje je vektorsko
polje e jedintcno. Ako je ploha necilindrcna tada su izvodnice mimoilazni
pravci u prostoru. Neka jeP P° najkraci segment izmedu tih pravaca gdje su
P(u;v),PYu+ u;v+ V) take na odgovarajcim izvodnicama, a parametri
u i v nepoznanice. Udaljenost tih mimoilaznih pravaca odnosno tacak@a i P°
bitce jednaka duljini njihove zajedntke okomice pa je segmenP P°jednak:

PP°= OP° OP
cu+ u)+(v+ wve(u+ u) c(u) velu)

o(u) + cu) u+v(e(u)+ efu) u)+ v(e(u)+ efu) u) cu) ve(u)

Au) u+velu) u+ veu+ v uefu)

Kako su v i u jako mali, posljednji izraz ma@emo zanemariti, pa nam je
segmentP PYjednak:

PP°= qu) u+ve(u) u+ veu):

Budci je segment P P? okomit na vektore e(u) i e(u+ u), okomit je i na
njihovu razliku pa imamo:

eu+ u) eu)=e(u)+e(u) u eu)=elu) u
Kako je segmentP P° okomit na vektor é{u) vrijedi:
PP eu)=0:
Sada dobivamo:
0=c(u) u qu)+ velu) u u)+ ve(u) elu)
) 0= u(ctu) e(u)+(velu)p®)+ veu) e{u):
Kako je e jedintno polje, vrijedi € = 1i e €= 0 dobivamo da je parametar
v odreden:
cqu) {u).
u)z
Sada dobiveni parametar v uvrstimo u parametrizaciju pracaste plohe(u;v) =

c(u)+ ve(u) i time dobivamo strikcijsku tacku. Ona se nalazi u okolini izvod-
nice generirana vektorome(u):

VvV =

cqu) eYu)
e(u)?

s(u) = c(u) +

e(u):



De nicija 2.4. Lokus strikcijskih tacaka na prawcastoj plohi naziva se strik-

cijska krivulja.

Ako seu smatra varijablom u jednadzbi

c{u) eZ(u) ()
e{u)

tada postoji strikcijska krivulja. Geometrijsko znacenje strikcijske krivulje

je takvo da ona okrweuje prawcastu plohu dwz najweg dijela i neovisna je o
odabiru smjera proizvoljne bazne krivulje(u).

s(u) = c(u) +

Lema 2.5. Neka je x(u) prawcasta ploha koja nije razvojna dana svojom
parametrizacijom x(u). Tada »x(u;v) = c(u) + ve(u) ima reparametrizaciju
oblika:

x(u;v) = s(u) + ve(u)
gdje jekek =1 i s° €°=0. Krivulja s je strikcijska krivulja od »x{u).
Dokaz. Zae €°60i e=0 de niratcemo reparametrizaciju % od x kao

_ ve(u) |

(ke( )k) ou) + ke(u)k’
% ma isti trag kao i x. Sada traimo krivulju s tako da s{u) €Yu) = 0,
odnosno psemo

s(u) = c(u) + v(u)e(u):
Deriviranjem dobivamo:
su) = cYu) + vi{u)e(u) + (v(u)e(u))(eYu)
) stu) elu) = c(u)efu) + viuyw(u)elu) + v(u)e(u)eu):
e €°6 0 nikada ne nestaje kao i€’, a e i € su linearno nezavisni vektori.
Sada akov de niramo kao:

s(u) = (u) + CO(‘Q,( ‘;Z(“)e( )
imamo:
su) equ)=0
i de niramo
x(u;v) = &u;v(u) + v):
Sada,

X(u;v) = c(u) + (v(u) + v)e(u) = s(u) + ve(u)

tako da x, x i ¥ imaju isti trag pa x zadovoljava
x(u;v) = s(u) + ve(u):



2.2.1 Primjeri strikcijskih krivulja
a) Helikoid

Parametrizacija helikoida jex(u; v) = (0 ; 0; bu)+ v(cosu; sinu; 0). Param-
etar v strikcijske krivulje je :

c{u) e{u)
eu)?

VvV =
gdje jec(u) = (0;0; bu) i e(u) = (cos u;sinu;0). U ovoj parametrizaciji
vrijedi ke(u)k =1, pa je

c{u) = (0;0;b);

e(u) = ( sinu;cosu; 0);
eoz(u) =1:
Pa je prema tome

_ Au) u) . 0;0b ( sinu; cosu; 0) _

eu)? 1

0
1—0.

Vidimo da je parametarv jednak nuli, pa jez os strikcijska krivulja
helikoida,
s(u) = c(u) =(0;0; bu):

Slika 1: Helikoid



b) Jednoplasni hiperboloid

Parametrizacija jednoplasnog hiperboloida je:

x(u;v) = (acosu;asinu;0) + v( asinu; cosu; 0):

Slika 2: Jednoplani rotacijski hiperboloid

Kako je ke(u)k = a? 6 1, normiratcemo vektor e:

1

&u) = k( asinu;cosu;O)k( asinu; cosu; 0)

1 .
= p———=( asinu;cosu;0)
a2+ ¢
=( sinu;cosu; C)
) !a
Zatim deriviramo:

qu) = ( asinu;acosu;0);

a a .
e(u) = ( p———cosu; p———sinu;0)
az + c?

c? a+
. &
e (u) = 2+ e
Parametar v jednak je:
V= —CO(U) eO(U): 9:0:
eu)? 1

Pa nam je strikcijska krivulja zapravo krwnica:

s(u) = c(u) = (acosu;asinu;0):



2.3 Vitopere pracaste plohe

Dok su sve razvojne plohe ujedno i torzesto se mae vidjeti iz uvjeta torzal-
nosti (c(u); eYu); e(u)) = 0 gdje su vektori c{u) e(u) i €{u) linearno
nezavisni vektori, prawaste plohe kojih su izvodnice netorzalne, ne uzi-
majici u obzir neke direktne polaaje izvodnica, zovu se vitopere prawcaste
plohe. Jedne od prawastih ploha su jednoplasni hiperboloid te hiperbolcki
paraboloid ili drugim imenom hipar.

Jednoplasni hiperboloid ima dva sistema izvodnicasto znaci da svakom njezi-
nom tackom prolaze dvije izvodnice. Svaka od tih izvodnica istog sustava je
medusobno mimosmjerna dok svaka od njih sijece sve izvodnice drugog sus-
tava. Odaberemo li bilo koje tri izvodnice jednog sustava mogu biti odabrane
za direktrise ovog jednoplesnog hiperboloida.

Jednoplani rotacijski hiperboloid ’;—2 + {)2—2 i—j = 1 Kkoji nastaje rotacijom

hiperbole oko njene imaginarne osi ili rotacijom pravca oko osi s kojom je taj
pravac mimosmjeran dan je i parametarski:

x(u;Vv) = (acosu;bsinu;0) + v( asinu;bcosu;c):

Slika 3: Jednoplasni rotacijski hiperboloid



Hipar ili hiperbolcki paraboloid ’;—2 g = z je kao prawasta ploha dan
parametarski:
x(u:v) = (au;0;u?) + v(a; b;2u):

Slika 4: Hiperbolcki paraboloid, hipar

Ukoliko ovu plohu rotiramo u prostoru, dobit cemo jednadzbu z = axy,
odnosno parametarski:x(u;v) = (u;0;0) + v(0;i;u), a pracasta ploha s
parametrizacijomx(u; v) = c(u) + ve(u) nije cilindrcna ploha ako su vektori
e(u) i eu) linearno nezavisni, odnosno ako je zadovoljen uvjefu) €e{u) 6

0: Takva prawcasta ploha koja nije cilindrcna icije su izvodnice paralelne
nekoj ksnoj direkcijskoj ravnini naziva se konoidalnom plohom, odnosno
Catalanovom plohom.



2.3.1 Parametar distribucije, vitoperost

Lema 2.6. Neka je S prawasta ploha i neka je dana svojom lokalnom
parametrizacijom. Ploha je regularna kad god je@ 6 O ili kad je v = 0 i
(u) 8 0. Gaussova zakrivljenost dana je s:

?(u)

T @
gdje je (u) funkcija
W= lm — = (cf%etzé’)

Dokaz. Prawcasta ploha dana je parametrizacijomx(u;Vv) = c(u) + ve(u), a
Gaussova zakrivljenost dana je izrazom:

LN M2 _ LN M2

K = =
EG F? W?2

(1)

Raspsimo izraz za Gaussovu zakrivljenost.
xy = c{u) + ve{u); xy = e{u)

Xuu = Qu) + ve®u); xuw = eu); Xy = 0:

Dakle, fundamentalne velcne prvog i drugog reda su:
E = x7 = c®+2ve®+ v2e® = 1+ V3%
F=x, Xy=ce+ ve = c%;
G=x2=¢"

1
N = Wdet(xvv;xu;xv) =0

1 1
M = Wdet(xuv;xu;xv): Wdet(e“, <+ vet )
1
= W[det (€% % e) + det (€% ve® e)]

— 1 .
= W[det CHCIE

10



Budwi da je N =0, ne moramo racunati L.

Iz (1) slijedi:

(det (c%e;e9)?
K = LN—I\AZ = M_2 = e‘t\(l:vi
EG F2 W2 W2 '

Dakle,

2 .
(1+ v2e®) 2¢?
Imamo:

, _ def(Ced) _ (e

e’ @’
PP Pe Qe 1 e O
e ee eéd ec® 1 O

P ele @€ 0 0 &%

2 2

ez e

_ e? 1 (c°e)2 _ 1 (Coe)z

2
& éz

U nazivniku trebamo dobiti izraz 2+ v? , pa pogledajmocemu je on jednak:

1 (Coe)2 2_1h Oq)\ 2 (]ZZI.
T+v—§1 (ce)“+ e“v- : 3)

24 \2=
Iz jednakosti (3) slijedi
h [

1 (COe)2+ e(2v2 = eOZ( 2+ VZ);

sto prepoznajemo u nazivniku iz (2).

11



Vrijedi:

_det’(c% e; &)

K = -
(24 1)
_ def(e; &) 1
- 2 2
e 24 2
- 2 1 :
-
2+V2

Time smo dobili onosto smo i trebali dokazati:

?(u)

K= >
)+ V2

Neke strikcijske krivulje i parametar distribucije:
1. Parametrizacija hiperbolckog paraboloida kao prawaste plohe je
x(u;v) = (u;0;0) + v(0; 1; u):

Vidimo da je ¢(u) = (u;0;0) bazna krivulja. U ovom primjeru vrijedi
ke(u)k 6 1, pacemo morati normirati vektor e.

—_— 1 . . — 1 . .
W= ook @Y= P OLY
Vrijedi:
cu) = (1;0;0) |
e = (L+u2)z (1+ ud):
1
FO= Ty

12



Parametar v strikcijske krivulje je:

_ Au) Ay _ 0
V= () = =0

_1
(1+u?)?

Buduwi da je v = 0, strikcijska krivulja je pravac (x-0s):
s(u) = c(u) =(u;0;0):

Odredimo parametar distribucije:

1 0 b
0 —— —
(COL e'é))z 1+u? 1+u? = —1
0 —u 1 L+ u)
1+u? ? 1+u? ?
C 2
= = =1+ u~

e®

Dakle, parametar distribucije hiperbolckog paraboloida nije konstan-
tan i iznosi 1 + u2.

1
(T u?)?

. Parametrizacija helikoida jex(u;v) = (0;0; bu) + v(cosu; sinu;0).

Parametar v strikcijske krivulje je:

{u) eYu)
€2(u)

gdje jec(u) = (0;0; bu) i e(u) = (cos u;sinu;0). U ovoj parametrizaciji
vrijedi ke(u)k = 1.
c{u) = (0;0;b)

e(u) = ( sinu;cosu;0)
e®(u)=1
Prema tome,

Au) efu) _ (0;0;b) ( sinu;cosu;0)
e(u) 1 -

V =

0
- =0:
1

13



Parametar v jednak je nuli, pa je strikcijska krivulja helikoida z-os,
s(u) = c(u) =(0;0; bu):
Odredimo sada parametar distribucije:

0 0O b
(CCe;d= cosu sinu 0 =b(cogu+sin?u)=b
sinu cosu O

= (CO;e;é =

= = b:

Rl o

Dakle, parametar distribucije je konstantan i jednakb.

14



2.3.2 Primjena pracastih ploha u sportskim gra devinama

Primjena razvojnih prawcastih ploha u suvremenoj grdevini raste u svakom
segmentu. Geometrijskom manipulacijom postzu se najvelebnija djela danasnjih
sportskih gradevina te ih mnogi arhitekti koriste u projektiranju, a gradevinari

u izgradnji tih upecatljivih zdanja.

Mada najpoznatiji primjer takve plohe je Londonski stadion, tzv. Wembley
koji je izgraden na mjestu starog stadiona i trenutno je najskuplji stadion
ikad izgraden. Luk ovog stadiona je iskrivljena parabola prcvicena u be-
tonski pod iznad sjevernog (zapadnog) dijela stadiona. Taj luk inae dei
krov stadiona iznad sjeverne (zapadne) tribine stadiona izgledom nalik na
dvoplacsni rotacijski paraboloidcimecu se pozabaviti nesto kasnije.

Slika 5: Wembley

15



Slika 6: Sydney olimpijski park

Ovaj velebni stadion sagrden za olimpijske igre u Sydneyu 2000. godine je
jedan od najvecih olimpijskih stadiona ikad sagrdenih. Svoju ideju u izgrad-
nji dobio je od dvije najpoznatije gralevine grada Sydney-a, Harbour Bridge i
Opera House, a krov stadiona podzavaju prepoznatljive bijelecelcne resetke
svaka dugacka 295 metara to je pola duljine njihovog mosta. Tako izgdan
krov je dobar primjer hiperbolckog paraboloida ili hipara.

16



Slika 7: Olimpijski velodrom, London

Olimpijski Velodrom u Londonu ili Olimpijsko biciklistcko trkalste je sport-
ski objekt koji i izgledom podsjeca na biciklistcku stazu, a sami krov ove
gradevine je takader lijepi primjer sedlaste plohe.

Slika 8: Telstra

Ja jedan primjer vitopere prawcaste plohe je stadion Telstra u Austral-

iji. Pravci na krovnoj konstrukciji ovoga stadiona nam uz oblik sedlaste
plohe govore da se i tu radi o prawastoj plohi krovne konstrukcije. Ovo
je vsenamjenski sportski stadion na kojem se odigravaju razne sportske

igre poput, ateletike, kriketa, Speedwey-a, australskog nogometa, ragbija te
pravog hogometa.
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Slika 9: Leiria

Nakon obnove, ovaj stadion u Portugalu je dobio krov koji podsjeca na sed-
lastu plohu. Takoder pravci koji su vidljivi na krovnoj konstrukciji govore
da se tu ccito radi o prawastoj plohi.
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3 Konoidalne plohe

One prawcaste plohe kojima su izvodnice paralelne s ravninom nazivamo
konoidalne plohe, a konoidi su one konoidalne plohe kojima izvodnice sijeku
jedan pravac.

Kako direktrise konoida mogu biti i parabola i dva pravca od kojih je jedan
beskonacno daleki pravac odnosno dvije parabole i jedan beskonano daleki
pravac, disrekcijska ravnina je paralela s osi parabolesto znaci da se besko-
nano daleki pravac i parabola sijeku, pa iz opce teorije proizlazi da je ta
ploha, konoida, 3. stupnja.

Konoida je generirana pravcem koji se giba po ksnoj osi i istovremeno rotira
oko nje. Takvom translacijom i rotacijom pravca okomitog na os oko te osi s
tim da je brzina translacije proporcionalna brzini rotacije nastaje konoid Kkoji

nazivamo uspravni helikoid koji je kao prawcasta ploha dan parametrizacijom:

x(u;v) =(0;0; bu) + v(acosu; sinu; 0):

Slika 10: Helikoid
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3.1 Primjena konoida u sportskim gra  devinama

Slika 11: Berlin sportska dvorana

Zatvorena sportska dvorana u kojoj se nagexe odrzavaju utrke bicikala i dio

je veceg objekta koji ukljicuje i bazen. Uz biciklizam tu se odrzavaju i drugi
sportovi poput atletike, tenisa, jahanja, sportskog odgoja i raznih koncer-
ata, dok je bazen mjesto za razne vodene aktivnosti. Ova arena je poznata
po svojoj najvecojcelcnoj krovnoj konstrukciji u Europi s promjerom 142
metra, a samim izgledom podsjeca na krwzni cilindar sto nam spada i pod
konoide i pod translacijske plohe.
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4 Rotacijske plohe

Neku plohu nazivamo rotacijskom ako ona nastaje rotacijom neke krivulje
okocvrste osi tj. nekog pravca. Krivulju koja rotira nazivamo generatrisom
plohe, os oko koje krivulja rotira osi rotacije. Krwnice rotacije, jer svaka
ravnina koja je okomita na os rotacije u presjeku daje krunicu, nazivamo
paralelama rotacijske plohe gdje im pravac oko kojeg se rotira zajedncka os
rotacije, a sredsta su im na rotacijskoj osi.

Ukoliko tu rotacijsku plohu presijecemo ravninom koja sadei os rotacije,
dobitcemo krivulju koju nazivamo meridijanom te su svi meridijani rotacijske
plohe medusobno sukladni. Svaki taj meridijan se zapravo sastoji od dva
polumeridijana koji su malusobno simetrtni obzirom na os rotacije te svaka
rotacijska ploha mae nastati i rotacijom jednog polumeridijana oko te iste
osi rotacije, a rotacijske plohe kojima su polumeridijani pravci su rotacijski
staac i rotacijski valjak odnosno krwzni cilindar.

De nicija 4.1. Preslikavanjex :[0;2 ]! R?2 de nirano sa
x(u;Vv) = ( x(u) cosv; x(u) sinv; z(u))

je lokalna parametrizacija (karta).

Rotacijski stazac je dan parametarskix(u;v) = ( ucosv; usinv;au) i on nas-
taje rotacijom pravca koji s rotacijskom osi ima jednu zajedncku taku.

Slika 12: Rotacijski stazac
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Krwni cilindar dan je parametarski s x(u;Vv) = ( R cosv; Rsinv;u) i nastaje
rotacijom pravca paralelnog s osi rotacije i na udaljenos® od osi.

Slika 13: Krweni cilindar

Jas neki poznatiji predstavnici rotacijskih ploha od kojih se mnogim barem
dijelovi tih ploha, koriste u gradevini, a posebno i u sportskoj radi ljepseg
dccaravanja samog objekta su i sfera, rotacijski paraboloid, hiperboloid, elip-
soid te torus.

Sfera je dana parametarskk(u;v) = ( Rsinucosv;Rsinucosv; Rcosu), a
ona nastaje rotacijom polukrwznice oko svog promjera.

Slika 14: Sfera
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Torus je rotacijska ploha koja nastaje rotacijom krwznice uxz-ravnini oko z
osi. Ako os rotacije ne dodiruje krwznicu ploha ima oblik prstena i naziva se
prstenasti torus ili samo torus. U slicaju da je os rotacije tangenta kruznice
tada se ta ploha js zove i trnoliki torus, dok u slicaju kada za os rotacije
imamo tetivu kruznice dobivamo vretenasti torus.

Kao takva ploha, torus ima "rupu” te ako oznacimo sac radijus od centra te
“rupe”sto je zapravo sredste unutarnje kruznice koja je dana parametarski
c(v) = (s+ rcosv;0;r sinv) do centra torusa, a s a radijus torusa dolazimo
do njegove parametrizacije:

X(u;Vv) = (s+ rcosv)cosu
y(u;v) =(s+ rcosv)sinu
z(u;Vv) = rsinv

gdje suu;v iz [0; 2 ].

Slika 15: Torus
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Paraboloide, hiperboloide te elipsoide ma@emo dobiti rotacijomcunjosjechica
oko osi.

Rotacijski paraboloid nastaje rotacijom parabole oko svoje osi, a njegova

jednadzba glasi:
z= a(x?+ y?):

Slika 16: Rotacijski paraboloid
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Rotacijski hiperboloid
- jednoplasni rotacijski nastaje rotacijom hiperboley? z? = 1 oko z-osi, a
njegova jednadba je:

2 2 2
X z
4+ X_ — =1
az az c?

Slika 17: Jednoplasni rotacijski hiperboloid

- dvoplasni rotacijski nastaje rotacijom hiperboley?> z?= 1 oko z-0si,
a njegova jednadzba je:
X2 y2 Z2

22 e !

Slika 18: Dvoplasni rotacijski hiperboloid
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Poznajemo u sportskim grdevinama j& i izdweni te posebno spljcsteni
rotacijski elipsoid.

Izdweni rotacijski elipsoid nastaje rotacijom elipse oko svoje glavne osi, a
njegova jednadba je:

gdje jea® < c?.

Slika 19: lzdwzeni rotacijski elipsoid

Spljcsteni rotacijski elipsoid nastaje rotacijom oko svoje sporedne osi, a nje-
gova jednadzba glasi:

gdje jea® > c?.

Slika 20: Spljcsteni rotacijski elipsoid
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4.1 Primjena rotacijskih ploha u sportskim gra devinama

Slika 21: Papp Laszlo Budapest Sportarena

Najveca sportska dvorana u Malarskoj prima 12.500 gledatelja, domacin
svjetskog prvenstva u atletici, hrvanju, rukometu, kesarci, hokeju na ledu,
itd. Oblik ove dvorane podsjea na rotacijski elipsoid iako ne u njenom
cijelom obliku, no maze se vidjeti, iz tlocrta posebno, kako se ovdje radi o
krivulji koja je najslcnija elipsi, a kako se radi o zaobljenoj graevini ma@zemo
zakljieiti da je to djelomcno spljsteni elipsoid.
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Slika 22: Miyagi

lako ovaj japanski stadion m@emo svrstati i u prawcaste plohe, zbog njenog
spljestenog oblika, ukoliko zamislimo da je krov pune grde, m@emo prim-
ijetiti dace ovaj stadion poprimiti oblik "spljcstene sfere"sto onda spada
pod rotacijske plohe.

Slika 23: Aveiro

Ovaj stadion je stariji oblik stadiona sa slike 9. Iz tlocrta se lako primjecuje
da je vanjski rub ovog stadiona krivulja elipse, pa bi stoga ovaj stadion
takoder mogli svrstati u rotacijske plohe kao elipsoid.

28



Slika 24: Saitama Super Arena

Prvotni oblik ove Saitama Super Arene u Japanu je imao vanjski rub kao
elipsu te bi ga se zbog takvog oblika mogao svrstati u rotacijske plohe kao
elipsoid. Ovaj stadion je sagrden jo 2000-te godine, a danas izgleda kao na
slici 25.

Slika 25: Saitama Super Arena

Ovaj stadion prima od 5.000 pa sve do 37.000 gledatelja. lako je novi stadion
vee oblog oblika te bi se mogao svrstati pod superelipse, zbog prvotnog oblika
stadiona, a i moglcnosti da se ovaj stadion mae transformirati iz stadiona
oblika arene kao na slici 26 do stadiona kakve nagexe danas srecemo (slika
27), ipak ovaj stadion svrstavam u rotacijske plohe.
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Slika 26: Saitama - oblik

Slika 27: Saitama - transformacija
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Slika 28: Montreal

Montreal's Olympic Stadium's koji se nalazi u olimpijskom parku Maison-
neuve sagrden za olimpijske igre 1976. godine, a njegov dovisetak je bio
tek 80-tih godina. Ovaj prekrasan stadion podsjeca na spljassteni rotacijski
elipsoid pa se stoga uvistava u rotacijske plohe.
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5 Laneove krivulje. Superelipse

Ime Laneove krivulje dolazi od francuskog matematcara Rere de Gabriel
leon Baptiste Lanme rodenog 22. srpnja 1975. godine. On je generalizirao
jednadzbu elipsi i time dao jednadzbu superelipsi ili Lanmeovih krivulja.

De nicija 5.1. Laneove krivulje (superelipse) su krivulje koje zadovoljavaju
jednadzbu « y

Xin g Yin o g

Jal JbJ
pricemu su a, bi n pozitivni brojevi, a parametri a i b oznacavaju duljine
poluosi te krivulje.

U ovisnosti o parametrun superelipse mogu biti raznih oblika:

(i) Ako je n 2< 0;1 >, tada nasa superelipsa izgleda kao zvijezda scetiri
kraka.

Slika 29: Superelipsa kao zvijezda scetiri kraka
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(i) Ako je n 2< 1;2 > nasa superelipsa takder ima vrhove ( a;0) i
(0; b), a stranice su joj konveksnog oblika.

Slika 30: Superelipsa sa stranicama konveksnog oblika

(i) Ako je n > 2, tada superelipsa ima oblik pravokutnika sa zaobljenim
vrhovima.

Slika 31: Superelipsa kao pravokutnik sa zaobljenim vrhovima
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Poznavajici Lanmeove krivulje, danski pjesnik i znanstvenik Piet Hein otkriva
superelipsoide koji secesto koriste u sportskom graditeljstvu, posebno u kon-
strukciji vecih stadiona i arena. Superelipsoidi nastaju rotiranjem superelipsi
oko svojih osi. Tako i nagexi oblici stadiona nastaju jednadzbom:

)
]

X2+ y2 .z
azy "+ JEJn =1

Slika 32: Superelipsoid
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5.1 Primjena superelipsoida u sportskim gra  devinama

Superelipsoide ma@emo dobiti rotacijom superelipsa ili oenitije kao zadane
jednadzbom:

XKoo Yo Zon o
(Jal +JbJ) "‘JCJ 1:

Slika 33: Arena Zagreb

Arena Zagreb, najveca sportska arena u Hrvatskoj sagdena je 2008. go-
dine za potrebe odravanja 21. Svjetskog rukometnog prvenstva. To je
veenamjenska dvorana predvilena za odzavanje sportskih, kulturnih, poslovnih
i zabavnih manifestacija. Obavijena je s 86 zakrivljenih rebara raznih visina
te svojim oblikom podsjeca na oblu plohu ili superelipsoid.
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Slika 34: Allianz Arena

Allianz Arena je jedan od najmodernijih stadiona na svijetu smjesten u sjev-
ernom dijelu Munchena. Allianz Arena je primjer najveceg projekta tekstilne
gradevinecija je ukupna povsina pokrova i fasade 66.50@n2. Pokrov je od
transparentnog materijala dok je fasada od bijelog translucentnog koji sadei
specijalnu rasvjetu tijela koja osvjetljavaju Arenu u tri razlcite boje, crvenu,
bijelu i plavu.

Slika 35: Santiago Bernabeu, Madrid

Stadion najtrofejnijeg nogometnog kluba na svijetu u kojem danas igraju
hrvatski igrai Luka Modrc i novopeceni igrac Mateo Kovact nalazi se u
Spanjolskoj u glavhom gradu Madridu te je taj stadion jedan od najpoznati-
jih, najljesih i najprestenijih stadiona na svijetu.
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6 Translacijske plohe

Ploha je translacijska ili klizna ako ona nastaje gibanjem tj. klizanjem jedne
krivulje po drugoj. Takvo gibanje krivulje se mae opisati na sljedeci necin.
Neka suc; i ¢, dvije regularne krivulje koje se sijeku u takiT. Ako se
tacka T pomakne u polaaj T, tada se krivulja ¢, translacijom za vektor
TT, preslika u polaaj c,,,. Kada tacka T poprimi sve pola@aje take T,
krivulje c,, formiraju kliznu plohu. Ista krivulja nastaje i obrnutim klizan-
jem tj. klizanjem krivulje ¢, po c¢;. Takve krivulje nazivamo i generatornim
krivuljama klizne plohe ili generatrisama plohe.

Parametarski oblik translacijske plohe s parametrima i v dana je:
x(u;v) = cy(u) + c(v)

Da bi ovaj skup tacaka bio regularna ploha nwzno je da tangencijalni vektori
krivulja ne budu kolinearni, odnosna ¢ 6 0: Zbog samecinjenice da tran-
slacijska ploha nastaje gibanjem jedne krivulje po drugoj njezina primjena
u graditeljstvucini ju vrlo zanimljivom i prakttcnom posebno u natkrivanju
gradevina.

Slika 36: Krwni cilindar
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Navedimo nekoliko primjera translacijskih ploha. Krwni cilindar je transla-
cijska ploha koja nastaje gibanjem po krwnici ili obratno, rotacijski paraboloid
te eliptcki i hiperbolcki paraboloid koji nastaju gibanjem jedne parabole po
drugoj. Rotacijski paraboloid, ukoliko uvedemo parametr@l = X i v =y,
dobitcemo parametarsku jednadzbu

(x;y;z) = (u;v;al® + avd):

Slika 37: Rotacijski paraboloid

Ovdje se mae vidjeti da je zapravo rotacijski paraboloid i translacijska ploha
koja nastaje translacijom jedne parabole; = (u;0;au?) iz xz-ravnine duw
druge parabolec, = (0;v;av?) koja je nalazi uyz-ravnini. Hipar je, kao i
rotacijski paraboloid, takoder i translacijska ploha.
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6.1 Primjena translacijskih ploha u sportskim gra devinama

Slika 38: Komazawa

Komazawa Olimpijski park je sportski objekt koji je izgralen za Olimpijadu
1964. godine te se u tom objektu nalaze kompleksi za odbojku, nogomet i
biciklizam. Gradevina na slici je sagrdena upravo za odbojku.

Slika 39: Seagaia Ocean Dome

Seagaia Ocean Dome ili japanski vodeni park je najveci zatvoreni vodeni park
na svijetu otvoren 1993. godine. Vidimo kako je ovaj vodeni park takier
valjkastog oblikasto takoder spada u translacijske plohe.
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Slika 40: Ptcje gnijezdo

Nacionalni stadion u Pekingu poznat kao i "Ptcje gnijezdo" je stadion napravl-
jen za Olimpijske igre u Pekingu 2008. godine. Stadion je zamsljen kao veliki
brod koji stvara osebujan dojam i s udaljenosti i iz daljine. Jedinstvena je
gradevina u svijetu zbog svoje nepravilneceltne mrezaste kontrukcije teske
80.000 tona, a u svom nagirem dijelu ima promjer od 343 metra. Konstruk-
ciju gradevinecini unutarnji stup crvene boje dok vanjskicelcni okviri koji
okruuju zgradu na udaljenosti od 15 mcine njezin plast.
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Slika 41: San Siro, Milan

San Siro ili Stadion Gioseppe Meazza je nhogometni stadion u talijanskom
gradu Milanu. Na tom stadionu igraju dva mada i najpoznatija kluba Ital-
ije, Milan i Inter, u kojem igraju i igrali su neki nasi veliki nogometasi. Kako
znamo da su neke od translacijskih ploha i kruni cilindar, iako ovaj stadion
podsjeca i na rotacijsku plohu, zbog izrazito mnogo velebnih stupova cilin-
drcnog oblika koje su vanjske strane stadiona i potporni su stupovi krova i
ostalih dijelova tribina ovaj stadion spada i pod translacijkse plohe.
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Slika 42: Aspire Tower

Aspire Tower je 300 metara visoki neboder u obliku tornja u katarskom
glavnom gradu Dohi te je dio kompleksa Doha Sports City. OdIcan je prim-
jer jednoplesnog rotacijskog hiperboloida i postao je simbol Azijskih igara
koje su se odrale 2006. godine. Kao glavni gitavinski materijal u izgrad-
nji se koristio armirani beton dok je vanjski dio zgrade prekriven celcnom
konstrukcijom od 3452 zasebna elementa koja je nacu tokom Azijskih igara
bila osvijetljena jarkim LED svijetlima. Donji dio tornja ima promjer 70
metara, srednji najwi dio oko 27 metara dok je vrh, koji je "presjeen kosom
ravninom" oko 45 metara. Ta kosa ravnina kao presjek daje elipsu koja je
ujedno i krov ovog tornja.
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7 Kugle i ljuske

Ljuska je zakrivljena plesna konstrukcija koja preuzima vanjska djelovanja

primarno membranskim djelovanjem, a primjeri ljuske su kupole, bavaste
ljuske, hiperbolcni paraboloid, jednoplasni paraboloid, konoidi, stazaste ljuske,
ljuske od sapunice i ojacane ljuske.

Kugla se kao geometrijski najjednostavniji dvostruko zakrivljen geometri-
jski oblikcesto pojavljuje u gradevini, posebno u natkrivanju, odnosno kod
svodova i nadvsenja.

Kupole nastaju tako da se neke kamene kupole oblika kugle izvode nad
kvadratcnim tlocrtom. Opisna kupola je ona kupola kojoj je promjer kugle
jednak dijagonali kvadrata, dok je kod kupola s trompama promjer kugle
kraci od dijagonale kvadrata ili pravokutnika.

Najznacajnija takva kupola kod koje je promjer polukugle veci od dijagonale
pravokutnika naziva seceska kupola. Ta kupola je i translacijska kupola jer
nastaje translacijom krwznica paralelnin s odreenom ravninom.

Njezina parametrizacija je:
x(u;Vv) = (acosu; bcosv; asinu + bsinv):
Dok je njezina jednadzba dana s:

X+ y*+ 22 @ P)P=4a x)(F yd):

Slika 43: Ceska kupola
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7.1 Primjena kugli i ljuski u sportskim gra devinama

Slika 44: Palazzetto dello sport

Palazzetto dello Sport je zatvorena arena koja se nalazi u Rimu izgiena za
lietne Olimpijske igre 1960. godine. Arena je izgdena s rebrastim beton-
skim ljuskama promjera 61 m i 1620 montanih betonskih komada.

Slika 45: Oita

Oita stadion je vsenamjenski stadion u Japanu. Najznaajnije na ovom
stadionu je tosto se krovna kupola pokrece sustavom vicezice.
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Slika 46: Mexico city sports palace

Mexico city sports palace je zatvorena arena koja se nalazi u gradu Mexico
City sagradena za olimpijske igre 1968. godine. Ova prekrasna arena je
odlcan primjer kupole kao jednog od kuglastih ploha.
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8 Gaussova i srednja zakrivljenost

Neka jeS (orijentirana ploha) i neka jeS, : T,S! T,S operator oblika plohe
od S.

De nicija 8.1. Gaussova zakrivljenost ploh8 u taki p je funkcija
K:S! R deniranas

K (p) = detS;:
Srednja zakrivljenostS u tacki p je funkcijaH : S! R denirana s

1
H(p) = EtrSp:

Propozicija 8.2. Neka jex : U! RS2 karta za plohu S, dok su E, F, G,
L, M i N fundamentalne velcine prvog i drugog reda s obzirom na karty.
Tada su Gaussova i srednja zakrivljenost dane formulama

LN M2
K= EG F2’

4 = EN 2FM + GL
~ 2(EG F?

Gaussova i srednja zakrivljenost imaju veliku ulogu u graditeljstvu, tj. vazno
je radi li se o plohi konstantne zakrivljenosti,K = const: ili o minimalnoj
plohi gdje jeH =0.

Odredimo pojedine klase tih ploha te Gaussou i srednju zakrivljenost sljedecih
ploha, tj. poka&imo da se u tim navedenim plohama radi o plohama kon-
stantne zakrivljenosti ili o minimalnoj plohi.
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i) Sfera:

x(u;Vv) = ( Rsinucosv; Rsinucosv; Rcosu);

gdijesuu 2 [0;2 ], v2[0; ], R polumjer.

E=R3?siPfv F=0 G=R?

L=RsinPfv M=0 N=r

Ko = R¥sin’v 0+ R?sin’v _ 1,
2R4sin’v R’

Vidimo da je Gaussova zakrivljenost jednaka srednoj zakrivljenosti
sfere i da ona iznosi za bilo koji polumjeR, %.

i) Katenoid:

X(u; Vv) = (cosh u cosv; coshu sinv; u);
gdiesuu2 R,v2][0;2 ]

E =sinh?’+u=coslPu F =0 G =cosh’u

L=1 M =0 N= 1

K = 1 H = cosfu 0 cosHu 0o
costf u 2cosHu
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i) Krwzni cilindar:

x(u;Vv) = (R cosv; Rsinv;u)

E=1 F=0 G=R?

L=0 M =0 N =
1

K =0 H==-=0:
R
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Saetak

Kljieni pojmovi ovoga rada su opisani pomau poznatih ploha. Kaosto smo
mogli primijetiti najznacajnije plohe korstene u gradevini, posebno sport-
skoj, su prawaste plohe koje su ujedno i najjednostavnije za izgradnju bilo
kojeg dijela sportskih objekata. Siroku primjenu imaju translacijske plohe
te posebno superelipsoidi koji generaliziraju rotacijske plohe dok se u novije
vrijeme susrecemo sve vee s kombinacijom svih ploha spomenutih u radu.
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Summary

Key terms in this diploma thesis are surfaces and buildings described by
well known surfaces. The surfaces were investigated based on di erential
geometry. We noticed that the most signi cant surfaces used in construc-
tion, particularly in sports construction, are ruled surfaces which are also the
simplest one for building any part of sports facilities. Translational surfaces
are widely applied, particularly superelipsoids and, in particular, surfaces ob-
tained by rotating a superellipse. We have recently encountered also surfaces
of more and more combinations that appear in architecture.
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