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Uvod

U ovom radu dokazana je jedna od vaZnijih nejednakosti u Fourierovoj analizi, Babenko-
Becknerova nejednakost. Naime, to je poznati rezultat o normi Fourierove transformacije
kao linearnog operatora s L” u L9, pri ¢emu su p i g konjugirani eksponentite je 1 < p < 2.
Babenko je proucavao posebni slucaj tog problema kada je ¢ parni cijeli broj. William
Beckner je 1975. godine u radu [2] dokazao da se prava vrijednost te norme postiZe za
Gaussove funkcije. Becknerov originalni dokaz zapravo je vjerojatnosni dokaz jer koristi
nizove Bernoullijevih pokusa i konvergenciju prema normalnoj razdiobi.

U Poglavlju 1 definiramo Fourierovu transformaciju funkcija na prostoru L' i pokazu-
jemo da je to ogranicena linearna transformacija sa L' u Cy. Zatim dokazujemo Riemann-
Lebesgueovu lemu, odnosno nuZan uvjet da bi funkcija bila Fourierova transformacija neke
funkcije na prostoru L!. Uvodimo i pojam konvolucije funkcija na L! i pokazujemo da je
Fourierova transformacija konvolucije funkcija zapravo umnozak Fourierovih transforma-
cija tih funkcija. Objasnit ¢emo vezu izmedu translacije funkcije 1 mnoZenja njene Fouri-
erove transformacije eksponencijalnom te vezu izmedu diferenciranja funkcije 1 odgova-
rajuce operacije na Fourierovoj transformaciji iste. Takoder, dokazujemo vrlo vaZan rezu-
tat: Fourierova transformacija Gaussove funkcije je opet svojevrsna Gaussova funkcija.
Uslijedit ¢e teorem inverzije i dokaz injektivnosti te transformacije. Na kraju poglavlja
definiramo Fourierovu transformaciju funkcija na L? prostoru i dokazujemo Plancherelov
teorem, tj. Cinjenicu da se Fourierova transformacija na jedinstveni nacin moZze proSiriti do
unitarnog izomorfizma u L2,

U Poglavlju 2 definiramo Hermiteove polinome i dokazujemo rekurzivne relacije koje
oni zadovoljavaju. Nadalje, pokazujemo da je niz Hermiteovih polinoma {H,,n € Ny}
ortogonalan u odnosu na Gaussovu mjeru te da je takav niz ortogonalna baza prostora
L? na R uz Gaussovu mjeru. Na kraju poglavlja izvodimo formulu za funkciju izvodnicu
Hermiteovih polinoma i dokazujemo Mehlerovu formulu.

U Poglavlju 3 kona¢no dokazujemo Babenko-Becknerovu nejednakost, odnosno da za
Fourierovu transformaciju na R” i za sve vrijednosti p, 1 < p < 2 vrijedi

IF flly < (A)"1f1lps



SADRZAJ 2

1

172
pr

,L
pr
Ovdje p’ oznaCava konjugirani eksponent od p. Prilikom dokaza zapravo uspostavljamo
ekvivalenciju izmedu Babenko-Becknerove nejednakosti 1 sljedeceg rezultata:

Zal <p<2iw=—i+/p—1vrijedi

T, : L”(du) — L” (dy),

A, =

1T w8l gy < Ngllrcan-

Za |w| < 1, T, je integralni operator na prostoru L?(du) definiran preko Mehlerove for-
mule, pri ¢emu je du Gaussova mjera. Zatim promatramo niz Bernoullijevih pokusa i uvo-
dimo odgovarajucu diskretnu vjerojatnosnu mjeru. Koristimo da n-ta konvolucija takve
mjere sa samom sobom slabo konvergira prema Gaussovoj mjeri. Nadalje, na prostoru dis-
kretne vjerojatnosne mjere definiramo operator analogan operatoru 7, na prostoru L*(du) i
pokazujemo dva vazna rezultata: nejednakost za dvije tocke i nejednakost za produkt ope-
ratora. Koriste¢i rezultat za produkt operatora definiramo novi operator na prostoru sime-
tricnih funkcija i uspostavljamo vezu izmedu Hermiteovih polinoma i simetri¢nih funkcija.
Naposljetku, primjenjujuci navedenu vezu i centralni granicni teorem dokazujemo spome-
nuti glavni rezultat ovog rada.

Posebno se zahvaljujem mentoru doc.dr.sc. Vjekoslavu Kovacu na ukazanoj pomo¢i i
strpljenju te mnogim korisnim savjetima tijekom pisanja rada.



Poglavlje 1

Fourierova transformacija

U sljedecim razmatranjima sa E, ¢emo oznacavati n-dimenzionalni realni euklidski pros-
tor, a njegove elemente sa x = (x,X2,...,%,), ¥ = (V1,Y2,...,yn). Skalarni produkt
elemenata x, y € E, jest realni broj x - y = Zj: | Xy, norma od x € E, je nenegativni broj
|x| = /x- xtesadx = dx;dx, - -dx, oznatavamo Lebesgueovu mjeru u E,. Bavit ¢emo
se raznim prostorima funkcija definiranih na E,,. Najjednostavniji primjeri takvih prostora
su L? = LP(E,) prostori (1 < p < o), svih izmjerivih funkcija f za koje je

A1, = ( f | f(x)|”dx)l/p “w

pri cemu se identificiraju funkcije koje se podudaraju u gotovo svakoj tocki, tj. na kom-
plementu nekog skupa mjere 0. Broj ||f]|, nazivamo L? norma funkcije f. Prostor L*(E,)
sadrZi sve esencijalno ogranicene funkcije na E, te za f € E, podrazumijevamo da je || f]|o
esencijalni supremum od |f(x)|, x € E,,.

1.1 Fourierova transformacija na prostoru L'

Definicija 1.1.1. Fourierova transformacija funkcije f € L'(E,) je funkcija f definirana
sa

f(x) = L f(He ™™ 'dt  zaxeE,.

Teorem 1.1.1. (i) Preslikavanje f — f je ogranicena linearna transformacija s L' (E,) u
L*(E,) i vrijedi || fllo <IIfIh. R
(ii) Ako je f € L'(E,), tada je f uniformno neprekidna.

Dokaz. (i) Pokazimo prvo da je preslikavanje f — f linearni operator. Neka su f, g €
L'(E,) te @, € R proizvoljni. Tada je za x € E,, :

3



POGLAVLIJE 1. FOURIEROVA TRANSFORMACIJA 4

(af + Be)(x) = f (@f (1) + B(t))e 2 di

_ a/f f(t)eme'x-tdt +ﬁf g(t)eme'x-tdt
= af(x) + B3(x).

Da je f ogranicen linearan operator slijedi iz

fl=

J f(t)eizm'x.tdt
E,

< Lnlf(t)”ezmx.th < Ln|f(t)|dt < Iflli,

odnosno || flle <IIfll:-

(ii) Za x, h € E, imamo da je

e ) =i =| [ s = | goemar

— j e—zm'x-z(e—zmhz _ l)f(t)dt
En

< J |e—2ﬂix-t| |e—27riht _ 1||f(t)|dt
Ey,

< f le™27 M 1)\ £(¢)\dt.
E’l

Iz Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji i ¢injenice da je podintegralna funk-
cija dominirana integrabilnom funkcijom 2|f(7)| slijedi

m J le™2 " 1|\ f(1)|dt = J |f(¢)[ lim|e~>™"" — 1|dt = 0.
E, E, h=0

li
h—0
Dakle, f je uniformno neprekidna, a posebno je onda i neprekidna. O

Teorem 1.1.2. (Riemann-Lebesgue)
Ako je f € L'(E,), tada f(x) — 0 kada |x| — cc.
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Dokaz. Tvrdnju dokazujemo tzv. Lebesgueovom indukcijom.

1° Pretpostavimo najprije da je f € L'(E,) karakteristi¢na funkcija proizvoljnog n-dimen-
zionalnog pravokutnika I ¢ E,. Neka je I = [a,b|, gdjesua, b € E,, a = (ai,...,a,),
b= (b,...,by),a; <bjzasvei=1,2,...,n. Drugim rijeCima,

I = |a,b1] X [az,by] x -+ X [an, b,]

te f = 1,4). Fourierova transformacija funkcije f sada je

n b '
f(X) _ f f(t)e—Zﬂix-tdt _ J e—27rix~tdt _ HJ e—27rzxj-tjdtj
E, [a,b] =174,

n 6727rixj~bj _ 6727rix/-aj

= . s X e En
—2mix;

J=1

te vrijedi ocjena

A 2 1 1
/1< =TT
g2ﬂ|xj| x| L]

Pustimo li limes po x kada x — oo u zadnjoj nejednakosti, slijedi da |f(x)| — 0, od-
nosno f(x) — 0.

2% Uzmimo sada da je f linearna kombinacija karakteristicnih funkcija ogranienih n-
dimenzionalnih pravokutnika iz E,. Neka je N € N proizvoljan i stavimo da je

N
f= Z Cilia; )]
j=1

pri ¢emu je za svako je 1,...,N [a;, b;] < E, te c; € R. Tada je za proizvoljno x € E,
N ‘ N . N b; .
flx) = f (Z Cilia,p(1))e ™ dt = Z cj J Lja 0 (1) e dt = Z ij e ey,
En j=1 j=1 j=1 4j

Prema dijelu 1° slijedi da pustanjem limesa po x kad |x| — oo dobivamo f(x) — 0.

Poznata je tvrdnja (vidjeti propoziciju 3.4.3 u knjizi [3]]) da su funkcije kao u 2° guste
u prostoru L', odnosno za svaku f € L'(E,) postoji niz funkcija (gi)rex kao u 2° takvih da

lim|lg — fll = 0.
k—00
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Prema teoremu znamo da su funkcije (&;)rew neprekidne i da vrijedi
lim 18 — fillso = 0.
k—00
Neka je € > 0. Tada postoji k € N takav da je ||g; — fklloo <53.
Zbog slu¢aja 2° primijenjenog na funkcije (g )ie postoji R > 0 takav da
R €
x| > R = |8 (x)] < ok
Konacno, koriste¢i nejednakost trokuta, za |x| > R vrijedi

A €

£ ()] < [F(x) — u(x)] + |gu(x)] < g +-=e

Bududi da je € proizvoljan, puStanjem limesa po x kad |x| — oo u zadnjoj nejednakosti,
dobivamo tvrdnju teorema. O

Teorem|[I.1.2]daje nuzan uvjet da bi funkcija bila Fourierova transformacija neke funk-
cije iz L'. Oznac¢imo li

Co(E,) := {h: E, — C, hje neprekidna, lim h(x) = 0},

|x]—00

vidimo da smo teoremima i zapravo dokazali da f € L'(E,) implicira
f € CO (En)

Definicija 1.1.2. Konvolucija funkcija f,g € L'(E,), u oznaci h = f=g, jest funkcija ¢ija
je vrijednost za proizvoljan x € E, dana s

h(x) = f £ — y)g()dy.

Lako se pokaZe da je funkcija f(x — y)g(y) izmjeriva funkcija dvije varijable, x i y.
Iz Fubinijevog teorema o zamjeni integrala direktno slijedi da je h € L'(E,) te da vrijedi

121l < [Lf 1L 1lgll- Naime,
Al = f
Ey

< Lﬂ ( Ln |f(x— y)|dX) lg(v)|dy

= |, (] 1rwtax)iewyay
o

=I/1
= I/ llglls-

|| = nsnfas
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Nadalje, konvolucija je komutativno 1 asocijativno preslikavanje. Opcenito, funkcija
h = fsg definirana je za svaku f € LP(E,),1 < p < wig € L'(E,). Vrijedi sljede¢i
rezultat:

Teorem 1.1.3. Ako je f € LP(E,),1 < p < wig € L'(E,), tada je h = f+g dobro
definirana i h € LP(E,). Stovise, All, < N£1,lglh-

Dokaz. Ocito je

91 = || =] < | 1= nlsOlay xe .

Trazeni rezultat posljedica je nejednakosti Minkowskog za integrale. Naime, primjenom

nejednakosti
1/p 1/p
([ || rovas]ax)” < | (| o) e (1.1
En E, E, E,

na funkciju F(x,y) = f(x — y)g(y), dobivamo

( | |h<x>|f’dx> <| ( | 1= )Ig()|dy=||f||pllg||1- :

Kao jednostavnu posljedicu definicija konvolucije i Fourierove transformacije imamo
sljedeci rezultat:

—
A

Teorem 1.1.4. Za f,g € L'(E,) je (f+g) = f2.

Dokaz. Nekaje x € E,.

— ("

(Foo)) = | (reae e = | (| 0=netidy)e ar
= g(y)e’z’”'”( L f(r—y)e*"‘”i“fﬂ’)dt)dy

g(y)e 2y ( L f (t)e_z”ix"dt> dy

[
&

g(y)e ™ f(x)dy
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Mnoge vaZzne operacije matematicke analize imaju vrlo jednostavnu vezu s Fouriero-
vom transformacijom. Sljedea propozicija daje vezu izmedu translacije funkcije i njene
Fourierove transformacije.

Propozicija 1.1.5. Neka je 1), translacija funkcije za vektor h € E,, odnosno
7,8(x) = g(x — h), x€eE,.
Tada za svaku f € L'(E,) vrijedi:
(i) Tf(x) = e 2 f(x),
(ii) T f (x) = (e £(1)) (x).

Dokaz. (i) Imamo:
Thf 27rix-tdl_

Thf

—me -t dt

—27rix(t—h))e—2nixhdt

|
%%%

727r1th(x) )

(ii) Za dokaz druge jednakosti raCunamo:
W) = fla =) = | fe e Dar
_ f f(t)eme'terHithdt _
E

n

_ JE (ethhf(t))efzmx'tdt
= (7 f(1)) (). .

Kroz sljedeci teorem obrazlozit ¢emo vezu diferenciranja i Fourierove transformacije.

Teorem 1.1.6. Pretpostavimo da je f € L'(E,) i xif(x) € LY(E,), pri demu je x; k-ta
koordinatna funkcija, k = 1...n. Tada je f diferencijabilna i vrijedi

of

5 0 = (2SO, xe L(E,).
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Dokaz. Neka je h = (0,--- ,l,--+,0),h € E, ne-nul vektor duZ k-te koordinatne osi.
Zbog relacije (ii) iz propozicije imamo

Flr )= f) g e e = Df (0 <ewm_1 j

]’lk hk

Nadalje, vrijedi da je
ef2m'th _

hlklg%)h—k = —27Tllk. (12)

Oznacimo li 6 = 2nthi, imamo sljedecu ocjenu :

e — 1| = \/(cose— 1)2 +sin’6 = v/2 —2cos 6

9 6 6
— \/@zﬂsinj <2|2_| = 6.

—2mitihy _
Iy
Konacno, prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi

o fee ) — f

hk—>0 hk

Odavde slijedi da je
‘e ‘ < 271,

= (=2nit, f (1)) (x).
Obzirom da su sve parcijalne derivacije od f neprekidne, zaklju¢ujemo da je f $tovise i
neprekidno diferencijabilna funkcija. O

Definicija 1.1.3. Za funkciju f € L?(E,) kaZzemo da je diferencijabilna u LP normi po k-toj
varijabli ako postoji funkcija g € L?(E,) takva da
1/p
dx> — 0

(.

kad h; — 0. Funkciju g nazivamo parcijalnom derivacijom od f po k-toj varijabli u normi
LP.

fax+h) —fx)
hy

—g(x)

Teorem tvrdi da je Fourierova transformacija funkcije pomnozena s k-tom koor-
dinatnom funkcijom jednaka (do na multiplikativnu konstantu) Fourierovoj transformaciji
parcijalne derivacije funkcije po k-toj koordinati.
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Teorem 1.1.7. Ako je f € L'(E,) i g parcijalna derivacija od f po k-toj varijabli u L'
normi, tada je
2(x) = 2mix f (x), xeE,.

Dokaz. Prema propoziciji|l.1.5 (i) je

oy — f = (g(t) S h) ‘f(’)><x>, reE,

Iy

pa prema teoremu [I.1.1] (i) slijedi

3 p € —1 fe+h) - 1@
8(x) — /(%) < |18 - -0,
l’lk hk
00,X 1.t
kada i — 0. S druge strane, po formuli (I.2]) dobivamo
R eZﬂ'ixh -1 .
f(x)h— — 2mixi f(x) — 0.
k
o0,x

O

Naredni teorem rauna Fourierovu transformaciju Gaussovih funkcija i prilagodili smo
ga iz knjige [3]].

Teorem 1.1.8. Za svaki a > 0 vrijedi
J efmy\y|26727ritydy _ a,f%eanz/a.
E,
Dokaz. lzraCunajmo najprije vrijednost integrala za ¢ = 0.

Ia,n = f 6_”|y‘2dy = f e—m(yﬂ--'ﬂ%)d)’l .. dyn
En En

_ (J e—mzy'fdyl) (J e_”‘”%dyn)
E, E,
= 12,1

Vrijednost integrala I, , raCunamo prelaskom na polarne koordinate:

5 W p2r 5 s} 5
Ir = J e b dy = f J e ™" rdrd¢ = 277] e ™ rdr = [u =7, du = 2rdr]
E o Jo 0

OO —nau 1 —mau |© 1
=n| e ™du=——e ‘0 = —.
0 a 04
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Sada imamo
Ia,l = 10,2 = a'il/z
pa je potom

_ n __ —n/2
Iy = A/I", =",

Stavimo da je
I(t) = f e ¢y, te E;.
E,

Derivirajmo sada izraz (1) te iskoristimo formulu za parcijalnu integraciju:

/ 2 d , , .
] (t) _ J 67”@2%(6727”8})61)7 _ J efml)z(_zﬂ_l-y)672mtydy
E; E;
i 2 . i > d .
_ e TV (_27Tay)672mtydy _ __J e W _(672mty)dy
o Ll @ JE, dy
i —nay? . —2mity 2nt
=—— | e ™ (2nit)e "dy = ——I(1).
a E, a

Dobivamo diferencijalnu jednadzbu s pocetnim uvjetom:

’ 2t
I(t)=——"I1),
0= ~210)
100) = a 2.
1z
d 2 ' 2 2nt o 2mt 2 2nt o
(It 7t fa =TI (1 ﬂt/(l+1t_ﬂt/a:__1t ﬂt/a+]t_ﬂt/(l:0’
(@) = 10 + 1) e 10 4 10 e
zaklju€ujemo da je I(¢)e™/* konstanta, odnosno
()7 = 1(0)e® = 2.
Slijedi da je
I(t) = a 2™/
Konacno, zat € E,,t = (ty,...,t,) dobivamo
—7m|y\2 —27r(t1y1+---+tny,,)d dv. = - f —nay? —27Titjyjd o - —% —ﬂtz./a
e e vi...dy, = e ™ie yi=|la ze™™
JEH H Ey ! H

e )
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Teorem 1.1.9. Ako su f, g € L'(E,), tada je

J;nf1x>g<x>dx:= J;nf(x)é(X)dx

Dokaz. Tvrdnju dobivamo primjenom Fubinijevog teorema.

L f(0)g(x)dx = E <L ez””“’f(r)dt> g(x)dx
= ; < L ezmx"g(x)dx> f(t)dt

r

= | f()&(t)dr. O

JE,

[

[

Teorem 1.1.10. Neka je ¢ € L'(E,) takva da je SEn ¢(x)dx = 1 i neka je za svako € > 0
de(x) = € "¢p(2). Ako je f € LP(E,),1 < p < wili f € Co(E,) = L*(E,), tada vrijedi

lf«pe — fll, = 0 kada € — 0.

Dokaz. Nekaje f € LP(E,),1 < p < 0. Vrijedi

l‘.
Lh d(t)dt = Ln e_”gb(f)dt = [xj = Zj,dtj = ea’xj] = Ln d(x)dx =

Nadalje,

(fee) () — ‘ffx—t@ f)di ff'¢f -1[Uu—o—ﬂwwmwt

n

Iskoristimo sada nejednakost Minkowskog za integrale:

10— fll < J'<f|fx—r <>mu>eﬂw§ww

= |t — et,dt — edt]

f <f|fx—a <>Pm>la>m.

1

<J |f(x+h)— f(x )|pdx> = wp r(h) = w(h), heE,,

Izraz



POGLAVLIJE 1. FOURIEROVA TRANSFORMACIJA 13

poznat je kao L? modul neprekidnosti funkcijef. Primjenom nejednakosti Minkowskog
vidimo da je w ograni¢ena funkcija:

wm>=<ﬁfvu+hw—ﬂwvw>

<<Lvu+wwﬁ +<Luuwm>
< 2/ £,

Primijetimo da jo§ jedino treba pokazati w(h) — 0 kada h — 0. Naime, nakon toga
¢e primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji u varijabli ¢ slijediti
If+¢pe — fll, — O kada e — 0.

Neka je sada f neprekidna funkcija koja iS¢ezava izvan kompaktnog skupa K, odnosno
f ima kompaktni nosac. Tada je f uniformno neprekidna, odnosno

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx,y € En)(|x —y[ <6 = [f(x) = f(V)] < e).

U terminima funkcije w to bi znacilo

(Ve > 0)(36 > 0)(|h| <6= wlh) < (J e”dx); < P(K)ée),

K

gdje P(K) oznaCava povrSinu kompaktnog skupa K izvan kojeg f iS¢ezava. Dakle, doista
vrijedi w(h) — 0 kada |h| — 0.

Sada koristimo €injenicu da su neprekidne funkcije s kompaktnim nosa¢ima guste u
LP(E,) zal < p < co. Dakle, za svaku f € LP(E,),1 < p < o postoji niz neprekidnih
funkcija s kompaktnim nosacem (g )en takvih da je

lim lgi = f1l,= 0.
Uzmimo € > 0. Postoji k € N takav da lim;_,llgx — fll,< 5. Primijenimo li prethodni

slu¢aj na g, znamo da wy, (h) — 0 kada |h| — 0, h € E,, odnosno

€

(36 > 0)(|h] <6 = |wg, ()] < 3).
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Konac¢no, koristeéi nejednakost Minkowskog, dobivamo

1

mmm—wMMFW(Lvu+m—ﬂwm§)—(LJ&u+m—&uww>

(L |f(x +h) — gilx+h) — f(x) + gk(x)l"dX> p
(f Vx+h><&w+hvw> (f|f <nmm>p
€ € 2e
“3737 3
pajeza|h| <6
lwp(h)| < [wr(h) + wg, (R)] + wg (h)] < €. O

Tvrdnja za f € Co(E,) slijedi analogno, koriste¢i ¢injenicu da su neprekidne funkcije s
kompaktnim nosacem guste i u prostoru Cy(E,) s normom | - ||s.
Propozicija 1.1.11.

(i) Akojezaa€R,a > 0ite E, g(t) = f(at), tada vrijedi g(x) = % f(

(ii) Nekaje he E,ig(t) = e 2" (). Tada je §(x) = f(x — h).

(iii) Neka je he E, ig(t) = f( + h). Tada je §(x) = f(x)e*™ ",

o)

Dokaz.

(i) Imamo:
3 = | soe>ar
E,
:J flat)e™?™"dt

|u = at,du = a"dt|

— J f —2ria~ xu —"du

=iﬂ%.

a’ a

(ii) Tvrdnja slijedi iz (ii) propozicije[I.1.3]
(iii) Tvrdnja slijedi iz (i) propozicije stavimo li —h umjesto A. |
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Teorem 1.1.12. (Teorem inverzije) Ako su f i f obje integrabilne, tada je
1) = | Fea
E,

za gotovo svaki x € E,,.

Dokaz. Po pretpostavci je f € L'(E,) pa je po teoremu o dominiranoj konvergenciji

J eZnix~tf(t)dt — lim efnez|t|2+2nix~tf(t)dt.
E,

e—0 E,

Neka je g(r) = e 7€l +2mivt = Q2ivt (1) t e E,. Iz propozicije|1.1.11| (iii) je
8(y) = f e fi(1)e ™ dr = f A@e 0 Vdr = fi(y — x),
E, E,

a iz propozicije[1.1.11 (i) te teorema|1.1.8] zbog f; () = e ™" imamo:
N 1 _=x
iy = 2) = B0
en

zax,y € E,. Iz teorema|l.1.9/imamo sljedeci rezultat:

J;E 87”252‘t|2+2mx'tf(t)dt _ JE Efne—e%‘X—fo(y)dy — (¢€*f) (.X),
pri cemu je
X
e(x) = € "$(2).

€
Pustimo li limes po € kad € — 0 u gornjoj jednakosti, zbog teorema[I.1.10] dobivamo

lim(6.+)(x) = /()

po L' normi, odnosno
f M (dt = f(x) gs.
E,

Naime i lijeva i desna strana su funkcije jednake istom limesu, s jedne strane izraCunatom
po tockama, a s druge strane po normi | - |[;. Takve dvije funkcije moraju biti jednake
g.s. ]

A

Korolar 1.1.1. Ako su fi, f, € L'(E,) i fi(x) = f(x) za sve x € E,, tada je f,(t) = f>(1)
za gotovo svaki t € E,.
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Dokaz. Pretpostavimo f; = f, za neke fi, f, € L'(E,). Sada je

(fi—f)=h-Ff=0eL'(E).

Iskoristimo teorem inverzije na funkciju f; — f> :
(i — ) (x) = J (fi — f)()e™'dt =0, zags. xeE,,
E,

odnosno f;(t) = f»(t) za gotovo sve t € E,,. o

1.2 Fourierova transformacija na prostoru >

Integral koji definira Fourierovu transformaciju nije definiran u Lebesgueovom smislu za
opéenite funkcije prostora L*(E, ), no Fourierova transformacija ¢e jo§ uvijek biti prirodno
definirana na L*(E,). Ako uz integrabilnost pretpostavimo da je f kvadratno integrabilna,
tada ée f takoder biti kvadratno integrabilna.

Sljededi teorem tvrdi da je Fourierova transformacija ograni¢en linearan operator na
gustom podskupu L' n L? od L*(E,), odnosno da postoji njegovo jedinstveno ograni¢eno
proSirenje F na L*(E,).

Teorem 1.2.1. Ako je f € L'(E,) n L*(E,), tada je || flb= IIfll.

Dokaz. Neka je X = {f € L'(E,) n L*(E,)}. Buduéi da f € L'(E,) n L*(E,) povlati
[ € L*(E,)slijedi da je X c L*(E,), a lako se vidi da je X gust u L*(E,). Neka su
f>g € Xistavimo da je h = §. Prema teoremu|1.1.12|slijedi

) = | e Fdx = | g = 3(0)
E, Ey

Primijenjujuci teorem|1.1.9|slijedi da je
| rwsear = | rwiear = | fwne - | foima
E, E, E, En

Odavde slijedi da ¥ |x Guva skalarni produkt u L?, a u slu¢aju da uzmemo g = f slijedi da
je lfll. = Ifll.. Dakle, ¥ | x se moZe prosiriti do izomorfizma na L?(E,).

Preostaje jo$ pokazati da se takvo proSirenje podudara s ¥ na L' (E,) n L*(E,).

Naime, ako je f € L'(E,) n L2(E,) i g(x) = e, sli¢no kao u dokazu teorema
imamo da je fxg, € L'(E,) n L*(E,) prema teoremu|[1.1.3] a zbog

A

(Frg)(e) = e ™ f(e)
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1 ogranicenosti od f imamo daJe fxg. € L'(E,). Stoga, f=g; € X. Stovise, fxg, — fulL'

i L?* normama, odnosno ( fxg1) — f uniformno u L? normi, pa tvrdnja slijedi.
O

Funkciju ¥ nazivamo Fourierova transformacija na L?(E,) te koristimo sljedecu no-
taciju f = Ff za svaku f € L*(E,). Opéenito, ako je f € L*(E,), gornja definicija
Fourierove transformacije zapravo upucuje na postojanje niza (hk, k € Ng) u L' n L? koji
konvergira prema f u L? normi te se f postize kao limes niza (hk, k € Ny) u L?. Prikladno
je zato odabrati niz (hy, k € Ny) za koji je

Dakle, f je L? limes funkcija (i, k € Ny) definiranih s

]’Zk(X) = f(t)e*Zm'mtdt _ J hk(t)efzm'x.tdt
E,

[t|<k

zasveke Npixe E,.
Kako je F : L*(E,) — L*(E,) izometrija vrijedi sljedeéi rezultat:

Teorem 1.2.2. F je unitaran operator na L*(E,).

Dokaz. Buduéi da je F izometrija, slika ovog operatora je zatvoren podskup u L*(E,).
Stoga, stavimo da je

={F(f): fe L*(E.)}.

Pretpostavimo da je R < L*(E,), tj. da slika nije jednaka cijeloj kodomeni. Tada postoji
g € L*(E,) takva da je za svako f € L*(E,)

L" F(x)g(x)dx =0,

ali ||gll, # 0.Naime, naprosto treba uzeti ne-nul funkciju g iz ortogonalnog komplementa
slike, koji je netrivijalan po naSoj pretpostavci; vidjeti Rieszov teorem o projekciji, odjeljak
3.2 u knjizi [6]]. Sada je prema teoremu za svako f € L*(E,)

| SR = | Fw)gtod =

Sto implicira da je § = 0 gotovo svuda u L*(E,), a to je kontradikcija s ||2]l, = |lgll» # O.
i
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Teoremi i zajedno daju Plancherelov teorem:

Teorem 1.2.3. Ako je f € L'(E,) n L*(E,) tada je f € L*(E,), te se F |11(5,)12(z,) MmOZe
na jedinstven nacin prosiriti do unitarnog izomorfizma na L*(E,,).

Kao jednostavan rezultat prethodnih razmatranja navodimo sljedeci rezultat:

Korolar 1.2.1. Neka je g € L*(E,). Tada vrijedi
(F'g)(x) = (Fg)(—x),  x€E,

Mi smo iskazali i dokazali samo one rezultate u vezi Fourierove transformacije koji ¢e
nam trebati u kasnijem tekstu. ViSe povezanog materijala se moZe naéi u knjigama [4] i

[3].



Poglavlje 2

Hermiteovi polinomi

2.1 Definicija i osnovna svojstva

X2 . oo . . . . .
Integral SR e 7dx ima fundamentalnu ulogu u teoriji vjerojatnosti. U kontekstu vjerojat-
nosnog prostora, stavimo Q = R, ¥ = B, Borelova o-algebra na R i neka je P vjerojatno-
sna mjera na B generirana funkcijom distribucije

5.

. ) ) . : o s _2
Vjerojatnosna mjera generirana sa F' naziva se Gaussova mjera. StoviSe, integrand e~ 2
ima joS neka zanimljiva svojstva. Naime, njegova Fourierova transformacija je ista ta funk-
cija, samo malo “rastegnuta”, odnosno

_2 5 922
Je TeT Mt = \2me” T
R

To se vidi iz teoremauz n=1lia= %

U ovom poglavlju ¢emo se baviti nizom specijalnih polinoma, koje je definirao jos P.
S. Laplace, a detaljno ih je proucavao P. L. CebiSev. C. Hermite ih je sredinom 19. stoljeca
opisao kao nove te se od tada nazivaju njegovim imenom.

Definicija 2.1.1. Hermiteov polinom stupnja n, n € Ny, definiran je s

1 2
H,(x) = Wi JR(x +iy)'e"7dy, xeR. (2.1)

Izraz (2.1)) naziva se Gaussovom integralnom formulom. Lako se pokaZe da su polinomi
H,(x) definirani s (2.1]) polinomi stupnja n u varijabli x. Navest ¢emo prvih 11 Hermiteovih

19
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polinoma:
x)=1,
X) = x,
x)=x*—1,
x)=x—3,
x) = x*—6x+3,

= x> —10x° + 15x,
X0 — 15x* + 45x* — 15,
=x’ —21x 4+ 105x> — 105z,
= x® —28x° + 210x* — 420x> + 105,
= x° — 36x" + 378x° — 1260x° + 945,
X

e

=

=

=

FEFIEFEEFERE
TN TN TN TN TN TN TN TN N N N
\_/\_/\_/\_/\_/é/\_/\_/\_/\_/\_/

=
o
=

10 45x% + 630x% — 3150x* + 4725x> — 945.

20

Propozicija 2.1.1. Niz Hermiteovih polinoma (H,, n € Ny) zadovoljava rekurzivnu relaciju

H, 1 (x) = xH,(x) — nH,_(x), xeR.

Dokaz. Primjenjujudi relaciju (2.1)) i parcijalnu integraciju, imamo:

1 [ 7
H,(x) = — | (x+iy)"e 2dy
+1( ) \/ﬂ JR( )
— [+ i+ e ta
= —— | (x+iy)"(x+iye 2dy
V21 Jr
— | oty Tay + —— | (ot v Td
= —— | (x+iy)"'xe 2dy + —f X+ iy)'iye” Zdy
V2r Jr V21 Jr
+co
i }'2 y2
=xH,(x) + —| — (x+iy)"e 7 +Jnx+iy "lieT 2 dy
(x) Vh< (x + iy) 3 R( )
H(3) = [ (v byt
= xH,(x) — xX+1iy)" e zdy
2m Jr
= xH,(x) — nH, 1(x).
Teorem 2.1.2. Za svako n € Ny vrijedi
\’2 dn XZ
H,(x) = (—1)"e?—e™ 7 xeR.

(2.2)

(2.3)
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Dokaz. Oznac¢imo 4

)Cz n ’Cz
P, =(—1)'e?

(1) = (-1)yes =

PokaZzimo najprije da P,, zadovoljava relaciju (2.2) iz propozicije Naime, deriviramo
2

e 7, xeR.

li e~> imamo:
—e
dx
Primijenimo sada Leibnizovu formulu za n-tu derivaciju umnoSka proizvoljnih realnih

funkcija f'1 g, to jest

D™(fg) = Z <Z) DY(f)D" M (g),  neN,

k=0
‘(2 . . . . . v
na funkcije f = —xig e~ 7. Pritom ovdje i u daljnjem tekstu piSemo D = % za

operator deriviranja. Za k > 2 je f*) = 0. Stoga je

D7) = ()00 + () e
R

X
—X e 2 —n
dx" dx"—1

NS

e

)Cz . .
PomnoZimo li dobivenu jednakost s (—1)""!e> dobivamo da je

2 Jntl 2 2 g 2 2 dn! 2
(=1)" e e T =(=1)""xeT—e T — (=1)""neT e
dxn+l an dxnfl
2d _2 oo2dmh e
= (—1)"xeT—e" 7 — (—1)""'ne> e 7.
dx" dx"!

Dakle, P, zadovoljava relaciju (2.2), to jest
P,i1(x) = xP,(x) — nP, (x), xeR.

Primijetimo da je u sluajun = 0

auslucaju n = 1 vrijedi

Kao posljedica dokazanog i propozicije [2.1.1] slijedi P, = H, za svaki n, a to dokazuje
traZzenu formulu. O
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Odavde imamo sljedeci rezultat:

Propozicija 2.1.3. Za svako n e N

H (x) =nH, (x), xeR. (2.4)
Dokaz. Za x € R in € Ny proizvoljne, primjenjujudi relaciju (2.3)) i Leibnizovu formulu,
najprije izratunajmo

X2 .‘(2
(=1)"DH,(x) = D(eﬂ)(")e*?)

2

— xeTDWe T 4 T DI T

2
— xeTDMeF 4 eTDW(—xe T)

2 2
= —nez D Ve~ 7,

Pomnozimo li dobivenu jednakost s (—1)" dobivamo:

DH,(x) = n(—1)""e St =n(—1)" 5D % = nH,_|(x).

2.2 Ortogonalnost, funkcija izvodnica i Mehlerova
formula

U nastavku ¢emo pokazati joS nekoliko zanimljivih svojstava Hermiteovih polinoma. Prvo
od njih jest ortogonalnost.

Teorem 2.2.1. Niz (H,,n € Ny) je skup ortogonalnih funkcija u L*(R, w(x)dx), odnosno

J H,( x)e 2dx = \/ﬂn!émn,
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[N]

X

pri Cemu je teZina w(x) = \/#278’7, x € Ra6,,, oznacava tzv. Kroneckerovu delta-funkciju,

tj. Opn = 1 ako je m = n, dok je 6,,, = 0 zam # n.

Dokaz. Neka je m < n. Primjenjujudi parcijalnu integraciju i relaciju (2.4) slijedi

X2 dn Xz X2
—1)"e” (d ne’7>e’7dx

X

<Hma Hn> =

ﬁzfmmx

v 271 dx”

_l n dn 1 ,\’2 _1 l’l+1 de d}’l*l x2
= (=1) H,(x) e 7| + =1) (x) e Tdx
A/ 271 dxn—1 R N/ 27T R dx dx1

n+l d— 1
z( JHml )dx e_de

Nakon m-te parcijalne integracije dobivamo:

1 H ( )H( ) de n+m \ H dn m de
e m(Xx x)e 7 —m! o(x S rax
\/ZNJR f dx"- ¢

( n+m ,J dn m de
= m e 2dx
\/271 g dX"

= n!o,,.

Dakle,
J H,( xX)e~ 5 dx = V21nn'6,,,.

O

Hermiteovi polinomi tvore ortogonalnu bazu Hilbertovog prostora za funkcije koje za-
dovoljavaju

| 17w <

u kojem je skalarni produkt definiran preko integrala
oy = | 5

o v . . . L
pri ¢emu je, kao i ranije, w(x) = \/12—716 7.

Teorem 2.2.2. Niz {H,,n € Ny} je ortogonalna baza prostora L*(R,w(x)dx), tj. to je
potpun ortogonalan sustav.
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Dokaz. U ortogonalnim sustavima, potpunost je ekvivalentna Cinjenici da je nul-funkcija
jedina funkcija u L*(R, w(x)dx) ortogonalna na sve funkcije sustava, vidjeti [6]. Buduéi
da je linearna ljuska Hermiteovih polinoma prostor svih polinoma, potrebno je pokazati da
ako je za svakon > 0

J f(x)x"e_gdx =0,
R

tada f = 0.
Definirajmo funkciju F : C — Csa

F(z) - JR Flx)e% dx.

Xz . . . .
Funkcija ¢~ 7 uniformno je dominirana na svakom kompaktnom podskupu od C, odnosno

2
X
KT

2
< =7 ¢ L2(R), zasvakoze C

E

pa je F dobro definirana. Stovise, F je holomorfna, kao integral holomorfnih funkcija.
Pretpostavimo sada da je (H,, f) = 0 za svako n > 0. Budu¢i da je za m € N, x™ linearna
kombinacija od Hy, Hy, .. ., H,,, imamo:
Xz
e Tdx

Fm(0) = JRf () (d%) '" .

= J f(x)x’"e_%dx
R

="
= 0.

Slijedi da je F = 0. Za proizvoljno t € R je

F(—if) = JR Flx)e= =% dx

- JR (f(x)e*f>e’”dx

— F(f(x)e T)(1/2r).

2

X

Odavde je T(f(x)e*%) = (. Prema korolaru |1.1.1|vrijedi f(x)e~ = = 0 gotovo sigurno, a
2

kako je e~ 7 > 0, slijedi f = 0 gotovo sigurno. Stoga je ortogonalni komplement (vidjeti
poglavlje 3 u [6]) linearne ljuske Hermiteovih polinoma

span[H,,n = 0]= = {0} o
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Izvedimo sada izraz za eksponencijalnu funkciju izvodnicu niza Hermiteovih polinoma.

Neka je
1
t — _
F(x, ;}n

Koristeéi formulu

=1
> = f @b = fla+b)
n=0 """

za razvoj u Taylorov red od f(z) = efé, a = xib = —t dobivamo:

[N]

Z1 2 d e
F(x,t) = —(—1)"? I
()= ) -1 e
21 dn e
2672_ e~ T (1)
n:On!dx”
2 (-n?
—eZe 2z
:eXI_%

Ovo je upravo izraz za F(x,t) kakav smo Zeljeli. Iz teorema odmabh slijedi rezultat

1 f e
= — | e ™ T4y, e R. (2.5)
V21 Jr ¢

Uvrstimo 1i (2.5) u (2.3), za { € R dobivamo

Dobiveni izraz naziva se integralna reprezentacija Hermiteovih polinoma.
Sada, za proizvoljne ¢, u € R, primjenjujuci teorem [I.1.8]i integralnu reprezentaciju,
slijedi

L _Gin? z:)z O—in)? w)2
Z — —ix)"(—iy)" dxdy
—nl n' 27r R R
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~ L i o n
_ 1 J JC. 0 _ O ( (—txy) >dxdy
2r Jr Jr = nl

1 _ei® a2 [ e—iwrw?
= | e e | e day
T Jr R

22 2
L J o U i) g
R

1 2 (—w)?
= (4 2 2(1_[2) .

Jednakost

tn
; f — -2 2(1-12 2.6
;0 —H(OH, (1) Tt (= (2.6)

nazivamo Mehlerova formula.

1 i 2P+




Poglavlje 3

Babenko-Becknerov teorem

Teorem 3 0. 3 Nekajel < p <2iF : LP(R") — L¥ (R") Fourierova transformacija pri
cemu je 1—7 + 17 = 1. Tada vrijedi:

IF fllr < (A,)"11f1lps (3.1

1

2
gdje je A, —[ 1] .

pﬂ

"c\—‘

Prilikom dokaza teorema, najprije ¢emo razmatrati slu¢aj n = 1. Naime, Fourierova
transformacija neke funkcije na R” svodi se na produkt jednodimenzionalnih operatora, a
rezultat za n dimenzija ¢e potom slijediti primjenom leme 3.1.2., koju ¢emo dokazati u
nastavku.

3.1 Nejednakost za dvije tocke i produkt operatora

Neka su (H,,, m € Ny) Hermiteovi polinomi s pripadajuéom Gaussovom mjerom

1 2
du(x) = me_de, xeR,

to jest
H,(x) = f (x + iy)"du(y), xeR.
R
Prema poglavlju 2, funkcija izvodnica za Hermiteove polinome je

—*+xt — i mi mEy (32)

m=0

27
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Za |w| < 1 definirajmo operator T, sa

T,:H,— w"H,, m € Nj.
Lako se vidi da vrijedi T,,T,, = Tu,,- Operator T, se moze zapisati kao integralni
operator na L?(du) definiran preko Mehlerove formule, ¢ija jezgra je

1 - W? (2 +y%) wxy

T,(x,y) = ————e W= 1-o?, x,y€eR.

V1 — w?

Za g € span[H,,,m € Ny| vrijedi:

(Twg)(x) = J To(x,y)g(y)du(y).

Dokazimo tu ¢injenicu. Naime, svaki polinom moZemo prikazati kao linearnu kombina-
ciju Hermiteovih polinoma. Dovoljno je gledati one polinome g koji su konacne linearne
kombinacije Hermiteovih funkcija. Takve funkcije su guste u L”, 1 < p < oo. Uzmimo
g iz linearne ljuske prvih n 4+ 1 Hermiteovih polinoma, tako da po raspisu u ortogonalnoj
bazi vrijedi
n , Hm
8= 2 <§§ H>>H’"'
m=0 > SEm

Zbog ortogonalnosti Hermiteovih polinoma, odnosno teorema 1 definicije operatora
T, imamo:

O

_ Z ([ et )orma

- [ (X L) )tauty

— fTw(x, »)g(y)du(y).

Stoga, u slu¢aju n = 1 teorem [3.0.3|ekvivalentan je sljede¢em teoremu:
Teorem 3.1.1. Zal < p <2iw = —i+/p— 1 vrijedi

T, : LP(du) — L” (dy),

1Tl gy < Ngllrian- (3.3)
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Promatrajmo nejednakost za polinome g, tj. polinome koji su konacna linearna
kombinacija Hermiteovih funkcija. Tada za slucaj n = 1 i funkcije

f(x) = g(\/27px)e ™, x€eR,

jednostavnom zamjenom varijabli postiZzemo ekvivalenciju izmedu teorema[3.0.3]i teorema
[3.1.1] Doista, relacija (3.3)) eksplicitno se moZe zapisati kao

{J

Na lijevoj strani uvedimo zamjenu:

"au}” < { [lscorano} G4

To(x,y)g(y)du(y)

X = A/2np'u,
y = A/2n1pv,
u,v € R. U tom slu€aju, za w = —i+/p — 1 vrijedi

_ (—in /p71)227r(plu2+pv2) + (—iA/p—1)27uv+/pp’

1
T,(x,y) = (1 — (—ia/p—1)})"7e  20-Cive=D) T (Cin/p1)?

1 (p—l)n(pp’uz—}-pvz) _i PZF;;PP, Dy

== _e )
P

= _1 e”(p,”2+PV2 *%(PI“%FPVZ)*\/*WI,%",ZMW
VP
1 2 2 xplu? 2 .

— _e”(P,” +pv )—pT—ﬂv —2miuv
VP

Sada je
[ 1 7T(17’l42-‘1-101)2)—27riuv—7rv2—ﬂ 1 _npy?
(ng)(X) = e P g( 27Tpv) e \/%dv

J /P 2
[ 7p'u? +7rpv272m'uvfrrv27ﬂ —npv?
=|e g g(/2npv)dv

( / .
_ enuz(p 7%)727r1uv77rv2g< \/%v)dv

~
2 2

_ | e m 2w g rpv)dy,




POGLAVLIJE 3. BABENKO-BECKNEROV TEOREM 30

a odavde slijedi da je

L

1 7,2 v
——e ™" \/2np'du
\2r }

/

p

—

||ng||LFI(d;1) = {

1

P 4
du

4 FI’
|2 { f fez’””vg( \2rpv)e ™ dy du}
= [P I flly-

Uvedemo li na lijevoj strani nejednakosti H ) zamjenu x = +/ 27rpu imamo:

]é{ f Jveﬂuzn\/zZm'uvnuzg( \/2717pv)dv

ooy = f (0P du(x) f lo(/2rpu) " \fampdu)
[p] % flg \/ 2npu)e ™ I”du}
— [P

Dakle,
1T w8l gy < N8llera
je ekvivalentno sa

IF fllr < Apllfller,

pri Cemu je A, = [ Buduéi da su funkcije poput f guste u L” prostorima

(1 < p < o0), teoremi i su ekvivalentni. Nejednakost (3.3) iz teorema e
biti dokazana ukoliko koristeci centralni grani¢ni teorem pokazemo da je Gaussova mjera

du slabi limes nekih vjerojatnosnih mjera za koje ¢emo znati direktno provjeriti analognu
nejednakost. Pretpostavimo da je zadan niz Bernoullijevih slu¢ajnih pokusa, odnosno, neka
je dv(x) diskretna vjerojatnosna mjera s teZinom 1 u tockama x = +1 te neka je dv,(x)
n-ta konvolucije mjere dv( 4/nx) sa samom sobom. To po definiciji zna¢i upravo

Jh(x)dvn(x) _ J B + -+ + x)dv(ymn) . . dv(v/nx)

za svaku ograni¢enu neprekidnu funkciju 2: R — R. Tada dv, konvergira ka du u Co(R)*,
Sto znaci da za svaku ograni¢enu neprekidnu funkciju 42: R — R vrijedi

lim [ A(x)dvy(x) = J h(x)du(x).

n—0
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Drugim rije¢ima, niz distribucija (v,) konvergira slabo prema y, pri cemu se slaba konver-
gencija definira kao gore, $to je uobicajeno u teoriji vjerojatnosti. Rezultat koji to garantira
je tzv. centralni granic¢ni teorem, vidjeti [[7]. Stovise, momenti od dv, ¢e konvergirati mo-
mentima od du, tj.

nlgg) xrdv,(x) = Jxkdu(x)
za svaki k € Ny. To bi slijedilo iz definicije slabe konvergencije kada bismo mogli uzeti
h(x) = x*, ali ta funkcija nije ograniena. Ipak u ¢lanku [1]] (vidjeti teorem 1) je dana
nadogradnja centralnog grani¢nog teorema, koja upravo govori o konvergenciji momenata
uz izvjesne uvjete na v, koji su ovdje svakako zadovoljeni.

Produkt mjera dv(/nx;) - - - dv( 4/nx,) je diskretna mjera, tj. svaka koordinata od x =
(x1, X2, ...,x,) moZe poprimiti samo dvije vrijednosti, i\/%;. Sve funkcije nad ovakvim
prostorom mjere ¢e biti polinomi stupnja najviSe jedan u svakoj od n varijabli x;. Na
prostoru mjere dv definiramo operator C, koji je analogan operatoru 7, na prostoru mjere
du sa

T, :aHy+ bH, — aHy + wbH,,

C:a+bx— a+ wbx.

Sada ¢emo pokazati da je C ogranieni linearni operator s L”(dv) u L” (dv) s normom
jedan. Ovaj rezultat je autor od [2] nazvao nejednakost dvije tocke. Navodimo ga kao
sljedecu lemu.

Lema 3.1.1. (Nejednakost za dvije tocke)

C : a+bx — a-+ wbx je ogranicen linearan operator norme jedan sa L (dv) u L” (dv), pri
Cemujew = —in/p—1, 1 <p<2te é + [% = 1. Drugim rijecima, za sve kompleksne
brojeve a i b vrijedi

a+wbl” + |a— wb|?\ 7 a+blP +|a—bP\r
(las ol +lo—ob)? _ (la bt elo by )

~

Dokaz. Tvrdnju je dovoljno pokazati za a = 1 1 proizvoljan kompleksan broj . Naime,
inace moZemo podijeliti cijelu nejednakost s a i primijeniti dokazano na g. Uvrstimo 1i
zamjenu a = 11 b = & + in dobivamo sljedeée jednakosti:

la+wb|=[1 —i\/p=1(¢+in)|=[1+ny/p—1—if+/p—1]|
= \/(1+n\/p—1)2+§2(p—1)

la—wb|=[1+i\/p—1(¢+in)|=[1-n/p—1+i~/p—1]|
= \/(1—n\/p—1)2+§2(p—1)
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la+b|=14+&+in = A/(1+ &2+ 72

ja—b| =1 —=&—in| = /(1 =&+
Na taj nacin se Zeljena nejednakost tranformira u:
{ [(1+n+/P—12+&@—-DP?+[(1-n/p—1*+&(p P/Z}l/p’

2
067+ p

< [(1+ &) + ]2 +

h 2

Obzirom da su £ 1 i ionako proizvoljni realni brojevi, mozemo 7 zamijeniti s
n

— ="

pri ¢emu smo koristili (p — 1)(p’ — 1) = 1, a traZena nejednakost postaje

{K1+) +HEP -V -7 +E(p )V”}W’
2

<{Kl+®2+0f—UﬁV”+K1—@2+Qf—UﬁV”YW

~ 2 .

Prakti¢nije ¢e nam biti u daljnjem opet pisati 7 umjesto 7;. Definirajmo sada funkciju

G:R*> > Rsa

=t

1

@+Kvmfﬂn4xﬂ@}“
2

{KHwY+@—U§]

G(é.n) =

4
2

-
{KH@M@u”W HU%VH%AWﬂ}p
2

Za dokaz od (3.5) dovoljno ce biti dokazati da je

Gén <1, &neR

Trebat cemo dva posebna slucaja nejednakosti Minkowskog: za realne brojeve ay, a,, by, b,
vrijedi

(lay + b1|" + |az + b2 |9 < (|ar |9 + |ao|) V7 + (1617 + |b2]))/4 akojeq > 1,
odnosno

(|a1 + b1|q + |a2 + b2|q)l/q = (|a1|q + |a2|q)1/q + (|b1|q + |b2|q)l/q akojeO <q < 1.
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Koristit ¢emo ih za g = & > 1, odnosno ¢ = £ < 1. Primjenjujudi te nejednakosti imamo:

oo

{Kumf+@—nﬂ%+uumf+@—wﬂiy
2

4[N

[L+n)” + 1 =n" ]
<[ +(p—1)E

te

{[(1 + 2+ (= DR+ [(1 =82+ (p' — D)2 }2
2

2
1 g + |1 — g’

>[ . L (p = P

U drugoj nejednakosti znak se mijenja jer je £ < 1. Odavde slijedi

2
7

[m] +(p1)§2};

G(&m) < 2
[1+§|’”2rl—§|”] + (p' — D

Pokazat ¢emo da vrijedi

(|1+77|p _;|1_n|p)p/ < [1+(p/_1)n2]% (3.6)
te .
1+ (p—Dn?]? < [|1+§|p;|1_§|p]p, (3.7)

odakle zakljuujemo da je

Fﬁ¥¥lﬂr-wp—nf %
f <
D — D P
le“zrl f’] (= 1)

Stoga je
Gen <1,  &EneR

pa tvrdnja vrijedi. m|
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U nastavku ¢emo koriste¢i elementarnu minimizaciju pokazati da relacije i(3.7)
zaista vrijede. Primijetimo najprije da ¢e nejednakost

1
L4y + 1 —ym]"
[| i y|] < A/l 4 (m—1)y? (3.8)

2

za0 <y < 11im > 2 implicirati i sluc¢aj za y > 1 ukoliko podijelimo sa y. Pokazat ¢emo
da (3.8)) vrijedi za fiksno m > 2 iy € {0, 1). Definirajmo funkciju f : R — R sa

1

[1+y|m+1—y|m] "
2

) = N
Neka je sada ¢(y) = In(£(y)), odnosno
00) = et { O St - 1y
zay € 0,152 < m < o0. Derivirajmo funkciju ¢:
V) = el ) (=5
a %1 + (ml— 1)y22(m — 1y
=[(T+y)" + (@ =y)"] [T+ )" = (1 =)™ = (= Dy[L + (m — 1)y*]™
= [(1+)" + (1 =" [1+ (m = Dy*]'AQ),
pri Gemu je
Aly) =

(T+y)" ' = (1 =y)" 1+ (m—=1)y*] —y(m— D[ +y)" + (1 —y)"]
L+y)" !+ (m = 1)y (1 +y)" = (1 —y)" " = (m— 1)y*(1 —y)"!

+
<
~—

3
|
—

—

+
-

3

|

—
~—
<

(3]
|
—
3
|

—
~—
~<
—

—

+
NS
~—
—

>4+ (m

(m—1)y(1 —y)]
(1

V)" LA+ (m = 1)y].

)y +

(1
—(1—y)" 14 (m
(1 ] =

—1
+ )" — (m—1
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Da bismo saznali predznak od ¢'(y) dovoljno je saznati predznak od A(y). Imamo da je

N(y) = (m—=1)1+y)" 21— (m—=1)y] = (1 +y)"(m—1)
+ (m—1)(1=y)" 2[1+ (m—1)y] = (1 —y)" (m—1)
= (1+y)"?[(m=1) = (m =1’y + (1 +y)(m - 1)]
—(1=y)" 2[=(m=1) = (m = 1)’y + (1 = y)(m — 1)]
= (1+y)"?[(m=1) = (m—1)’y = (m—1) = (m = 1)y]
—(1=y)" ?[=(m=1) = (m = 1)’y + (m — 1) — (m — 1)y]
= (1+y)"?[=m(m —1)y] = (1 = y)"*[=m(m — 1)y]

—m(m = Dy[(1+y)" 2 = (1= y)"7].
Bududi da je A(y) neprekidna funkcija na intervalu {0, 1)1 A’(y) < O te
A(0) = 0,

prema elementarnom rezultatu iz analize zaklju€ujemo da je ona padajuca te je pogotovo
A(y) < 0na{0, 1). Odavde slijedi da je ¢'(y) < 0. Kako je

¢(0) =0,

dobivamo da je ¢(y) < 0. Dakle, nejednakost (3.8)) doista vrijedi. Za 1 < m < 2 nejedna-
kost (3.8) samo mijenja predznak a slijedi iz istog racuna.
Definirajmo operatore

Cox:a+ bxy— a+ wbxy, neN, 1 <k<n,
pri ¢emu su a i1 b funkcije u preostalih n — 1 varijabli. Neka je
Ky =Cui--Cup,
produkt (tj. kompozicija) tih n operatora.

Lema 3.1.2. (Produkt operatora) Neka su T, i T, linearni operatori te pretpostavimo da
su Ty i T, integralni operatori s nekim jezgrama, npr. definirani preko Mehlerove formule.
Ako

T] . Lp(dpl) — Lq(d/ll), ||T1|| < 1,

T, : LP(dp,) — LU(dA,), Tl < 1,

pri Cemu su dp; i dA;, i € {1,2} o-konacne mjere, tada za p < q imamo

T\T, : LP|dp\dp,| —> L|dA,dA,], T\ Tl < 1
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Dokaz. Buduci da su norme operatora 7'y i T, ograniCene s jedan, za T, odnosno 7> vrijedi:

4
[ e LP(dp) ITifllg < Ifll, = flTifl"dpi < (Jlfl”d/li) ; i=12.

Primijenimo li jo§ (I.1)) na funkciju F(x;, x) = (T, T2f)(x1, x2), imamo:
1

{JJ |T1T2f(x1,xz>|qd/lld/12}:] S {;d/lz(xz)[j|(T2f)()’1,x2)|”dp1(y1)]g}q

P 1

< {;dpl(yl)[J|(T2f)(y1,xz)|qd/lz(x2)] }p

< { | |f<y1,yz>|Pdp1<y1>dpz<yz>}'l’.

Dakle, dobili smo
T T2 fllaqaaann) < Nfllerpidps)s

pa tvrdnja vrijedi. O
Iz lema i slijedi da je operator
K, : L[d(Vnx) -+ d(V/nx,)] — L [d(Vnx) - d(Vnx,)]

ogranicen linearan operator s normom jedan. Restrikcija K,, operatora K, na prostor sime-
tricnih funkcija u n varijabli ¢e takoder biti linearni operator norme jedan.

3.2 Simetri¢ne funkcije i centralni granic¢ni teorem

Prostor simetri¢nih funkcija nad produktnom mjerom d( y/nx;) - - - d( 4/nx,) éemo oznaca-
vati sa X,,. Funkcije

Gni(X1, ..y x0) = No(xy, ... x)

¢ine ortogonalnu bazu prostora L?[X,]. Funkcije o, 1 < [ < n su elementarne simetricne
Jfunkcije u n varijabli i definirane su sa

O1( X1y ey Xy) = Z Xy *** Xomys 1 <m<n.
mp<...<mj

Generatorska funkcija za elementarne simetri¢ne funkcije dana je s

n n

- 1
T (X15.eesXn3t) = | |(1 + xit) = Ztlal(xl,...,xn) = Zﬁ’l¢"»l(x1""’x")' (3.9)
1=0 :

k=1 =0
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Stavimo li x = x; + -+ + x,, pri ¢emu je (x;)* = %, i = 1,...,n, vrijedi sljedeca veza

izmedu funkcija izvodnica (3.2) i (3.9):

T(x1+"'+xn;t)=e'22[ch (\/Lﬁﬂnrr[xl,...,xn;\/ﬁth <\/Lﬁ)]

n

2
;[\/szrth(\%)] 2\ 2 t
T (Xt xpst) = e 1l ——) T|xi+--4x, VnArth{ — ] |.
NG

n

Prva jednakost slijedi zbog :

2
T(xi+...+x;51)=e 7 He’x"

l[a() ()

(M (5)

Druga jednakost Ce slijediti ako uvrstimo supstituciju

u= +/nth (\/Lﬁ)

Odavde je
u
t = Arth | —
v ()
pa imamo
T q=elen(am(22))] 7 JnArth | 2
Xlyeos Xyt =€ — XlyeonsXn, VI — -
1 \/71 1 \/ﬁ
Racunamo:

1 (1t
Arth(i> :zln( f) iy YA < vl
—Uu
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Sada je

\eru \/ n—u ntu

u — +1

ch(Arth <L)> _ Vit
N 5 [ Alntu
\/n—u

pa jednakost vrijedi. Diferenciranjem moZemo izraziti ¢, ; kao linearnu kombinaciju Her-
miteovih polinoma H;(x; + - - - + x,),0 < k < L. StoviSe,vrijedi

(5]
(}5”’1()61, . ,)Cn) = H](X] + -+ )Cn + - aZ,H, 2 )C] + -4 Xn) (310)
1

r=

S | =

pri cemu su koeficijenti a;, ograni¢eni u odnosu na n za fiksno /. PokaZimo da jednakost
(3.10) zaista vrijedi. U poglavlju 2 smo vidjeli da iz Gaussove integralne formule (2.1)) za
Hermiteove polinome lako slijedi rekurzivna relacija (2.2, odnosnoza 1 < /< nje

Hl = XHI,I(X) — (l — I)HZ,Q(X)
= H1 ()C)Hl_l(X) - (l - I)Hl_z()C).

Za funkcije ¢,,;(x1,. .., x,) vrijedi sljedeca rekurzivna relacija

-1

[I’l — (l — 2)]¢n71_2(x1, ey )Cn),
(3.11)

Gua(X1s s X0) = Gua (X1, X)) B (X1, X)) —

Sto bi u terminima elementarnih simetri¢nih funkcija bilo

1
loy(x1y.e s Xxn) = 01 (Xpy ey X)) =1 (X1 ooy Xy) — ;[n — (I =2)]o—1(x1y oy x). (3.12)

Da bismo pokazali relaciju (3.12) koristit ¢emo generatorsku funkciju (3.9):

n
T(xl,...,xn;t)zn + xit) ZZ‘O'I (X150, X
k=1
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Dalje vrijedi:

n

0
ot

1~0
O1 (X105 ey X)T (X1 e ey X3 8) = Zxk(l + )T (x5 oy Krs -
=1
pri ¢emu je oy (xy, ..., x,) = X, k = 1,...,n. Odavde slijedi da je
0

0'1(x1,...,xn)T(xl,...,xn;t)—a—tT(x],...,xn;t)
:Zx,%tT(xl,...,xAk,...,xn;t)

=1

1 & .
= —tZT(xl,...,xk,...,xn;t)

noa

2

jerje (x¢)? =1,k =1,...,n. Primijetimo da je

n
ZO'l(xl, s Xy X)) = (m=Doy(xy, ..., x,),
k=1

to jest, zbog simetrije, lijeva strana mora biti viSekratnik od o (xy,..., x

n
—T (X1, .., X5 8) = Zka(xl,...,)Ek,...,xn;t) = Ztl’lloy(xl,...
k=1

39

(3.13)

2). Zan = lu

razvoju od o(xy,...,x,) ima (’}) sumanada, a da bismo nasli konstantu n — [ stavimo da

su vrijednosti x; jednake za sve i = 1,...,n. Sada iz (3.13) imamo:

0
o1 (x1s ey X)T (X105 e ey X3 ) — 8_tT(x1’ )

1 &
— r—l[ZZth'[(Xl,...,fk,...,xn)

k=11=0

1 n n
/ ~
= —tZt Zal(xl,...,xk,...,xn)
L -

1 n
= —tZtl(n —Doy(x1s. .., Xn)
5

1 n—1
= —IZ f(n—Doy(x,...,x,)
1=0

n
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Usporedimo sada koeficijente uz potencije od ¢. Naime,iz

0

1 n—1
o1 (X105 ey X)) T (X1ye ey X3 t) — ZtZtl(n —Doy(x1y... %) = ET(xl,...,xn;t)
1=0

n—1

n
1
= Z foi(xr,. .., X))o (X1, ..o X,) — - Z T (n—Doy(xy,.. ., x,)
=0 =0

n
= Z A T
1=0

n 1}1
< Y doxn, o x)o(x . x) — =Y Fn =1+ Doy (xq,. .., X,
IZ; ( Joi( ) n;)( Joi—i( )
n
=Ztl_llo7(x1,...,xn)
1=0
n
@Z[0‘1()(1,...,xn)al(xl,...,xn)—n l+10'1_1(x1, ,xn)]tl
1=0 n
n
=Ztl_llm(x1,...,x,,)
1=0
fasy n—1I1+2

= Z loq(xl, s X)) (X e X)
1=0

= Z oy (xy, ..., x,)
1=0
slijedi:

o1(X1s s X))o (X1, . ..,x,,)—;[n—(l—Z)]U,_z(xl,...,xn) =lo(x1,..., %), 1 <1< n.

Dakle, pokazali smo da (3.12)) vrijedi, a prema definiciji od ¢, (xi, ..., x,) vrijedii (3.11).
Eksplicitnim raCunanjem imamo da je
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Sada indukcijom po !/ dokazujemo koriste¢i (3.12). Baza indukcije su naprosto gor-
nji izrazi za l = 0,1,2,3. U koraku indukcije uzmimo neki [ > 4 te pretpostavimo da
tvdnja vrijedi za sve manje nenegativne cijele brojeve. KoriStenjem dokazane rekurzije
(3.12) i pretpostavke indukcije moZemo pisati (pri ¢emu, malo neprecizno, radi kratkoce
izostavljamo varijable):

1 [—1 1
Gny = H\(H—y + - Z a1, Hio1-o) — . (n—(1—=2))(H + - Z a2, Hi2 )
r=1 rz=1
1
= H[ + (l - 1)H]_2 + Z Zal_lyr(Hl_Z, + (l —1- 21")H1_2_2r) - (l — 1)H1_2
r=1
[—1)(I-2 I—1 -2
+ MHFZ - (1- )Z a2,H; 2 o
n n n r=1
1 1 I—1)({-2
=H + - Zalfl,rHler + = Zalfl,rfl(l +1—-2r)H; 5 + MHZJ
n n n
r=1 r=2
1 [—2
— =Y (-1 - —2.r—1H 2y
n;( )( " )Cll 2,r—1111-2
Odavde vidimo da (3.12) doista vrijedi uz:
ag =ap1,+ ([ —1)(1—2)
te )
ap=a 1+ (I +1=2r)a_ 1,1 — (I =1)(1 - Va2,

zar = 2. Time je zavrSen korak indukcije. Ogranicenost koeficijenata a;, po n takoder
slijedi direktno iz ogranicenosti a;_,, a; 1,1, a2, 1 poniiz0 <1 — % < 1.
Funkcije ¢,,; su svojstvene funkcije operatora K,,:

. !
Ky Xy o Xy = O Xy e Xy

5 l
Kn¢n,l =w ¢n,l

te su ¢, prirodni analogon Hermiteovih polinoma nad prostorom funkcija L2[X,]. K, je
operator norme jedan sa prostora L”[X,] u prostor L” [X,]. U ranijim razmatranjima smo
naveli da svaki polinom g moZemo izraziti kao konacnu linearnu kombinaciju Hermiteovih
polinoma. Neka je

g(x) = Y biH(x).
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Definirajmo sada odgovarajuce polinome g, u diskretnim varijablama xi, ..., x, s

M
gn(Xp, i, x,) = Zblgbn,l(xl, ey Xp)
=1
Tada
T,: Z blHl(X) = Z(t)lb[H[(X),
K,: Z i i(x1,...,X,) — Z Wbipni(xi,. ..\ X,).
Zbog relacije (3.10)
f (Tog) (1 + -+ 4 0) = (K)o 0|7 V(1) - - d¥( /0) — 0

kada n — 0. Iz nejednakosti trokuta slijedi
|||ng”L/I’ (dvy) — ||En||LI’I [X,] |

[T+ )~ g )P i) (i) |

1
v

U osvrtu na niz Bernoullijevih pokusa receno je da ¢e momenti u odnosu na dv,, konvergi-
rati prema momentima u odnosu na du. Stovie, uzimanjem linearnih kombinacija mome-
nata dobivamo da dv, konvergira slabo prema du u odnosu na polinomijalne funkcije £ iz
definicije, a obzirom da je g polinom vrijedi:

lim”Engn”LP’[xn] = hm”ngHLp’(dvn) = ||ng||Lp’(d,1)-
Ponovno, zbog relacije (3.10) imamo
lim||g,llzrx,) = lgllzr(ap)-
Kako je K, norme jedan, imamo
K ogall g < Ngalliops)

Sto implicira da je
||ng||Ln’(dﬂ) < “g”LP(dy)-

Bududi da su funkcije poput g guste u L? prostorima, nejednakost (3.3) vrijedi i time smo
pokazali teorem [3.0.3
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Sazetak

Ovaj rad iznosi osnove Fourierove analize na realnom pravcu, ¢iji vazni koncepti su Fouri-
erova transformacija i Hermiteovi polinomi. Obrazlaze se kako se u realnoj analizi mogu
prikladno iskoristiti rezultati iz teorije vjerojatnosti: centralni grani¢ni teorem i slaba ko-
nvergencija prema Gaussovoj mjeri. U tu svrhu se dokazuju tzv. nejednakost za dvije tocke
1 rezultat za produkt operatora. Pokazuje se veza izmedu simetri¢nih funkcija i Hermite-
ovih polinoma. Naposljetku, koristeci iznesene rezultate dokazuje se Babenko-Becknerova
nejednakost.



Summary

This thesis reviews the basic results of the Fourier analysis on the real line, whose important
concepts are the Fourier transform and the Hermite polynomials. It elaborates how to apply
some results from probability theory to the real analysis: these are the central limit theorem
and weak convergence towards the Gaussian measure. With this purpose the so-called
two point inequality and result for product of operators are established. The relationship
between symmetric functions and Hermite polynomials is also explored. In the end, the
Babenko-Beckner inequality is derived from the established results.
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