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Uvod

U ovom radu e se procavati struktura grafova drugog reda i pridruZenih algebri. Da bismo
dosli do pojma 2-grafa prvo ¢emo promatrati usmjerene grafove i njima pridruzene matrice
susjedstva. Nakon toga ¢emo definirati Sto je to 2-graf, dati jednostavne primjere za bolje
razumijevanje definicije te iskazati i dokazati nuZan i dovoljan uvjet za egzistenciju bijek-
cije pomocu koje ¢emo iz dva 1-grafa formirati 2-graf. Nakon toga ¢emo napravit uvod u
posebnu klasu C*-algebri: C*-algebre grafova, odnosno C*-algebre koje zadajemo preko
grafova.



Poglavlje 1

Matrica susjedstva i usmjereni graf

U ovom poglavlju ¢emo promatrati usmjerene grafove i njima pridruZzene matrice susjed-
stva.

1.1 Definicije i osnovni pojmovi

Da bismo dosli do pojma 2-grafa prvo ¢emo promatrati nenegativne cjelobrojne matrice su-
sjedstvareda n (A € M,,,(Z")). Takvoj matrici moZemo pridruZiti usmjeren graf I'y=(V, E)
gdje je V = {v,va,...,v,} skup svih vrhova, a E = {ey, e, ..., e,,} skup svih bridova grafa
I'4. Broj svih vrhova u grafu I'4 jednak je redu matrice A.

Slika 1.1: Primjer usmjerenog grafa

Definicija 1.1.1. Matrica susjedstva A dimenzija n X n dana je formulom po clanovima:

2



1.1. DEFINICIJE I OSNOVNI POJMOVI 3

_a, (vi,vj))€E,aeN,i,je(l,2,..,n}

Aij= o
0, inace

A;; nam govori na koliko nacina moZemo doci iz vrha v; u vrh v;, odnosno to je broj

bridova iz vrha v; u vrh v;. Radi jednostavnosti, dane pojmove ¢u prikazati graficki na
sljedecem primjeru.

1 20
Primjer 1.1.2. A=|0 1 1
1 00

Usmjeren graf pridruzen matrici susjedstva A prikazan je na Slici 1.1. Skup svih vrhova je
dan s V = {vy,v,,Vv3}, a skup svih bridova s E = {e}, e;, €3, e4, €5, €g}.

Definicija 1.1.3. Neka je A € M, ,(Z") matrica susjedstva i Iy pripadni usmjeren graf.
Definiramo preslikavanje izvor (eng. source) s : E — V i rang (eng. range) r : E — V,
gdje za e € E,s(e) oznacava vrh iz kojeg e pocinje, dok r(e) oznacava vrh u kojem e
zavrSava.

v @ ¢

g f

Slika 1.2: Primjer usmjerenog grafa

Na gornjem grafu skup vrhova V = {w, v, u}, skup bridova E = {e, f, g, h}, r(e) = r(h) =
r(f) = u, r(g) = v, s(e) = u, s(h) = s(g) =w, s(f) =v.

Definicija 1.1.4. Niz bridova (e,),en nazivamo put kroz graf I s ako vrijedi
r(e;) = s(eir1), Vi. (1.1)

Lema 1.1.5. Neka je A matrica susjedstva usmjerenog grafa i neka je I'y njoj pridruZen
usmjeren graf. Tada se na (i, j)-om mjestu matrice A" ,n € N, nalazi broj puteve duljine n
izvrhaviuvrhv;.



4 POGLAVLIE 1. MATRICA SUSJEDSTVA I USMJERENI GRAF
Dokaz. Na (i,j)-om mjestu matrice A piSe broj razliitih puteva duljine 1 iz vrha v; u vrh v;.

(A% = (Ax Ay = D AgAy (1.2)
k=1

e za k=1: prvi Clan gornje sume je jednak A;;A;;. To je broj puteva duljine 1 od vrha v;
do vrha v, pomnoZeno brojem puteva duljine 1 od vrha v; do vrha v;. Dakle, taj
umnozak je jednak broju puteva duljine 2 koji prolaze preko vrha v;.

e za k=2: drugi Clan gornje sume je jednak A;»A,;. To je broj puteva duljine 1 od vrha v;
do vrha v,, pomnoZeno brojem puteva duljine 1 od vrha v, do vrha v;. Dakle, taj
umnozak je jednak broju puteva duljine 2 koji prolaze preko vrha v;,.

e za k=n: zadnji Clan gornje sume je jednak A;,A,;.To je broj puteva duljine 1 od vrha
v; do vrha v,, pomnoZeno brojem puteva duljine 1 od vrha v, do vrha v;. Dakle,taj
umnozak je jednak broju puteva duljine 2 koji prolaze preko vrha v,.

Ako zbrojimo ove vrijednosti za svaki k = 1,2,...,n, dobivamo broj razlicitih puteva
duljine 2 od vrha v; do vrha v;. Trivijalno se vidi da smo na taj nacin prebrojali sve puteve
duljine 2 iz vrha v; u vrh v; te neki put nismo brojali dvaput zbog toga Sto za svaki k =
1,2,...,n, vrh preko kojeg prelazimo u sredini puta je drukciji.

ZakljuCujemo da sa na (i, j)-om mjestu kvadrirane matrice susjedstva nalazi broj svih
puteva duljine 2 iz vrha v; u vrh v;. Ovakvo razmisljanje primijenimo za svaki n € N.

O

Iz gornje Leme 1.1.5 slijedi da je produkt matrice A” i A™ u kojima piSe broj svih puteva
duljine n, odnosno m, n,m € N jednak matrici u kojoj piSe broj svih puteva duljine n + m,
tj. jednak je matrici A",



Poglavlje 2

2-grafovi

2.1 2-grafovi

Definicija 2.1.1. Kategorija je matematicki objekt koji se sastoji od 2 klase, C°(objekti) i
C'(morfizmi), sa sljedeéim svojstvima:

e postoje preslikavanja r : C' — C%i s : C' — C° koje zovemo izvor i rang

e postoji preslikavanje o : {(f, g) € C' xC'; s(f) = r(g)} — C' koju zovemo kompozicija
sa svojstvom da je r(g o f) = r(g), s(go f) = s(f)

e postoji preslikavanje i : C° — C! koju zovemo identiteta (petlja) takva da Nc € C°
vrijedi:

r(i(c)) = ¢ = s(i(c) (2.1)

Definicija 2.1.2. Neka su C i D kategorije. Funktor F je preslikavanje F:C — D kojeg
ine dva preslikavanja F° : C° — D° i F' : C' — D! za koje vrijedi:

o YceC' Floi(c) =i(Fc))
e akoje (f:c— )€ Condaje(F'(f): F'(c) — F°c")) € D!
o Fl(fog)=F'(f)oF'(g)

Definicija 2.1.3. 2 — graf (A, d) sastoji se od prebrojive male kategorije A (sa funkcijama
ris)ifunktora d:A — N? koji zadovoljava sljedeée svojstvo:

VAe A, VYm,n e N* takvidaje d(d)=m+n, (2.2)
postoje jedinstveni u, v € A takvi da je
A=uv(=pov) i du)=m,dy)=n. (2.3)
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Napomena 2.1.4. Pojam male prebrojive kategorije iz prethodne definicije oznacava da je
klasa objekata C° prebrojiv skup.

Slijedeca lema govori da 2-graf moZemo konstruirati iz nekih 1-grafova.

Lema 2.1.5. Neka su A i B matrice susjedstva definirane nad istim skupom vrhova. Ako
matrice A i B komutiraju, tada postoji bijekcija ® sa skupa A' « B'={(a, b) € A'x B!, s(a) =
r(b)} u skup B' x A'={(b,a) € B' x A", 5(b) = r(a)).

Dokaz. Matrice A i B su definirane nad istim skupom vrhova A° = B° = V. Buduéi
da radimo nad konacnim skupovima, moZemo pretpostaviti da imamo » vrhova i da je
V={1,2,...,n,,4j. A,Be M, ,(Z")

ay, dip ot Aip b1,1 b1,2 ce bl,n

a1 dzp - dop bz,l bz,z ce b2,n
nn = nn — . .

ap1 App "°° dupy bn,l bn,2 e bn,n

Neka je I'y graf pridruZzen matrici A 1 nekaj je I'p graf pridruzen matrici B. Gledamo Sto je
to (AB);; :

(AB),'J' = ailblj + (Zizsz +---+ a,-,,bnj (24)

Uocimo naprimjer da je a;1b;; = 1 ako 1 samo ako postoji brid iz vtha i u vth 1 u grafuI'4 1
postoji brid iz vrha 1 u vrh j u grafu I' ako i samo ako (17, ﬁ) e B' '« A"

Po pretpostavci A 1 B komutiraju, tj. AB = BA, odnosno (AB);; = (BA);;,VYi,j=1,2,...,n.
Dakle, na mjestu ij u matrici AB i BA nalazi se isti broj, neka je to k € Z*. To znaci da
imamo to¢no k jedinica u rastavu (AB);; (to ne znac¢i da imamo to¢no k ¢lanova sume (2.4)
jer imamo mogucnost viSestrukih bridova i petlji).

Analogno zakljuCujemo i u slu¢aju (BA);; :

(BA),']‘ = b,‘lalj + bizazj + -+ binanj (25)

Uocimo naprimjer da je bpa,; = 1 ako 1 samo ako postoji brid iz vrha i u vrh 2 u grafu
I'p 1 postoji brid iz vrha 2 u vrh j u grafu I'y ako i samo ako (27 , iﬁ) €A « B,
Jer je (Ab);j = (BA);; slijedi da je (BA);; = k, tj. imamo to¢no k jedinica u rastavu, tj. to¢no
k razlicitih puteva duljine 1.
Sada uzmemo tih k Clanova sume iz (BA);; i preslikamo ih u k Clanova sume iz (AB);;.
Bududi da je k konacan prirodan broj (ili 0) sigurno imamo bijekciju iz prvog skupa u
drugi.
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Uocimo da je takvo preslikavanje dobro, tj. podudara se sa definicijom skupova A' « B!
i B! x A!, odnosno ako (a,8) — (8',a’) vrijedi r(a) = r(B') i s(B) = s(a) Npr. ako je
bpaj = 1 u relacul 2.5 1 a,lblj =1u relacul (2. 4) onda mozZemo (2] z2) € Al « B!
preslikati u (17,i1) € B!« A'ir2j) = r(1j) = jis(i2) = sil) =1i.
To napravimo Vi, j u matrici AB = BA i na taj nacin dobijemo bijekciju sa skupa A' = B! u
skup B! x A!

O

Napomena 2.1.6. Obrat Leme 2.1.5. ocito vrijedi ako pretpostavimo jos jedan dodatan
uvjet. Neka postoji bijekcija ® : A' + B'={(a,b) € A' x B!, s(a) = r(b)} = B'«A'={(b,a) €
B' x Al, s(b) = r(a)} i pretpostavimo da vrijedi sljedece: ako (a,B) — (B',a’), onda
vrijedi r(@) = r(8) i s(B) = s(a’). Vidimo da ® preslikava put iz A' X B' u put s istim
pocetkom i krajem iz B' x A'. Jer postoji bijekcija = broj puteva mora biti jednak —
(AB);j = (BA);j;, Yi,j = AB = BA, tj. matrice susjedstva komutiraju.

Ako je O takva bijekcija, moZemo formirati 2-graf A xg B gdje je (A*g B)® = A = B® =
V i moZemo poistovijetiti (A *g B)*' sa A! te (A ¢ B)? sa B!. Dakle pomo¢u dva 1-grafa i
bijekcije ® mozemo formirat 2-graf A %¢ B.

Puteve (A xg B)\(A*g B)” moZemo shvacati kao neprazne nizove {1;,i = 1,...,n} C A;UB;,
gdje je s(A;) = r(A;41), Vi = 1,2, ..., n. Takve puteve piSemo kao 4;A,A3...4, =04, 0
A30---04,.

Stupanj od 414,45 . .. 4, jednak je (my, m,), gdje je m; broj A;-eva iz A; a m, broj A;-eva iz
B,.

Uloga bijekcije O je osigurati da A *g B zadovoljava pravilo faktorizacije: za a € (A *g B)"!
ib € (A xg B)2, te s(a) = r(b), vrijedi ab = b'a’ € (A x¢ B)"'V, ako je O(a,b) = (b',a’).

Primjer 2.1.7. U ovom primjeru vidjeti cemo da je komutacija matrica susjedstva iz Leme
2.1.5 nuzna za egzistenciju bijekcije ©. Iz Slike 2.1. vidimo:

() ol

00 I 1
-0 ) mefy )

Vidimo da je AB # BA, a jer je bijekcija O definirana po elementima matrice AB, odnosno
BA, ocito je da bijekcija ® : A' x B'={(a,b) € A' x B', s(a) = r(b)} — B' x A'={(b,a) €
B' x A!, s(b) = r(a)} ne postoji.
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Slika 2.1: Skica 2-grafa

Lema 2.1.8. Ako znamo rastav puteva iz (A x¢ B)"Y, onda znamo rastav svih puteva
(A x¢ B)™" ¥m,n € N.

Dokaz. (A *g B)™"” = imamo m puteva duljine 1 iz A; i n puteva duljine 1 iz B;.
Neka su iy, iy, ..., i, € Ay te ji, ja, ..., Jn € By. Vrijedi:

d(i) =d(ip) = --- =d(i,) = (1,0) 2.6)
d(ji)) =d(j») =---=4d(j,) =(0,1) .
Na primjer:
i112]113 J2i41516 J7 J3lo 2.7)

Upravo bijekcija ® osigurava da svaki put iz skupa (A g B)""" zadovoljava pravilo
faktorizacije , tj. da za neki put ij takav da je r(j) = s(i) koji je potput puta (2.7) postoji
jedinstveni puti’ € (A*gB)*' i j/ € (A*xgB)* takvidajeij = ji’ € (AxeB)"D. Grupirajuci
potputeve iz (2.7) i primjenjivajuci definiranu bijekciju ® dolazimo do jedinstvenog rastava
puta (2.7).

m]
Lemu 2.1.8 najbolje ¢emo razumjeti na sljede¢em primjeru.
Primjer 2.1.9. Na Slici 2.2. dana je skica 2-grafa. Vrijedi.‘
V= A° = {1}
[2] B =[2]
AB = BA = [4] (2.8)
(A" B") = {(a, ), (@, B), (b, @), (b, B))
(B' x A) = {(@, ), (a, b), (B, @), (B, b)}
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Slika 2.2: Skica 2-grafa

Ukupno ima 4!=24 preslikavanja ® : (A' * B') — (B! « AY), ali ne razlikujemo bridove
aifteaib. Isto tako ne razlikujemo “gornje bridove” a, b od “donjih bridova” «, B.
Zbog toga dijelimo 24 sa 2 - 2 - 2 i dobivamo 3 fundamentalno razlicite bijekcije. Moguce
bijekcije, odnosno indetitete su:

ax = aa
ap = ab
bor = Ba (2.9)
bB = Bb
ax = aa
ab = fa (2.10)
ba = ab
bB = Bb
aa = Bb
ap = ab 2.11)
ba = Ba
bB = aa

Uzmimo npr. da je bijekcija zadana sa (2.9) i uzmimo neki put, npr. 1 = abBa € (AxgB)*?.
Znamo rastav svih puteva iz skupa (A x¢ B)"V pa prema Lemi 2.1.8 znamo rastav zadanog
puta. d(1) = (2,2) = (0,2) + (2,0) te znamo da postoje jedinstveni putevi u i v takvi da
vrijedi A = uovidajedu) =(0,2),dv)=(2,0).
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al|bB|a,bB=pb = aBba
|aB | ba,aB = ab = abba
ab | ba,ba = Ba = abfa
al|bB|la,bB=pb = afba

(2.12)

= u=af,v=nba,du)=10,2),dr)=(2,0).



Poglavlje 3

C*-algebre grafova

3.1 Osnovni pojmovi

Definicija 3.1.1. Neka je V Abelova grupa u odnosu na zbrajanje, a F polje. Na skupu
F XV definirano je mnoZenje vektora skalarom, tj. preslikavanje F XV — V, koje svakom
skalaru a € F i svakom vektoru x € V pridruZuje vekotr ax € V , tako da vrijede sljedeci
aksiomi:

o a(Bx)=(pf)x,Ya,pe F,VxeV

o ax+y)=ax+ay,Yae F,Vx,yeV
o (a+pfP)x=ax+pBx,Va,Be F,VxeV
e lx=xVxeV.

Ovako definirano preslikavanje zove se mnoZenje vektora skalarom, dok se V naziva vek-
torski prostor nad poljem F.

Definicija 3.1.2. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Norma na V je preslikavanje
l-1l: V—R, x — ||x||, za koje vrijedi:

x| > 0,Vx eV,

Ix| =0 < x=0,

x|l = |Alllxll, YA € F,¥x €V,

[l + Yl < lxll + [Iyll, YVx, y € V.

Normiran prostor je uredeni par (V,|| - |]).

11
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Preslikavanje koje zadovoljava svojstva Definicije 3.1.2, osim drugog, zovemo seminorma.

Definicija 3.1.3. Vektorski prostor A nad poljem F, zajdeno sa operacijama mnoZenja (x,y)
> xy zove se algebra nad F, ako preslikavanje (x,y) — xy s A X A u A ima svojstva:

o (xy)z = x(y2),
o x(y+2)=xy+xz,(x+y)z=x7+Yyz
o (ax)y = x(ay),

za sve a € F i sve x,y,z7 € A.

Definicija 3.1.4. Funkcija x +— ||x|| s algebre A u polje realnih brojeva je norma na
algebri A ako je x — ||x|| norma na vektorskom prostoru A, i vrijedi:

o lx-yll < IxIf - [I¥ll, Vx, y € 4,
o |[1|| =1, za 1 € A jedinicni element.
Uredeni par (A, || - ||) zovemo normirana algebra.

Definicija 3.1.5. Normiran prostor X je potpun ili Banachov ako je svaki Cauchyjev niz u
X konvergentan.

Definicija 3.1.6. Za normiranu algebru (A, || - ||) kaZzemo da je Banachova algebra ako je A
Banachov prostor.

Definicija 3.1.7. Operacija + : A — A, dana sa x — x*, zove se involucija ako za svaki
x,y € Aisvaki a € Cvrijedi:

o (X)) =ux,

o (xy)" =y'x,

o (ax)" =ax"

Definicija 3.1.8. Operacija involucije na A je izometricka ako vrijedi:

[lx*|| = [Ix]], Vx € A. (3.1)

Definicija 3.1.9. Neka je A Banachova algebra s izometrickom involucijom. KaZemo da je
A C* — algebra ako za svaki x € A vrijedi:

[lex*|| = [|x]]>. (3.2)



3.2. PRIMJERI ELEMENTARNIH C*-ALGEBRI 13

Napomena 3.1.10. Identitet (3.2) ¢emo zvati C* — svojstvo norme.

Definicija 3.1.11. Ogranicenu linearnu funkciju ¢ : A — B, gdje su A i B C*-algebre,
zovemo *-homomorfizam ako za svaki x,y € A vrijedi:

e o(xy) = p(x)p(y),
o o(x*) =p(x)".

Svaki *-homomorfizam ¢ izmedu C*-algebri je norme < 1, sto je posljedica C*-svojstva
norme.

Definicija 3.1.12. Preslikavanje f iz jedne strukture u drugu naziva se izomorfizmom ako
vrijedi:

o preslikavanje f je bijektivno
e preslikavanje f je homomorfizam
e inverzna funkcija f~' homomorfizam

Ako postoji izomorfizam izmedu dvije strukture, tada se za njih kaZe da su izomorfne.

3.2 Primjeri elementarnih C*-algebri

Elementarnim C*-algebrama obi¢no se nazivaju algebre svih ogranicenih operatora na ne-
kom Hilbertovom prostoru H, albegra kompaktnih operatora, te algebra neprekidnih funk-
cija s nekog kompaktnog Hausdorffovog prostora X u C. Stoga, neki od najjednostavnijih
primjera C*-algebri su skup kompleksnih brojeva C, prostor svih neprekidnih kompleksnih
funkcija definiranih na segmentu [0,1], skup svih n X n matrica nad C (M,,(C)), i sli¢no.

Lema 3.2.1. Neka je A = {f : [0,1] — C; f neprekidna} = C|0,1], tj. prostor svih
neprekidnih kompleksnih funkcija sa segmenta [0,1] C Ru C. Za f,g € Aia € C
definiramo zbrajanje, mnoZenje, involuciju i normu:

o (f+9))=f(H)+g@
(f-9@® = f)-g@®
(af)®) = af(t)

@ =f@
IHDI = suprex|f(©)].
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Tada je A C*-algebra.

Definicija 3.2.2. Neka je & = (&1, &, ...,¢,) € C". Standardna norma u C" definira se kao:

a=(Xa) (3.3)

Lema 3.2.3. M, (C) je potpun prostor.

Definicija 3.2.4. Neka je H Hilbertov prostor sa skalarnim produktom (-,-) i neka je M :
H — H ogranicen linearni operator. Tada postoji jedinstveni linearni operator M™ :
H — H takav da vrijedi:

(Mx,y) ={(x,M"y),¥x,y € H. (3.4)
Operator M* zovemo adjungirani operator operatora M.
Za svaki ograniCeni operator M definiramo
IM|| = sup{|{Mx| : x € H,|x| = 1}. (3.5)
Lema 3.2.5. Neka su H, M i M* kao u Definiciji 3.2.4. Tada vrijedi sljedece:
o M| =M
o [IM|P = |IM*M|

Lema 3.2.6. Neka je A = M, (C), tj. skup svih n X n matrica nad C. Na A se definiraju
uobicajne operacije zbrajanja i mnoZenja matrica te mnoZenje matrice skalarom. Za X € A
i & € C" definiramo operaciju involucije i normu sa:

o X' =[xj]zaX =[x]
o |IM|| = supya-1|XEl

Tada je A C*-algebra.

3.3 (*-algebre grafova

Definicija 3.3.1. Neka je A proizvoljna C*-algebra. Tada za element p € A kaZemo da je
ortogonalni projektor ako je p* = p = p*.

Definicija 3.3.2. Neka je A proizvoljna C*-algebra. Tada za element s € A kaZemo da je
parcijalna izometrija ako su ss* i s*s ortogonalni projektori.
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Primjer 3.3.3. Neka je e;; € M, ,(C) matrica koja na (i, j)-tom mjestu ima jedinicu, a svi
ostali elementi su 0, za i, j € {1,2,...,n}. Uolimo da je e;; parcijalna izometrija za svaki
i,je{l,2,..,n}

*
€jje;; = €ijeji = €ij, (3.6)
* — —
eijeij = ejieij = ejj’ (37)
2 *
€ij = €; = €, (3.8)
tj. e;; je ortogonalni projektor.
e
e €1 €2
— e — e >e
Vi V2 Vi Va V3

<

Slika 3.1: Prikaz grafova

Definicija 3.3.4. Neka je G=(V,E,s,r) usmjeren graf, neka je S = {S., e € E} skup parcijal-
nih izometrija te neka je P = {P,,v € V} skup ortogonalnih projektora. C*-algebra C*(G)
je generirana Cuntz-Kriegerovom familijom {S, P} ako ona zadovoljava sljedecéa svojstva:

® S:Se = P,(e),\v’e e E
o Py= > 8.8.Vves(E)
{e;s(e)=v}

Primjer 3.3.5. Uzmimo prvi graf sa Slike 3.1. i oznacimo ga sa G,. Graf G| sadrZi samo
jedan vrh pa imamo samo jedan generator

P,=P =P (3.9)

v

pa je u ovom slucaju C*(G) = C.
Uzmimo drugi graf sa Slike 3.1. i oznacimo ga sa G,. Generatori su sljedeci:

P,=P =P (3.10)
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S. (3.11)

Relacija:

S!S, =P, =5.8" (3.12)

pa vidimo da je C*(G) = C(S') = {z € C, ||zl = 1}.
Uzmimo treci graf sa Slike 3.1. i oznacimo ga sa Gs. Generatori su sljedeci:

P, =P, =P, (3.13)
_p2 _ p
P,=P, =P, (3.14)
S. (3.15)
Relacija:
S*S, =P, (3.16)

Neka je e;j 2 X 2 matrica koja na (i, j)-tom mjestu ima jedinicu, a svi ostali elementi su 0,
za i, j € {1,2}. Neka vrijedi sljedece:

1 0
P, — e = [0 O] (3.17)
00
P, exn = [0 1] (3.18)
Ser—ep = [8 (1)] (3.19)

Vidimo da ovakvo pridruZivanje zadovoljava gornju relaciju pa je C*(G3) generirana sa
{e1z}, tj. C*(G3) algebra je izomorfna sa M,(C).
Uzmimo Cetvrti graf sa Slike 3.1. i oznacimo ga sa G4. Generatori su sljedeci:

P, =P, =P, (3.20)
P,=P, =P, (3.21)
_ p2 _ p*

P, =P, =P, (3.22)

Sey (3.23)

Se (3.24)

Relacije:

S:Se =P, =8, (3.25)

S.S., =P, (3.26)

€2
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Neka je e;; 3 X 3 matrica koja na (i, j)-tom mjestu ima jedinicu, a svi ostali elementi su

0, zai,je€ {1,2,3}). Neka vrijedi sljedece:

10
P,r—e;=(0 0
0 0
[0 0
Pvzl—)€22: 0 1
0 0
[0 0
PV3|—>€33: 00
0 0
[0 1
Sel'_>612: 00
0 0
[0 0
Sezl—>€23: 0 0
0 0

==

=

—_—0 0o OO0 O

—_o 00O

0]

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Vidimo da ovakvo pridruZivanje zadovoljava gornje relacije pa je C*(G4) generirana

sa {ey, e}, tj. C*(Gy) algebra je izomorfna sa M3(C).

Opcenito, moZe se pokazati da je C*(S, P) = span{S,S,,u,v € E*, s(u)
¢emu je E* skup svih puteva duljine 1,2,...,n, zan € N, te za svaki u € E", u

Hiy 12y ooy Uy € E'=Ei Su=8u8,-Sy,

s(v)}, pri
M1,

Definicija 3.3.6. Neka je A 2-graf. Tada se C*(A) definira kao univerzalna C*-algebra ge-
nerirana familijom {t,, A € A} parcijalnih izometrija koje zadovoljavaju sljedeca svojstva:

e {t,,v e A’ =V} je skup ortogonalnih projekcija,
o i, =1ty ,zasve A, u € Atakve da ja s(1) = r(u),

° t;t/l = ts(/l), YA €A,

o 1= Yaenn aty, Vv € A° =V, ¥n € N?, pri emu je A"(v) = {1 € A" : r(A) = v},

Familiju {t,, A € A} parcijalnih izometrija koje zadovoljavaju gore navedena svojstva nazi-
vamo Cuntz-Kriegerova A-familija. Cuntz-Kriegerova algebra C*(A) je C* algebra generi-
rana Cuntz-Kriegerovom A-familijom {s,, A € A} koja je univerzalna u smislu da za svaku
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Cuntz-Kriegerovu A-familiju {ty, A € A} postoji jedinstveni homomorfizam 11 definiran na
C*(A) koji zadovoljava
I(sy) = 1, VA € A. (3.32)

S1

Slika 3.2: Graf G, C*(G) = O,

Neka je L univerzalne C*-algebra generirana sa n generatora S, S, ..., S, koji zadovo-
ljavaju sljedece relacije:
SIST+82852"+...+85,5, =1, (3.33)

SIS =1,Vi. (3.34)
Univerzalnu C*-algebru koja zadovoljava relacije (3.33) 1 (3.34) zovemo Cuntz algebra
i oznaCavamo ju sa O, (n > 2 ). Kao i za C*(S, P), pokazuje se da je
O, = span{s,s,; i, vputevi} (3.35)
Primjer 3.3.7. Za graf G prikazan na Slici 3.2 vrijedi:
sis1=1=s8% (3.36)

S18) + 8285 =1 (3.37)

Primijetimo da moZemo prepozati neke podalgebre od O,. Npr, neka je F = C*{s,s,, lu| =
V| = 1}. Sa Slike 3.2 vidimo da su s\ i s, putevi duljine I pa su s,5}, 5155, 5255, $257 elementi
od F.
Neka vrijedi sljedece:
s18] = e (3.38)

slsz = €12 (339)
$285 = €xn (3.40)
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5281 = e, (3.41)

Tada je F = M,(C).
Lagano se provjeri da je F je podalgebra od O, koristeci relacije (3.36) i (3.37), npr.
uzmimo
51858281 = (538, = 1) = s515]. (3.42)

Napomena 3.3.8. Isto razmisljanje moZemo primijeniti i na 2-grafove. Oznacimo skicu
2-grafa sa Slike 2.2 sa G. Tada je C*(G) = Oy, , pri cemu je O3}, = {a, b}, O3, = {a,p}. Iz
Definicije 3.3.6 i Primjera 2.1.9 slijedi da dobvamo 3 razlicite C*-algebre.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu uveli smo pojam 2-grafa i konstruirali smo 2-graf pomocu
odredenih usmjerenih grafova te opisali osnovne pojmove i primjere vezane uz tu kons-
trukciju. Nadalje, definirali smo i1 naveli neke od jednostavnih primjera C*-algebri. Zatim
smo uveli pojam C*-algebre grafova te vidjeli vezu izmedu te algebre 1 2-grafa.



Summary

In this thesis we have introduced the term 2-graph, we have constructed a 2-graph by cer-
tain directed graphs and described the basic terms and examples regarding the 2-graph
construction. Furthermore, we have defined and induced some simple examples of C* - al-
gebra. Afterwards, we introduced the term C*-algebra of a graph and noticed a connection
between that algebra and 2-graph.
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