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Uvod

Tema ovog diplomskog rada je Igra sparivanja na konacnim podgrafovima pravilnih re-
Setki. Cilj nam je pokazati koji igra¢ ima pobjednicku strategiju u nekim od igara, odnosno
pobjeduje li uvijek prvi igrac koji je na potezu ili drugi.

U prvom poglavlju objasnit ¢emo pojam koji je usko vezan uz temu ovog rada. Rijec
je o pojmu kombinatorne igre. Nakon toga slijedi uvid u strukturu kombinatorne igre te
¢emo vidjeti da pobjednicka strategija uvijek pripada to¢no jednom igracu - ili onome koji
je prvi na potezu ili onome koji je drugi na potezu. Navest ¢emo i sve moguce ishode
kombinatornih igara te teorem koji kaZe da svaka igra pripada to¢no jednoj od navedenih
klasa ishoda. Time Ce biti objaSnjeni svi vazniji pojmovi vezani uz teoriju kombinatornih
igara.

Drugo poglavlje nam daje uvid u osnovne pojmove iz teorije grafova. NuZno je objas-
niti Sto je graf te pojam sparivanja da bismo Citatelju rada mogli pobliZe objasniti pravila
igre. Nakon toga navodimo primjer igre sparivanja na putevima razliCitih duljina te do-
lazimo do zakljucka da je pobjednik uvijek onaj igra¢ koji razbije igru na dva simetri¢na
dijela, ukoliko je to moguce. To nas dovodi do pojma krada strategije (eng. strategy
stealing) koji ¢e takoder biti objasnjen. Takoder ¢emo primijetiti da u nekim igrama na pu-
tevima pobjednik moze biti i drugi igrac (kao i prvi), ali samo ako prvi igra nepromisljeno.
Zbog toga je uvedena pretpostavka o optimalnosti povlacenja poteza.

U treCem poglavlju prvo definiramo Sto su to Sesterokutne Zivotinje. Oni se joS nazivaju
benzenoidi ili heksagonalne Zivotinje. TraZit éemo pobjednika na takvim podgrafovima.
Postoje dvije skupine simetrija: C; i D;, i = 1,2,3,6. Oblici u skupini C; imaju samo
rotaciju dok oblici u skupini D;, uz rotaciju, imaju i refleksiju. Nakon toga navodimo neke
oblike tih simetrija, a varijacije njihovih oblika su navedene u zadnjem poglavlju u sklopu
analize svake simetrije koju cemo obraditi.

U Cetvrtom poglavlju prelazimo na igru sparivanja na heksagonalnim Zivotinjama. Prvo
smo odigrali igru sparivanja na lan¢anim benzenoidima s parnim, odnosno neparnim bro-
jem Sesterokuta. Prilikom igranja, obratit éemo pozornost na to gdje se nalazi centar si-
metrije. Bridove nekih oblika ¢emo oznacavati brojevima radi lakSeg pronalazenja pobjed-
nicke strategije. Nakon toga gledamo simetrije najviSeg reda jer na njima odmah primjecu-
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jemo kradu strategije. Zatim su na redu simetrije u kojima prvi igra¢ svojim prvim potezom
razbija igru na dva simetri¢na dijela i pobjeduje. Kod simetrije D; imamo viSe varijacija
oblika i pronaci ¢emo tko je pobjednik na svakoj od njih. Simetrija C; nam je najmanje za-
nimljiva jer nema refleksiju, a isti oblik se dobije rotacijom za 360°. Odigrat ¢emo igru na
jednom obliku i vidjeti da je na njoj pobjednik prvi igraC. Na kraju nam preostaje simetrija
Ds. Odigrat ¢emo dvije igre 1 pronaci pobjednika. Simetrija C; je dosta komplicirana za

analizu i samo ¢emo prikazati dva grafa koja njoj pripadaju. Nakon svake odigrane igre,
navest cemo Sto smo zakljucili.



Poglavlje 1

O teoriji kombinatornih igara

1.1 Definicija kombinatorne igre

Teorija kombinatornih igara (eng. combinatorial game theory) proucava kombinatorne
igre. Skraceno se ozna¢ava CGT i dio je opce teorije igara. CGT nam nalaZe da igra mora
zadovoljavati odredene uvjete da bi bila kombinatorna igra.

Na pocetku, prikladno je uvesti definiciju kombinatorne igre. Zapravo ¢emo navesti
pravila koja igra mora zadovoljavati da bi bila kombinatorna. Ta pravila su sljedeca:

1. Igruigraju dva igraca. Njih obi¢no zovemo lijevi i desni.

2. Nema faktora srece jer u protivnom ishod ne bi ovisio o sposobnostima igraca. Stoga
je zabranjeno koriStenje karata, bacanje kockica i sl.

3. Svi podatci o igri moraju biti dostupni obojici igraca, tj. svaki igra¢ ima potpunu
informaciju.

4. Igraci naizmjeni¢no povlace poteze uz dogovor tko povlaci prvi potez.

5. Igra zavrSava nakon konacnog broja poteza. Beskonacne igre nam nisu zanimljive
jer nikada ne bismo saznali tko je pobjednik.

6. Jedan od igraca Ce biti apsolutni pobjednik. Ne postoji moguénost nerijeSenog re-
zultata (izjednacenje).

7. Pobjednik je onaj tko posljednji napravi potez. Gubitnik je onaj igra¢ koji ne moZze
napraviti potez kada je na potezu. To je konvencija prirodne igre koju zovemo ko-
nvencija normalne igre. Postoji i konvencija bijedne igre u kojoj gubi onaj igra¢ koji
posljednji povlaci potez. Time se ne¢emo baviti u ovom radu.
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1.2 Struktura kombinatorne igre

Sada ¢emo detaljnije objasniti strukturu kombinatornih igara.

Svaka igra ima odredeni broj pozicija koje igra¢i mogu napraviti. Kada ne bi bilo
pozicija u igri, igra bi zavrSila prije nego Sto bi pocela. Svaka pozicija je opisana skupom
dopustenih poteza za svakog igraca. Zatim, igrac koji je na redu odigra potez. Svaki potez
koji on povuce vodi do nove pozicije koja se zove lijeva ili desna opcija prethodne igre,
ovisno o tome koji je igra¢ povukao potez. Dakle, svaka opcija moze biti nova igra sama
po sebi jer je opisana skupom dopustenih poteza za oba igraca. Uz takve definicije, nama
su bitni samo skupovi lijevih i desnih opcija koje mozemo dosedi s bilo koje pozicije.

Uvedimo sljedece oznake:

o L = skup lijevih opcija
e D = skup desnih opcija
Na taj naCin smo dosli do formalne definicije lijevih 1 desnih opcija.
Definicija 1.2.1. Elementi od L i D zovu se lijeve odnosno desne strategije od G, redom.

Bududi da jedan od uvjeta iz definicije kombinatornih igara kaze da igra zavrSava nakon
konacnog broja poteza, primjetimo da skupovi L 1 D ne mogu biti beskonacni. Silazni uvjet
igre kaZe da svaka igra jednom mora zavrsiti bez obzira kako je igrana.

Sada moZemo definirati Sto je igra.

Definicija 1.2.2. Neka su L i D dva skupa. Tada uredeni par G := (L, D) zovemo igra.

Nakon definicije igre, moZemo formalnije reci Sto nam kaZe silazni uvjet igre: ne pos-
toji beskonadan niz igara G' = (L', DY), G'*! € L' n D', Vi € N.

MozZemo primijetiti da je definicija igre rekurzivna, ali nama zapravo samo trebaju ak-
siomatska svojstva igre (Sto nam definicija i daje).

Promotrimo sljedeéi primjer u kojem ¢emo objasniti Cetiri najjednostavnije igre.

Prije nego je ijedna igra kreirana, jedini skup igara koji imamo je prazan skup. Igra
0 = ({ },{}) je najjednostavnija igra gdje su L = D = { }. U takvoj igri niti jedan igra¢ ne
moze povuéi potez pa gubi onaj tko je prvi na potezu.

Sada kada smo vidjeli da je skup igara neprazan, slijede nove tri igre. Igra 1 = ({0},{ })
ima jedan potez za lijevog 1 on uvijek pobjeduje jer desni nema dopustenih poteza. Dakle,
ako je desni prvi na potezu, on odmah gubi jer je skup njegovih opcija prazan. Ako je lijevi
prvi i on napravi potez, desni opet gubi zbog ve¢ spomenutog razloga.

Zatim imamo igru —1 = ({ },{0}) gdje, sli¢no kao u prethodnoj igri, uvijek pobjeduje
desni jer on ima jedan potez. Sada [lijevi igra¢ nema dopustenih poteza.
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Zadnja igra je = = ({0}, {0}). I lijevi 1 desni imaju po jedan potez, ali su ti potezi isti. To
znaci da pobjeduje onaj igrac koji prvi igra.

Pojednostavimo sada notaciju. Neka su L = {G1',G™,..} i D = {G”',G"2, ...} dva pro-
izvoljna skupa igara. Tada za G = (L, D) = ({G*',G", ...}, {G"', G-, ...}) piSemo

G = {Gl, G, .. |G, GP, ...

Primijetimo da na temelju te notacije mozemo zakljuciti da je igra zapravo skup dvije
razliCite vrste elemenata: lijeve 1 desne opcije. Sada gore spomenute Cetiri igre mozemo
zapisati kao

0={[},1=1{0}, =1 = {]0}, = = {0[0}.

1.3 Ishodi kombinatorne igre

Znamo da igraci naizmjenice povlace poteze. Prilikom igranja igre, najvazniji aspekt je
mozemo li pobijediti ili ¢emo izgubiti. Zbog toga je velina teorije zapravo odlucivanje
koji igra¢ moZe pobijediti u odredenim igrama. To nas dovodi do potrebe za formalnom
definicijom tko pobjeduje, a tko gubi. Kao §to smo spomenuli, u kombinatornim igrama
nema nerijeSenog rezultata. Ponovno dolazimo do konvencije normalne igre. Igrac je
gubitnik kada njegov skup opcija postane prazan i ne moze povuci potez kada je na redu.
Ideja je da ne mozemo pobijediti ako nemamo dobar potez (to ukljucuje i nepostojanje
poteza). Obicno kaZzemo da je potez dobar ako nas vodi do pobjede. Inace je los i on nas
ne vodi pobjedi. Mi ¢emo u ovom radu traziti dobre poteze ili ¢emo pokazati da takvi ne
postoje.

Sada napravimo mali odmak od matematicke teorije igara i pogledajmo kako stvari
funkcioniraju u igrama u stvarnom zivotu. U takvim igrama postoji mnogo drugih kriterija
kako odabrati neku od opcija. Ako igra¢ gubi, tada su sve njegove opcije loSe (u smislu
kako smo maloprije objasnili). Ali u praksi nisu svi loSi potezi jednako 108i, jer moZemo
preferirati neku opciju koja ¢e zakomplicirati situaciju tako da ju protivnik moze jako tesko
analizirati. Takoder se mozZe dogoditi da ¢emo preferirati lo§ potez u odnosu na dobar.
To je slucaj kada se na$ protivnik tek uci kako igrati igru s kojom smo mi ve¢ upoznati.
Onda ¢emo mi vjerojatno pobijediti unato¢ nekim loSim potezima. Najcesce u takvim
slucajevima povlacimo loSe poteze kako protivniku ne bismo odali strategiju.

Vratimo se matematickoj teoriji. Svaka igra G Ce biti u jednoj od Cetiri klase ishoda:

1. lijevi moZe pobijediti bez obzira tko pocinje igru = G > 0

2. desni moZe pobijediti bez obzira tko pocinje igru = G < 0
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3. prvi moZe pobijediti bez obzira tko pocinje igru = GJ|0
4. drugi moze pobijediti bez obzira tko poCinje igru = G = 0

Moze se dogoditi da lijevi pobjeduje bez obzira tko poCinje. U tom slucaju kazemo da
je G pozitivna igra jer ide u Korist lijevog. 1 obratno, ako desni pobjeduje bez obzira tko
zapocinje igru, onda ¢emo G zvati negativnom igrom. U druga dva slucaja, pobjednik moze
biti lijevi ili desni, ovisno o tome tko pocinje. Ako je gubitnik onaj igrac¢ koji zapocCinje
igru, takvu igru smo veé nazvali igra 0. Ako je taj igraC pobjednik, onda je ta igra nejasna.

Kombiniranjem tih oznaka dobijemo:

1. G >20(G > 01G = 0); lijevi moze pobijediti ako igra drugi
2. G <£0(G <01G = 0); desni moze pobijediti ako igra drugi
3. G>0 (G > 01 G||0); lijevi pobjeduje ako igra prvi
4. G<0 (G < 01Gl|0); desni pobjeduje ako igra prvi
Na taj nacin smo dosli do sljedeceg teorema:
Teorem 1.3.1. Svaka igra G pripada jednoj od klasa ishoda navedenih gore.

Lako se moZe vidjetidasu G > 01 G < 0 fundamentalni. Ako je G > 0, [ijevi pobjeduje
ako igra drugi te desni nema dobar pocetni potez. Dobar pocetni potez za desnog bi bila
opcija G u kojoj desni moZze pobijediti. No buduéi da /ijevi mora poceti u G, to znaci da
je GP < 0. To nas vodi do sljedece definicije:

Definicija 1.3.2. Vrijedi sljedece
e G > 0 osim ako ne postoji desna opcija G® <0
o G < 0 osim ako ne postoji lijeva opcija G* > 0

Primjetimo da je ta definicija rekurzivna. Da bi smo mogli odrediti je li G > 0, moramo
znati je li GP < 0. Isto za drugi slucaj.

Interpretacija pobjede se mora bazirati na igre gdje lijevi 1 desni pobjeduju odmah. Ako
lijevi nema niti jedan potez u G, tada je oCito po definiciji G < 0. Stoga desni pobjeduje
odmah kada lijevi mora poceti, ali ne moZe.

Te tvrdnje dobro definiranima Cini silazni uvjet igre. Ako postoji igra G za koju G < 0
ili G > 0 nije dobro definirano, to moZe biti samo jer postoje opcije G i G? za koje ove
relacije nisu dobro definirane. To moZe naruSavati silazni uvjet igre.
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Prikladno je uvesti sljedece konvencije:

e G=0akoG <0ili G > 0, tj. ne postoji opcija G” < 0ili G- > 0

G > 0 ako G > 0, ali nije G < 0, tj. postoji opcija G- > 0, alinei G” <0

G < 0ako G <0, ali nije G > 0, j. postoji opcija G® > 0, ali ne i G* < 0

G||0 ako nije niti G > 0 ni G < 0, tj. postoje opcije GE > 0iG” <0
e G0 ako G < 0 ne vrijedi, tj. postoji lijeva opcija G* > 0
e G<0 ako G > 0 ne vrijedi, tj. postoji desna opcija G < 0

Primijetimo da svi ti slu¢ajevi mogu biti interpretirani u terminima pobjednicke igre.
Npr. G0 znaci da lijevi moze pobijediti kada igra prvi. Uvjet osigurava postojanje dobrog
podetnog poteza za lijevog iz G* > 0 u kojem lijevi igra drugi.

Takoder mozemo primijetiti da ove definicije odmah povlace ve¢ navedenu tvrdnju da
je za svaku igru G jedna od sljedecih tvrdnji istinita: G = 0, G > 0, G < 0 ili G||0.

Kada kaZemo da lijevi pobjeduje, mislimo da lijevi moze "iznuditi" pobjedu optimal-
nom igrom. To ne znaci da pretpostavljamo da je pobjednicka strategija poznata ili da desni
ne moZe pobijediti ako /ijevi igra loSe.

Time je u potpunosti obja$njen pojam kombinatorne igre.

Nas cilj je odrediti optimalan niz poteza za oba igraca dok igra ne zavrSi. Na taj nacin
¢emo pronaci optimalan potez u svakoj poziciji igre. Mi pretpostavljamo da oba igraca
povlace najbolje moguce poteze kako bi pobijedili.

Iz svega gore navedenog, vidimo da u kombinatornim igrama postoje dva moguca is-
hoda:

1. prviigrac koji je na potezu ima pobjednicku strategiju, neovisno o tome je li taj igrac
lijevi ili desni

2. drugi igrac koji je na potezu ima pobjedniCku strategiju, neovisno o tome je li taj
igrac lijevi ili desni

Opsirnije o svemu moze se pronac¢i u [2] i [3].
Nakon §to smo objasnili uvod u osnovne pojmove u teoriji kombinatornih igara, sada
mozZemo objasniti osnovne pojmove u teoriji grafova.



Poglavlje 2

O teoriji grafova

2.1 Osnovni pojmovi

Graf je jedna od osnovnih matematickih struktura koja se pojavljuje u raznim oblicima i
situacijama. Teorija grafova proucava svojstva razlicitih grafova. Uvod u teoriju grafova
zapo¢nimo definicijom grafa.

Definicija 2.1.1. Graf je uredeni par G = (V, E) pri cemu je V = V(G) # 0 skup vrhova
i E = E(G) skup bridova. Svaki brid e € E spaja dva vrha u,v € V. KaZemo da su tada
vrhovi u i v incidentni s e, a vrhovi u i v su susjedni i piSemo e = uv.

Grafovi se Cesto opisuju svojim grafickim prikazom koji mora biti takav da iz njega
mozZemo rekonstruirati formalni zapis grafa oblika (V, E).

Mi ¢emo u ovom radu proucavati konacne grafove. To su grafovi kojima su Vi E
konacni skupovi. Inace kazemo da je graf beskonacan.

Definicija grafa se moze prosiriti tako da dodamo bridove ¢iji se krajevi podudaraju.
Takve bridove zovemo petlje. Ako su krajevi razliciti, onda je rije¢ o pravom bridu ili
karici. Takoder mogu postojati visestruki bridovi — dva brida ili viSe njih s istim parom
krajeva. U ovom radu nece bit govora o petljama kao ni o viSestrukim bridovima. Dakle,
mi proucavamo jednostavne grafove G. To su grafovi koji nemaju niti petlji niti viSestrukih
bridova.

Moze se dogoditi da se graf sastoji samo od jednog vrha. On nema niti jedan brid 1
takav graf zovemo trivijalan. Inale je netrivijalan. G je prazan graf ako je E(G) = 0.
Jednostavan graf u kojem je svaki par vrhova spojen bridom zove se potpun graf.

Primijetimo da jedan graf moZemo grafic¢ki prikazati na razli¢ite nacine kao Sto se vidi

na slici 2.1]

Definicija 2.1.2. Grafovi G i H su izomorfni i piSemo G ~ H ako postoje bijekcije 6 :V(G)
— V(H) i ¢:E(G) — E(H) takve da je vrh v incidentan s bridom e u G ako i samo ako je

8
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0(v) incidentan s ¢(e) u H. Uredeni par f=(6, ¢):G — H se zove izomorfizam iz G u H.
Drugim rije¢ima, grafovi G i H su izomorfni ako je moguce oznaciti vrhove oba grafa na
isti nacin. Za svaki par vrhova u,v broj bridova koji spajaju vrhove u i v u G je jednak
broju bridova koji spajaju uiv u H.

Slika 2.1: Izomorfni grafovi

Definicija 2.1.3. Ciklus C, s n vrhova moZemo definirati skupom vrhova V = {1,2,...,n}
i skupom bridova E = {{i,i + 1}|i < n} U {1,n}. Na primjer, C¢ :

Slika 2.2: Ciklus sa Sest vrhova

Definicija 2.1.4. Put P, s n vrhova definiramo skupom vrhova V = {1,2,...,n} i skupom
bridova E = {{i,i + 1}|i < n}. Na primjer, Py :
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SN

Slika 2.3: Put s Cetiri vrha

Primjecujemo da je zatvoreni put zapravo ciklus.

Definicija 2.1.5. Neka su G i H grafovi. Ako je V(H) C V(G) i E(H) C E(G), a svaki brid iz
H ima iste krajeve u H kao sto ih ima u G, tada kaZemo da je H podgraf od G i pisemo H C
G. G zovemo nadgraf od H. Ako je H C G i H # G, piSemo H C G, onda je H pravi podgraf
od G.

Graf je povezan ako su svaka dva njegova vrha povezana nekim putem.
Sada moZemo prijeci na pojam sparivanja u grafovima.

Definicija 2.1.6. Sparivanje u grafu G = (V, E) je podskup M C E bridova takvih da nikoja
dva brida nisu susjedni. KaZemo da su dva kraja brida u M sparena u M.

Intuitivno, moZemo reéi da nikoja dva sparena brida nemaju zajednicki vrh.

Sparivanje od M zasicuje vrh v ili se kaze da je vrh v M-zasicen ako je neki brid iz M
incidentan s v. Inace je v M-nezasicen.

Jedan od osnovnih problema sparivanja je pokazati da postoji ili konstruirati sparivanje
s dovoljno mnogo bridova. Ako je svaki vrh iz G M-zasi¢en, kaZzemo da je M savrSeno
sparivanje. M je najdulje sparivanje u G ako ne postoji sparivanje M’ za koje je |M’| > |M|.
Sparivanje je maksimalno ako ne mozemo dodati niti jedan brid postojeCem skupu. Savr-
Seno sparivanje je, ako postoji, o€ito i najdulje. Svako najdulje sparivanje je i maksimalno,
no obrat ne vrijedi. Primijetimo da najdulje sparivanje grafa ne mora biti jedinstveno.

Na slici [2.4] vidimo da sva tri grafa imaju maksimalno sparivanje, ali se u M ne nalaze
isti bridovi. Takoder, maksimalna sparivanja ne moraju biti iste kardinalnosti.

ViSe o svemu moZe se pronaci u [4]].
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Slika 2.4: Maksimalno sparivanje nije nuZno jedinstveno i ne mora biti iste kardinalnosti

2.2 Igra sparivanja na putevima

Napravimo sada jednostavnu igru sparivanja na putevima.

Ocito je da za igru koja ima samo jedan vrh, ali niti jedan brid, uvijek pobjeduje drugi
igra€. Prvi igraC ne moZe povuci potez i po konvenciji normalne igre, gubi. To smo sve
objasnili u poglavlju o teoriji kombinatornih igara.

Sada promatramo netrivijalnije slucajeve, odnosno puteve P; i P,. U tim igrama uvijek
gubi drugi igrac jer prvi igra€ povuce potez, a drugi ne moze.

B

Slika 2.5: Put P,

Slika 2.6: Put P,

Sljedeca igra je malo zanimljivija i otvara moguénost diskusije. RijeC je o putu Ps.
Naime, ako prvi igra€ igra optimalno kao §to smo pretpostavili, onda ¢e odigrati srednji
dio puta i uvijek ¢e pobijediti u toj igri. Drugi neCe moci povuci potez jer bi narusio
definiciju sparivanja. Potez prvog igraca oznaCavamo s |. Strategiju prvog igraca vidimo

na slici 2.7

Slika 2.7: Put P5 s optimalnom strategijom prvog igraca

Pretpostavimo sada da prvi igra¢ ne igra optimalno i ne razmiSlja o svojim potezima.
Ako odabere ili prvi dio puta ili zadnji dio, on drugom igracu poklanja pobjedu. Naime,
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tada 1 drugi igraC¢ moZe povuci potez. Potez drugog igraca oznaCavamo s ||. To vidimo na

slici[2.8]

Slika 2.8: Put P3 u kojem prvi igra€ ne igra optimalno

Odsada pa nadalje, drZzimo se pretpostavke iz uvoda da igraci igraju optimalno jer Zele
pobijediti.

Sljedeci primjer je Pj.

Bududi da igraci igraju optimalno, prvom igracu je svejedno koji ¢e brid odabrati jer
nakon svakog mogudeg izbora, drugi igra¢ ima mogucnost povlacenja poteza. Zbog toga
u P, uvijek pobjeduje drugi igrac. Na primjer, ako je prvi igra¢ odabrao prvi brid, a drugi
igra€ zadnji brid, vidimo da prvi viSe ne moZe povuci niti jedan potez.

Slika 2.9: Put P,

Dosli smo do igre Ps.

Najbolji moguéi potez za prvog igraca je treéi brid. Nakon toga, drugi igra¢ ima dvije
mogucnosti. To su prvi ili zadnji dio puta. Kada se odluci za jednu, preostaje samo jedna
mogucnost za prvog i to ga dovodi do pobjede. Tu strategiju moZemo vidjeti na sljedecoj
slici.

Slika 2.10: Put Ps

Da kojim sluc¢ajem prvi igra€ nije odigrao treci brid, strategija ne bi bila optimalna. Na
ovaj nacin smo dosli i do najveceg sparivanja.

U primjeru Pg, takoder vidimo da nam je dobra opcija odabrati treci ili Cetvrti brid jer
¢emo opet podijeliti graf na dva dijela u kojem ¢e po jedan potez imati i prvi i drugi igrac.
U optimalnom slucaju, pobjednik je opet prvi igraC. Isto zakljuCujemo za P;.

Napravimo jos za slucaj Pg. Ovdje imamo malo opSirniju diskusiju. Neka prvi igrac ide
istom logikom kao prije, tj. pokusat ¢e podijeliti graf na dva podjednaka dijela. Njegov prvi
potez Ce tada biti Cetvrti ili peti brid. Pretpostavimo da je odabrao Cetvrti brid. Drugom
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Slika 2.11: Put Pg

Slika 2.12: Put P,

je dovoljno odabrati Sesti brid i odnosi pobjedu. Isti odgovor drugog igraca je ako prvi
odabere treci brid i opet pobjeduje. Ako prvi odabere prvi ili drugi brid, drugi ponovi
svoju strategiju i odnosi pobjedu. Zakljucak je isti ako prvi bira bridove s desne strane.
Dakle, mozemo zakljuciti da u Pg svi optimalni potezi vode pobjedi drugog igraca. Jedna
strategija je prikazana sljedecoj slici:

Slika 2.13: Put Py

Ako igramo igru sparivanja na putu neparne duljine, oCito je pobjednik uvijek prvi
igraC, jer svojim prvim potezom moZe razbiti igru na dva jednaka dijela 1 kopirati poteze
drugog. Ako je rijeC o putu parne duljine, pobjedniCku strategiju mogu imati oba igraca.
Mogli bi naslutiti da je pobjednik drugi igrac uvijek ako je rije¢ o putu Cija je duljina
djeljiva s 4 (to je slucaj na putevima Py, Pg te Pj,). InaCe pobjednicku strategiju ima prvi
igrac.

Iz ovog primjera s putevima, mozemo naslutiti da se igra G moZze razbiti na dva nacina.
Prvi naCin je da neki od igraca razbije igru G na dvije jednake igre G, 1 G,. Primijetimo, ako
suigre G 1 G, jednake, tada uvijek pobjeduje igra€ koji je svojim potezom rastavio igru na
dva simetri¢na dijela. SimetriCna strategija je ona strategija gdje jedan igrac kreira situaciju
u kojoj uvijek moZze kopirati potez suparnika. Na taj nacin, igracu je zagarantiran odgovor
na svaki potez protivnika. NajvaZnije, on moZe napravit posljednji potez i pobijediti. To
je poznato pod nazivom krada strategije. Drugi nacin je da dobijemo neku novu igru G’
nakon Sto povu¢emo prvi potez. Mozda smo nakon toga poteza dobili igru koja se moze
rastaviti na dvije jednake igre. U tom slucaju ¢e uvijek pobijediti drugi igra¢. Ako smo
ponovno dobili neku igru koja nema nekakva posebna svojstva, potezom drugog igraca
dobijemo igru G” i za nju provjeravamo mozemo li do¢i do pobjednicke strategije itd.

Takoder pogledajmo $to se dogada u slucaju kada imamo igru, sastavljenu od dvije igre
u kojima je pobjednik uvijek drugi igrac. Tada je drugi i sveukupni pobjednik igre. To se
lako moZze vidjeti na primjeru puteva duljine 4 1 8. Nadalje, ako je u jednoj igri pobjednik
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uvijek prvi, a u drugoj uvijek drugi, sveukupni pobjednik je prvi. Da bismo to provjerili,
dovoljno je uzeti puteve duljine 3 i 4. Prvi uvijek odabire sredis$nji brid iz puta duljine 3
jer zna da ¢e na taj naCin uvijek pobijediti. Slucaj kada je u obje igre uvijek pobjednik prvi
ostaje nejasan jer ne mozemo sa sigurnosc¢u reci tko je sveukupni pobjednik. Ako imamo
puteve duljine 3, tada oito drugi koristi kradu strategije i odnosi pobjedu. Sto se dogada
ako imamo puteve duljine 3 1 5 koji svaki posebno donosi pobjedu prvom igracu? Tada
je pobjednik uvijek prvi ako odigra jedan krajnji brid na putu duljine 5. Na taj naCin smo
vidjeli da oba igraca mogu pobijediti.



Poglavlje 3

O heksagonalnim zivotinjama

3.1 Simetrije

Nakon §to smo obradili osnovne pojmove teorije kombinatornih igara i teorije grafova,
mozemo prijeéi na podskupove pravilne Sesterokutne resetke. Takvi oblici se popularno
nazivaju heksagonalne Zivotinje, benzenoidni grafovifbenzenoidi ili poliheksi.

Definicija 3.1.1. Sesterokutne Zivotinje su podskupovi pravilnog Sesterokutnog poplocenja
s 1-povezanim interiorom.

Poliheksi imaju najvecu upotrebu u organskoj kemiji, a cesto su zastupljeni i u slagali-
cama, logickim 1 matematickim igrama.

Mi ¢emo proucavati u ovom radu neke od osam simetrija u kojima se mogu pojavljivati
heksagonalne Zivotinje. Tih osam simetrija moZemo podijeliti u dvije skupine.

Prvu skupinu ¢e Ciniti Cy, C,, C3 1 Cg. To je skupina koja nema refleksiju, ali ima
rotaciju za @ zai=1,2,3,6.

Drugu skupinu ¢ine Dy, D,, D3 1 Dg. Ta skupina ima refleksiju, ali ima 1 rotaciju za
@, zai=1,2,3,6.

Sada ¢emo prikazati po jedan oblik heksagonalnih Zivotinja za svaku od simetrija.

15
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Simetrije C;,,i =1,2,3,6

Nasleens

Slika 3.1: Simetrija C, Slika 3.2: Simetrija C,

i

Slika 3.3: Simetrija Cs Slika 3.4: Simetrija Cs
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Simetrije D;,i =1,2,3,6

50,

Slika 3.5: Simetrija D, Slika 3.6: Simetrija D,
Slika 3.7: Simetrija D3 Slika 3.8: Simetrija Dg

Napomenimo, mi ¢emo traziti pobjedniCke strategije i na varijacijama oblika gore na-
vedenih simetrija (ukoliko ih ima). O tome ¢e biti rijeci u sljedecem poglavlju.



Poglavlje 4

Igra sparivanja

U ovom poglavlju pokuSat cemo pronaci Sto viSe pobjednickih strategija za spomenute
simetrije i njihove varijacije oblika. Na kraju, napravit ¢emo zakljucak gdje ¢emo pokusSati
pronaci poveznice medu svim pobjedniCkim strategijama za prvog igraca te za drugog.

Prije nego Sto prijedemo na igre sparivanja na spomenutim simetrijama, prvo ¢emo
pronaci pobjednicke strategije na posebnim reSetkama koje dosad nismo spomenuli. Rijec¢
je o lancanim heksagonalnim Zivotinjama.

Uvedimo neke oznake radi lakSeg razumijevanja 1 jednostavnijeg objaSnjavanja.

Potez koji je napravio prvi igra¢ oznacavat ¢emo s |. Preciznije, povuci ¢emo jednu
crticu na brid koji odabire prvi igrac.

Poteze drugog igraca oznacavamo s ||, tj. na brid ¢emo staviti dvije crtice.

4.1 Paran broj Sesterokuta u lancanim heksagonalnim
Zivotinjama

Odaberimo lanc¢ani poliheks sastavljen od Sest Sesterokuta. Ista strategija je za bilo koji
paran broj Sesterokuta.

MozZemo primijetiti da se taj lancasti poliheks moZe podijeliti na dva simetri¢na dijela.
To je napravio prvi igra€ na gornjoj slici. Nakon toga, koji god potez odigra drugi igrac,
prvi moze kopirati. Krada strategije mu osigurava pobjedu.

18
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Slika 4.1: Sest lan¢ano povezanih $esterokuta

ZAKLJUCAK: Na lananim poliheksima s parnim brojem Sesterokuta, prvi igra€ uvi-
jek ima pobjednicku strategiju. Primijetimo da se centar simetrije nalazi na polovistu brida
koji je prvi igra¢ odigrao. U sljedecem poglavlju vidjet ¢emo je li to uvijek tako ili je to
samo slucajnost.

4.2 Neparan broj Sesterokuta u lancanim heksagonalnim
Zivotinjama

Pogledajmo Sto se dogada kada imamo neparan broj Sesterokuta, npr. pet Sesterokuta.

Slika 4.2: Pet lancano povezanih Sesterokuta

Pogledajmo sliku4.2] Ovdje vidimo da se centar simetrije nalazi u srediStu sredi$njeg
Sesterokuta. MoZemo naslutiti da drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju. Pokazimo da je
to zbilja tako.
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Drugi igraC moZe kopirati svaki potez prvog igraCa, samo pri tome mora biti malo
oprezniji. Ako je, na primjer, prvi odabrao donji desni brid na drugom Sesterokutu s lijeve
strane, onda drugi mora odabrati gornji lijevi brid na drugom Sesterokutu pocevsi od desne
strane. Na taj nacin drugi uvijek moze kopirati poteze prvog, osim ako je rije¢ o okomitim
bridovima, njih kopira normalno.

ZAKLJUCAK: U ovom slucaju, centar simetrije se nalazi u srediStu srediSnjeg Ses-
terokuta i pobjednik je uvijek drugi igrac. Npr. desni dio ovog lancanog poliheksa mogli
smo rotirati za 180° i dobili bismo dva identi¢na dijela. Opet je koriStena krada strategije.
Kasnije ¢emo vidjeti da je uvijek pobjednik drugi igra¢ kada uo¢imo da je centar simetrije
u centru Sesterokuta.

Nakon §to smo pronasli pobjednika na lan¢anim poliheksima, moZemo prijeci na igre spa-
rivanja na podgrafovima pravilnih Sesterokutnih poplocenja. Prvo po¢nimo sa simetrijama
najviSeg reda. Na njima moZemo odmah koristiti kradu strategije pa lako zaklju¢imo tko
je pobjednik.

4.3 Simetrija Dg

Primijetimo da ovdje postoji centralna simetrija. Centar simetrije se nalazi u srediStu sre-
diSnjeg Sesterokuta. Za svaku tocku moZemo pronaci drugu tocku koja je jednako udaljena
od spomenute tocke u srediSnjem Sesterokutu, a nalaze se na istom pravcu.

Slika 4.3: Osi simetrije Dg
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Strategija igre je sljedeca. Primijetimo da postoje tri osi simetrije na kojima neki bri-
dovi leZe cijelom svojom duZinom. Takoder postoje osi simetrije koje sijeku neke bridove
u tocno jednoj tocki.

Ako prvi igra¢ odabere jedan od bridova koji cijeli leZi na nekoj od osi simetrija, tada
drugi odabere preostali brid koji lezi na toj istoj osi. Na taj nacin je drugi podijelio igru
na dva simetri¢na dijela Sto znaci da je on uvijek pobjednik. Kopiranje poteza se odvija
simetri¢no.

Sada u pogledajmo Sto se dogada ako prvi odabere neki od bridova koji ne leze cijeli
na nekoj osi simetrije. Drugi moZe i dalje kopirati poteze prvog samo mora pripaziti kako
to radi. Postupak je slican kao kod lancanih heksagonalnih Zivotinja s neparnim brojem
Sesterokuta. Ovisno o tome oko koje osi prvi igraC odabere brid, oko te osi treba 1 drugi
igraC odabrati brid na nacin kao $to smo objasnili u lancanim poliheksima s neparnim
brojem Sesterokuta. Na taj nain drugi je osigurao posljednji potez i pobjeda je uvijek
njegova.

ZAKLJUCAK: Ova heksagonalna Zivotinja ima centar simetrije u srediStu srediSnjeg
Sesterokuta te pobjednicka strategija pripada drugom igrau. On uvijek moZe kopirati svaki
potez prvog igraca.

Da bismo potvrdili tu tvrdnju, pogledajmo $to se dogada sa simetrijom Cg.

4.4 Simetrija Cq

Moze se primijetiti da simetrija Cg takoder ima centralnu simetriju. Tvrdimo da drugi igra¢
ima pobjednicku strategiju.

Kao kod simetrije D¢, vidimo da imamo spojene tri heksagonalne Zivotinje koje nisu
u potpunosti lancane nego su krajnji Sesterokuti malo zakrenuti. No to drugog igraca ne
sprijeCava u kopiranju poteza prvog. Uz malo opreza, krada strategije je lako izvediva.

ZAKLJUCAK: Drugi igra ima pobjedniCku strategiju i centar simetrije je u srediStu
srediS$njeg Sesterokuta.

Nakon $to smo pronasli pobjednicke strategije za simetrije D¢ i Cg, rezimirajmo $to
smo zakljucili.

Ako uo¢imo da heksagonalna Zivotinja ima centralnu simetriju, odnosno da se centar
simetrije nalazi u srediStu srediSnjeg Sesterokuta, pobjednik je uvijek drugi igrac.



POGLAVLIJE 4. IGRA SPARIVANJA 22

Slika 4.4: Centar simetrije Cg

Ako bismo dodali ili oduzeli neke Sesterokute, vise ne bismo imali simetrije Dg 1 Ce.
Time smo zavr$ili s analiziranjem heksagonalnih Zivotinja najviSeg stupnja. Sada prela-
zimo na polihekse manjeg stupnja. Prvo ¢emo poceti od oblika gdje na prvi pogled znamo
tko ¢e pobijediti. Tu se sada pojavljuju varijacije oblika poliheksa i njih takoder moramo
uzeti u obzir za analizu.

4.5 Simetrija C,

Grafovi simetrije C, imaju rotaciju za 180°.

Najprije pogledajmo sliku [3.2]i primijetimo da jednim potezom moZemo podijeliti tu
heksagonalnu Zivotinju na dva jednaka dijela. To je prikazano na sljedecoj slici 1 vidimo
da je centar simetrije na polovistu tog brida.

Ako gornji dio reSetke fiksiramo, a donji dio rotiramo za 180°, donji dio ¢e postati
jednak gornjem. Imajuci to na umu, moZemo reci da smo prvim potezom reSetku podijelili
na dva jednaka dijela. Iz toga slijedi da prvi igraC ima pobjednicku strategiju. Kopiranje
poteza je veoma jednostavno. Koji god brid drugi igra¢ odabere, prvi ¢e odabrati isti taj
brid, ali na preostalom obliku. Time smo rijesili jednu varijaciju oblika simetrije C,.
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Slika 4.5: Prvi potez za simetriju C,

Pogledajmo sljedecu varijaciju tog oblika.

Slika 4.6: Jedna varijacija od C;

Vidi se da se centar simetrije nalazi na polovistu brida kojeg je odigrao prvi igrac. U
ovom slucaju, pobjednik je i dalje prvi jer on oznacenim potezom razbija igru na dva dijela
tako da je omogucena krada strategije.

Na temelju ova dva grafa simetrije, mogli bismo pogreSno zakljuciti da je pobjednik na
grafovima simetrije C, uvijek prvi igraC. Sljedeéa varijacija oblika ¢e nam pokazati da to
nije tako.
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Slika 4.7: Varijacija oblika simetrije C, u kojoj pobjeduje drugi igrac

Na slici odmah moZemo uociti da se centar simetrije nalazi u srediStu srediSnjeg
Sesterokuta. Ve¢ smo vidjeli u nekoliko slucajeva da je tada pobjednik uvijek drugi igrac.
Zakljucak je i ovdje isti Sto samo potvrduje nasu pretpostavku.

ZAKLJUCAK: Simetrija C, ima pobjednicku strategiju za oba igraca. Postoje grafovi
koji imaju centar simetrije na poloviStu brida 1 na njima uvijek pobjeduje prvi. Takoder
postoje grafovi ¢iji se centar simetrije nalazi u srediStu Sesterokuta te pobjeda pripada dru-
gom igracu.

4.6 Simetrija D,

Simetrija D, uz rotaciju za 180° ima i refleksiju.

Pogledajmo jedan graf ove simetrije koji je prikazan na slici .8] Igra je veoma jed-
nostavna i lako se odredi tko je pobjednik. Oznacenim potezom prvi igra¢ moze podijeliti
igru na dva jednaka dijela. Uo¢imo da se centar simetrije nalazi na poloviStu spomenutog
brida. Kao u nekim ve¢ odigranim igrama, pobjednicka strategija u ovom slucaju pripada
prvom igracu.
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Slika 4.8: Potez kojim smo graf simetrije D, podijelili na dvije jednake igre

Sljedeci oblik ove simetrije je slican kao prethodni. Razlika je u tome $to imamo nepa-
ran broj Sesterokuta u srediSnjem dijelu heksagonalne Zivotinje.

|
|
|
|
|
|
Slika 4.9: Varijacija simetrije D,

Kao $to smo imali kod lancanih poliheksa s neparnim brojem Sesterokuta, takva je
situacija 1 ovdje. Koji god potez prvi igra€ odabere, drugi moze kopirati i osigurati si
posljednji potez. Strategija je ista kao u spomenutom poglavlju. Centar simetrije se nalazi
u srediStu srediSnjeg Sesterokuta.

Iako smo odgirali igre na dva grafa ove simetrije i pokazali da pobjednik moZe biti i
prvi i drugi igra¢, pogledajmo jos jedan graf. On je prikazan na slici Odmah se vidi
da je pobjednik drugi igraC jer se centar simetrije nalazi u srediStu srediSnjeg Sesterokuta.
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Slika 4.10: Varijacija oblika simetrije D,

ZAKLJUCAK: Poput simetrije C,, simetrija D, takoder ima pobjednicke strategije
za oba igraca. Ponovno su potvrdene pretpostavke o tome kada pobjeduje prvi, odnosno
drugi igraC. Ako je centar simetrije na polovistu brida, tada je pobjednik prvi igra€. Drugi
pobjeduje kada se centar simetrije nalazi u srediStu Sesterokuta.

4.7 Simetrija D,

Prvo promotrimo heksagonalnu Zivotinju simetrije D; koja je prikazana na slici[3.5] Ovaj
oblik se ponekad naziva luk (eng. arch). On ima refleksiju i rotaciju za 360°.

Vode¢i se zakljuckom iz primjera s putevima, vidimo da se igra u prvom potezu moze
podijeliti na dvije jednake igre. Taj potez vidimo na slici 4.T1]

Slika 4.11: Potez kojim smo simetriju D; podijelili na dvije jednake igre
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Nakon toga, svaki potez koji napravi drugi igraC, prvi igra¢ kopira simetricno na su-
protnoj strani. Dok god drugi igra¢ moZe napraviti potez, moci ¢e ga napraviti i prvi. Time
je prvi igra€ osigurao posljednji potez.

ZAKLJUCAK: U ovoj igri uvijek pobjeduje prvi jer ¢e on razbiti igru na dva sime-
tricna dijela svojim prvim potezom.

Sada pogledajmo jednu varijaciju oblika te simetrije. Ona je prikazana na slici 4.12] Jed-
nostavnosti radi, oznacili smo sve bridove brojevima 1,2, ..., 16.

Slika 4.12: Jedna varijacija oblika simetrije D,

Ovdje ¢emo uci u malo dublju diskusiju da bismo dosli do pobjednicke strategije jer
viSe nije tako ocito zakljuciti kao Sto je dosada bilo. Ako prvi igra¢ odabere jedan od
bridova 8 ili 11, drugi ¢e odabrati preostali od spomenuta dva brida. Na taj nacin ¢e uvijek
pobjednik biti drugi jer je podijelio igru na dva simetri¢na dijela. Dakle, prvi nece nikada
odigrati niti brid 8 niti brid 11 jer u tim slu¢ajevima uvijek gubi.

Gledajuci taj Sesterokut na kojem se nalazi os simetrije, drugi igra¢ nikada nece dopus-
titi da sva moguda tri brida budu odigrana jer ¢e on izgubiti.

Pogledajmo Sto se dogada kada igraci igraju neki od preostalih bridova 6,7,9 1 10 koji
se nalaze u srediSnjem Sesterokutu. Pretpostavimo da je prvi odabrao brid 6. Vodeci se
prethodnim slucajem kada je prvi birao brid 8, drugi se odlucio za brid 9. Ako bi odabrao
neki drugi brid iz srediSnjeg Sesterokuta, onda bi prvi mogao povuéi joS jedan potez u
spomenutom Sesterokutu. Ve¢ smo rekli da to ne vodi pobjedi drugog. Tada prvi ima
pobjednicki potez ako odabere brid 3. Na taj naCin su ostala samo dva poteza Sto oznaCava
pobjedu prvog. To drugog igraCa navodi na sljedeci zakljucak. Ako prvi odabere jedan
od bridova 6,7,9 1 10, drugi ne smije birati niti jedan brid iz Sesterokuta gdje se nalaze
spomenuti bridovi.
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Prvom igracu se svida ta strategija te on u sljedecoj igri odabire ponovno jedan od
tih bridova. Recimo da je opet odabrao brid 6. Neka je drugi odabrao brid 2. Ako prvi
odabere 9, drugi ¢e odabrati 4 i na taj nacin pobijediti jer su ostale to¢no dvije moguénosti
u preostalom Sesterokutu. Uz istu strategiju drugog, prvi nece odabrati niti brid 8. Koji god
od preostalih nespomenutih bridova prvi odabere, drugi ¢e uvijek pobijediti. Na taj nacin
smo istovremeno vidjeli da nije dobra strategija prvoga odabrati brid 10.

Pogledajmo S$to se dogada kada prvi odabere 7 ili 9. Pretpostavimo da je on odabrao
brid 7. Isti zakljucak e biti ako odabere brid 9. Kao Sto je ve¢ objasnjeno, drugi nece
odabrati bridove 9,101 11 jer bi to znacilo pobjedu protivnika. Neka zato on odabere brid
2. Jednostavnosti radi, sljedeca dva poteza ¢emo zapisivati u obliku a — b. U ovom slucaju,
a predstavlja potez prvog igraca, a b drugog. Strategija je sljedeca: 5-9,4 - 16, 11 — 16,
10-15,9-5,12-9,13-10,14 - 11, 15-10, 16 — 11. Pobjednik je drugi.

Nakon $to smo iscrpili sve mogucnosti odabira prvog igraca u srediSnjem Sesterokutu,
pogledajmo Sto se dogada kada on prvi bira poteze iz lijevog Sesterokuta. Zakljucci Ce biti
analogni ako gledamo desni Sesterokut.

Neka je prvi odabrao brid 1. Drugi ¢e odabrati 16 jer nakon toga ostaje put duljine 7 i
jedan potez. To oznaCava pobjedu drugog igraca, jer na putu duljine 7 uvijek moze samo
prvi igra€ na potezu pobijediti. U ovom slucaju to je prvi. Dodatni potez osigurava pobjedu
drugog.

Neka je prvi odabrao brid 2. Drugi ¢e odabrati 15. Strategije su: 4 — 13,5 -10,6 -9,
7—35,8 —11. Svi ostali potezi su simetri¢ni.

Prijedimo sada na brid 3. Drugi Ce odigrati 14. Strategije: 1 —10,5-9,6-16,7 — 12,
8 — 11. Preostali potezi su ponovno simetri¢ni navedenima.

Dosli smo do brida 4. Drugi odabire 13 vodeci se istom logikom kao i u dosadasnjim
uspjesnim potezima. Sada primjecujemo simetriju gdje mozemo Koristiti kradu strategije,
ali treba malo pripaziti prilikom kopiranja poteza.

Jo§ nam je preostao brid 5. Drugi bira 1. Na obliku koji je ostao s desne strane,
pobjednik je uvijek prvi igrac koji je na potezu (odabirom nekih bridova moZe se dogoditi
da pobijedi drugi, ali samo ako on to Zeli). Buduéi da drugi Zeli pobjedu prvog na tom
spomenutom obliku, on ¢e mu to i dati. Naime, preostao je joS jedan potez na lijevoj
strani i on ¢e donijeti pobjedu drugom. Sada se moZemo pitati ne bi li bilo logi¢no da prvi
odabere onaj jedan potez koji je usamljen i okrene igru u svoju korist ako smo ve¢ rekli da
mogu obojica igraca pobijediti? U tom slucaju, drugi ¢e odabrati 9 i osigurati sebi pobjedu.

ZAKLJUCAK: Nakon §to smo detaljno razmotrili Sto se dogada prilikom svakog oda-
bira brida prvog igraca, mozemo zakljuciti §to smo uocili. U svakom razmotrenom slucaju,
pobjednik moZe biti samo drugi igrac. Treba samo napomeniti da ovo nije jedini mogudéi
nacin odabiranja bridova u kojima pobjeduje drugi igra¢. Mi smo pronasli jednu strategiju
1 nje se on uvijek moZe pridrZavati ako Zeli pobijediti. Zbog postojanja refleksije, primje-
¢ujemo da je bilo dovoljno vidjeti Sto se dogada prilikom odabira bridova 1, ..., 8.
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Na taj nacin smo rijesili jednu varijaciju oblika simetrije D;. Sljedeca zanimljiva varijacija
oblika simetrije D, je prikazana na slici[4.13]

[
I
I
I
I
Slika 4.13: JoS jedna varijacija oblika simetrije D,

Zbog jednostavnosti, opet smo oznacili sve bridove heksagonalne Zivotinje brojevima
1,2,...,26. Vidimo da Ce biti dovoljno traZiti pobjednicku strategiju na samo jednoj strani
simetrije. Za drugi dio postupak Ce i¢i simetri¢no.

Prvo po¢nimo od bridova koji se nalaze u srediSnjem Sesterokutu, onom kroz ¢ija dva
vrha prolazi os simetrije. Najjednostavniji slucaj je onaj u kojem prvi odabere brid 10.
Tada drugi odabirom brida 14 razbija igru na dva simetricna dijela i pobjeduje. OCito je da
prvi nikada nece odabrati taj brid.

Pogledajmo S$to se dogada kada prvi odabere brid 12. Detaljnim analiziranjem dosli
smo do zakljucka da u tom slucaju uvijek pobjeduje prvi igra¢. Pogledajmo sada tu analizu.

e Drugiigra 15. Prvom je dovoljno odigrati 8. Ako drugi odabere neki od preostalih
bridova s lijjevog Sesterokuta, prvi ¢e odabrati njemu nasuprotan brid u tom istom
Sesterokutu. Na obliku s desne strane, pobjednik je uvijek drugi igra¢ na potezu.
Kako god okrenemo, drugi ne moze pobijediti. Na taj nacin prvi moze odigrati tako
da njegov potez bude zadnji.

e Drugiigra 14. Ako prvi odabere brid 16, igra je razbijena na dva simetri¢na dijela.
Prvi moze kopirati svaki potez drugog 1 odnosi uvijek pobjedu.

e Drugiigra 16. Slucaj je isti kao prethodni ako prvi odigra 14.
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e Drugiigra 9. Pobjednik je uvijek prvi ako on odigra brid 14 uz sljedece strategije:
1-3,2-18,3-7,4-7,5-18,6-2,7-18,18-5,19-7,20-24, 22125, 23 - 26,
24 — 20,25 — 221 26 — 23. Na oblicima s lijeve i desne strane, pobjednik je uvijek
prvi igrac koji je na potezu jer to prvom igracu tako odgovara i donosi mu pobjedu.
Ovdje je zapis oblika a — b definiran kao: a = potez drugog, b = potez prvog igraca.

e Drugiigra 8. Opet je prvom dovoljno odigrati 14 uz strategije: 1 —4,2 -5,3 -6,
4-1,5-2,6-3,16-18, 18 — 16, 19 — 16, 20 — 24, 22 — 25, 23 — 26, 24 — 20,
25 — 22 te 26 — 23. Potez drugog je mogao biti brid 15 kao u prvom slucaju. Ovime
samo pokazujemo da strategije koje navodimo nisu nuzno jedinstvene.

e Drugiigra7. Uz odabir brida 14, uvijek pobjeduje prvi bez obzira koji potez sljedeci
odabrao drugi.

e Drugiigra 6. Tada prvi bira 3 i pobjeduje uz: 8—15,9—-15,15-8, 14-16, 16 - 19,
17-8,18-16,19-16,20-17,21-18,22-16,23-20,24-21,25-20126 - 22.
Analogno kada drugi igra 3, a prvi 6.

e Drugiigra 1. Prvi bira 4 i donosi pobjedu. Isti slucaj kao i prethodni. Analogno
kada drugi igra 4, a prvi 1.

e Drugi igra 2. Prvom je dovoljno opet odabrati 14 1 odnosi pobjedu: 4 — 7, 5 — 8,
6-9,7-4,8-59-6,18-7,19-9,20-24,22 -25,23 - 26,24 -20,25-22
te 26 — 23. Analogno kada drugi igra 5, pobjedu odnosi prvi igrajuci brid 14. U oba
slucaja ostaje put duljine 7 na kojem je uvijek pobjednik prvi igrac koji je na potezu
te oblik s desne strane na kojem takoder uvijek pobjeduje prvi na potezu.

e Drugiigra 17. Prvi bira 8. PobjednicCke strategije: 1 —4,2-5,3-6,4-1,5-2,
6-3,16-22,19-24,20-23,21-24,22-25,23-26,24—-21,25-22te 26 —23.

e Drugiigra 18. PrviigraC odabire 16. S lijeve i desne strane ostali su simetri¢ni oblici
i pobjednik je uvijek prvi.

e Drugiigra 19. Prvi bira 16. Isti je sluCaj kada drugi igra 21 1 26. Prvi opet odabire
16. Pobjednik je prvi zbog oblika koji su preostali i na kojima uvijek pobjeduje prvi
na potezu.

e Drugiigra22. Prviigra9 uz pobjednicke strategije: 7—19,1-3,2-19,3-1,4-7,
5-19,6-4,14-15,15-25,17-7,18-25,19-5,24-17,25 - 18 te 26 — 17.

e Drugiigra 23. Prvi ponovno bira 16. Ostaju simetri¢ni oblici s lijeve 1 desne strane.
Identi¢na je situacija kada drugi bira 25. Pobjednik je uvijek prvi.
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e Drugiigra 24. Prvom je opet dovoljno odigrati 16 jer su ostala dva oblika na kojima
uvijek pobjeduje prvi na potezu.

Ovdje mozemo stati s analiziranjem i zakljuciti tko je pobjednik. Dovoljno je bilo
pronadi samo jednu strategiju koja vodi k pobjedi prvog. On Ce se uvijek voditi njome i
time si osigurati pobjedu. Moguce da postoji joS pocetnih poteza koji su dobri, ali jedan
potez je dovoljan za zakljucak.

ZAKLJUCAK: U ovom slucaju, kada os simetrije (refleksija) prolazi kroz dva vrha,
pobjednik je prvi igrac.

Iako smo napravili poprilicno detaljnu analizu grafova simetrije D;, ne moZemo reci
da smo gotovi. Navest cemo joS nekoliko grafova kako bismo citatelju dali uvid u veoma
opseZnu problematiku ovog rada.

Slika 4.14: Simetrija D; u kojoj os simetrije ~ Slika 4.15: Simetrija D; u kojoj os simetrije
prolazi kroz jedan vrh 1 jedan brid prolazi kroz dva brida

Kao §to se moZe primijetiti, moZemo dodavati joS Sesterokuta i ne naruSiti svojstva
simetrije D;.

Za kraj proucavanja ove simetrije, odigrat ¢emo igru prikazanu na slici 4.14] Ponovno
oznacavamo bridove brojevima radi lakSeg analiziranja.

Pretpostavimo da je prvi igra¢ odabrao brid 10.



POGLAVLIJE 4. IGRA SPARIVANJA 32

Slika 4.16: Graf simetrije D,

e Ako je drugi odabrao brid 1, prvom je dovoljno odabrati 25 za pobjedu. Strategije
su sljedece: 3 -20,4-13,5-20,13-4,14-5,15-18,16-13,17-5, 18 - 15,
19 - 3,20 -3,22 - 18, 23 — 5. U zapisu oblika a — b, a predstavlja potez drugog,
a b prvog igrata. Ovom strategijom smo odmah rijesili sluc¢aj 18 — 22 jer moZemo
pronaci simetri¢ne poteze s druge strane osi refleksije.

e U slucaju odabira brida 2, prvi odabire 20. Koji god potez drugi napravi, ne moze
pobijediti. Zbog simetri¢nosti poteza, zakljucak je isti prilikom odabira 17 — 8.

e Pobjednicke strategije za prvog ako su odabrani bridovi 3—1: 5-23, 8-23, 13-16,
14-25,15-18,16-13,17-25,18 - 15,19 -25,20-24,22 - 25,23 -5, 24 -20
te 25 — 23. Simetri¢no u slucaju 16 — 18.

e Nakon odabira 4 — 6 preostao je identi¢ni skup bridova kao u prethodnom slucaju.
Situacija je ista prilikom igranja 15 — 13.

e [denti¢no kao prethodna dva slucaja, biranje 5 — 1 te 14 — 18 donosi pobjedu prvom
igracu.

e Ako drugi odabere brid 7, prvi odigra 19. Ostala su tri puta duljine 4 S$to oznaCava
pobjedu prvog.

e Na kraju, parovi 24 — 19 i 23 — 7 takoder lako pokazuju da pobjednicka strategija
pripada prvom igracu.
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ZAKLJUCAK: Na ovom grafu os simetrije prolazi kroz jedan brid i jedan vrh te po-
bjeda pripada prvom igracu.

Ovdje ¢emo stati s analiziranjem heksagonalnih Zivotinja simetrije D; te prelazimo na
simetriju Cy.

4.8 Simetrija C,

Ova simetrija nam nije pretjerano zanimljiva. Ona nema nikakva posebna svojstva koja bi
nam mogla dati pobjednicku strategiju za nekog od igraca. Zato ¢emo odigrati samo jednu
igru 1 vidjeti tko na njoj pobjeduje.

Pogledajmo jednu varijaciju simetrije C; koja se nalazi na slici Ovdje ¢emo
navesti jednu strategiju u kojoj je pobjednik uvijek prvi igrac.

Slika 4.17: Simetrija C; u kojoj je pobjednik prvi igra¢

Jedan mogudi potez koji je dobar za prvog igraca je odabir brida 3. Na taj nacin, on ¢e
uvijek pobijediti. ObrazloZimo tu tvrdnju. Redom ¢emo objaSnjavati Sto se dogada kada
drugi odabire svaki od preostalih bridova.

e U slucaju odabira brida 1, prvi e odgovoriti igranjem brida 11. Zapisom oblika a—b,
zapisat ¢emo odabir bridova koji vode k pobjedi prvog. U ovom slucaju a predstavlja
odabir drugog te b prvog. Strategije su sljedece: 8 — 14,9 — 13, 13 - 18, 14 - 19,
15-19,16 -19,17-19, 18 — 13, 19 — 14 te 20 — 16.

e Na redu je brid 5. Tada prviigra 9. S jedne strane je ostao put duljine 7 koji uvijek
donosi pobjedu igracu koji je prvi na potezu, a s druge strane postoji jos to¢no jedan
potez. Bududi da je drugi prvi na potezu, to oznacava pobjedu prvog. Takav slucaj
smo vec ranije spominjali.
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Na odabir brida 6, prvi bira 10. Ostao je put duljine 8. Na njemu je pobjednik uvijek
onaj igra€ koji je drugi na potezu. U ovom slucaju, to je prvi igrac.

Dosli smo do brida 7. Prvi igra ponovno 10. Pojavio se put duljine 7 koji donosi
uvijek pobjedu igracu koji je prvi na potezu te jos to¢no jedan potez s druge strane.
Dakle, drugi nikako ne moze pobijediti.

Drugi odabire 8 te prvi igra 11. Na svaki potez drugog, prvi moze odgovoriti i naci
potez koji ée ga dovesti do pobjede: 1 -16,6—-16,13-15,14-18,15-13,16-6,
17-19,18-14119 - 17.

Sljedeci je brid 9. Prvom je dovoljno odabrati 5. Opet je preostao put duljine 7 plus
jedan potez.

Odabirom 10, prvi pobjeduje birajuci brid 6. Ostao je put duljine 8. Pobjednik je
drugi igrac koji je na potezu, odnosno prvi.

Drugi bira 11. Prvi se odluCuje za 1. Taj slu¢aj smo ve¢ maloprije spomenuli, samo
je tada drugi igrao 1, a prvi 11.

Odabirom brida 12, prvi odgovara biranjem brida 7. Strategije su sljedece: 5 — 15,
9-18,14-5,15-5,16-19,17-20,18 -9, 19 - 16120 — 17. Uvijek pobjeduje
prvi.

Sljedeci je brid 13. Na taj potez, prvi odgovara igranjem 11. Potezi koji vode pobjedi
prvog: 1 -8,7-9,8-16,9-1,15-9,16-8,17-8,18-9,19-9120 - 16.

Dosli smo do 14. Analiziranjem, dosli smo do zakljucka da je prvom pozeljno odi-
grati 6. Ako drugi odabere neki od bridova 8,9 ili 10, prvi jednostavno odigra 19.
Na odabir 12, 18, 191 20, prvi bira 16. JoS su ostali 16 — 121 17 — 9.

Sljedeci par poteza je 15 — 11. Na svaki potez drugog, prvi moze odgovoriti i pobi-
jediti: 1 -20,7-13,8-19,9-18,13-7,18-9,19-8te 20 - 1.

U slucaju odabira 16 — 11, ostaje put duljine 6 plus jedan potez. To oznacava pobjedu
prvog.

Naredu je par 17 — 7. PozZeljno je odigrati: 5—-10,9—-11,10-14, 11 - 19, 12 - 20,
13-9,14-10, 19—-11120—-12. Pobjednik je isti kao u svakom od gornjih slucajeva.

Dosli smo do 18 — 1. Moguéi potezi koji donose pobjedu prvom: 5-9,8 -5,9 -5,
10-14,11-20,12-9,13-16,14-10,15-11,16 -11120 - 5.
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e Predzadnja mogucnost drugog je odabir brida 19. Tada prvi odabire 6. Potezi: 8—14,
9-14,10-8,12-16,13-10,14-10,15-10,16-12117 - 8.

e Na kraju je preostao odabir brida 20. Na to prvi odgovara igranjem brida 1. Dovoljno
je provjeriti Sto se dogada s odabirom bridova 5,10, 11,12 1 13 jer su ostali potezi
simetrini. Strategija: 5 —18,10-17,11 -16,12-171 13 - 16.

ZAKLJUCAK: Ovime smo pronasli jedan primjer igre u kojem uvijek pobjeduje prvi
igra¢. Dovoljno je bilo pronaci samo jednu pobjednicku strategiju jer nju uvijek prvi igrac
moze odigrati.

Vise se neCemo baviti ovom simetrijom iako postoje razne varijacije oblika.

4.9 Simetrija D;

Kod simetrije D5 proanalizirat ¢emo dva oblika. Sesterokutnu Zivotinju, popularno zvanu
propeler, vidimo na slici[3.7] Ona ima refleksiju i rotaciju za 120°.

Za pocetak, primijetimo da D; ima tri rotacijske, odnosno refleksijske osi. One su
prikazane na sljedecoj slici.

' A1

Slika 4.18: Rotacijske/refleksijske osi za simetriju D;
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Kao S§to se moZe vidjeti, svaka rotacijska os dijeli Sesterokutnu reSetku na dva sime-
tri¢na dijela.

Slika 4.19: Graf simetrije D3

Pogledajmo koja je strategija prilikom igranja na poliheksu prikazanom na slici 4.19]
Primijetimo da nam je dovoljno promatrati samo odabir bridova 1,2, ..., 11 koje povlaci
prvi igra¢. Prvo promatramo sredisnji Sesterokut. Ako je prvi odabrao brid 9, drugom
igracu je dovoljno odabrati 1 ili 5. Na taj nacin smo dobili dva poteza 1 put duljine 8.
Znamo da na putu duljine 8 uvijek pobjeduje drugi igra€ koji je na potezu, u ovom slucaju
to je upravo drugi. Preostala dva poteza ne mijenjaju ishod igre. Samo napomenimo da
drugi ne smije odabrati niti jedan brid iz sredi$njeg Sesterokuta u ovom slucaju jer e uvijek
izgubiti. Time smo vidjeli da prvi ne smije odigrati 9 ukoliko Zeli pobijediti.

Neka sada prviigra 10. Drugom je dovoljno odigrati 8 1 moZe koristiti kradu strategije
te uvijek pobjeduje. Analogno se dobije kada prvi igra 8, a drugi 10.

Prvi se odlucuje za brid 11. Situacija je ista kao u slucaju kada prvi odabere 9 jer se
brid 11 nalazi na istom poloZaju kao i 9, ali na drugoj rotacijskoj osi. U ovom slucaju,
drugi odabere 17 i pobjeduje. Isti slucaj je kada se prvi odluci za 7. Jedina razlika je Sto
tada drugi odabire 12.

U srediSnjem Sesterokutu preostao je samo brid 6. Drugi ¢e odigrati 16. Koji god potez
prvi napravi, drugi igra¢ ¢e moc¢i kopirati koristec¢i kradu strategije.

Do sada smo vidjeli da prvi ne smije odabrati niti jedan brid iz srediSnjeg Sesterokuta
jer drugi uvijek moze naci potez koji ¢e ga dovesti do pobjede.



POGLAVLIJE 4. IGRA SPARIVANJA 37

Ako prviigra 11li 5, protivnik ¢e odigrati preostali od dva spomenuta brida. Pobjeduje
uvijek drugi igraC jer moZe dobro odgovoriti na svaki potez prvog. Navedimo dobru stra-
tegiju za svaki potez koja vodi pobjedi drugog. Poteze ¢emo zapisivati u obliku a — b gdje
je a potez prvog, a b drugog igraca: 3-9,8-18,9-3,17-19,18-12,19-17,20-8
te 21 — 17. Primijetimo da je drugi mogao odabrati 1 brid 9 te bi opet pobijedio.

Sada prvi bira 2 ili 4. Drugi ponovno bira preostali od dva spomenuta brida. Preostao
je oblik koji je prikazan na slici #.12]1 ve¢ smo pokazali da je u tom slucaju pobjednik
uvijek drugi igrac koji je na potezu. Ovdje je to upravo drugi.

Samo jos preostaje provijeriti Sto se dogada kada prvi bira 3. Drugi bira 1 i pobjeduje
uz sljedede strategije: 5 —9,8 —20,9 - 15,10 - 13, 11 - 21,12 -21, 13 - 10, 14 - 12,
15-9,16-12,17-19,18 -11,19-17,20-8121 - 11.

ZAKLJUCAK: Na ovom grafu simetrije D3 pobjeduje uvijek drugi igrac. Rotacijske
osi su nam zapravo skratile analizu jer primjecujemo da je bilo dovoljno odigrati igru samo
na bridovima 1, ...,6 te 9.

Pogledajmo sada jednu varijaciju simetrije D5 prikazanu na slici .20

Slika 4.20: Jedna varijacija oblika simetrije D;

Centar simetrije nalazi se u vrhu gdje su spojena sva tri Sesterokuta.
Ako prvi igra¢ odabere jedan od bridova 5, 6 ili 11, preostaje put duljine 10. Pogle-
dajmo tko je pobjednik na tom putu.

Slika 4.21: Put duljine 10
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Gledat ¢emo samo lijevu stranu puta. Analogno je za desnu. Ako prvi odabere peti dio
puta, protivnik ¢e odabrati drugi dio. Na taj nacin Ce ostati s desne strane put duljine 4,
odnosno to¢no dva poteza. To znaci da drugi pobjeduje. Ako prvi odabere Cetvrti dio puta,
drugi ¢e odabrati sedmi dio i pobijediti. Odabirom treceg dijela puta, prvi je razbio igru na
dvije igre. Na lijevoj strani postoji samo jedan mogudéi potez dok je na desnoj put duljine
6. Ve¢ smo vidjeli u uvodnom primjeru da na putu duljine 6 uvijek pobjeduje prvi igrac
koji je na potezu. Stoga, u ovom slucaju prvi ima pobjednicku strategiju.

Vratimo se sada na varijaciju simetrije D;. Buduci da je sada drugi igraC prvi na potezu
ion prviigra na putu duljine 10, to znaci da je on pobjednik. Dakle, prvi igra¢ nece odabrati
niti jedan od ta tri brida kao svoj prvi potez.

Ako prvi odabere brid 1. Tada je drugom dovoljno odigrati 5. Opet se ponavlja ma-
loprije opisana situacija iz puta duljine 10 (put duljine 6 plus jedan potez). Kako god
okrenemo, pobjednik je uvijek drugi igrac.

Prvi mora promijeniti strategiju i odabire 2. Ostat ¢e put duljine 8 ako protivnik odabere
brid 6. Prvi igra€ igra prvi na tom putu, a ve¢ smo pokazali da je tu pobjednik uvijek drugi
igrac.

Isti zakljuCak se dogada ako igraci igraju strategije 3 — 5. Takoder ostaje put duljine 8
1 pobjednik je drugi.

U slucaju odabira 4 — 6, s jedne strane ostaje to¢no jedan potez, a s druge put duljine 6.
Pobjednik je uvijek drugi.

Preostali su nam joS$ bridovi 71 8.

Igranjem 7 — 11, imamo istu situaciju kao u sluc¢aju 4 — 6.

Na kraju jo§ moramo provjeriti Sto se dogada kada prvi odabere 8. Proucavanjem tog
slucaja, dosli smo do zakljucka da je pobjednik drugi igra¢. Njemu je za pobjedu dovoljno
odigrati brid 3. Nakon toga, koji god potez prvi igra¢ odigra, protivnik moze odgovoriti i
pobijediti.

e | —5: Ostao je put duljine 4 i uvijek pobjeduje drugi.

e Ako prvi odigra 5, protivnik mozZe odigrati doslovno bilo §to i to ga dovodi do po-
bjede.

e 6 — 13: Ostala su dva poteza. Pobjednik je opet isti igrac.

e 10 — 15: Ponovno ostaju dva poteza.

e 11-13,12-5,13 -5, 14 — 5: Jednostavno se vidi da je pobjednik drugi.
e 15 — 13: Preostaje put duljine 4, tj. to¢no dva poteza i pobjeduje protivnik.

ZAKLJUCAK: Na ovom grafu pobjednik je drugi igrac. Zbog tri rotacijske osi, pri-
mjecujemo da nam je zapravo bilo dovoljno odigrati samo dva brida, npr. bridove 7 i 8.
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Ne mozZemo sa sigurnoS¢u tvrditi da je pobjednik uvijek drugi igraC¢ kada je centar
simetrije u vrhu gdje su spojena sva tri Sesterokuta.

4.10 Simetrija C;

Na samom kraju preostala nam je igra sparivanja na heksagonalnim Zivotinjama simetrije
(3. Ta simetrija nema refleksiju, ali ima rotaciju za 120°.
Na sljedeé¢im slikama su prikazana dva grafa koja pripadaju simetriji Cs.

Slika 4.22: Jedan graf simetrije C3 Slika 4.23: Drugi graf simetrije C;

Zbog velikog broja Sesterokuta od kojih su sastavljeni, a time 1 velikog broja bridova,
traZenje pobjednicCke strategije je dosta komplicirano i time se neCemo baviti.



Poglavlje 5

Zakljucak

Nakon svih odigranih igara, navest cemo sve zakljucke na jednom mjestu.

1.

Kod lanc¢anih heksagonalnih Zivotinja pobjednik moze biti 1 prvi 1 drugi igrac. Ako
je broj Sesterokuta u lancu paran, onda je pobjednik prvi jer se centar simetrije nalazi
na polovistu brida. Ako je broj Sesterokuta u lancu neparan, pobjednik je drugi. Tada
se centar simetrije nalazi u srediStu srediSnjeg Sesterokuta.

Simetrije C¢ 1 Dg imaju pobjednicke strategije za drugog igraca. Centar simetrije se
nalazi u srediStu Sesterokuta i lako se koristi krada strategije.

. Grafovi simetrije C, imaju pobjednicke strategije za oba igraca. Prikazali smo dva

grafa na kojima je pobjednik prviigrac i jedan graf na kojem pobjeduje drugi. Ovdje
je opet presudnu ulogu odigrao centar simetrije, odnosno mjesto na kojem se on
nalazi.

. Oba igraca mogu pobijediti 1 u simetriji D,. Igrali smo igru sparivanja na tri grafa.

Na jednom je pobijedio prvi, a na druga dva drugi. Tamo gdje je pobjednik bio prvi,
centar simetrije se ponovno nalazio na polovistu brida. U druga dva grafa, centar
simetrije se nalazio u srediStu srediSnjeg Sesterokuta.

Odigrali smo Cetiri igre koje pripadaju simetriji D;. Na jednom grafu pobjednik je
uvijek drugi, dok je na ostalima prvi. Prva igra koju smo odigrali je bila veoma
jednostavna. Svojim prvim potezom, prvi igra€ je razbio igru na dva jednaka dijela i
mogao je koristiti kradu strategije. Za preostale igre formuliramo samo slutnje jer ne
mozemo tvrditi je to uvijek tako . U drugoj odigranoj igri, os refleksije je sjekla dva
brida 1 pobjednik je bio drugi igra¢. Os simetrije je u trecoj igri prolazila kroz dva
vrha i pobjednik je bio prvi (za razliku od dosada spomenutih igra). Na kraju smo
napravili igru u kojoj os simetrije prolazi kroz jedan vrh i jedan brid. Pobjednik je
ponovno bio prvi igrac.

40
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6. Simetrija C; ima samo rotaciju za 360° 1 ona nam nije toliko zanimljiva. Odigrali
smo jednu igru 1 vidjeli da je pobjednik prvi igrac.

7. Drugiigrac je bio pobjednik na dva grafa simetrije D; koja smo odigrali. Na jednom
grafu je centar simetrije bio u srediStu Sesterokuta, a na drugom se centar simetrije
nalazio u vrhu u kojem su spojena tri Sesterokuta. Na samom kraju smo naveli dva
grafa koja pripadaju simetriji Cs, ali njih nismo analizirali.

Rezimirajuci sve navedeno, primjecujemo da je dovoljno gledati samo mjesto na kojem
se nalazi centar simetrije. Ako je on na polovistu brida, pobjednik je prvi igra¢ koji je na
potezu. Ako je u srediStu Sesterokuta, pobjeduje drugi igrac koji je na potezu.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu pronasli smo pobjednicke strategije za neke oblike heksagonal-
nih Zivotinja. Na pocCetku smo naveli osnovne pojmove vezane uz teoriju kombinatornih
igara 1 teoriju grafova koji su nam bili potrebni za razradu teme. Nakon toga smo naveli
neke oblike heksagonalnih Zivotinja na kojima ¢emo raditi sparivanje i objasnili razliku
izmedu simetrija C; 1 D;, i = 1,2,3,6. Posljednje poglavlje posveceno je analizi nekih
simetrija. Najprije smo odigrali igru sparivanja na lan¢anim poliheksima. Vidjeli smo da
pobjednik moze biti i prvi i drugi igrac, ovisno o tome je li lan¢ana heksagonalna Zivotinja
sastavljena od parnog ili neparnog broja Sesterokuta. Nakon toga smo analizirali simetrije
Cs 1 Dg 1 vidjeli da na njima uvijek pobjeduje samo drugi igraC. Simetrije C, 1 D, imaju
pobjednicke strategije za oba igraca. Analizu simetrije D; smo dosta opseZno napravili i
pokazali da pobjednik moze biti bilo koji igrac. Simetrija C nije pretjerano zanimljiva pa
smo odigrali samo jednu igru i vidjeli da je pobjednik prvi. Grafovi simetrije D3, na kojima
smo igrali igru sparivanja, donose pobjedu drugom igracu. Za simetriju C; smo naveli dva
grafa, ali nismo igrali igru sparivanja jer je poprilicno komplicirano. Nakon svega, dosli
smo do zakljucka. U igra u kojoj se centar simetrije nalazio u srediStu srediSnjeg Sestero-
kuta, pobjednik je uvijek bio drugi igra€. Ako je centar simetrije na polovistu nekog brida,
pobjednik je uvijek prvi igrac.



Summary

In this graduate thesis we found winning strategies for some forms of hexagonal animals.
At the beginning, we have provided the basic concepts of combinatorial game theory and
theory of graphs which was necessary for analysing the thesis. After that, we pointed
out some forms of hexagonal animals on which we will make matching games and we
explained the difference between symmetries C; and D;, i = 1,2, 3, 6. The last chapter was
dedicated to analysis of some symmetries. First, we played matching game on the chain
polihexes. We have seen that the winner may be the first or the second player, depending on
whether the chain hexagonal animal is made up of even or odd number of hexagons. After
that, we analyzed symmetries Cg and D¢ and saw that always wins only the second player.
Symmetries C, and D, have winning strategies for both players. We made analysis of
symmetry D; quite extensively and showed that the winner can be any player. Symmetry
C, is not very interesting, so we played only one game and saw that the winner is first
player. Graphs of symmetry D3, on which we played matching game, give victory to the
second player. For symmetry C3 we pointed out two graphs, but we didn’t played matching
game because it is quite complicated. After all that, we came to a conclusion. In a game
in which center of symmetry is located in the center of the central hexagon, the winner is
always the second player. If the center of symmetry is at midpoint of an edge, the winner
is always the first player.
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