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Uvod

Nizovi i redovi te njihova konvergencija jedno su od najvaznijih podru¢ja matematicke
analize s mnogim primjenama u ostalim podru¢jima matematike. Kada se spominju nizovi
1 redovi, najcesce se govori o nizovima i redovima realnih brojeva. Medutim, vrlo koristan
koncept u analizi su nizovi 1 redovi funkcija. Upravo zbog toga, cilj ovog rada je detaljnije
prouciti nizove 1 redove funkcija. Dakle, proucit cemo konvergenciju te svojstva nizova
i redova sloZenijih oblika, funkcija, ¢iju je definiciju 1923. godine dao Edouard Jean-
Baptiste.

Nizovima i redovima bavili su se vec i stari Grei pokuSavajuci rijeSiti neke prakticne
probleme kao Sto je izraCunavanje povrsSine kruga. Buduci da do kona¢nog rjeSenja nisu
mogli do¢i u kona¢no mnogo koraka u matematiku su uveli pojmove konvergencije i limesa
niza. Definiciju limesa funkcija, kao 1 oznake lim i lim,_,,,, postavio je Weierstrass.

Sve do razvoja derivabilnog racuna nije bilo znacajnijih rezultata o konvergenciji i li-
mesu niza, a definiciju konvergencije kakvu poznajemo danas moZemo zahvaliti mate-
maticarima 19. stoljeca Gaussu, Bolzanu 1 posebice Cauchyju. Augustin Louis Cauchy
prvi je precizno proucio pojam konvergencije odnosno limesa i tako opravdao otprije poz-
nate koncepte derivacija, integrala, neprekidnih funkcija i redova.

Ovaj rad prvenstveno se bavi nizovima i redovima funkcija te njihovim svojstvima, a
narocito konvergencijom kao najvaznijim svojstvom. Kako bi teoremi i primjeri vezani uz
nizove 1 redove funkcija bili u potpunosti razumljivi, najprije navodimo osnovne defini-
cije 1 teoreme o nizovima i redovima realnih brojeva. Nakon toga slijedi poglavlje Nizovi
funkcija u kojem su detaljnije, kroz nekoliko primjera, proucene dvije vrste konvergencije,
konvergencija po to¢kama i uniformna konvergencija.

Nadalje, navodimo neke vaZnije testove uniformne konvergencije redova funkcija kao
1 neka svojstva redova funkcija.

Na kraju se bavimo specijalnim oblicima redova funkcija, redovima potencija. Dana
je definicija te osnovni pojmovi i svojstva vezani uz radijus konvergencija, kao i1 svojstva i
aritmeticke operacije s redovima potencija. Takoder, definirani su i Taylorovi redovi, koji
omogucuju racunanje vrijednosti elementarnih funkcija.

Zahvaljujem se mentorici dr. sc. Ljiljani Arambasi¢ za pomoc¢ pri pisanju ovog diplom-
skog rada.



Poglavlje 1

Nizovi 1 redovi realnih brojeva

1.1 Definicija i osnovna svojstva nizova realnih brojeva

Niz realnih brojeva je funkcija a : N — R. Niz obi¢no pisemo kao (a,), gdje je a, = a(n)
zan € N. KaZzemo da je a, n-ti ¢lan niza, n € N. Umjesto (a,) ponekad ¢emo pisati (a,),cxn
ili (a,), -

Definicija 1.1.1. Neka je (a,) niz u R. KaZemo da je niz (a,):
(a) rastuéi, ako je a, < a,, za sve n € N,
(b) strogo rastuci, ako je a, < a,, za sve n € N,
(c) padajuci, ako je a, > a,,, za sve n € N,
(d) strogo padajuéi, ako je a, > a,.\ za sve n € N,
(e) monoton, ako je rastuci ili padajuci,
(f) strogo monoton, ako je strogo rastuci ili strogo padajuci,
(h) ogranicen odozgo, ako postoji M € R tako da je a, < M za svakin € N,
(i) ogranicen odozdo, ako postoji m € R tako da je a, > m za sve n € N,

(j) ogranicen, ako je ogranicen odozdo i odozgo, tj. ako postoje realni brojevi m i M
takvi da je m < a, < M za svaki n.

Zaniz b : N — R kazemo da je podniz niza a : N — R, ako postoji strogo rastuéi niz
puN takav daje b = ao p, odnosno b, = a,, za sve n € N.
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Kazemo da niz (a,) realnih brojeva konvergira ili teZi prema realnom broju a ako za
svaki € > 0 postoji prirodan broj n, takav da za svaki n > ny vrijedi a, € {(a — &,a + &).

Broj a zovemo grani¢na vrijednost ili limes niza (a,) i piSemo

a = lim a,. (1.1)
n—00
Prema tome, kakvu god proizvoljnu simetri¢nu okolinu {a — &, a + &) izaberemo oko broja
a, postojat ¢e ny € N tako da se svi Clanovi niza nakon a,, nalaze u toj okolini. Dakle, svi
¢lanovi niza (a,), osim moZzda kona¢no mnogo ¢lanova, nalazit ée se u okolini {(a — €, a + &).
Simbolicki, konvergenciju niza moZemo zapisati i na sljedeci nacin:

Ve>0) AN eN)(VneN)(n>N) = (la, —a| < &).

Za niz (a,) koji ima limes a € R kaZzemo da je konvergentan. U protivhom, niz je
divergentan. Na primjer, niz a, = 25 je konvergentan i njegov limes je I, dok je niz
a, = (—1)" divergentan.

U sljedeé¢im tvrdnjama prisjetit cemo se osnovnih svojstava konvergentnih nizova.

Teorem 1.1.2. (a) Svaki konvergentan niz u R ima samo jednu grani¢nu vrijednost.
(b) Svaki konvergentan niz u R je ogranicen. Obrat ne vrijedi.
(c) Svaki ogranicen i monoton niz u R je konvergentan.

(d) Svaki podniz konvergentnog niza u R i sam je konvergentan i ima istu granic¢nu vri-
Jjednost kao i niz.

(e) Ako su (a,) i (b,) konvergentni nizovi, te ako postoji ny € N tako da je a, < b, za
svaki n > ng tada je lim,_,, a, < lim,_,«, b,.

(f) (Teorem o sendvicu) Ako su nizovi (a,), (b,) i (c,) takvi da je a, < c, < b, za svaki
n € N veci od nekog ny € N te ako vrijedi lim,_,, a, = lim,_,., b, = L tada je niz (c,)
konvergentan i vrijedi lim,_,, ¢, = L.

Uocimo da ograniCenost niza nije dovoljna za konvergenciju niza. Pogledajmo, na
primjer, gore spomenuti niz a, = (—1)". Taj niz je ogranicen s 1 i —1, no nije konvergen-
tan. Nadalje, monotonost nije nuzZna za konvergenciju niza. Na primjer, niz zadan s %
konvergira k 0, ali nije monoton.

Nakon $to smo definirali §to je to konvergentan niz, vidjet ¢emo koji su nuZni i dovoljni
uvjeti za konvergenciju niza. Sljedeca karakterizacija je korisna jer omoguduje ispitivanje
konvergencije niza i u situaciji kada ne znamo kandidata za limes. Prisjetimo se najprije
definicije Cauchyjevog niza.
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Kazemo da je niz (a,) realnih brojeva Cauchyjevﬂ niz ako za svaki € > 0 postoji
prirodan broj n, takav da za sve n,m € N, n,m > n, vrijedi

la, —a,| < e. (1.2)
Teorem 1.1.3. Niz realnih brojeva je konvergentan ako i samo ako je Cauchyjev.

Dokaz. Neka je (a,) konvergentan niz i a = lim,,_,, a,, to jest,
(Ve > 0) (An, € N) (Vn € N) ((n > 1) = (|a,, —dl < g)) (1.3)
Tada za sve n,m > n, vrijedi

e
la, — an| < la, —al+|a—ayl < 2+2 =g,
Dakle uvjet (1.3) je nuZan.

Obratno, neka je (a,) Cauchyjev niz. PokaZimo najprije da je taj niz ogranicen. Iz
za ¢ = 1 slijedi da postoji n; € N takav da za sve n,m > n; vrijedi |a, — a,,| < 1, odakle, za
n > n; imamo

] <

a — an1+1| + an1+l| .

1+

OznaCimo li M = max{|a1| U 17 an,+1|} ,tada je |a,| < M zasve n € N.

Neka je (apn) konvergentan podniz od (a,) i a = lim,_a,,. Pokazimo da vrijedi

a = lim, a,. Uzmimo proizvoljan £ > 0. 1z konvergencije podniza (ap”) slijedi da postoji

((n >n,) = (|apn —a| < g))

Bududi da je niz (a,) Cauchyjev, postoji n, € N takav da

((nm > ”8) — (|an —a,| < g))

Ako je n, = max {ns, ng} tada za n > n,, zbog p, > n slijedi

n, € N takav da je

e &
a,,—apn|+|apn—a|<§+5—e,

la, —a| <

to jest, a = lim,,_,, a,. O

1Augustin Louis Cauchy (Pariz, 21. kolovoza 1789. - Sceaux, 23. svibnja 1857.), francuski matematicar.
Bio je jedan od prvih koji je matematicki strogo zasnovao i razvijao infinitezimalni racun.
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1.2 Redovi realnih brojeva

Neka je zadan niz (a,) realnih brojeva. Pomocu niza (a,) definiramo novi niz (s,) na
sljedeci naCin

S1 = d

S» =a; +a

s3=a;+ay+as

Opcenito, n-ti ¢lan niza (s,) definiramo kao zboj prvih n ¢lanova niza a,, odnosno

S, = a; +a, +az + --- + a,. Uredeni par nizova brojeva ((a,), (s,)) nazivamo redom
brojeva.

Broj a, zovemo opéim ili n-tim ¢lanom reda, dok s, nazivamo n-tom parcijalnom

sumom reda. Umjesto zapisa reda kao uredenog para nizova ((a,), (s,)), ceS¢e koristimo
oznaku

(o)
Zan i a+---+a,+ap+---.
n=1

Primjer 1.2.1. Navedimo nekoliko primjera:

(a) Neka je dan niz a, = n prirodnih brojeva.
Pripadniredje Y5 i n=1+2+3+ ---+n+---.

(b) Neka je dan niz s op¢im clanom a, = rll

Pripadniredjez;'f:l%:1+%+%+~--+ +...

1
(c) Neka je dan niz s opéim clanom a,, = (=1)".

Pripadniredje Y (=1 = =1+ 1—=1+---+(=1)"+---.

Definirajuéi red brojeva ., a, zapravo smo ¢lanove niza (a,) povezali znakom zbra-
janja. Primijetimo da se ovdje radi o zbrajanju beskonacno mnogo ¢lanova nekog niza.
Upravo zbog toga, promatramo niz parcijalnih suma (s,) ¢ije clanove dobivamo zbrajajuci
prvih n ¢lanova niza.

Kazemo da je red ), a, konvergentan ako je konvergentan niz njegovih parcijalnih
suma (s,), tj. ako postoji s = lim,_,, 5,. Ako je red konvergentan, onda broj s = lim,,_,, $,
nazivamo zbrojem ili sumom reda i piSemo

s = ian. (1.4)
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Zared ), a, kazemo da je divergentan ako je divergentan niz njegovih parcijalnih
suma (s,). Kazemo da red },’, a, divergira prema co ako je lim, . s, = oo i piSemo
Yoy a, = oo, dok red Y, a, divergira prema —oco ako je lim,. s, = —oo i piSemo
Dt Gy = —00.

Primjer 1.2.2. Ispitajmo konvergenciju nekoliko danih redova:

1. Provjerimo konvergenciju reda 3% | —

n(n+2)"°
PrikaZimo opci ¢lan reda a, = m kao zbroj parcijalnih razlomaka:
1 A B
=—+ .
nn+2) n n+?2
Slijedi da je
1 _A(n+2)+Bn _ (A+Bn+2A
nn+2)  an+2)  nn+2)

pa dobivamo da je A+ B = 012A =1, Cije rjeSenje je A =
¢lan moZemo zapisati kao

%, B = —%. Dakle, opci

! 1(l— ! ) (1.5)

=+ 2\n n+2

Zbrajanjem prvih n ¢lanova niza (a,) dobivamo

1 1 1y 3 11
4 2n+1) 2n+2)

Sada je

3 1 1
lim s, = lim

3
o nﬁm(Z T 2n+1) 2n +2)) T4 (1.6)

00 1 3

i zakljucujemo da red konvergira i da je 3., 75 = 1

2. Zared Y, (1) vrijedi

0, ako je n paran,
Sp =
—1, ako je n neparan.

Buduci da je niz (s,) parcijalnih suma divergentan, slijedi da je i red Y, ,(-1)"
divergentan.

Navedimo jedan jednostavni kriterij pomocu kojeg mozemo utvrditi da neki red ne
konvergira.
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Teorem 1.2.3. NuZan uvjet konvergencije reda 3., a, je lim,_,. a, = 0.

Dokaz. Neka je Y., a, konvergentan i neka je s njegova suma, te (s,) pripadni niz parci-

jalnih suma. Tada je lim,_., s, = s 1, takoder, lim,_,, s,-; = s. Kako je a, = s, — 5,1, tada
je
lima, = lim (s, — $,-1) = lim s, — lim s5,_.; = s— s =0.
n—0oo n—00 n—oo n—o00
O

Prethodni uvjet nije i dovoljan za konvergenciju reda, to jest, ako za neki red vrijedi
lim, . a, = 0, to joS uvijek ne znaci da je on konvergentan. Sljedeci teorem upravo nam
daje jedan takav primjer.

Teorem 1.2.4. Harmonijski red ., , ,ll divergira.

Dokaz. Promotrimo parcijalne sume s,¢, kK € N. Vrijedi

1 I 1 I 1 1 1
sy =1l+|=]|+[=+-=-|+|=+=-+=+=
2 3 4 5 6 7 8

+

1 1 1 k
=l4+-+-+-+ —=14+=
2 2 2 2 2
Prema tome, sy > 1 + % za svaki k € N, pa harmonijski red divergira. O

Ocito, harmonijski niz zadovoljava nuZan uvjet konvergencije, tj. lim,_,q % = 0. Pri-
sjetimo se nekoliko poznatih redova.

1. Geometrijski red je red ), a, Ciji ¢lanovi ¢ine geometrijski niz (a,), to jest, takav
da postoji g € R \ {0} tako da je a,,; = a,q za svaki n € N.
Prouc¢imo konvergenciju geometrijskog reda. Suma prvih n ¢lanova geometrijskog
niza (a,) 1znosi

a ]1__q , akojeq# 1;
Sp = i .
na;, akojeg=1.
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Kako je lim, ., ¢" =0za|g| < 1,toje

1-4q" a

(1.7)

lim 5, = lim = .

n—>oos n—>ooa1 l—q l—q
Zaq > 1izaqg < —1niz (¢") je divergentan, pa je stoga i (s,) divergentan. Za g = 1
vrijedi lim,,_,, 5, = lim,_,,, na, $to je jednako oo ili —co (ovisno o a,), pa je i u tom
slucaju geometrijski red )" | a, divergentan.

* L, pri¢emuje p € R. Uslu€ajup = 1

n=1 pr

2. Poopceni harmonijski red je red oblika },
dobivamo harmonijski red.

Pokazuje se da poopcéeni harmonijski red konvergira kada je p > 1, a divergira za
p<1l

U daljnjem tekstu navest cemo nekoliko kriterija pomocu kojih mozemo ispitati konver-
genciju redova s pozitivnim ¢lanovima. Pritom, za red ) a,, kaZemo da je red s pozitivnim
¢lanovima ako je a, > 0 za svakin € N.

Teorem 1.2.5. (Kriterij usporedivanja redova) Neka su ., a, i Y., ", b, redovi s pozitiv-
nim ¢lanovima, te neka postoji realan broj ¢ > 0 tako da je a,, < cb, za svaki n € N. Tada
vrijedi:

1. Ako red Y, | b, konvergira, onda konvergira i red Y., | a, te vrijedi
Dt Gn € 20t by
2. Ako red ), | a, divergira, onda divergira ired )., | b,.

Teorem 1.2.6. Neka su Y, a, i >, b, redovi sa strogo pozitivnim ¢lanovima i neka
postoji lim,_,, 2 # 0. Tada ili oba reda konvergiraju ili oba divergiraju.

Teorem 1.2.7. (Leibnizov kriterij) Neka je (a,) niz pozitivnih realnih brojeva takvih da
(a) postoji m € N takav da je a,,; < a, za sve n > m,
(b) lim, a, = 0.

Tada red Y (—1)"a, konvergira.

Teorem 1.2.8. (D’Alembertov kriterij). Neka je ..., a, red sa strogo pozitivnim clanovima,

te neka je
. ap+l
lim

=q. (1.8)

n—o0 an

1. Ako je g < 1, red Y, a, je konvergentan.
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2. Ako je g > 1, red ), a, je divergentan.

Teorem 1.2.9. (Cauchyjev kriterij) Neka je Y, a, red sa strogo pozitivnim ¢lanovima, te
neka je

lim a, = q. (1.9)

1. Akoje g <1, red . a, je konvergentan.

2. Akojeq>1,red ., a,je divergentan.

Teorem 1.2.10. (Raabeov kriterij) Neka je ., , a, red sa strogo pozitivnim ¢lanovima, te
neka je

hmn(% —Q:q. (1.10)

n—eo \dpq|
1. Ako je g > 1, red Y, | a, je konvergentan.
2. Ako je q < 1, red ), | a, je divergentan.

Primjer 1.2.11. Ispitajmo konvergenciju sljedecih redova uz pomo¢ prethodno navedenih
kriterija.

1. Iz primjera (1) znamo da je red Y, | m konvergentan i da njegova suma

iznosi %. Sada cemo vidjeti da se konvergencija ovog reda moZe ispitati usporedujuci
ga s poopcenim harmonijskim redom.

Opci ¢lan danog reda je a, = @ Za velike vrijednosti broja n, broj n + 2 se
ponasa slicno kao i broj n. Stoga za velike n-ove vrijedi

1 1 |

nn+2) n-n n?

Dakle, konvergenciju danog reda mogli bismo utvrditi usporedujuci ga s poopcenim
harmonijskim redom 3, n% za koji znamo da konvergira. Opci ¢lan ovog reda je
b, = niz Uocimo da je

1 1
< —_—
nn+2) n?

=b, neN, (1.11)

an

iz Cega, zbog konvergencije reda Y, | b,, po teoremu o usporedivanju redova, slijedi

da je danired Y, , n(++2> konvergentan.
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2. Zared 3, 5; racunamo
(n+1) 3
TS S T . 2" (n+1)y 1 1
’}1_)1’1'010 a, - 31—{1; ﬁ - ll—{g n3 . 2n+1 5,}1_)00(1 + ) - 5 1

2"

Prema tome, red konvergira prema D’Alembertovom kriteriju. Do istog rezultata
dolazimo primjenom Cauchyjevog kriterija. Zaista,

n 3 { 3 1
lim /@, = lim ;i = lim (‘/2’_’) -5 <1L, (1.12)

pa red konvergira i prema Cauchyjevom kriteriju.

Prethodni kriteriji su se odnosili na redove s pozitivnim ¢lanovima. Zbog pozitiv-
nosti njihovih ¢lanova, bitno je naglasiti da je niz parcijalnih suma redova s pozitivhim
¢lanovima rastuéi niz. Za njihovu konvergenciju dovoljno je pokazati da je taj niz omeden.
No, ako promatramo niz ¢iji svi ¢lanovi nisu pozitivni, situacija je sloZenija.

Pretpostavimo da dani red ima beskona¢no mnogo pozitivnih i beskonaéno mnogo ne-
gativnih ¢lanova. Uz svaki takav red povezujemo red ¢iji su ¢lanovi jednaki apsolutnim
vrijednostima ¢lanova zadanog niza.

Dakle, zadanom redu ", a, pridruZen je red apsolutnih vrijednosti ), |a,l. Zelimo
ispitati odnos konvergencije tih dvaju redova.

Ako red )7, |a,| konvergira, tada kaZzemo da red ), , a, apsolutno konvergira. Pri-
mjer takvog red je red

1 1 1
Z< R R R T

jer je

(o)

2

n=

SN
;5: -2

0=

Teorem 1.2.12. Ako red ., , |a,| konvergira, tada red },, | a, konvergira.

Dokaz. Neka je s; k-ta parcijalna sumareda ), a,. Prema nejednakosti trokuta, za svaki

k € N vrijedi
k

=Dl < 5= zk]an < Zk] . (1.13)
n=1 n=1 n=1

Kako (Z',‘,zl |an|)k konvergira po pretpostavci, prema teoremu o sendvicu slijedi da i (si)x
konvergira. |
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Obrat prethodnog teorema ne vrijedi. Na primjer, ), % konvergira, ali ) ", % di-

vergira. Akored ) | a, konvergira, alired } ;| |a,| divergira, tada kazemo dared ;. , a,
uvjetno konvergira.



Poglavlje 2

Nizovi funkcija

Osim nizova realnih brojeva koje smo definirali u prethodnom poglavlju, moZemo proma-
trati 1 nizove funkcija. U ovom slu¢aju moci ¢emo promatrati nekoliko vrsta konvergencije,
a to su konvergencija po tockama i uniformna konvergencija.

Neka je S € R. Oznaimo s RS skup svih funkcija iz S u R. Niz funkcija je svaka
funkcija f : N — RS pri ¢emu je f(n) = f, : S — R. Funkcija f, je n-ti ¢lan niza. Niz
funkcija oznaCavamo s (f,) ili fi, f2, f3s -+« s fus - o

2.1 Konvergencija po toCkama

Konvergencija po tockama (koja se Cesto naziva i obi¢na konvergencija) definira konver-
genciju funkcija u smislu konvergencije funkcijskih vrijednosti u svakoj pojedinoj tocki
danog skupa.

Neka je S € R. Ako je (f,) niz funkcija na S i ako niz brojeva (f,(x)) konvergira
za svaki x iz nekog podskupa A od S, tada kaZzemo da niz funkcija (f,) konvergira po
tockama (ili obi¢no) na A prema funkciji f definiranoj kao

f(x) = 1lim f,(x), xe€A. (2.1)

Primjer 2.1.1. Na sljedecoj slici promotrimo grafove funkcija f,(x) = x"e™, x >0, n > 1.

12
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Standardnom provjerom se pokaZe da je | f,(x)| < e™" za svaki x > 0 odakle je lim,_,, f,(x) =
0 za svaki x > 0. U tom je slucaju funkcija kojoj niz funkcija konvergira po tockama jed-
naka nuli na [0, o).

Primjer 2.1.2. Ispitajmo konvergenciju sljedecih nekoliko nizova funkcija:
1. Funkcije f,(x) = (1 — n%)%, n > 1 definiraju niz na D = (—oo, 1]. Lako se vidi da je
oo, akoje x <0,

lim f,(x) =31, akojex=0,
0, akojeO<x<1.

Stoga, (f,) konvergira po tockama na S = [0, 1] prema funkciji definiranoj s

1, akojex=0,
Flx) = 7
0, akojeO<x<1.

2. Neka je (f,) niz funkcija na R definiranih s f,(x) = nx. Tada je lim,_, f,(x) =
lim,,_,o, nx = oo za svaki x > 0, pa ovaj niz ne konvergira.

3. Neka je (f,) niz funkcija na R definiranih s f,(x) = 2. Ovaj niz konvergira po tockama
prema nulfunkciji na R jer je lim, o fo(x) = lim, o = = 0 za svaki x € R.

Iz sljedeceg primjera zaklju¢ujemo da konvergencija po to¢kama ne ¢uva neprekidnost.

Primjer 2.1.3. Niz funkcija definiranih s f,(x) = x** konvergira po tockama funkciji f :
[-1,1] » Rna [-1, 1], gdje je

1, akojex=-1ilix=1,
f(X)={

0, inace.

Pogledajmo sljedecu sliku.
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Kako bismo vidjeli da je to doista tako, uzmimo najprije x € (=1, 1). Tadaje 0 < x* < 1.
Buduci da je |x2" -0| = (xz)n — 0 kada n — oo, stoga je lim,_,, f,(x) = 0. Kada je x = 1
ili x = —1, tada je x** = 1 za sve n i lim f,(x) = 1. OCito su sve funkcije f, neprekidne, dok
f ima prekide u 1i —1.

U sljedecem primjeru pokazimo da konvergencija po tockama ne cuva omedenost.

Primjer 2.1.4. Neka je f, : (0,1) — R funkcija definirana s f,(x) = —=. Tada za x # 0
vrijedi

1

l’l—)oox+_
n

lim f,(x) = lim =-.
n—oo X

Dakle, niz (f,,) konvergira po tockama prema funkciji f : (0,1) — R definiranoj s f(x) = %

Buduci da je |f,(x)| < n za svaki x € (0, 1), to je svaka funkcija f, omedena na (0, 1), no
funkcija f nije.

Sljedeca napomena daje nam alternativnu definiciju konvergencije niza funkcija po
toCkama, a slijedi direktno iz definicije konvergencije nizova realnih brojeva.

Napomena 2.1.5. Neka su f, : S - R, n e N, i f : S — R funkcije. Tada niz (f,)
konvergira po tockama prema funkciji f ako i samo ako za svaki x € S i svaki € > 0 postoji
N € N tako da je

Ifu(x) = f)l <&, VYnzN. (2.2)

2.2 Uniformna konvergencija

Definicija 2.2.1. Nekasu f, : S > R, neN,if:S — R funkcije. KaZemo da niz funkcija
(f,) konvergira uniformno prema funkciji f ako za svaki € > 0 postoji N € N tako da je

Ifn(x) = f(Ol <&, VYxeS, VYn=N. (2.3)

Sljedeca slika geometrijski interpretira izraz |f,(x) — f(x)| < € na segmentu [a, b] .
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f+e

fn

f—e

| |
] f

a b

v

Razlika izmedu konvergencije po tockama i uniformne konvergencije je u tome Sto kod
konvergencije po tockama konvergencija funkcije f, prema f moZe varirati po brzini u
svakoj od toc¢aka skupa S. Kod uniformne konvergencije je brzina pribliZzno jednaka u svim
toCkama skupa S. Navedimo sljedecu ocitu tvrdnju.

Propozicija 2.2.2. Ako niz funkcija (f,) konvergira uniformno prema funkciji f, onda ko-
nvergira i po tockama prema f. Obrat ne vrijedi.

Primjer 2.2.3. Pogledajmo funkcije zadane s f,(x) = x*,x € [-1,1]. U primjeru 2.1.3.
vidjeli smo da niz funkcija (f,) konvergira po tockama na [—1, 1]. PokaZimo da ovaj niz ne
konvergira uniformno.

Pretpostavimo da niz (f,) konvergira uniformno. Kako (f,) konvergira po tockama
prema nulfunkciji, to je i f, uniformni limes od f,, jednak nulfunkciji. Tada za & = %
postoji N € N takav da je x*" = |x2” - O| < % za sve x € (—=1,1) i sve n > N. Posebno, za

_ 1 ST
Xp =1—5-,n> N vrijedi

2n
Kako je lim,_,, (1 - ﬁ) = e\, slijedi é < % sto je kontradikcija.

Za omedene funkcije koristiti cemo malo apstraktniji nacin kako bismo definirali uni-
formnu konvergenciju. Za takve funkcije uvodimo pojam uniformne norme.
Nekaje f : S — R omedena funkcija. Uniformna norma od f se definira kao

Al = sup{lf(x)] : x € S}.
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Lema 2.2.4. Ako su g,h : S — R tada vrijedi
llg +All < ligll + llAll i lighll < liglllIAll. (2.4)
Dokaz. Po definiciji uniformne norme slijedi

llg + All = sup {|g(x) + A(x)| : x € S}
< sup {lg(O)| + |a(x)| : x € S}
<sup{lg(x)|: xe S} +sup{lh(x):xeS}
= lgll + [I7l] .
Sli¢no,
llghll = sup {lg(x)A(x)| : x € S}
< sup {|lg(x)| |A(x)| : x € S}

<supflg(x)| : x€ S} -sup{lh(x)|: xS}
= lIgll - [l

O

Definiciju 2.2.1 sada moZemo iskazati i u terminima uniformne norme: niz omedenih
funkcija f, : S — R konvergira uniformno prema funkciji f : § — R ako je

lim [If, = fll = 0. (2.5)

Drugim rije¢ima, (f,,) konvergira uniformno prema f na skupu S ako za svaki € > 0 postoji
broj N € N tako da je
If = fll<e, VYnx=N. (2.6)

Primjer 2.2.5. Neka je f, : [0,1] — R definirana s f,(x) = ”“S:lﬂ Tvrdimo da (f,)
konvergira uniformno prema f(x) = x. Zaista,

Ifn = fII = sup{lfu(x) = (O : x € [0, 1]}

:sup{ :xe[O,l]}
= sup{

nx + sin l’l)C
- X

sin I’L)C

:x € [0, 1]}

e[Ol}

<s

:I'—‘
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Buduci da je lim, o, 1 = 0, slijedi lim, ., ||, - Il = 0.

Primjer 2.2.6. Niz funkcija definiranih s f,(x) = x"e™, n > 1 konvergira uniformno
prema f = 0 na [0, co).

Kao sto smo vidjeli u primjeru 2.1.1 imamo ||f, — fll = |full = ¢, paje|f, — fll < &
ako je n > —loge. Za takve vrijednosti n, graf od y = f,(x),0 < x < oo, leZi u pruzi
—& <y < g x>0 sto prikazuje i sljedeca slika.

"\

A

Sljedeca definicija i teorem omogucéuju nam da ispitamo uniformnu konvergenciju bez
da odredujemo limes funkcije, analogno kao Sto smo imali kod Cauchyjevog kriterija ko-
nvergencije nizova realnih brojeva.

Definicija 2.2.7. Niz funkcija (f,), f, : S — R, je uniformno Cauchyjev na S ako za svaki
e > 0 postoji N € N tako da je

() — i) <&, VxeS, Vm,n>N. 2.7)

Teorem 2.2.8. Niz funkcija (f,), f, : S — R, konvergira uniformno na S ako i samo ako je
taj niz uniformno Cauchyjev na S.

Dokaz. Pretpostavimo da (f,) konvergira uniformno prema f naS. Za e > 0 postoji N € N
tako da je

1f2(x) = f(x)] < g VxeS, Vn>N.

Ako je m,n > N tada za svaki x € S vrijedi

e ¢
() = Ja(Ol < Ufun0) = fOOI+f () = fuD < 5+ 5 = &, (2.8)
1z Cega slijedi da je (f,,) uniformno Cauchyjev.
Obrnuto, pretpostavimo da je (f,) uniformno Cauchyjev niz. Tada je niz realnih brojeva
(f.(x)) Cauchyjev za svaki x € R, pa je zato i konvergentan.
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Definiramo f : S — R s f(x) = lim,_ f,(x). Tada (f,) konvergira po to¢kama prema
f. Kako bismo dokazali da (f,) konvergira uniformno prema f, uzmimo & > 0. Kako je
(f,) uniformno Cauchyjev moZemo uzeti N € N tako da je

|fn(x) = fu(X)] < ;, VYxeS, Vm,n>N.
Neka je n > N. Tada za svaki m > N i sve x € § vrijedi

() = FOOI < 1fa(x) = fin (O] + 1 fin(x) = f(O)] < g + | fn(x) = f(0)].

Budu¢i da niz (f,,(x)) konvergira prema f(x), za svaki x postoji neki m, > N takav da je

| () = F )| < g

Sada za sve n > N vrijedi

£(x) — )] < g | fon0) = F0)| < &. (2.9)

Zbog proizvoljnosti od x € S slijedi da (f,,) konvergira uniformno prema f. O

Sada ¢emo pokazati da uniformna konvergencija niza funkcija, za razliku od konver-
gencije po toCkama, Cuva neprekidnost i omedenost. Takoder, vidjet cemo Sto vrijedi za
svojstva integrabilnosti 1 derivabilnosti.

Teorem 2.2.9. Pretpostavimo da je f, : S — R, n € N, niz omedenih funkcija na S takvih
da niz (f,) konvergira uniformno prema funkciji f na S. Tada je funkcija f : S — R
omedena na S .

Dokaz. Neka je & = 1. Budu¢i da (f,,) uniformno konvergira k f na S, postoji N € N tako
da je
Ifu(x) = fI <1, VYxeS, Yn>N.

Uzmimo neki n > N. Tada, bududi da je f, omedena, postoji konstanta M, > 0 tako da je
|fn(x0) < M,,¥x € S. 1z toga slijedi

fOl < [f(0) = fuO + fu()] < 1+ M, VxeS, (2.10)

Sto znaci dajei f omedenanaS. m|

Prethodni rezultat mozemo koristiti 1 ovako: ako niz omedenih funkcija konvergira po
tockama k neomedenoj funkciji, tada taj niz ne konvergira uniformno.
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Primjer 2.2.10. Niz funkcija f, : (0,1) — R iz primjera 2.1.3 definiran s f,(x) = —5
ne konvergira uniformno na (0,1). Svaka funkcija f, je omedena na (0, 1), ali funkcija
f(x) = }C kojoj niz funkcija konvergira po tockama, nije omedena.

No, niz (f,) konvergira uniformno prema f na svakom intervalu [a, 1) gdje je 0 < a < 1.
Zaista, za sve n € N vrijedi

1
) — F)] = ‘

nx+1 x

1 1 1

= < — < —.
x(nx+1) nx? " na®

Sada, za proizvoljan € > 0 izaberemo N = aTlg ivrijedi |f,(x) — f(x)| < &€ za svaki x € [a, 1)
ako je n > N, Sto dokazuje da niz (f,) konvergira uniformno prema f na [a, 1).

Ocuvanje neprekidnosti jedno je od bitnih svojstava uniformne konvergencije, o ¢emu
govori sljedeci teorem.

Teorem 2.2.11. Ako niz neprekidnih funkcija f, - S — R, n € N, konvergira uniformno na
S CRprema f:S — R, tada je i f neprekidna funkcija na S.

Dokaz. Uzmimo ¢ € S 1 & > 0. Tada za svaki n € N vrijedi
1f(0) = fOl < 1f () = fuO] + [fa(x) = fu(O] + | fule) = fO].
Juol) = f0)] < 5

Iz uniformne konvergencije od (f,) slijedi da postoji ny € N tako da je
zasve x € S itada imamo
2¢e
F) = ) < [fun () = fro(0)] + =
Bududi da je f,, neprekidna u c, postoji 6 > 0 tako da je |f,,(x) — f,,o(c)| <%fzasvex€S
za koje je |x — c| < 9, Sto povlacida je [f(x) — f(c)) < ecako|x —c|<dix€S.
Time smo dokazali da je f neprekidna u ¢, a zbog proizvoljnosti od c slijedi da je f
neprekidna na S. O

2.11)

Teorem 2.2.12. Neka su dane funkcije f, : [a,b] — R, n € N. Pretpostavimo da su
sve funkcije f, integrabilne na [a, b), te da niz funkcija (f,) konvergira uniformno prema
funkciji f koja je integrabilna na intervalu [a, b). Tada vrijedi

b b
f f(x)dx = lim f fu(x)dx. (2.12)

b b
f Ja(X)dx — f f(x)dx

Dokaz. Kako je

b
< f 0 = f(0l dx
<b-allf, - fI

1lim, o || fu — fll = 0, slijedi tvrdnja teorema. m|
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Uniformna konvergencija derivabilnih funkcija, opcenito ne implicira niSta o konver-
genciji njihovih derivacija ili derivabilnosti njihovih limesa. To je upravo zbog toga Sto
vrijednosti dviju funkcija mogu biti blizu jedna drugoj, dok su vrijednosti njihovih deri-
vacija udaljene. Stoga bismo trebali postaviti jake uvjete na nizove funkcija i njihovih
derivacija kako bismo dokazali da uniformna konvergencija od f,, prema f povlaci unifor-
mnu konvergenciju od f, prema f’.

Sljedeci primjer pokazuje da limes derivacija ne mora biti jednak derivaciji limesa ¢ak
i ako niz derivabilnih funkcija konvergira uniformno i njihove derivacije konveriraju po
toCkama.

Primjer 2.2.13. Promotrimo niz funkcija (f,), f, : R = R, definiranih s

filx) = —

1 +nx?

(2.13)

Tada niz (f,) konvergira uniformno prema 0 na R. Kako bismo to pokazali napisimo

_ L (b1 .
lfn(x)l_%(rnxz)_ﬁ(l+t2)’ gdjeje t= \n|x|.

Iz (1 = £)* > 0 slijedi 2t < 1 + 1, odakle je

t

1
<=, VYrek
1+27 2
Koristeci tu nejednakost dobivamo da je
1
i)l < ——=, VxeR. (2.14)

2+n

Sada, za proizvoljni & > 0, izaberemo N = 1/(4&%). Tada je |f,(x)| < & za svaki x € R ako
je n > N, sto dokazuje da (f,) konvergira uniformno prema 0 na R. Svaka funkcija f, je
derivabilna i vrijedi
, 1 —nx?
Ja(X) = m

Iz toga slijedi da niz funkcija (f)) konvergira po tockama prema g kada n — oo, gdje je
g(x) = 0 ako je x # 0i g(x) = 1 ako je x = 0. Konvergencija nije uniformna jer g ima
prekid u 0.

(2.15)

Medutim, korisne rezultate moZemo dobiti ako postrozimo pretpostavke i zahtijevamo
da derivacije konvergiraju uniformno, a ne samo po tockama.

Teorem 2.2.14. Pretpostavimo da je (f,) niz derivabilnih funkcija f, : (a,b) — R koji kon-
vergira po tockama prema funkciji f te neka niz (f]) konvergira uniformno prema funkciji
g zaneke f,g : (a,b) — R. Tada je funkcija f derivabilna na (a,b)i f’ = g.
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Dokaz. Neka je ¢ € (a,b) 1 & > 0 proizvoljan. Kako bismo dokazali da je f'(c) = g(c),
moramo procijeniti razliku kvocijenta od f u tockama od razlike kvocijenta od f,;:

[0 1O o DSOS 5O D=5 _ o,

X—cC X—C

gdjeje x € (a,b) i x # c. Zelimo da svaki pribrojnik s desne strane nejednakosti bude manji
od £/3. To je jednostavno za drugi pribrojnik (jer je f, derivabilna u c) i za treci pribrojnik
ger f,(c) = g(c) kadan — o).

Kako bismo procijenili prvi pribrojnik, koristit cemo teorem srednje vrijednosti. Kako
je fm — fn derivabilna, teorem srednje vrijednosti povlaci da postoji 7 izmedu c 1 x tako da
je

Jn(X) = fn(€) (X = Ju(€) _ U = J)(X) = (fon = J)(©)

= fin() = fr (),

x—c xX—c x—c
odakle slijedi
Fo) = £2©) _ FiD = FiO| _yov
xX—c xX—c -

Kako (f;) konvergira uniformno, konvergencija je uniformno Cauchyjeva. Stoga, postoji
N; € N tako da je

£
<=, Vm,n>N,
3

Sto povlaci da je

Jn(X) = fu(€) — fa(x) = fulc)

X—C X—C

< g Vm.n > N, (2.16)

Ako pustimo limes kada m — oo te ako iskoristimo Cinjenicu da (f,,) konvergira po
toCkama prema f, dobivamo da je

J) = flo)  fulx) = ful©)

X—C X—C

<% vnsn,. 2.17)

— )

Nadalje, kako (f,,) konvergira prema g, postoji N, € N tako da je

< g Yn > Na. (2.18)

Uzmimo neki n > max{N;, N,}. Derivabilnost od f, povlaci da postoji 6 > 0 tako da je

w ~ fi(o)| < g akoje 0 <|x—c| <6 (2.19)
1z nejednakosti (2.17), (2.18) 1 (2.19) slijedi
'f(x) HO ol <e akoje 0<lx—cl <6,

Sto dokazuje da je f derivabilnau c1daje f'(c) = g(c).



Poglavlje 3

Redovi funkcija

3.1 Definicija i osnovni pojmovi
Neka je (f,), niz funkcija definiranih na S. Red funkcija }: f, je uredeni par nizova funk-

cija ((fu),(Sn), gdje je §,(x) = fi(x) + fo(x) + -+ + fu(x), x € S. Funkcije S, n € N,
nazivamo parcijalnim sumama. Red funkcija uobicajeno oznacavamo s

D) = A+ HE) + e+ fil) e (3.1)
n=1

Za svaki pojedini x, € S dobivamo pripadni red brojeva >, f,(xo).

Primjer 3.1.1. Neka je zadan niz funkcija f : (0, 00y — R, n € N formulom f,(x) = In" x,
n € N. Ovim nizom definiran je red funkcija

an(x) = Zln” x, x€{0,00). (3.2)
n=1 n=1

Za konkretni x dobivamo red realnih brojeva. Na primjer, za x = 2 dobivamo red

i Jn(2) = i In"2. (3.3)
n=1 n=1

U prvom poglavlju definirali smo sumu reda realnih brojeva kao limes niza njegovih
parcijalnih suma. Istu definiciju moZemo primijeniti i na redove funkcija, iz Cega slijedi
sljedeca definicija.

Definicija 3.1.2. Neka je (f,) niz funkcija f, : S — R i neka je (S,) niz parcijalnih suma
S»:S — R. Tada red funkcija ¥, fn

22
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(a) konvergira po tockama k funkciji S : S — R, ako niz (S,) konvergira po tockama k
Snas,

(b) konvergira uniformno k funkciji S na S, ako niz (S ,) konvergira uniformno k S na
S.

Primjer 3.1.3. Geometrijski red

DX =lhx+ e (3.4)
n=0
ima parcijalnu sumu
n 1= xn+1
Su(x)= > = . x# 1 (3.5)
e 1-x

Ako je |x| < 1 tada lim,_,, S ,(x) = 1Tlx Ako je |x| > 1, tada (S ,(x)), divergira. Odavde
slijedida ), x" = ﬁ konvergira po tockama na (-1, 1).

Kako funkcija x — ]1: nije omedena na (—1, 1), iz teorema 2.4.1 slijedi da konvergen-
cija nije uniformna. No, red konvergira uniformno na [—r,r] za svaki 0 < r < 1. Kako
bismo to pokazali uzmimo |x| < r. Tada je

1 n+l rn+1
Sa(x) = 7= ‘_le <

xl 1—-x"1-=r
Kako je lim,,_,q, ’;—:: = 0, za proizvoljni € > 0 postoji N € N, ovisan samo o € i r, tako da
0< ’;—H < g za svakin > N. Iz toga slijedi da je

-r

n

1
ZXk_ 1-x

k=0

<g Vxel[-rr], VYn>N,

sto dokazuje da red konvergira uniformno na [—r, r].

3.2 Testovi uniformne konvergencije redova funkcija

Cauchyjev test uniformne konvergencije

Teorem 3.2.1. Neka je (f,), f, : S — R niz funkcija. Red Y., f, konvergira uniformno na
S ako i samo ako za svaki € > 0 postoji N € N tako da je

Zn: Ji(x)

k=m+1

<g VYxeS, Vn>m>N. (3.6)
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Dokaz. Neka je )
Su(x) = Y il®) = filx) + fr(0) + o+ fu(0).
k=1
Prema Cauchyjevom kriteriju uniformne konvergencije niz (S ,), aondaired ), , f,, kon-
vergira uniformno ako i samo ako za svaki € > 0 postoji N € N tako da je
IS,(x)=S,.x)|<e, VxeS§, Vn,m>N.
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je n > m. Tada je

Sn(xX) = Sm(X) = fine1 () + frnr2(X) + - + fu(x) = Z Jie(x), (3.7

k=m+1
1z Cega slijedi tvrdnja teorema. O

Teorem 3.2.1 dovodi nas odmah do sljedeceg vrlo vaznog testa za uniformnu konver-
genciju redova funkcija.

Weierstrassov test uniformne konvergencije

Teorem 3.2.2. Neka je (f,), f, : S — R, niz funkcija takav da za svaki n € N postoji
konstanta M,, > 0 tako da je |f,(x)| < M, za svaki x € S, pri Cemu je },," | M,, < oo. Tada
Yovey fu konvergira uniformno na S .

Dokaz. Neka je € > 0. Promatrajuéi red brojeva ., M, kao red konstantnih funkcija,
prema prethodnom teoremu postoji N € N tako da vrijedi

Z M, <¢e, ¥Yn>m>N.

k=m+1

Tada za sve n > m > N, vrijedi

D h@ < Y I Y Mi<e, Vxes. (3.8)
k=m+1 k=m+1 k=m+1
Prema teoremu 3.2.1. slijedi da ), f, konvergira uniformno na §. O

Primjer 3.2.3. U primjeru 3.1.3 proucavali smo geometrijski red Y., , x". Ako je |x| < r
gdje je O <r < 1, tada je

W<, Y < (3.9)
n=0
Po Weierstrassovom kriteriju, gdje je M,, = r", slijedi da geometrijski red konvergira uni-
formno na [—r, r].
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Primjer 3.2.4. Neka su funkcije f, : R — R definirane kao f,(x) = le—rﬂ Oznacimo
M, = niz Tada

ZM,,<<>0 i 10l <M, VYxeR.
n=1

00 1

Prema Weierstrassovom kriteriju red },,_ | - — konvergira uniformno.

Kazemo da red funkcija ), , f, konvergira apsolutno na S ako )., | f,| konvergira po
toCkama na S, a ako ., |f,| konvergira uniformno tada kazemo da red funkcija ', , f,
konvergira apsolutno uniformno. Pritom je |f](x) = |f(x)|, x € S.

Sljedeci teorem se odnosi na redove koji konvergiraju unifomno, ali mozda ne 1 apso-
lutno uniformno.

Dirichletov test uniformne konvergencije

Teorem 3.2.5. Neka su zadane funkcije f,,8, : S — R, n € N. Ako niz (f,) konvergira
uniformno prema O na S, te Y, (fur1 — fn) konvergira apsolutno uniformno na S i ako
postoji M > 0 tako da je

g1 + g+ +gll <M, n>x>1, (3.10)
tada red ., | fn8n konvergira uniformno na S .
Dokaz. Nekaje G, = g1 + g2 + -+ + g, 1 neka je parcijalna suma od }, f,g, dana s
H, = figi + & + - + fu&n- (3.11)
Supstitucijom gy =G11¢, =G, -G, u dobivamo
H, = fiG1 + /(G2 = G1) + - + [fu(Gy = Gyo1),
Sto moZemo zapisati i kao
H, = (/i = )G+ (= L)Ga+ -+ (fu-1 = f)Gn1 + [uGa
Oznacimo li,
Ju-1 = (i = )G1 + (o= L)Ga + - + (fu1 = [) Gt (3.12)

imamo
H,=J,+ G, VYnx>1l. (3.13)
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Tada je (J,,) niz parcijalnih suma reda
D= £10)G. (3.14)
=1

Iz (3.10) i definicije od G; imamo

m

D@ = 00| G0

J=n

, VYxeSs,

<M Y F) = ()

Jj=n

pa je

<M

D= F0G RN
J=n j=n
Pretpostavimo da je € > 0. Kako Z;’;l( fj— fi+1) konvergira apsolutno uniformno na S, tada
postoji N tako da je desna strana zadnje nejednakosti manja od € ako je m > n > N. Tada
isto vrijedi 1 za lijjevu stranu, pa prema Cauchyjevom kriteriju uniformne konvergencije
slijedi da red u (3.14) konvergira uniformno na S'.

Sada trebamo jo§ pokazati da (J,,), definiran u (3.12), konvergira prema J na S .Vraéajuci
se na (3.13) vidimo da je H, — J = J,_1 — J + f,G,.. Sada iz leme 2.2.5 i (3.10) slijedi da je
Hy = Il < -1 = ST+ NAlHIGull < 1 ney =TI+ MLl

Kako nizovi (J,-; — J) 1 (f,) konvergiraju uniformno prema 0 na §, slijedi da je

lim [|H, = J|| = 0.

Dakle, (H,) konvergira uniformno na S . |

Korolar 3.2.6. Neka su zadane funkcije f,,g, : S — R, n € N. Ako je f,.1(x) < fu(x),x €
S,n > 1, te ako niz (f,) konvergira uniformno prema QO na S i vrijedi||g, + g2 + -+ + gull <
M,n > 1, za neku konstantu M, tada red ., fug. konvergira uniformno na S .

Dokaz. Kako bismo primijenili prethodni teorem, treba provjeriti da >, (f,+1 — f») kon-
vergira apsolutno uniformno. Zbog f,.1(x) < f,(x), x € S, n € Nje |fur1 — ful = fu — fur1
i

Z | foe1 = ful = Z (fo = fos1) = fi = fus1, zasve meN,
n=1 n=1

Kako niz (f,) uniformno konvergirak 0, to 3", (f,+1 — f») apsolutno uniformno konvergira
k fi. O
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Primjer 3.2.7. Red
o (=1

(3.15)

n+ x2
n=1

zadovoljava pretpostavke prethodnog korolara na (—oo, ), gdje je

Ja(x) =

Dakle, red konvergira uniformno na (—oo, 00). Taj rezultat ne bismo mogli dobiti pomocu

Weierstrassovog kriterija, bududi da je ), , lez = 00 za svaki x.

1
5 n = —1)".
PR D

3.3 Svojstva redova funkcija

Sljedece rezultate dobivamo primjenom ranije proucenih svojstava niza funkcija (nepre-
kidnost, derivabilnost i integrabilnost) na niz parcijalnih suma reda funkcija.

Teorem 3.3.1. (Neprekidnost) Ako su sve funkcije f, , n € N, neprekidne na intervalu [a, b]
i ako red Y., | f, konvergira uniformno prema funkciji f na [a,b], onda je f neprekidna
Sfunkcija.

Dokaz. Prema pretpostavci, sve funkcije f,, su neprekidne na intervalu [a, b], pa su prema
tome i parcijalne sume takoder neprekidne funkcije kao konacni zbrojevi neprekidnih funk-
cija. Nadalje, iz pretpostavke o uniformnoj konvergenciji slijedi da ostaci reda mogu biti
po volji mali (neovisno o x), ako uzmemo dovoljno veliku parcijalnu sumu. Dakle, neka je
zadan & > (0. Imamo

JO) = fol) + () + -+ fulx) 400 = §,(x) + Ru(x), (3.16)
fx+h) = f(x) = S, (x+ h) + Ry(x + h) = S,,(x) — Ru(x).

Kako su §, neprekidne funkcije na segmentu [a, b], one su i uniformno neprekidne. Zato
za zadani € postoji 6(g) > 0 takav da je

1S, + ) = §,(x)| < g za  |h <6 (3.17)

Zbog uniformne konvergencije slijedi |R,(x + h)| < £ za |h| < ¢ i posebno |R,(x)[ < 5.
Prema tome, za svaki € > 0 postoji prirodan broj nj tako da za svaki n > ng 1 sve

X, X + h € [a, b] vrijedi:

g ¢

373

:8’

G+ h) = FO < IS0 + 1) = S ()] + [Ru(x + 1] + [Ru(x)] < g +

to jest
lf(x+h) - f(x)|<e, za |h <6, (3.18)

Sto upravo povlaci neprekidnost funkcije f. m|
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Teorem 3.3.2. (Derivabilnost) Pretpostavimo da su sve funkcije f, : (a,b) — R deriva-
bilne tako da red 3, | f, konvergira po tockama prema funkciji f i red Y., f» konvergira
uniformno prema funkciji g za neke f,g : (a,b) — R. Tada je funkcija f derivabilna na
(a,b) i vrijedi

F@ = . (3.19)
n=1

Dokaz. Definiramo s, = me Jfu» k € N. Tada je (s;) niz derivabilnih funkcija na (a, b)
koji po toCkama konvergira prema funkciji f i (s;) konvergira uniformno prema funkciji g.
Prema teoremu 2.2.15 je funkcija f derivabilna na (a, b) i vrijedi f* = g, odnosno

k 00
f) =800 =limsi(0=lim ) fi(0= ) fi(0. xe@b).
n=1 n=1

O

U situaciji kao u prethodnom teoremu kazemo da red ", f, moZemo derivirati ¢lan
po ¢lan na (a, b).

Primjer 3.3.3. Red
X n 2 3
X XX
E(x) = —=1l+x+—=+=—+- 3.20
) ;n 5t (3.20)
konverglra uniformno na svakom intervalu [—r, r] prema Welerstrassovom kriteriju, jer je
ik x| <ri > 0 L < oo. Deriviranjem desne strane od (|3 ¢lan po ¢lan dobivamo

n! — n”

red

®© -l g
Zl e ZO . (3.21)

koji je isti kao i red (3.20). Dakle, red ((3.21)) je isto uniformno konvergentan na [—r,r] za
svaki r, pa se zaista moZe derivirati ¢lan po clan i vrijedi E'(x) = E(x), x € R. Rezultat
nije iznenadujuci jer red definira eksponencijalnu funkciju e*.

Teorem 3.3.4. (Integrabilnost) Neka su dane funkcije f, : [a,b] —» R, n € N. Pretposta-
vimo da su sve funkcije f, integrabilne na [a,b] i da red ., , f, konvergira uniformno na
[a, b] prema funkciji f koja je integrabilna na [a, b]. Tada vrijedi

b o b
[ reax= [ s 3:22)
a n=1 Y4
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Dokaz. Definiramo s; = Zﬁzl fu, k € N. Tada su sve funkcije s; integrabilne na [a, b] i niz
funkcija (s;) konvergira uniformno prema funkciji f. Prema teoremu 2.2.13 slijedi

b b b k
fa f@dx = lim f si(0dx = lim f Z fu(x)dx
k b )
= klimz f Fxdx = fulx)dx.
n=1 Y4 n=1

Kazemo dared ), f, moZemo integrirati ¢lan po ¢lan na cijelom [a, b].

Primjer 3.3.5. Znamo da je ﬁ = Yoo X',—1 < x < 1. Red konvergira uniformno i

funkcija kojoj konvergira je integrabilna na svakom zatvorenom intervalu [a,b] C (-1, 1).

Dakle,
b 0 b
dx "
ful_x:;faxdx, (3.23)
pa je
& bn+1_an+1
In(1 —a) —1In(1 - b) =
n(l—a)~In(1 = b) = 3 ——

n=0
Stavimo lia = 01 b = x dobivamo

n+1

X
In(1 —x) = — , —l<x<l. (3.24)
HZ:(;n+1




Poglavlje 4

Redovi potencija

4.1 Definicija i radijus konvergencije

Redovi potencija su specijalni oblici redova funkcija. Mogli bismo reéi da su to relativno
jednostavni redovi jer su funkcije koje se pojavljuju u tim redovima oblika

fuX) = ay(x-c¢)', a, €R. 4.1)

Definicija 4.1.1. Neka je (a,); , niz realnih brojeva i neka je ¢ € R. Red potencija oko ¢ s
koeficijentima a, je red oblika

(9

Z a,(x — ¢, (4.2)

n=0

Pogledajmo primjer reda potencija oko O:

Z(n!)x” x4+ 200+ 6085 + 240t + -
n=0

1 jedan primjer reda potencija oko 1:

n

X _1\y+l
;( D (x—1)”=(X—l)—%(x—1)2+§(x—1)3—%(x—1)4+"'

Sljedeci teorem daje nam odgovor na pitanje o konvergenciji redova potencija, Stovise
daje motivaciju za uvodenje pojma radijusa konvergencije reda potencija.

Teorem 4.1.2. Neka je

[Se]

Z a,(x — )" (4.3)

n=0

30
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red potencija. Tada postoji 0 < R < oo tako da dani red konvergira apsolutno za |x — c| < R
i divergira za |x — c| > R.

Stovie, ako je 0 < p < R, tada red potencija konvergira uniformno na intervalu
|x — | < p i suma reda je neprekidna funkcija na |x — c| < R.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti, pretpostavimo da je ¢ = 0 (inace, zamijenimo x s x—c).
Pretpostavimo da red potencija

[

> an (4.4)

n=0
konvergira za neki xo € R, xo # 0. Tada njegov op¢i Clan tezi u 0, pa je omeden, to
jest, postoji M > 0 tako da je a,,x8| < M zasve n € N. Ako je [x] < |xol, tada je
a0l = |a,xg) [ 2] < M adie je r =
Usporedimo li red potencija s konvergentnim redom ", Mr", vidimo da je ).’ | a,x"
apsolutno konvergentan. Stoga, ako je red potencija konvergentan za neki xo € R, tada on
konvergira apsolutno za svaki x € R takav da je |x| < |xo|. Neka je

< 1.

X
X0

R =sup {lxl >0: Z a,x" konvergira}. 4.5)

n=1

Ako je R = 0, tada red konvergira samo za x = 0. Ako je R > 0, tada red konvergira
apsolutno za svaki x € R, |x| < R, jer konvergira za neki x, € R takav da je |x| < |xo| < R.

Stovise, iz definicije od R slijedi da red divergira za svaki x € R gdje je |x| > R. Ako je
R = oo, tada red konvergira za svaki x € R. Na kraju, neka je 0 < p < R 1 pretpostavimo da
je [x] < p. Uzmimo o > 0 tako da je p < oo < R. Tada } 7, |a,0™"| konvergira, pa postoji
M > 0 takav da je |a,0"'| < M za sve n € N i stoga je

n

Je

a, x| = la, ol |2 < ja,0”||2] < Mr, VneN, (4.6)

gdje je r = p/o < 1. Kako je X, Mr" < oo, tada Weierstrassov test uniformne konver-
gencije povlaci da red konvergira uniformno na |x| < p, pa je suma neprekidna na |x| < p.
Kako to vrijedi za svaki 0 < p < R, suma je neprekidna na |x| < R. O

Sljedeca definicija sada ima smisla za svaki red potencija.

Definicija 4.1.3. Radijus konvergencije reda potencija

(o8]

Z a,(x — )" 4.7)

n=0

Jje broj R € [0, 0] takav da red (4.7) konvergira za |x — c¢| < R i divergira za |x — c| > R.
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Teorem 4.1.2 ne opisuje Sto se dogada u rubnim tockama x = ¢ + R. MozZe se dogoditi
da red potencija konvergira ili divergira u tim to¢kama. Stoga, svaki od sljedecih intervala
moze biti interval konvergencije

(c-=R,c+R), (c—-r,c+R], [c—R,c+R), [c—R,c+R].

D’ Alembertov kriterij daje nam jednostavan, ali koristan nadin za raCunanje radijusa
konvergencije, o ¢emu govori sljedeci teorem, premda se ne moze primijeniti na svaki red
potencija.

lan|

Teorem 4.1.4. Pretpostavimo da je a, # 0, n € N, te da niz (m) konvergira ili teZi u .
n+ n
Oznacimo

R = lim || € [0, o] . 4.8)
= |Gy
Tada red potencija
D ax—c)
n=0
ima radijus konvergencije R.
Dokaz. Neka je
o ape (= o)t . |ans
r=lim |— | =|x—¢| lim 4.9)
n— oo an(x — c)” n—-oo | d,

Iz D’ Alembertovog kriterija, red potencija konvergira ako 0 < r < 1, tJ. |[x—c| < R, te
divergira ako je 1 < r < oo, tj. [x — c| > R, 1z Cega slijedi tvrdnja teorema. O

Cauchyjev kriterij daje nam izraz za radijus konvergencije opéenitog reda potencija.

Teorem 4.1.5. (Hadamard) Radijus konvergencije R reda potencija

D ax—cy

n=0

dan je s

1
R= ———, (4.10)
lim sup |a,|'""

pri Cemu je R = 0 ako je nazivnik u jednak oo, a R = oo ukoliko je nazivnik u (4.10)
Jjednak 0.

Dokaz. Neka je

r = limsup |a,(x — ¢)"|'"™ = |x — ¢| lim sup |a,|'" .

Prema Cauchyjevom kriteriju, red konvergira ako je 0 < r < 1 i divergiraakoje 1 < r < oo,
tj. |x — c| > R, iz Cega slijedi tvrdnja teorema. O



POGLAVLIJE 4. REDOVI POTENCIJA 33

Primjer 4.1.6. Promotrimo geometrijski red
RS (4.11)
n=0

Kako je ¢ =0ia, =1 za sve n € Z,, prema Hadamardovoj formuli (4.10) slijedi da je

PO D B
limsup Vla,]  limsup V1

Stoga red konvergira apsolutno uniformno na intervalu (—1, 1) prema funkciji x —
1 . .. 1.

—, tj. vrijedi

1-x

1.

> 1
Zx" =, Vxe(-1,1). (4.12)
1—x

n=0
Kako u rubnim to¢kama intervala (—1,1) red ne konvergira jer opci ¢lan ne teZi
prema 0, zakljucujemo da je njegov interval konvergencije (—1, 1).

An+1

Napomena 4.1.7. Ukoliko postoji lim,_,,
[0, +00] i vrijedi

€ [0, +o0], tada postoji lim,_,. V]a,| €

Aptl

lim = lim +/|a,|.
n—o0 n n—oo
U tom slucaju je
fim | & |- 1 !
= = — ,
noe pey | i, |Gt limy e Via]
n

pa radijus konvergencije R reda potencija Y., a,(x — ¢)" moZemo racunati koristeci for-
mulu

R =1lim

n—oo

(4.13)

ap+1
Kroz sljedecih nekoliko primjera proucit ¢emo nekoliko redova potencija i njihove ra-
dijuse konvergencije.

Primjer 4.1.8. 1. Zared ), , ’;—';je a, = % n > 0. Zato je

an

_(n+ 1!
T nl

n!
1
(n+1)!

=n+1-> o0 4.14)

[

co !

kadan — oo. Dakle, radijus konvergencije je R = oo, odnosno red 3., , *7 konvergira

za svaki x. Ovim redom definirana je eksponencijalna funkcija exp : R — R.
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2. Promotrimo red Y7, 82)2, (x = D" Tada je

n.Z
a, Gy (- @n+2)!  Qn+1D@n+2)  4n’+6n+2

Gy W Q-+ DD (et D2 w2420+ ]
Q2n+1))!

kada n — co. Prema radijus konvergencije reda

& 2
> ) 1y (4.15)
n=0

—

(2n)!

jednak je R = 4. Stoga red potencija ({#.15) konvergira apsolutno uniformno na
intervalu (—3,5). U rubnim tockama intervala {—3,5) imamo redove

= L, (n)24"
DD Gor Y= (4.16)
n=0 :
odnosno,
— (n!)*4"
> oy A XSS, (4.17)
n=0 '
koji divergiraju, jer je
124"
(?2))' >1, VneZ,,
n)!

pa nije zadovoljen nuZan uvjet konvergencije reda. Dakle, interval konvergencije

reda ({.15)) je interval (-3, 5).

. Prema Hadamardovoj formuli radijus konvergencije R reda potencija 3., (52:; )n (x—
1)" iznosi

1 1 3
R = = = —. 4.18
limsup Vl]a,| limsup (+-18)

2n—1 2
3n+2

2n—1

n
Stoga red potencija Y, ( ) (x—1)" konvergira apsolutno uniformno na intervalu

3n+2
<—%, %> U rubnim to¢kama intervala <—%, %> rijec je o redovima
N 3 2n—1Y\" 1
=" (— . ) za x=-—-, (4.19)
HZ:(; 2 3n-2 2
odnosno,
> (3 2n- 1)" 5
= za x=—, (4.20)
nzz(; (2 3n-2 2

koji divergiraju buduci da nije zadovoljen nuZan uvjet konvergencije reda. Dakle,

intreval konvergencije danog reda potencija je <—%, % .
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4.2 Svojstva redova potencija
Za pocetak, moZemo promatrati derivabilnost redova potencija. Suma reda potencija
fxX)=ap+ax+ WX’ + a3x® +agxt + - -
je beskonacno derivabilna unutar intervala konvergencije i njezina derivacija
F/(x) = ay +2a0x + 3a3x* + 4ayx’ + - -

je dobivena deriviranjem clan po ¢lan. Kako bismo to dokazali, prvo ¢emo pokazati da
red dobiven deriviranjem polaznog reda ¢lan po ¢lan ima isti radijus konvergencije kao 1
polazni red potencija.

Teorem 4.2.1. Pretpostavimo da red potencija

[Se]

Z a,(x — )" 4.21)

n=0

ima radijus konvergencija R. Tada red potencija

[o0)

Z na,(x — c)"! (4.22)

n=1
ima takoder radijus konvergencije R.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je ¢ = 01 |x| < R. Uzmimo p takav da
jelxl <p <R Zar = %' vrijedi r € (0, 1). Kako bismo usporedili ¢lanove reda potencija
(4.22) s ¢lanovima polaznog reda, zapisat ¢emo njihove apsolutne vrijednosti na sljedeci

nacin:

n—1 n—1
[na,e!| = = (M) @l = Z—la,p. (4.23)
p\p p

Iz D’ Alembertovog kriterija slijedi da red Y>> | nr"~! konvergira jer je
+ " 1
fim D" ima s Yo <n

n—ooo  ppt-l n—oo n

Zato je niz (nr"~'), omeden s nekim M. Slijedi da je

M
[na, x| < >l ¥neN. (4.24)
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Red Y2, |a,0"| konvergira za p < R, pa iz testa usporedivanja slijedi da red 3>, na,x""!

konvergira apsolutno za |x| < p. Time smo pokazali da je radijus konvergencije reda (4.22])
barem R.

Pretpostavimo da je radijus konvergencije reda (4.22)) ve¢i od R. Tada postoji x takav
daje|x| > Ridared ), [na,x"| konvergira. Iz

1
|na,,x”‘1| > n la,x"|, neN
X

slijedi da ), , |a,x"| konvergira. To znaci da dx, |x| > R takav da ', a,x" konvergira, §to
je nemogude. Slijedi da je radijus konvergencije od (4.22)) jednak R. O

Teorem 4.2.2. Pretpostavimo da red potencija
Z a,(x—c)"
n=0
ima radijus konvergencije R > 0 i neka je f(x) = Y, "y a,(x —¢)", x € {c = R,c + R). Tada
je f derivabilna na x € {¢c — R, c + R) i vrijedi
£ = nay(x-oy. (4.25)
n=1
Dokaz. Red potencija dobiven deriviranjem ¢lan po ¢lan je konvergentan za x € (c — R,c + R)
prema prethodnom teoremu. Ozna¢imo njegovu suma s
g(x) = > na(x = o). (4.26)
n=1
Neka je 0 < p < R. Prema teoremu 4.2.1 redovi potencija za f i g konvergiraju uniformno
za |x — c| < p. Nadalje, f je derivabilnaza |x —c| < pi f' = g.
Kako to vrijedi za svaki 0 < p < R, slijedi da je f derivabilna za |x —c| < Ri f' = g, 1z
¢ega slijedi tvrdnja teorema. O
Teorem 4.2.3. Red potencija

f@) =) antx=c,
n=0
s pozitivnim radijusom konvergencije R, ima derivaciju svakog reda na cijelom podrucju
svoje konvergencije. Derivacije svakog reda dobivene su uzastopnim deriviranjem ¢lan po
¢lan, odnosno vrijedi da je
fOx) = Z nn—1) - (n—k+ Day(x —c)"*. (4.27)
n=k

Radijus konvergencije tako dobivenog reda takoder je jednak R.
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Dokaz. Tvrdnju teorema dokazujemo principom matemati¢ke indukcije. Prema prethod-
nom teoremu, tvrdnja vrijedi za k = 1.

Pretpostavimo sada da vrijedi za neki k > 1. Promijenimo li indeks sumacije, izraz iz
tvrdnje teorema mozemo zapisati i kao

FO(x) = Z(n + R +k=1-(n+ Dapp(x—c)", |x—c|<R. (4.28)
n=0
Definiramo b, = (n+ k)(n + k—1)---(n + 1)a,x, n € N. Tada je
O (x) = Z by(x—c)", |x—c|<R. (4.29)
n=0

Tako dobiveni red moZemo derivirati ¢lan po ¢lan, pa dobivamo

[>9)

FEDG) = Y nby(x =0y, x—cl <R (4.30)

n=1
Supstitucijom b, slijedi da je

FED () = Z(n +k)(n+k—1)--(n+ Dnay(x— )", |x—c <R
n=1

Promijenimo li indeks sumacije, vrijedi

[0e]

0@ = Y nn= 1) (1= Ra, - o' x—d <R, 4.31)
n=k+1
¢ime smo dokazali da tvrdnja teorema vrijedi i za k + 1, pa vrijedi za svaki k > 1. O

Teorem 4.2.4. Ako red potencija

(59

f) = ax—c) (4.32)

n=0

ima radijus konvergencije R > 0, tada f ima derivacije svakog reda na |x — c| < R i vrijedi

_ ™)

n!

(4.33)

n
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Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo da je ¢ = 0. Primijenimo li teorem 4.2.2
na red potencija
fX)=ao+aix+amx* +a3x’ + -+ ax" + -
k puta, vidimo da f ima derivaciju svakog reda za |x| < R 1 vrijedi
f’(x) =a +2a2x+3a3x2+---+nanx"—1 +oee
f’/(X) =2a, +(3-2azx+---+nn-— ])anxn_2 +e
fm(x) = (32 1)a3 +'-'+l’l(n— 1)(n—2)anx”_3 +---

!
FO0) = (kKDag + -+ — (4.34)
(n—k)!
pri ¢emu svi redovi potencija imaju radijus konvergencije R. Za x = 0 dobivamo
) ©(0)
a0:f(0)9 a1=f(0), ey ak:fk' 5
iz Cega slijedi tvrdnja teorema. O

Jedna od posljedica ovog rezultata je ta da konvergentni redovi potencija s razliitim
koeficijentima ne mogu imati istu sumu.

Korolar 4.2.5. Ako dva reda potencija

[>9)

Z a,(x — o), i b,(x — )" (4.35)
n=0

n=0
imaju radijus konvergencije razlicit od 0 i ako su jednaki u okolini od 0, tada vrijedi a, = b,
za svaki n € N U {0}.

Dokaz. Ako je zajednicka suma na |x — ¢| < ¢ jednaka f(x), tada prema prethodnom te-
oremu vrijedi

_f0Q 0

a, , by, (4.36)

n! n!
Buduci da su derivacije od f u ¢ odredene vrijednostima od f na nekom proizvoljnom
malom intervalu oko c, slijedi da su koeficijenti jednaki. O

Promatrajuci svojstvo integrabilnosti iz teorema 3.3.4 i 4.1.2 slijedi

b b (X oo b o0 b
f f(x)dx = f (Z a,(x — c)”) dx = Z f a,(x —c)'dx = Z a, f (x — ¢o)'dx,
a a \n=0 n=0 Y4 n=0 a

tj. red potencija se moZe integrirati ¢lan po ¢lan, pri ¢emu tako dobiveni red potencija ima
isti radijus konvergencije kao 1 polazni red.
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Primjer 4.2.6. (a) PokaZimo da je ﬁ = Y nx""! za svaki x € (—1, 1).

Pogledajmo red potencija ., , x". Red brojeva Y, x" je geometrijski red za svaki
x € R s kolicnikom q = x. Vidjeli smo vec¢ da geometrijski red konvergira za |q| =
|x| < 11iima sumu

1 [s+]
= " 4.37
— Z; x (4.37)
Dakle, na podrucju konvergencije I = (-1, 1) definirana je funkcija f : I — R
formulom f(x) = ﬁ Kao sto smo prije vidjeli, derivaciju tako dobivene funkcije f

moZemo izracunati deriviranjem ¢lan po ¢lan reda potencija Y, X", odnosno

Fo= > =) n (4.38)
n=0 n=1
S druge strane,
1y 1
"(x) = = . 4.39
'@ (1_x) T (4.39)
Prema tome,
1 N n—1
m = nzz; nx", Vxel.
Nadalje, u ovom primjeru moZemo vidjeti da svakim ponovnim deriviranjem dobi-
vamo
k! = R ,
T = Z;‘n(n— Dee-(n—k+ Dyt = Z(;(n+k)(n+k— -+ D,
pa je stoga
1  (n+k
=g = ;( . )x” I < 1. (4.40)

(b) U primjeru 4.2.7 vidjeli smo da red potencija

1 1 1
EX)=1+x+ =X+ =X+ +—x"+--- (4.41)

2! 3! n!
ima radijus konvergencije co. Stoga taj red definira beskonacno derivabilnu funkciju

E : R — R. Derivirajuci (#.41) ¢lan po ¢lan slijedi da je

e 1, 1 (n-1)

E(x)—1+x+5x +---+(n_—1)!x +o-e. (442)

pa je E' = E. Stovise, E(0)=1. Tako definirana funkcija je jedinstvena s tim svoj-
stvom i predstavlja eksponencijalnu funkciju e*. Stoga, navedeni red predstavija
analiticku definiciju eksponencijalne funkcije.
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(c) DokaZimo da je In(1 + x) = 220:1(—1)"_1% za svaki x € {—1, 1).

Pogledajmo red potencija Y., ,(—1)"x" koji je geometrijski s kolicnikom q = —x. Taj
red apsolutno konvergira za |q| = |x| < 1 i ima sumu

= ) (-1, (4.43)
n=0
Integriranjem clan po c¢lan ovog reda potencija dobije se

Ox l‘ft—fo [Z( 1)t)dt—2f( e, (4.44)

odakle je

X

n+1
In(1 + 1)} = Z(( 1" —)

n=0

odnosno
n+1

= X
In(1+x)—1Inl= (-1
HZ:(; n+1

Prema tome,

ln(1+x)—Z( 1)"1 . xe(-1,1). (4.45)

n=1

4.3 Aritmeticke operacije s redovima potencija

Redove potencija moZemo zbrajati, mnoziti i dijeliti. Radi jednostavnosti, promatrat ¢emo
redove potencija oko 0.

Teorem 4.3.1. Ako je R, S > 0 i ako su funkcije

(o)

f(x) = Z a, X" za |x|<R, gx) = Z b,x" za |x <S8

n=0 n=0

sume konvergentnih redova potencija, tada vrijedi

(F+9) =Y (@ +b)x" za I<T, (4.46)
n=0
(fRm =Y e za I<T, (4.47)
n=0

pricemuje T = min{R,S}ic, = X o An-riDr-
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Dokaz. Red potencija od f + g slijedi direktno iz linearnosti limesa. Red potencija od
fg slijedi iz Cauchyjevog produkta, a kako red potencija konvergira apsolutno na svom
intervalu konvergencije vrijedi

[Soace|[S:ne] - 5ot ont] - S oo

n=0 n=0 n=0 \ k=0 n=0

O

Primjer 4.3.2. Ako je f(x) = 1# Yo Xt zalx| < 1ig(x) =3~ b.X" za |x| <R, tada je

g(x) Z . |x| < min{1, R},

pri Cemu je s, = by + by +---+ b,.

Moguce je da se dogodi da je radijus konvergencije redova potencija f + g ili fg veci

od radijusa konvergencije redova potencija od f,g. Na primjer, ako je g = —f, radijus
konvergencije reda potencija f + g = 0 je oo, bez obzira na radijus konvergencije reda
potencija od f.

Sljedeci teorem daje nam rezultat za reciprocnu vrijednost reda potencija radijusa kon-
vergencije razli¢itog od 0.

Teorem 4.3.3. Ako je R > 0 i ako je

[

f@) =) an, <R, (4.49)

n=0

suma reda potencija pri cemu je ay # 0, tada postoji S > 0 tako da je

f(x) anx x| < S. (4.50)

n=0
Koeficijenti b, odredeni su rekurzivno s

-1
1 I
bo=—, by,=—— ) a, b, n=>1.

4o 40 9=

Dokaz. Pogledajmo najprije red potencija

HOEDI RS .51)
n=0
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tako da je produkt fg jednak 1. Taj uvjet je zadovoljen ako za sve x vrijedi

(Z ][Z ’ xn) Z (Z “"—k”k) ¥=1 (4.52)

n=0 \ k=0
Promatrajuéi koeficijente uz x", vidimo da je

n—1

apbg =1, apb, + Z a,_kby =0, VYn>1,

iz Cega slijedi navedena rekurzivna relacija. JoS trebamo pokazati da red potencija za g ima
radijus konvergencije razli¢it od 0.

Prethodni teorem pokazuje nam da je fg = 1 unutar zajednickog intervala konver-
gencije od f 1 g, pa za } = g postoji pripadni red potencija. Bez smanjenja opcCenitosti,
pretpostavimo da je ap = 1, inaCe zamijenimo f s f/ay. Red potencija od f konvergira
apsolutno i uniformno na kompaktnim skupovima unutar intervala konvergencije, pa je
funkcija

(o)

D lanl 1xl" (4.53)

n=1

neprekidna za |x| < R 1 njen limes u nuli je jednak 0. Zato postoji 6 > 0 tako da je
i la,||x]" <1 za |x| <é. (4.54)
Tada je f(x) # 0 za |x| < 9, a kako je
lf(ol=1- i la,| |IxI" > 0, (4.55)
n=1
1/f(x) je dobro definirano za |x| < ¢. Tvrdimo da je

1
|b,] < s e NU{0}. (4.56)

Tvrdnju dokazujemo principom matemati¢ke indukcije. Kako je by = i = 1 prethodna
nejednakost je istinita za n = 0. Ako je n > 11 ako nejednakost vrijedi za by, 0 < k <n—1,
uzimajuéi apsolutnu vrijednost na rekurzivnu relaciju od b,, dobivamo

|| 1 1
bl < Z gl 1bi] < 5,fk < = D laldt < <. (4.57)
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pa nejednakost vrijedi za by pri Cemu je 0 < k < n. Sada dobivamo da je

1
mewﬁmga (4.58)
pa iz Hadamardove formule slijedi da je radijus konvergencije reda ' , b,x" veci ili jednak
od ¢ > 0, ¢ime smo u potpunosti dokazali tvrdnju teorema. O

Kao posljedica prethodna dva teorema za produkt i reciprocnu vrijednost reda poten-
cija, slijedi da je kvocijent konvergentnih redova potencija takoder konvergentni red poten-
cija pri cemu je nazivnik razli¢it od 0, o ¢emu govori sljedeci teorem.

Teorem 4.3.4. Ako je R,S > 0 i ako su

[

f(x) = Z a, X" za |x|<R, gx) = Z b,x" za |x <S8
n=0

n=0

sume konvergentnih redova potencija pri cemu je by # 0, tada postoji T > 0 i koeficijenti
¢, tako da je

JIONRN
— =) cx", |x<T. (4.59)
g(x) Z;
Primjer 4.3.5. Kako bismo pronasli prvih nekoliko ¢lanova reciprocne vrijednosti reda
potencija
=1l+e"' =2 ¥ 4.60
g =1+e" = *Zﬁ (4.60)
u tvrdnji prethodnog teorema stavimo da je f(x) = 1. Ako je
1 (o]
— =) a,x", (4.61)
g(x) ;g;

tada je

2
1:(a0+a1x+a2x2+~~-)(2+x+%+-~~):2a0+(a0+2a1)x+(%+a1+2a2)x2+~-- .

Sada vrijedi

2a0 =1, ag+2a; =0, %+a1+2a2:0,

Rjesavanjem tih jednadzbi dobivamo

_1 _ap _ 1 _ 0 B 1
00—2, al_ 2_ 45 aZ_ B a3_489 ceey
pa je stoga
1 1 x X
===+ — 4. 4.62
T+er 2 4 48" (4.62)
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4.4 Taylorovi redovi

Ako je R > 0 radijus konvergencije reda potencija
D ax—cy, (4.63)
n=0
tada na intervalu I = (¢ — R, ¢ + R) taj red konvergira apsolutno. Takoder, njime je dobro
definirana funkcija f : I — R takva da je
f(x) = Z a(x—c)", xel (4.64)
n=0
Vidjeli smo ranije da funkcija f ima derivacije svakog reda na intervalu /, odnosno za svaki
k € N vrijedi

(o)

FOx) = Z nn—1)---(n-k+ Da,(x—c)"*. (4.65)
n=k
Iz teorema 4.2.4 slijedi
(k)
=L k,(c), keNU {0}, (4.66)
paje
X r(n)
S nZ:(; ! n!(C)(x -0, xel.
Red potencija
e (n) 7 1’7
Z d n'(c) (x=0)" = flc) + fl('c) (x—c)+ fz('c) (x =)+ (4.67)
n=0 ' : :

nazivamo Taylorovim redom funkcije f u tocki c i taj red na intervalu I predstavlja funk-
ciju f. KaZzemo da je funkcija f razvijena u Taylorov red u okolini tocke c ili po potenci-
jama od x — ¢. Posebno, za ¢ = 0 dobivamo red

(o)

(n) ’ i
SOy SO O (4.68)
n=0 n: 1‘ 2’

koji nazivamo Maclaurinovim redom funkcije f.

Promotrimo sada problem na drugaciji naCin. Neka je zadana funkcija f : I — R koja
na otvorenom intervalu / € R ima derivaciju svakog reda. Neka je ¢ € /. Tada ima smisla
promatrati Taylorov red funkcije f u tocki c.

Pokazuje se da tako definiran red u okolini tocke ¢ ne mora konvergirati prema funkciji
f. Stovise, moze se dogoditi da Taylorov red funkcije f divergira za svaku vrijednost x # c,
odnosno da konvergira prema nekoj drugoj funkciji. Pogledajmo to na sljedeéem primjeru.
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Primjer 4.4.1. Neka je zadana funkcija f : R — R formulom

1
e?-1, akoje |x| <1,
fx) = { /

0, akoje |x]>1.

Funkcija f ima derivacije svakog reda na skupu R. Takoder, derivacije funkcije f u tocki
1 iznose nula. Dakle, vrijedi f™(1) = 0, n € NU{0}. Stoga Taylorov red funkcije f u tocki
c =1 glasi

(n)
Z f (1)(x — 1" =0. (4.69)

Prema tome, Taylorov red funkcije f u tocki ¢ = 1 konvergira na skupu R, ali ne prema
funkciji f, nego prema nul-funkciji.

Sada nam se namecu sljedeca pitanja. Ako funkcija f : I — R definirana na otvorenom
intervalu / C R ima na tom intervalu derivacije svakog reda, koje je podrucje konvergencije
Taylorovog reda

funkcije f u toCki ¢ € I, te konvergira li taj red na svom podru¢ju konvergencije prema
funkciji f? Kako bismo odgovorili na ta pitanja, uvodimo najprije sljedec¢e pojomove.
Za funkciju f definiramo n-ti Taylorov polinom u tocki ¢

/ 7z (n)
To(x) = f(c) + fl(f) (x—c)+ fz('c) (x—c)P 4t %(x —¢), xeR.  (470)
Opcenito, f(x) je suma Taylorovog reda ako vrijedi
f(x) = lim T,(x). 4.71)

Ako je
R, (x) = f(x) = Tu(x)
tada R,(x) nazivamo ostatak Taylorovog reda. Ako je lim,_,, R,(x) = 0, tada
lim 7,(x) = lim [f(x) = R,(x)] = f(x) = lim R,(x) = f(x).
Drugim rijecima, vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 4.4.2. Ako vrijedi f(x) = T,(x) + R,(x), gdje je T, n-ti Taylorov polinom funkcije
f utocki c i ako je
lim R,(x) =0 (4.72)

za svaki |x — c| < R, tada je funkcija f jednaka sumi Taylorovog reda na intervalu |x — c| <
R.
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Kada Zelimo pokazati da za neke specifi¢ne funkcije vrijedi lim,_,., R,(x) = 0 najcesce
koristimo sljede¢i teorem.

Teorem 4.4.3. (Taylorova formula) Ako funkcija f ima derivacije n + 1 reda na intervalu
I koji sadrZi tocku c, tada za x € I postoji tocka z koja se nalazi izmedu tocaka x i c tako
da Taylorov ostatak R,(x) moZemo izraziti kao

f"0@
(n+1)!

R,(x) = (x — ). (4.73)

Napomena 4.4.4. Stavimo li u Taylorovu formulu x = b i 7 = ¢ za posebni slucaj kada je
n = 0 dobivamo

f®) = f(a)+ f'(c)(b - a) (4.74)

Sto je zapravo teorem srednje vrijednosti.

Napomena 4.4.5. Uocimo da je izraz ostatka

f(n+1)(Z)

RaC0 = 0D

(x — )" 4.75)

vrlo sli¢an izrazima Taylorovog reda osim Sto je derivacija f™V u tocki 7 umjesto u tocki
c. Sve Sto znamo reci o tocki z je to da se nalazi negdje izmedu x i c. Izraz R,(x) dan u
4.75) poznat je kao Lagrangeov oblik ostatka.

Za kraj navodimo nekoliko primjera.

Primjer 4.4.6. Nadimo Maclaurin red za sin x i dokaZimo da on predstavlja sin x za svaki
X.
Funkcija f(x) = sin x ima derivacije svakog reda. Prve Cetiri redom iznose

f'(x)=cosx, f’(x)=-sinx, f”(x)=-cosx, f[f% =sinx,

paje
fO=1, f0)=0 f"0)=-1, f90)=0.
Kako je fP(x) = f(x), slijedit ée

W=, fOw=fw =0 O =fo),
Posebno, racunanjem derivacija funkcije f u nuli dobiva se

ey =0, feH0) =(-1)", VYneNU{0}.
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Maclaurinov red funkcije f glasi

(o9

f <”)(0) fE0) S, 0t
Z Z(2n+1)' 2! Z 2 (4.76)

Uocimo da se u redu pojavljuju samo potencije od x neparnog eksponenta.
Koristeci izraz i ¢ = 0 dobivamo

1
)

R0 =0

gdje je f(x) = sinx i tocka z je izmedu 0 i x. No, f"*V(z) je +sinz ili +cosz. U svakom
slucaju, |f(”+1)(z)| < 1 pa vrijedi

|f(n+1)(Z)|
(n+1)!
Desna strana nejednakosti ({.77) teZi u 0 kada n — oo, pa R,(x) — 0. Slijedi da R,(x) — 0

kada n — oo, pa je suma reda ({.76)) jednaka sin x.
Dakle, vrijedi

n+l| _ |x|n+1
x |_m 4.77)

1

0 < IR,(0)| = | < —

2n+1

n X
sin x = Z(— ) EPEaIE Vx e R. (4.78)

Primjer 4.4.7. U istom koordinatnom sustavu skicirajmo funkciju f(x) = sin x, te njezine
Taylorove polinome prvog i treceg stupnja.

U prethodnom primjeru dokazali smo da vrijedi:

sinx:x—’;—?+§—5!—’7€—7!+---,

Ti(x) = x,

T3(x) = x— éx3, Sto u koordinatnom sustavu izgleda ovako:
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Sljedeca slika prikazuje aproksimaciju funkcije y = sin x polinomima 75, Ts, T7 1 Ty.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu prouc¢avamo nizove i redove funkcija. U prvom poglavlju
navodimo osnovne c¢injenice o nizovima i redovima realnih brojeva. Drugo poglavlje
detaljnije proucava dvije osnovne vrste konvergencije nizova funkcija, konvergenciju po
tockama i1 uniformnu konvergenciju. Navodimo osnovni kriterij uniformne konvergencije i
proucavamo svojstva funkcija koja ¢uva uniformna konvergencija. Sljedece poglavlje bavi
se redovima funkcija; primjenjujemo rezultate prethodnog poglavlja kako bismo dobili
analogne rezultate za redove funkcija. Posljednje poglavlje bavi se specijalnim oblicima
redova funkcija, redovima potencija. Prou¢avamo radijus konvergencije, kao i aritmeticke
operacije s redovima potencija. Na kraju poglavlja definirani su Taylorovi redovi, te su
dane neke primjene Taylorovih redova.



Summary

In this thesis we study sequences and series of functions. In the first chapter we present
basic facts about sequences and series of numbers. The second chapter considers two basic
types of convergence of sequences of functions, pointwise and uniform convergence. We
present several test for uniform convergence and study properties of functions that uniform
convergence preserves. The next chapter deals with series of functions; we apply results
from the previous chapter to obtain analogous results for series of functions. The last
chapter considers the special forms of series of functions, power series. We study the radii
of convergence as well as arithmetic operations on power series. At the end of this chapter
we define Taylor series and give some applications.
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