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Uvod

Jedan od nacina da se djeci, ali i odraslima matematika ucini zanimljivijom i zabavni-
jom, a ujedno doprinese boljem razumijevanju i savladavanju gradiva je koriStenje zabavne
matematike. U to spada 1 izvodenje 1 objasnjavanje razli¢itih trikova. Iako su Siroj po-
pulaciji poznati madioniCarski trikovi za koje je ople poznato da su temeljeni na varanju,
postoje 1 razni matematicki trikovi u kojima nema klasi¢nog varanja, ve¢ za svaki trik
postoji odgovarajuée matematicko objaSnjenje. Vec¢ina matematickih trikova je temeljena
na modularnoj aritmetici, geometriji, topologiji ili algebri. Neki od njih bazirani su na
poznavanju jednostavnijih pojmova iz navedenih podrucja, dok je za razumijevanje drugih
potrebno poznavanje sloZenijih matemati¢kih koncepata. Neki od trikova koji se temelje
na razumijevanju sloZenijih matematickih koncepata vezanih za kombinatoriku opisani su
u ovom radu i oni su prikladni za analizu s uCenicima 4. razreda prirodoslovno — mate-
matic¢kih gimnazija. Pozadina svakog od njih sakriva se u Gilbreathovu principu. Gilbreat-
hov princip kombinatorni je princip koji opisuje invarijante u odredenom tipu permutacija
(Gilbreathove permutacije) koje odgovaraju mijeSanju kompleta igra¢ih karata na odreden
nacin.

U prvom poglavlju ovog rada najprije je opisan opci (prvi) Gilbreathov princip kojeg
je Gilbreath otkrio 1958. godine, a koji nam govori da ako $pil s parnim brojem karata
sloZimo tako da u njemu alterniraju karte crvene i crne boje, onda ¢e i nakon mijeSanja na
tocno odreden nacin Spil sadrzavati parove raznobojnih karata. Osam godina kasnije, tj.
1966. godine, Gilbreath je otkrio da isto svojstvo vrijedi 1 ako u $pilu alterniraju 4 svoj-
stva. Najprije je mislio da se taj princip razlikuje od prvoga, pa ga je nazvao drugim
Gilbreathovim principom. Medutim, kasnije je zakljucio da je prvi princip samo speci-
jalni slucaj drugoga te je generalizirao zakljucke ova dva principa u jedan koji se po njemu
naziva Gilbreathov princip. Prvo poglavlje sadrzZi i vizualna objaSnjenja oba principa te
iskaze 1 dokaze glavnih teorema vezanih za ovaj princip. U drugom poglavlju opisano je i
objasnjeno nekoliko trikova koji se temelje na tom principu. U treCem poglavlju opisana je
primjena Gilbreathova principa na fraktale i1 kvaziperiodi¢na poploCavanja. Veza ova dva
naizgled nepovezana podrucja s Gilbreathovim principom otkrivena je tek nedavno. Od
svih fraktala, veza s Gilbreathovim principom otkrivena je kod Mandelbrotova skupa, a od
kvaziperiodi¢nih poplo¢avanja otkrivena je veza s Penroseovim poplo¢avanjima.



Poglavlje 1

Gilbreathov princip

1.1 Osnovni kartaski i kombinatorni pojmovi

Na pocetku ovoga poglavlja opisat ¢emo osnovne pojmove koji su nam potrebni za daljnje
pracenje ovoga rada.

Igrace karte, odnosno skup igracih karata kojega nazivamo Spilom, moze nam posluziti
u slobodno vrijeme za razonodu, ali i za profesionalno kockanje. Ovisno o tome koju
kartaSku igru igramo, koristimo razliCite Spilove karata. Najpoznatiji Spilovi karata su:
englesko-francuski Spil, njemacki $pil, Spanjolsko-talijanske karte i karte za tarot. U sva-
kom Spilu karte se razlikuju po boji, vrijednosti i broju. U ovom radu koristit ¢emo
englesko-francuski Spil karata koji se kod nas naziva i standardni $pil (slika|l.1)).
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Slika 1.1: Standardni $pil karata (izvornik:
http://www.jfitz.com/cards/classic-playing-cards.png; public domain).

On se sastoji od 52 igrade karte u Cetiri boje: list (pik), romb (karo), djetelina (tref),
srce (herc). Vrijednosti karata su redom: 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J (decko), Q (kraljica),


http://www.jfitz.com/cards/classic-playing-cards.png

K (kralj), A (as). Karte J (decko), K (kraljica), K (kralj), ponekad i A (as), nazivaju se
dvorskim kartama.

Mnoga kartaSka pravila zahtijevaju da se Spil karata prije dijeljenja presijecCe. Presije-
canje Spila je postupak dizanja dijela karata s vrha Spila i vraanje tog dijela Spila ispod
drugog dijela s time da su karte cijelo vrijeme okrenute licem prema dolje. Navedenim
postupkom gornja ,,polovica” Spila postaje donja, a donja gornja. Presijecanjem Spila sp-
rjeCava se varanje, odnosno namjeStanje karata tijekom mijeSanja.

Karte mozemo mijeSati na razli¢ite nacine, a u ovom radu koristit ¢emo postupak ugu-
ravanja (engl. riffle shuffle) jednog dijela Spila u drugi. Postupak uguravanja sastoji se od
toga da Spil karata podijelimo na dva dijela (ne nuzno jednaka). Jedan dio Spila stavimo
u ljjevu ruku, a drugi u desnu. SloZimo karte u rukama tako da je duzi rub karata okrenut
prema nama. Srednjim prstom, prstenjakom i1 malim prstom zahvatimo jedan kraci rub
karata, a drugi palcem. Palac savijemo duz unutarnjeg ruba karata prema gore, a pomocu
kaZiprsta pritiS¢emo karte s vanjske strane prema stolu. Isti postupak napravimo s dijelom
Spila u drugoj ruci. Priblizimo ova dva dijela Spila i pomicuci pal€eve prema gore, pustamo
karte tako da padaju na stol. Na opisani nacin karate u lijevoj 1 desnoj ruci medusobno se
isprepli¢u. Postupak se izvodi sve dok u rukama imamo karata, te je bitno da su tijekom
cijelog postupka karte okrenute licem prema dolje (vidi [9]). Postoje i drugi, uguravanju
matematicki ekvivalentni, nacini mijeSanja koji bi se mogli koristiti umjesto uguravanja,
ali jednostavnosti radi ¢emo sve postupke opisivati pomoc¢u mijeSanja uguravanjem.

Definicija 1.1.1. Neka je N proizvoljan prirodan broj. Permutacija skupa {1,2,...,N} je
svaka bijekcija n: {1,2,...,N} — {1,2,...,N}. Skup svih permutacija od N elemenata
oznacavamo sa S y.

Drugim rijeCima, permutacija je svaki moguéi razmjestaj elemenata nekog skupa.
Uobicajeno, permutacije zapisujemo tabli¢no:

(1 2 ... N
ey 2@ .. 2y )
U ostatku rada N ¢e predstavljati broj karata u pojedinim postupcima.

Teorem 1.1.2. Broj permutacija N-¢lanog skupa je N!.

Dokaz. Pretpostavimo da je N-Clani skup skup {1, 2, ..., N}. Tada je permutacija uredena
N-torka brojeva iz {1,2,...,N}. Postoji N mogucnosti za izbor prvog elementa, N — 1
mogucnosti za izbor drugog elementa, N — 2 mogucnosti za izbor treeg elementa, itd.
Prema principu produkta zaklju¢ujemo da ukupnoima N - (N —1)- (N —-2)---2-1 = N!
mogucénosti za izbor permutacije N-¢lanog skupa. O



Primjer 1.1.3. Odredite broj permutacija u Spilu koji se sastoji od 52 karte.

U spilu od 52 karte sve su karte razlicite. Prvu kartu moZemo odabrati na 52 nacina,
drugu na 51, trecu na 50, Cetvrtu na 49, itd. Prema principu produkta, ukupno imamo
52-51-50-49---2-1 = 52! nacina (to je reda velicine 10%) za izbor 52 karte iz spila.

Definicija 1.1.4. KaZemo da je r ciklus ili ciklicka permutacija ako © djeluje na sljedeci
nacin: 1 — n(1), n(1) = n(x(1)) = 7*(1), ..., 7"~ '(1)~1, gdje je n broj elemenata skupa
N.

Ciklicke permutacije obi¢no zapisujemo ovako:
(1 7(1) 7*(1) ... 7" (1))
U ovome radu, koristit ¢emo i sljedeca dva teorema:

Teorem 1.1.5. Skup od N elemenata ima 2" podskupova.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati pomoéu matematicke indukcije. Za N = 1 tvrdnja ocito
vrijedi jer skup koji se sastoji od jednog elementa ima dva podskupa: sebe samog i prazan
skup.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za skup koji ima N — 1 element, tj. da je broj podsku-
pova skupa od N — 1 elementa jednak 2",

Zelimo dokazati da skup S koji se sastoji od N elemenata ima 2V podskupova. Fiksi-
rajmo neki element @ € §. Podijelimo podskupove od S u dvije klase: one koji sadrze a i
oni koje ne sadrZe a. Oni podskupovi koji ne sadrze a su podskupovi skupa S| = S \ {a}
koji ima N — 1 elemenata. Prema pretpostavci indukcije, tih podskupova ima 2¥~!. Oni
podskupovi koji sadrZze a mogu se napisati kao unija od {a} 1 nekog podskupa od S, stoga
i takvih ima 2"¥~!. Prema principu sume, broj podskupova od § je 2V + 2V-1 = 2V &ime
smo dokazali korak indukcije. O

Teorem 1.1.6 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Za proizvoljan prirodan broj j i cijeli broj
k postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je k = qj + r, pri cemu je O < r < j.

Dokaz. (Vidi [8]) Neka su k € Z1i j € N. Promotrimo niz cijelih brojeva: ..., k—2j, k— j,
k, k + j, k+2j,... Izaberimo medu njima najmanji nenegativan broj i ozna¢imo ga sa r.
Dakle, k — gj = min( Ny N {k — sj; s € Z}). Time smo dobili » = k — gj,r > 01 pritom
je r < j. U suprotnom, kada bi bilo r > j, onda je k — gj > j iz Cega bi slijedilo da je
k—jlg+1)>0.Tozna¢idak— j(g+1) < k—qj, pak — gj nije najmanji nenegativan broj
medu navedenima. Dosli smo do kontradikcije, tj. pretpostavka r > j je kriva. Time smo
pokazali da ¢ i r postoje.

DokaZimo joS da su ¢ i r jedinstveni. Pretpostavimo da postoji joS jedan par g, i r;
takavdaje k = ¢q;j+r;,0 <r; < j. Sadaimamo k = gj+ rik = g;j+ r;. Oduzimanjem



ovih dviju jednakosti dobivamo j(¢—¢q;) = r; —r. Uzmimo da je r < ry, odnosno r; —r > 0.
Kakoje j > 0, morabitiig—q; > 0pajer,—r > j. No, vrijedi 0 < r; —r < j pa smo dosli
do kontradikcije. Analogno se dokazuje i da ne moZe biti » > r;. Dakle, mora vrijediti
r =ry,asamimtime jeiqg = qi. O

Definicija 1.1.7. Broj r iz prethodnog teorema naziva se ostatak modulo j. Pisemo: k mod
j=r.
Primjer 1.1.8. Odredite r ako je:
(a) j=3, k=13
(b) j=5, k=24
Rjesenje:
(a) Ostatak pri dijeljenju 13 sa 3 je 1 pa je 13 mod 3 = 1.

(b) Ostatak pri dijeljenju 24 sa 5 je 4 pa je 24 mod 5 = 4.

1.2 Osnovni Gilbreathov princip

Napomena 1.2.1. Kada u ovom poglavlju govorimo o boji karte ne mislimo na karo, herc,
pik ili tref, ve¢ na to je li karta crvene ili crne boje.

Norman Gilbreath, americki matematiCar, informaticar i madionicar, otkrio je 1958.
godine zanimljivi kartaski trik. Sve Sto nam je potrebno za izvodenje trika je standardni
Spil karata. Karte posloZimo tako da se crvena i crna boja medusobno izmjenjuju. Nakon
toga, Spil okrenemo licem prema dolje, presijeCemo jedan ili viSe puta i podijelimo ga na
dva podjednaka dijela tako da s vrha jednu po jednu odbrojimo neki broj karata. Jedan
dio karata ostao je u rukama, a drugi na stolu. Uguramo jedan dio u drugi. U parovima
uzimamo karte s vrha ili dna Spila te ih okreéemo licem prema gore. One Ce biti medusobno
razlicite boje, tj. u svakom paru jedna karta je crna, a druga crvena. Opisani nacin mijeSanja
nazivamo Gilbreathovo mijesanje.

Vizualno objasnjenje osnovnog Gilbreathova principa

Da bismo lakse shvatili o ¢emu nam govori osnovni Gilbreathov princip, mogu nam posluZiti
prsti obje ruke 1 samoljepljivi papirici u dvije boje. Stavimo ruke ispred sebe s dlanovima
okrenutima prema sebi 1 na svaki prst lijeve ruke nalijepimo papirié. Bitno je da susjedni pr-
sti imaju nalijepljene papirice razli¢ite boje. Isti postupak napravimo i na desnoj ruci s time
da mali prst na desnoj ruci 1 mali prst na lijevoj ruci imaju nalijepljene papiriée razliCite



Slika 1.2: Papiri¢i nalijepljeni na prste

boje (slika[[.2). Isprepletimo prste obje ruke na bilo koji nacin (slika[I.3]). Gledajuéi tako
isprepletene prste vidimo da oni u parovima (pocevsi od najljevijeg ili najdesnijeg prsta)
imaju nalijepljene papirice razliCite boje (slika[[.4). Takoder, moZemo primijetiti da u ne-

Slika 1.3: Isprepleteni prsti 1 Slika 1.4: Isprepleteni prsti 2

kim situacijama susjedni prsti imaju nalijepljene papirice iste boje, ali ti prsti ne ¢ine par
(slika[T.3).

Ako zamislimo da nam prsti predstavljaju karte, a samoljepljivi papiri¢i boje karata,
dobivamo upravo ono §to nam govori osnovni Gilbreathov princip. Lijeva ruka predstavlja
jedan, a desna ruka drugi dio Spila karata. Ispreplitanje prstiju nam predstavlja mijeSanje
karata uguravanjem jednog dijela u drugi, a uvjet da mali prst na desnoj ruci 1 mali prst
na lijevoj ruci imaju nalijepljene papirice razli¢ite boje ekvivalentan je tome da su u oba
dijela Spila donje karte razlicite boje, Sto se automatski postize ako gornje karte sa Spila
alternirajuéih boja podijelimo jednu po jednu na hrpu, kako je ranije opisano.

Kao §to je reCeno u opisanom primjeru s prstima, ako tako pomijeSamo karte, mozemo
dobiti da su neke dvije susjedne iste boje, medutim one su u parovima razlicite, tj. karte



Slika 1.5: Isprepleteni prsti 3

na pozicijama 1 — 2,3 — 4,4 — 6, .. .nikad nece biti iste boje (slika . Formalno: ako je
N (broj karata) paran i prije su karte na neparnim pozicijama crne, a na parnim crvene (ili
obrnuto), onda nakon Gilbreathova mijeSanja vrijedi: za svakii = 1,..., % par karata na
pozicijama 2i — 1 i 2i se sastoji od karata razli¢ite boje (vidi [3]]).
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Slika 1.6: Spil nakon mije$anja i dalje sadrZi parove raznobojnih karata

Ocigledno je da isti rezultat vrijedi za bilo koji nacin alterniranja karata, npr. karte
alterniraju s obzirom na to jesu li njihove vrijednosti parne ili neparne. Dobiveni zakljucak
nazivamo osnovnim (prvim) Gilbreathovim principom.

Teorem 1.2.2. Osnovno Gilbreathovo mijesanje primijenjeno na Spil s parnim brojem
N=2n karata alternirajucih po boji rezultira spilom koji se sastoji redom od n parova raz-
nobojnih karata.

Dokaz. (Vidi [5]) Prvo primijetimo da eventualna poCetna presijecanja ne mijenjaju alter-
naciju karata, nego mogu samo promijeniti pocetnu boju s crvene na crnu ili obrnuto. Na-
kon presijecanja slijedi odbrojavanje nekog broja karata, ¢cime dobivamo dva dijela Spila.
Primijetimo da time najgornja karta dolazi na dno odbrojanog dijela i redoslijed u njemu
je obrnut od polaznog. Posebno, uvijek su prije uguravanja boje najdonjih karata u oba
dijela razlic¢ite. Tijekom uguravanja karata imamo tri dijela $pila: dio u lijevoj ruci, dio u
desnoj ruci i dio na stolu. Na pocetku mijeSanja dio na stolu je prazan, a na kraju su prazni



dijelovi u lijevoj 1 desnoj ruci. OpiSimo proces mijeSanja karata kao odlaganje po dvije
karte iz dijelova u ruci na stol.

Dvije karte iz dijelova u ruci moZemo odloZiti na stol tako da su nam ili obje karte s dna
dijela u lijevoj ruci ili obje s dna dijela u desnoj ruci ili po jedna s dna dijelova iz obje ruke.
Cijeli se proces sastoji od uzastopnih ponavljanja navedenog koraka. Tijekom njegovog
provodenja karte na dnu dijelova u rukama stalno su razliCite boje pa se zbog toga na stolu
nalazi Spil karata koji se sastoji od uzastopnih parova karata razlicite boje.
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Slika 1.7: Karte u lijevoj i desnoj ruci

Uvjerimo se joS da su karte na dnu dijelova u rukama nakon svakog koraka razlicite
boje. Pretpostavimo da imamo sljedeca dva Spila (slika 1 pretpostavimo da su obje
karte u $pilu na stolu iz lijeve ruke (slika[I.8)).

: . ol
0 =
L o z
e 1% &
i )
ke 3
L ) s
3 iy
Slika 1.8
Karte na stolu nakon prvog odlaganja
prvog &4 Slika 1.9
Karte u lijevoj i desnoj ruci nakon prvog
odlaganja

Tada je na dnu karata u lijevoj ruci ponovno crna karta, a na dnu karata u desnoj ruci
i dalje (stara) crvena karta (slika [[.9). Dakle, one su razliCite boje. Ako su obje karte



odloZene na stol dosle iz desne ruke (slika [I.I0), onda je na dnu karata u desnoj ruci
ponovno crvena karta, a na dnu karata u lijevoj ruci (stara) crna karta pa su one razliCite

boje (slika[T.1T].
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Slika 1.10
U drugom koraku na stol odloZene karte .
Slika 1.11
Karte u lijevoj i desnoj ruci nakon dva
odlaganja

Pretpostavimo da su dvije na stol odloZene karte doSle po jedna iz lijeve i desne ruke
(slika[T.T2)). Time su se ocito promijenile boje karata na dnu oba dijela u rukama te su one

opet raznobojne (slika[I.13). O
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Slika 1.12
U tre¢em koraku na stol odlozene karte
Slika 1.13

Karte u lijevoj i1 desnoj ruci nakon tri
odlaganja
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1.3 Gilbreathovo mijesanje karata

U uvodnom dijelu teksta opisali smo, a sad ¢emo formalizirati Gilbreathovo mijeSanje.

Definicija 1.3.1. Gilbreathovo mijesanje N karata je postupak u kojem za proizvoljni j €
{1,2,...,N}odbrojimo (podijelimo jednu po jednu) prvih j karata s vrha spila i nakon toga
uguramo tih j karata u preostalih N — j karata. Odbrojavanju moZe prethoditi proizvoljni
broj presijecanja spila (¢ime se ocigledno ne mijenja ciklicki poredak, dakle ni eventualni
nacin alternacije karata).

Sada ¢emo na primjeru pokazati kako funkcionira Gilbreathovo mijeSanje karata.

Primjer 1.3.2. Neka je N = 10, a j = 4. Na pocetku imamo 10 karata, oznacimo ih redom
1 23 45 6 7 8 9 10

Buduci da je j = 4, odbrojimo prve Cetiri karte 1 2 3 4 i ¢ime smo im obrnuli redoslijed.
Tako dobivamo sljedeca dva dijela spila:

4 3 2 1

5 6 78 9 10

Jedna od permutacija koje moZemo dobiti mijeSanjem ova dva dijela Spila uguravanjem je
sljedeca:
4 5 6 37 2 8 9 1 10

Tu permutaciju moZemo zapisati kao:
1 23456728910
456 372891 10/

Definicija 1.3.3. Permutaciju nastalu Gilbreathovim mijeSanjem karata nazivamo Gilbre-
athovom permutacijom.

Zanima nas koliko je mogucih (razli¢itih) razmjeStaja karata nakon Gilbreathova mi-
jeSanja i koji su to. Broj razli¢itih permutacija N karata je N! (Teorem [I.1.2)), medutim,
nakon Gilbreathova mijeSanja nisu svi razmjestaji mogudi.

Za Spil s N karata, ozna¢imo sa Py, (N) broj svih mogucih nacina Gilbreathova mijeSa-
nja karata, a sa P(N) broj mogucih Gilbreathovih permutacija (vidi [[7], [[13]).

Krenimo s najjednostavnijim primjerom u kojem se Spil karata sastoji od dvije karte K;
1 K;. Njega moZemo predi¢i samo na jedan nacin i to tako da se svaki dio Spila sastoji od
jedne karte (slika[I.14]). Nakon Sto predignemo $pil, karte moZemo pomijesati uguravanjem
na dva nacina: karta K; nalazi se na vrhu Spila, a K, na dnu ili se karta K, nalazi na dnu,
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KZ_

K m— [, m— Ky —

Slika 1.15: Nacini mijeSanja dvije karte

a K, na vrhu $pila (slika [I.T5). To moZemo zapisati kao KK ili K;K;. Dakle, imamo 2
moguca nacina mijeSanja karata, tj. Py/(2) = 2 i oba rezultiraju razli¢itim permutacijama,
tj. P(2) = 2.

Neka se sad $pil karata sastoji od tri karte K, K, i K5. Spil koji se sastoji od tri
karte moZemo predi¢i na dva nacina (slika [I.16). Prvi nacin je da se u prvo dijelu $pila
nalazi jedna, a u drugom dijelu dvije karte, tj. K;+K,Kj;. Drugi nacin je da se u prvom
dijelu Spila nalaze dvije, a u drugom dijelu jedna karta, tj. K;K;+Kj3. Nakon $to na prvi

Ky ------
K, e— K, ------
Ky -~ + 2 I +K
K, — é 1 K \ K, 3\
Ks "N

Slika 1.17: Prvi na¢in mijeSanja tri karte

nacin predignemo $pil i uguramo dijelove Spila jedan u drugi, moguc¢i su sljedeci rasporedi
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karata: K;K,Kj;, KoK K5 1 KyK3K; (slika . Nakon $to na drugi nacin predignemo
Spil 1 uguramo dijelove Spila jedan u drugi, mogu¢i su sljedeci rasporedi karata: K,K;Kj,
K,K;5K; i K5KoK; (slika[I.18)). Dakle, ukupno imamo 6 mogucih nacina mijeSanja karata,
tj. Py(3) = 6, Cime nastaju Cetiri razliCite Gilbreathove permutacije, tj. P(3) = 4.

Opisimo jos situaciju u kojoj se Spil sastoji od Cetiri karte K;, K,, K3 1 K4. Njega
mozemo predici na tri na¢ina (slika [I.19). Prvi nacin je da se u prvom dijelu Spila nalazi
jedna, a u drugom dijelu tri karte, tj. K;+K,K3K4, drugi nacin je da se u prvom dijelu Spila
nalaze tri karte, a u drugom dijelu jedna, tj. K;K,;K3+Ky, a tre¢i nacin je da se u oba dijela
Spila nalaze dvije karte, tj. K;K;+K5Kjy.

K Kz — Kz — Kg \
o TN — K ILT K;™w  ILI K, ==
i Ks ™\ Ky —— Ky —=eeer

:1 """ Kz — Kl ______ Kl _____ N K3
KZ é Ky----- + K; x ILI K e— + K, == ILI K, w— —_—
3= — K, == K x

Slika 1.19: Nacini predizanja Spila koji se sastoji od Cetiri karte

K., m— Kl ...... K. m— KZ_ KZ_
Ki— + Kemg —2 T mr K mw SN g BN

—_— Ks "Ny K™ N Ky ---me Ky==
K,.== K== Kiy== Ky -----

Slika 1.20: Prvi na¢in mijeSanja Cetiri karte

Nakon §to na prvi nacin predignemo Spil 1 uguramo dijelove Spila jedan u drugi, moguci
su sljedeci rasporedi karata: K;K,K;3Ky, Ko Ko K3Ky, Ko KKKy 1 KoK KK (slika [1.20).
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Nakon §to na drugi nacin predignemo Spil i pomijeSamo karte, moguci su sljedeci rasporedi
karata: K3K2K1K4, K3K2K4K1, K3K4K2K1, i K2K3K4K1 (shka . Nakon S$to na treéi
nacin predignemo $pil i uguramo dijelove Spila jedan u drugi, moguc¢i su sljedeci rasporedi
karata: K2K1K3K4, K2K3K1K4, K2K3K4K1, K3K2K4K1, K3K2K1K4, 1 K3K4K2K1 (shka
[1.22). Dakle, ukupno imamo 14 mogucih nacina mijeSanja karata, tj. Py(4) = 14, a 8
razlicitih Gilbreathovih permutacija, tj. P(4) = 8.

Ky ----- K3 ™ Ks "N K ™ K==

Ky TK,== —> K===111 K=== 111 K== p; K™,

K, Ky ------ K== K; m— K —
Ky== Ky -=--- Ky —--- Ky —--

Kz— Kz— KZ_
Kl ------ + KS\ é I(1 """ ILI KS \ ILI KS\
Ky Ky== K: ™ Ky =--=-- ==
= K_4= = Ky ------
K;: ™ K "N
15 S m ™\ m
Kz— Kz — K4= =
K_4= = Kl ______ Kz—
Ky - Ky== Ky -=----

Slika 1.22: Trec¢i nacin mijeSanja Cetiri karte

Generalizacijom moZemo naslutiti da vrijedi:

Teorem 1.3.4. Broj Gilbreathovih permutacija N karata nakon Gilbreathova mijesanja je
P(N) = 2V,

Dokaz. Nekaje S C {1,2,...,N} skup pozicija na kojima redom zavrse karte j = |S|, j —
1,...,1. Ostale karte zavrSe na pozicijama {1,2,...,N} \ S. Gilbreathovo mijeSanje je
potpuno odredeno pozicijama na kojima zavrse karte j, j— 1, j—2,..., 1, a tih pozicija ima
isto koliko i podskupova skupa {1, 2, ..., N}, tj. 2" (vidi Teorem . Na ovaj nacin smo



14

Gilbreathove permutacije brojali dva puta jer je gornja karta mogla do¢i iz bilo koje hrpe.
Stoga postoji % = 2N=1 razli¢itih Gilbreathovih permutacija. i

1.4 Opdi Gilbreathov princip

Do sada smo promatrali slu¢aj u kojem su u cijelom Spilu alternirale karte obzirom na
dva svojstva (osnovni Gilbreathov princip) pa se prirodno namece pitanje vrijedi li isti
zakljucak ako alterniraju tri, Cetiri ili viSe svojstava karata. Odgovor je potvrdan, a dao ga
je Gilbreath 1966. godine. On je otkrio: ako odaberemo bilo koji broj k svojstava karata u
Spilu u kojem je broj karata N viSekratnik od £, te karte slozimo tako da se svaka uzastopna
k-torka sastoji od karata koje svaka imaju razli¢ito od k svojstava (u istom redoslijedu
u svakoj k-torci), onda ¢emo nakon Gilbreathova mijeSanja ponovno dobiti Spil koji se
sastoji od uzastopnih k-torki karata s razli¢itim svojstvima. Primjerice, ako u standardnom
Spilu slozimo karte tako da su u svakoj Cetvorci redom nalaze karte boja karo-herc-pik-tref,
nakon Gilbreathova mijeSanja dobit ¢emo Spil u kojem su prve Cetiri karte razlicitih boja,
a tako 1 druge Cetiri 1 trece Cetiri itd. Ovaj zakljuCak predstavlja generalizaciju osnovnog
Gilbreathova principa i naziva se opéim (drugim) Gilbreathovim principom.

Napomena 1.4.1. U daljnjem tekstu ne cemo vise pisati osnovni (prvi) Gilbreathov princip
i opci (drugi) Gilbreathov princip, ve¢ samo Gilbreathov princip. Otkrivsi drugi princip,
Gilbreath je mislio da se on razlikuje od prvog, ali je kasnije zakljucio da je prvi princip
samo specijalan slucaj drugoga. Zbog toga nema potrebe govoriti o prvom ili drugom
principu, vec je dovoljno rec¢i samo Gilbreathov princip.

Vizualizacija Gilbreathova principa

Kao §to smo osnovni Gilbreathov princip vizualizirali pomocu ljepljivih papirica na pr-
stima ruke (vidi slike [I.2]-[1.5), moZemo vizualizirati i Gilbreathov princip (vidi [L1]). Na
slici [I.23] prikazano je pet papiri¢a crvene boje sloZenih jedan iznad drugoga u stupac nu-
meriran od 1 do 5 od gore prema dolje. Pokraj tog stupca prikazan je joS jedan stupac koji
se sastoji od pet papiric¢a Zute boje numeriranih od 1 do 5, ali od dolje prema gore. Dakle,
crveni 1 Zuti papirici su numerirani obrnutim redoslijedom.

Papirice zute boje uguravamo u stupac koji sadrzi papirice crvene boje tako da u sva-
kom stupcu poredak papiri¢a ostaje isti, tj. crveni papiri¢ broj 1 mora biti iznad crvenog
papirica broj 2, crveni papiri¢ broj 2 mora biti iznad crvenog papiric¢a broj 3, itd. Analogno
mora vrijediti 1 za Zute papiri€e. To znaci da ¢emo papiri¢ Zute boje broj 1 prvi ugurati u
stupac s crvenim papiri¢ima. Nakon Sto Zuti papiri¢ broj 1 uguramo u stupac s crvenim
papiri¢ima, od dolje prema gore gledamo samo skupinu od pet papiri¢a i uocavamo koji
se sve brojevi papiri¢a nalaze u toj skupini. Crveni papiri¢ broj 1 viSe se ne nalazi u toj
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Slika 1.23: Crveni i Zuti papri¢i numerirani obrnutim redoslijedom

5
4
3
-

Slika 1.24: Zuti papiri¢ broj 1 uguran u stupac s crvenim papiri¢ima

skupini (slika [I.24)). Takoder, u tom stupcu vi§e nemamo papiri¢e samo crvene boje i oni
viSe nisu poredani od 5 do 1 gledajuci od dolje prema gore. Medutim, u toj skupini od pet
papirica zastupljeni su svi brojevi od 1 do 5, ali ne u poc¢etnom redoslijedu.

Ako Zuti papiri¢ broj 2 uguramo u stupac s crvenim i Zutim papiri¢ima (slika [T.23)),
crveni papiri¢ broj 2 viSe se ne nalazi u skupini od pet papiri¢a gledajuci od dolje prema
gore. Papiri¢i ponovno nisu poredani od 5 do 1, ali su svi razlicitih brojeva, tj. svaki broj
je zastupljen to¢no jedanput. Isti postupak moZemo ponoviti i za ostale papiri¢e Zute boje.

Opisani postupak dogada se i tijekom Gilbreathova mijeSanja karata; pocevsi od dna
oba dijela Spila, karte se uguravanjem ispreplicu, ali zadrzavaju svojstvo da je u svakoj



16

Slika 1.25: Zuti papiri¢ broj 2 uguran u stupac s crvenim papiri¢ima

skupini zastupljena samo po jedna karta s odredenim svojstvom.

Primjer 1.4.2. Pogledajmo kako ovaj princip funkcionira na primjeru s 4 alternirajuce
karte. PosloZimo Spil karata tako da alterniraju pik, tref, herc i karo. Provedimo Gilbreat-
hovo mijesanje. S vrha ili dna Spila uzimamo po 4 karte i okrecemo ih licem prema gore.
U svakom dijelu spila od 4 karte bit ¢e jedan pik, jedan tref, jedan herc i jedan karo.

Sada ¢emo iskazati i dokazati centralni teorem u ovom radu (vidi[7])).

Teorem 1.4.3 (Gilbreathov princip). Neka je m permutacija skupa {1,2,3, ..., N}. Sljedece
Cetiri tvrdnje su ekvivalentne:

(i) © je Gilbreathova permutacija.
(ii) Za svaki j, prvih j karata {n(1),n(2),n(3), ..., n(j)} imaju razliciti ostatak modulo j.

(iii) Za svaki j i k za koje je kj < N, j karata {n((k — 1)j+ 1),7n((k — 1)j + 2),...,n(kj)}
imaju razlic¢iti ostatak modulo j.

(iv) Za svaki j, prvih j karata ¢ine uzastopan niz karata u pocetnom spilu.

Prije dokaza samog teorema, pokazat ¢emo kako on funkcionira na primjeru. Zamis-
limo da imamo $pil od 10 karata. Predignemo ga tako da se, npr. u jednom dijelu Spilu
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nalaze 4, a u drugom dijelu 6 karata. Uguravanjem ova dva dijela Spila mozemo dobiti
sljedece:
4 5 6 3728 9110

Tako smo dobili Gilbreathovu permutaciju Sto se tvrdi u (7).

Pogledajmo svojstvo (i7). Ono nam govori da za svaki izbor j, ostatci modulo j prvih
Jj karata u Spilu su razliciti. Na primjer, ako je j = 2, prve dvije karte su415,a4 15 daju
ostatak 0 odnosno 1 modulo 2. Ako je j = 3, prve tri karte su4, 516, a4, 516 imaju
razlicite ostatke modulo 3, itd.

Svojstvo (iii) je dorada opéeg Gilbreathova principa. Ako je j = 2, Gilbreathov princip
nam govori da ¢e se nakon Gilbreathova mijeSanja svaki par karata sastojati od jedne karte
¢ija je vrijednost paran broj i jedne karte ¢ija je vrijednost neparan broj. Ako su parne karte
crvene boje, a neprane crne, dobivamo osnovni Gilbreathov princip. Svojstvo (iii) nam
govori da N ne mora nuzno biti djeljiv s j jer pod uvjetom da je kK < j i da je broj karata
koje im prethode visekratnik od j slijedi da posljednjih k karata imaju razliCite ostatke
modulo ;.

Svojstvo (iv) nam govori da ako uzmemo, npr. prvih pet karata s vrha Spila (u naSem
slu¢ajutosu4,5, 6, 3, 7) one Ce Ciniti uzastopan niz karata u pocetnom $pilu (karte moZzemo
presloziti tako da idu redom 3, 4, 5, 6, 7).

Dokaz. (i) povlaci (ii) i (iv): Neka je m Gilbreathova permutacija. Iz opisa Gilbreathova
mijesSanja ocito je da tada za svaki j najgornjih j karata (1), 7(2),...,n(j) Cine interval
oblika k,k+1,...,k+ j—1 zaneki k (naravno, ne nuzno u tom redosljedu), a u tom intervalu
je j brojeva razli¢itih modulo j. Dakle, vrijedi (ii), a ujedno i (iv).

(iv) ocito povlaci (ii).

(if) povlaci (iii): Uzmimo da 7 zadovoljava (ii) i odaberimo j. Prvih j karata (1), m(2),
..., m(j) je tada ocito razli¢ito modulo j, tj. tvrdnja vrijedi za k = 1. Za k = 2 gledamo
n(j+1),n(j+2),...,m(2)), tj. drugih j karata. No kako su prvih j karata razlic¢ite modulo
J» opis Gilbreathova mijeSanja povlaci da su takve i karte u drugom bloku od j karata. 1z
toga slijedi tvrdnja za k = 3 (tre¢i blok 7(2j + 1),...,7(3)) 1 tako dalje za sve k takve da
je kj < N, dakle vrijedi (iii).

(iii) ocito povlaci (if), uzimajuéi k = 1.

(ii) povlaci (i): Prvo primijetimo da (ii) znaci da za svaki j gornjih j karata ¢ini interval
od j uzastopnih brojeva iz skupa {1,2,..., N}. Pretpostavimo suprotno. Za j = 2 to bi
znaCilo (1) =ain(2) =a+dsd > 1, no tad gornjih d karata ne bi bilo razli¢ito modulo
d (m(1) i m(2) bi bile jednake modulo d). Za vedéi j, ako gornjih j — 1 karata Cine interval
oblika k,k+1,...,k+ j—2, gledamo sljedecu kartu (). Onamora biti k — 1ilik+ j— 1
(dakle, prvih j karata Cine interval) jer bismo u suprotnom dobili kontradikciju s (ii). Sada
dalje dokazujemo: n je Gilbreathova permutacija. Naime, iz upravo dokazanog, vidimo:
ako je (1) = k, onda je m(2) = k+ 1, 7(3) je neka od vrijednosti k + 1, k + 2, itd. Preciznije,
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gledaju¢i redom n(1) = k,7(2),...,n(N) mozemo redom njihove vrijednosti slagati ili u
lanac k + 1,k + 2,..., N (ako je sljedeca po redu veca od prethodnih, stavi se u njega) ili
pak u lanac k,k — 1,...,1 (ako je sljedeca po redu manja od prethodnih, stavi se u njega).
Dakle, m moZemo rastaviti na dva lancak + 1,...,Nik,..., 1, odnosno r je Gilbreathova
permutacija. O



Poglavlje 2

Kartaski trikovi

U ovom poglavlju bit ¢e opisani neki od zanimljivih kartaSkih trikova koji se temelje na
Gilbreathovu principu (vidi [15], [16]). U svakom od trikova koristi se standardni Spil
karata koji je unaprijed pripremljen, a sudionik trika to ne zna.

2.1 Detektor lazi

Izvodac daje sudioniku Spil od desetak karata da ga presijece, a zatim ga zamoli da odbroji
otprilike, ali ne nuZno toc¢no, pola karata jednu po jednu na stol i zatim ugura jedan dio u
drugi (Gilbreathovo mijesanje). Zatim karte podijeli izmedu sebe i sudionika po principu
,Jedna tebi, jedna meni”. Nakon toga izvodac€ daje sljedecu uputu: ,,Otvaraj kartu jednu po
jednu. Svaka je sigurno crna ili crvena. SmijeS odabrati reci istinu ili pak lagati o boji, a
ja ¢u pogoditi laZes li ili ne.” Izvodac paralelno sa sudionikom otvara svoje karte i naravno
uspijeva u svim slucajevima pogoditi je li sudionik lagao ili nije. Trik je zgodno izvesti uz
uvod tipa ,,Smatras$ li da si dobar u laganju?”, a zgodno je i prvo ga izvesti tako da sudionik
pokusSava pogoditi laze li izvodac, kako bi se pokazalo da nije tako lako pogoditi koje su
boje karte.

Objasnjenje trika
Kako trik ne bi trajao predugo, izvodi se s nevelikim, ali parnim brojem karata. Spil
je predureden tako da crvene 1 crne karte alterniraju, a zbog Gilbreathova principa, sve Sto

izvodac treba raditi je redom gledati boju svoje karte i tako saznaje boju sudionikove (koja
je razlicita od njegove).

19
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2.2 Prosti i slozeni brojevi

Prije pocetka izvodenja trika, izvodaC podsjeca sudionika na Cinjenicu da svaka karta u
Spilu ima svoju vrijednost, pa tako i karte J, Q, K imaju vrijednost 11, 12 1 13. Takoder,
izvodac prisjeca i Sto je prost, a Sto sloZen broj. Izvodac trika pita sudionika: ,,Ima li viSe
prostih ili sloZenih brojeva?” i kaze mu da ¢emo u ovom triku saznati odgovor na postav-
ljeno pitanje. Sudionik mijeSa Spil karata tehnikom uguravanja, a izvodac ih Siri u lepezu
1 uvjerava sudionika da su karte dobro pomijeSane. Izvodac stavlja Spil iza leda 1 iz njega
uzima par karata i odlaze ga na stol tako da su karte licem okrenute prema gore. Sudionik
uocCava kako se par sastoji od jedne karte Cija je vrijednost prost broj i jedne karte Cija je
vrijednost sloZzen broj. Nakon toga izvoda¢ uzima novi par karata iz Spila iza leda i odlaze
ga na stol licem okrenut prema gore. I taj par se sastoji od jedne karte Cija je vrijednost
prost broj 1 jedne karte Cija je vrijednost sloZen broj. Postupak se nastavlja sve dok izvodac
ima karata u Spilu u ruci iza leda. U svakom od parova pojavit ¢e se jedna karta Cija je
vrijednost prost broj i jedna karta Cija je vrijednost sloZen broj. Na taj nacin sudionik e
uociti da je broj slozenih i prostih brojeva jednak.

Objasnjenje trika

Standardni $pil karata sastoji se od 52 karte koje imaju 13 razlicitih vrijednosti, a to su
2,3,...,10, A, J, Q, K (A ima vrijednost 1, J ima vrijednost 11, K 12, a Q 13) . Budu¢i da
broj 1 nije ni prost ni sloZen, sve asove u pocetku izbacimo iz $pila. Sada imamo sljedeée
vrijednosti karata: 2, 3,.., 12, 13. Medu njima pola vrijednosti su prosti brojevi (2, 3,
5,7, 11, 13), a pola slozeni (4, 6, 8, 10, 12). Ako Spil karata na pocetku sloZimo tako
da alterniraju karte ¢ije vrijednosti su prosti i sloZeni brojevi, te ako nakon sudionikova
mijeSanja pri Sirenju karata u lepezu vidimo dvije susjedne karte koje su obje proste ili
obje slozene vrijednosti i u tom sluc¢aju na tom mjestu presijeCemo Spil tako da karte na
vrhu i dnu budu obje prostih ili obje sloZzenih vrijednosti, prema Gilbreathovu principu 1
nakon mijeSanja svaki par karata imat ¢e jednu kartu Cija je vrijednost prost broj i jednu
kartu Cija je vrijednost sloZen broj.

2.3 Pola crno, pola crveno

Izvodac trika sudioniku daje unaprijed pripremljeni Spil karata koji sudionik presijeca i
mijeSa (Gilbreathovo mijeSanje). IzmijeSani Spil karata sudionik dijeli na dva jednaka di-
jela tako da jednu po jednu kartu naizmjeni¢no stavlja na jedan od dijelova. Nakon Sto
sudionik sve karte iz Spila podijeli na dva dijela, odabire jedan dio, a izvodac trik uzima
drugi dio 1 sakriva ga iza leda. Sudionik okrece karte iz svog dijela licem prema gore 1
dijeli jednu po jednu kartu na lijevu ili desnu hrpu. Ako je karta crvene boje, stavlja je u
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lijevu hrpu, a ako je crne boje, u desnu hrpu. Izvodac trika govori sudioniku: ,,Najprije ste
pocetni Spil izmijesali 1 podijelili na dva jednaka dijela od kojih ste odabrali jedan, koji ste
onda gledaju¢i lica karata podijelili u crvenu i crnu hrpu. Ja sam isto Zelio podijeliti karte
u crvenu i crnu hrpu, ali ne gledajuci njihova lica. Pri tome sam se sluzio Sestim culom.
Pogledajmo jesam li uspio.” Izvodac trika odlaZe svoje dvije hrpe karata ispred sudionika
1 time ga uvjerava da je i on dobio isti rezultat: u lijevoj su ruci sve karte crvene boje, a u
desnoj ruci sve karte crne boje.

Objasnjenje trika

Izvodac trika pripremi Spil karata tako da se u njemu naizmjeni¢no pojavljuju karte
crvene i crne boje. Prema Gilbreathovu principu Spil ¢e se i nakon mijeSanja sastojati od
alternirajuéih parova karata crvene i crne boje. Nakon §to sudionik proizvoljno odabere
dio podijeljenih karata i krene ih dijeliti u crvenu i crnu hrpu, s rukama iza leda izvodac
trika zrcali poteze sudionika. Izvodac¢ okrece karte licem prema gore i sve ih drZi u lijevo;j
ruci. U desnoj ruci sakuplja karte slazu¢i ih u gornju i donju hrpu. Pri tome se sluZzi jednim
prstom desne ruke za odvajanje hrpa, a malim prstom i palcem za njihovo uc¢vrscivanje.
Svaki put kada sudionik crvenu kartu stavi na lijevu hrpu, izvodac trika premjesti kartu iz
lijeve ruke u donju hrpu u desnoj ruci. Svaki put kada sudionik crnu kartu stavi na desnu
hrpu, izvodac trika premjesta kartu iz lijeve ruke u gornju hrpu na desnoj ruci. Na kraju
ovog postupka, donja hrpa ¢e sadrzavati karte crne boje, a gornja hrpa crvene boje. Jedino
Sto preostaje izvodacu trika je da te dvije hrpe stavi svaku u jednu ruku i odloZi ih na stol.

2.4 Trik s brojem x

Zaizvodenje ovoga trika potreban je komad papira, olovka i standardni Spil karata. [zvodac
trika unaprijed pripremi Spil karata u kojem su neke karte okrenute licem prema dolje, a
neke licem prema gore. Na pocetku trika izvodac ih rasSiri u lepezu kako bi uvjerio sudi-
onika da su karte dobro izmijeSane. Nakon toga, Spil karata daje sudioniku koji ih takoder
mijeSa tehnikom uguravanja, a izvodac ih ponovno S§iri u lepezu kako bi opet uvjerio sudi-
onika da su karte dobro izmije$ane. Spil tako izmijeSanih karata izvoda¢ stavi u lijevu ruku
iza leda. Desnom rukom redom uzima tri para karata i stavlja ih na stol. Sudionik trika
uocit ¢e da su u svakom od tri para karte licem okrenute u istom smjeru; ili prema gore
ili prema dolje. Sljedecih nekoliko karata izvodac nespretno baca na pod i kaze: ,,Sada je
prekasno. Nikad neemo znati kako su ove karte bile okrenute”. Izvodac¢ uzima sljedeci
par karata iz Spila u lijevoj ruci. On se sastoji od karata koje su licem okrenute u suprotnom
smjeru. Nakon toga izvodac uzima 4 para karata iz Spila u lijevoj ruci. U svakom od parova
karte su licem okrenute u istom smjeru. Sudionika trika na komad papira zapisuje uocenu
pravilnost u obliku broj 314 jer su se najprije pojavila 3 para u kojima su karata bile licem
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okrenute u istom smjeru, nakon toga jedan par u kojem su karte bile okrenute u suprotnom
smjeru i na kraju 4 para u kojima su karte bile okrenute u istom smjeru. Nakon toga izvodac
nastavlja uzimati parove karata iz Spila iza leda: jedan par u kojem su karte licem okrenute
u suprotnom smjeru, 5 parova u kojima su karte licem okrenute u istom smjeru i 9 parova u
kojima su karte licem okrenute u suprotnom smjeru. Za to vrijeme sudionik trika zapisuje
broj parova u kojima su karte licem okrenute u istom odnosno suprotnom smjeru na komad
papira i dobiva sljedeéi broj: 314159. Izvodac trika se prisje¢a kako mu je nekoliko karata
palo na pod nakon S§to je iz Spila uzeo 3 para karata koje su bile licem okrenute u istom
smjeru i kaze sudioniku neka na tom mjestu u broju 314159 stavi decimalni zarez. Tako
dobiva broj 3,14159 Sto je priblizna vrijednost broja .

Objasnjenje trika

Izvodac trika pripremi Spil karata tako da se u njemu naizmjeni¢no pojavljuju karte
okrenute licem prema gore 1 prema dolje. Nakon Sto sudionik pomijesSa karte, izvodac
ih raSiri u lepezu. Ako karta na vrhu 1 karta na dnu Spila nisu licem okrenute u istom
smjeru, izvodac traZi dvije susjedne karte u Spilu koje su licem okrenute u istom smjeru i
izmedu njih presijece Spil. Prema Gilbreathovu principu, tako pomijeSan $pil karata sastoji
se od parova karata od kojih je po jedna okrenuta licem prema dolje i jedna prema gore.
S kartama u rukama iza leda, izvodac trika moZe svaki od alterniraju¢ih parova karata
okrenutih licem u suprotnom smjeru pretvoriti u par karata koje su licem okrenute u istom
smjeru tako da jednu od karata okrene na drugu stranu. Na taj nacin, izvodac trika moze
kontrolirati broj parova karata koje ¢e biti okrenute licem u istom, odnosno suprotnom
smjeru. U trenutku nespretnosti bitno je baciti na pod paran broj karata kako se ne bi
pokvarila pravilnost.

Napomena 2.4.1. Na ovaj nacin moZemo dobiti bilo koji telefonski ili kucni broj, pribliznu
vrijednost broja V2, V3, e, itd. Zapravo, svaki konacni niz brojeva moZemo prikazati na
ovaj nacin.

2.5 Magicari zapisuju svoja predvidanja na papir

Za izvodenje ovog trika potrebna nam je bilo koja knjiga; u naSem slucaju to ¢e biti Mate-
maticki dvoboji autorice Franke Miriam Briickler. Izvodac trika sudioniku isprica sljedece:
,Mnoge velike matematicke ideje i dokazi teorema u povijesti nisu prosli glatko, odnosno
izazvali su kontroverze unutar svijeta matematicara. Ponekad se radilo o sukobima oko
prvenstva, ponekad oko to¢nosti rezultata, ponekad oko autorstva, a ponekad oko smisle-
nosti neke matematicke teorije. Ovdje ¢emo koristiti knjigu Matematicki dvoboji u kojoj
su opisani neki od dvoboja matemati¢ara. Meni je najdrazi dvoboj Descartes protiv de
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Fermata ili kako naci tangentu.” Izvodac zapisuje naziv tog dvoboja na papir. Zatim uzima
unaprijed pripremljeni Spil karata kojeg presijeca nekoliko puta. Prije nego Sto karte preda
sudioniku trika da ih izmijeSa, izvodac trika kaze: ,,Ovaj trik bolje se izvodi bez dvorskih
karata.”, okree karte licem prema gore, rasiri ih u lepezu i izbaci iz Spila sve dvorske karte
(J, Q, K). Sudionik trika mijeSa preostale karte u Spilu (Gilbreathovo mijeSanje), uzima
prvih 9 karata s vrha Spila i1 raCuna zbroj njihovih vrijednosti. Nakon S§to izrauna zbroj,
sudionik uzima knjigu Matematicki dvoboji 1 otvara je na onoj stranici koliki je zbroj vri-
jednosti prvih 9 karata s vrha $pila i naglas ¢ita naslov dvoboja koji je opisan na toj stranici.
To je upravo onaj dvoboj koji je izvodacu najzanimljiviji i koji je zapisao na papir.

Objasnjenje trika

Prije izvodenja trika izvoda¢ pripremi Spil karata na sljedeci nain: najprije iz stan-
dardnog Spila izbaci sve osmice, a zatim i dvorske karte. Preostale karte u Spilu poslozi po
vrijednostima (boja nije bitna) pocevsi od najmanje na sljedeci nacin: A, 2, 3,4, 5, 6, 7,
9, 10. U tako posloZeni $pil nasumiéno ubaci dvorske karte. Cinjenica da se dvorske karte
nalaze na nasumi¢nim pozicijama u Spilu, sugerira sudioniku trika da ostale karte u Spilu
nisu poredane nekim redoslijedom. Nakon §to sudionik pomijeSa karte i iz Spila izbaci
sve dvorske karte, u Spilu e ostati samo karte A, 2, 3,4, 5, 6, 7,9, 10 u nekom poretku.
Gilbreathov princip nam garantira da ¢e u prvih 9 karata biti to¢no po jedan karta svake
vrijednosti u nekom poretku. Buduci da je zbroj vrijednosti karata A, 2, 3,4, 5,6, 7,9, 10
jednak 47, prije pocetka izvodenja trika izvodac je otvorio knjigu na toj stranici te je znao
koji ¢e dvoboj sudionik dobiti, odnosno procitati.

Napomena 2.5.1. Postoje razlicite varijante ovog trika. Izvodac trika u pripremi Spila ne
mora nuzno iz njega izbaciti sve osmice, ali onda moramo paziti na to da je u tom slucaju
zbroj vrijednosti na kartama 55. Tada otvaramo knjigu na 55. stranici, a ne 47. Umjesto
osmica izvodac moZe izbaciti bilo koju drugu kartu iz Spila. Takoder, nije nuzno da sudionik
procita naslov poglavlja na odredenoj stranici. Ovisno o tome koja je recenica prikladnija,
izvodac¢ moZe traZiti da sudionik procita prvu, drugu, trecu, posljednju ili pretposljednju
cjelovitu recenicu na odredenoj strani.

2.6 Odaberi broj

Izvodac trika sudioniku daje unaprijed pripremljeni $pil karata okrenut licem prema dolje
koji sudionik presijeca 1 izmijeSa (Gilbreathovo mijeSanje). Sudionik trika odabire jedan
broj izmedu 11 13, a izvodac ¢e pokusati pogoditi boju 1 vrijednost karte koja se nalazi na
toj poziciji u Spilu. Izvodac trika odabire oko treinu karata iz Spila te ih redom slaZe na
stol. Sve karte su licem okrenute prema gore osim one karte koja se nalazi na poziciji koju



24

je sudionik izabrao. Ona je okrenuta licem prema dolje. Izvodac trika moZe naglasiti kako
ne zna hoce li uspjeti pogoditi koja se karta nalazi na poziciji koju je sudionik izabrao jer
ne vidi sve 52 karate. Takoder, tijekom izvodenja trika izvoda¢ moZe zabaviti sudionika
mrmljajuéi naglas nesto poput: ,,Vidim kralja. On ima vrijednost 13, 13 na osmu iznosi..
Uzmimo ostatak pri dijeljenju s 51, primijenimo Kineski teorem s ostatkom 1 da vidimo.
Vasa karta je...”

Objasnjenje trika

Izvodac trika pripremi Spil karata tako da svaka skupina od 13 karata ima sve karte
razliCite vrijednosti 1 svaka skupina od 4 karte sadrZzi karte razlicite boje. Prema Gilbreat-
hovu principu, nakon mijeSanja svaka skupina od 13 karata imat ¢e to¢no jednu kartu od
svake vrijednosti i svaka skupina od 4 karte imat Ce sve karte razlicite boje. Ako je sudionik
trika izabrao broj 9, boju karte koja se nalazi na devetoj poziciji u Spilu otkrit ¢emo tako da
karte okrenute licem prema dolje u mislima grupiramo u skupine od po 4 1 pogledamo koja
nam od boja nedostaje. U ovom slu¢aju zanimat ¢e nas boje karata na poziciji broj 10, 11 1
12. Tako ¢emo znati koje je boje karta na poziciji broj 9. Vrijednost karte otkrit ¢emo tako
da pogledamo koja nam vrijednost u prvih 13 karata nedostaje. Uo¢imo da je uvijek bolje
odabrati nesto viSe od 13 karata koje ¢e izvoda¢ okrenuti licem prema gore; ako sudionik
odabere broj 13, boju karte na trinaestoj poziciji moci ¢emo odrediti samo ako znamo koje
nam se karte nalaze na poziciji broj 14, 151 16.

Vise trikova baziranih na Gilbreathovu principu moZe se naci u:
e http://www.mathaware.org/mam/2014/calendar/gilbreath.html

e http://www.themagiccafe.com/forums/viewtopic.php?topic=496136&
forum=99

e http://www.andyfieldcardtricks.com/details-card-trick.php?Card_
Trick=617

e http://www.maa.org/community/maa-columns/
past-columns-card-colm/also-in-his-own-words-more-mathemagical_
games-and-tricks-with-cards-from-martin-gardner

e http://www.thecardtrickteacher.com/card-trick-video.php?v=24590
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Poglavlje 3

Primjena Gilbreathova principa

Zanimljivo je da se Gilbreathov princip moZe povezati i s dva naizgled s njime nepovezana
podrucja: fraktalima i poplo¢avanjima. U ovom ¢emo poglavlju ukratko opisati te veze.

3.1 Fraktali

Fraktal (/ar. fractus: izlomljen) je samoslican skup. To znali da je svaki njegov dio
sli¢an cijelom tom obliku. Fraktali su objekti koju daju jednaku razinu detalja neovisno o
razlucivosti koju koristimo. MozZe ih se uvecavati beskona¢no mnogo puta, a da se pri sva-
kom novom povecanju vide neki detalji koji prije poveéanja nisu bili vidljivi i da koli¢ina
novih detalja uvijek bude otprilike jednaka. Fraktali u pravilu nastaju uzastopnim ponav-
ljanjem nekog racunskog ili geometrijskog postupka, tj. iteracijom. Tipi¢no za fraktale je
da u pravilu imaju tzv. razlomljenu dimenziju, tj. dimenziju izmedu dva prirodna broja.
Fraktali su ljudima poznati od pamtivijeka, samo $to ih se dugo nije znalo precizno
opisati. U 17. stoljecu Leibniz je opisao ponavljanje samosli¢nosti, medutim uzeo je u ob-
zir samo kod pravca. U 19. stoljeCu Karl Weierstrass je dao primjer funkcije sa svojstvom
samosli¢nosti. To je bila funkcija koja je svugdje neprekidna, a nigdje diferencijabilna.
Medutim, ta definicija je bila odve¢ apstraktna pa je Helge von Koch 1904. godine dao ge-
ometrijsku interpretaciju slicne funkcije, koja je danas poznata kao ,,Kochova pahuljica”.
Nedugo kasnije, 1915. Waclaw Sierpinski je kreirao svoj uzorak fraktala pomocu trokuta.
Iz tog razdoblja dolaze nam jos cijeli nizovi skupova fraktalnog tipa poput onih Henria Po-
incaréa, Felixa Kleina, Pierrea Fatoua, Gastona Julie i Georga Cantora. Svi su oni krajem
19. 1 poCetkom 20. stoljeca proucavali te fascinantne tvorevine dobivene iteracijom, ali bez
racunala nisu mogli uociti sav njihov znacaj i ljepotu. Vecina ih je smatrala krivuljama, a ne
objektima drugacijih dimenzija. Takvo poimanje tih zanimljivih sebi slicnih matematickih
objekata zadrzalo se sve do kraja 20. stoljeca. Tada se za samosli¢nost poceo zanimati Be-
noit Mandelbrot. On je uspio ujediniti sav rad svojih prethodnika u jedinstvenu teoriju te
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ga se smatra zaCetnikom fraktalne geometrije. Sluzeci se za danasnje pojmove primitivnim
racunalom, Mandelbrot je 1979. godine po prvi put uspio dobiti sliku jednog od najpozna-
tijeg fraktala koji se po njemu naziva Mandelbrotov skup. Od tada pa do danas fraktali su
predmet nesmanjenog interesa. Otkriveni su brojni oblici koji nas podsjecaju na fraktale,
odnosno koji su priblizno fraktali: brokula, paprat, puZeva kudica, izgled galaksija, oblaka,
razni simetri¢ni uzorci na sagovima itd. (vidi [[14]])

Sto Jje Mandelbrotov skup i kako nastaje

Mandelbrotov skup (slika [3.1) je najpoznatiji fraktal koji se dobiva promatranjem spe-
cificnog rekurzivnog niza kompleksnih brojeva

2
1 = 2, T C.

Slika 3.1: Mandelbrotov skup (izvornik:
http://plus.maths.org/content/unveiling-mandelbrot-set); public domain).

Pogledajmo kako se ovaj niz ponaSa za razlicite vrijednosti zo i ¢. Akojezp = 0, a

¢ = 1, onda dobivamo niz 0, 1, 2, 5, 26, 677, ..., Ciji se €lanovi sve viSe i viSe povecavaju,
odnosno niz ,,tezi” u beskonacnost.

Ako je 7o = 0, a ¢ = —1, onda dobivamo niz 0, -1, 0, -1, 0, ..., ¢iji €lanovi alterniraju
izmedu 01 —1.

Ako je 7o = 0, a ¢ = —3, dobivamo niz 0, -1, -1, — £, ..., Ciji su ¢lanovi izmedu 0 i

-1.


http://plus.maths.org/content/unveiling-mandelbrot-set)
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Akojezp =0,ac = -2, dobivamo niz 0, -2, 2,2, 2, ...

Iz prethodnih primjera moZemo naslutiti (a to se moze i dokazati) da dodavanjem bilo
kojeg realnog broja ¢ veceg od 0 i manjeg od —2 dobivamo niz koji ,,teZi” u beskonacnost,
a dodavanjem realnog broja ¢ izmedu -2 i 0 dobivamo niz koji je ograni¢en. Za realne
brojeve ¢ za koje dobivamo ograniceni niz kazemo da pripadaju Mandelbrotovu skupu, a
realne brojeve ¢ za koje dobivamo neogranicen niz kazemo da ne pripadaju Mandelbrotovu
skupu.

Postupak opisan u prethodnim primjerima moZze se proSiriti na skup kompleksnih bro-
jeva, gdje je

c=a+ib.

Evo nekoliko primjera s kompleksnim brojevima. Ako je zp = 0, a ¢ = i, onda dobivamo
niz 0, i, -1+, —i, =1 + i, —i, =1 + i, ... UoCavamo da sve ve(i i veéi ¢lanovi niza imaju
ili vrijednosti —i ili —1 + i. Zbog toga tocka ¢ = i pripada Mandelbrotovu skupu. Ako je
70 = 0, a ¢ = 2i, onda dobivamo niz 0, 2i, —4 + 2i, 12 — 14i, —=52 — 3344, ... UoCavamo da su
Clanovi tog niza po apsolutnoj vrijednosti sve veci 1 veci, tj. sve su udaljeniji od 0. Prema
tome, tocka ¢ = 2i ne pripada Mandelbrotovu skupu.

Na primjerima smo vidjeli kako nastaje Mandelbrotov skup, a sada ga mozemo i for-
malno definirati.

Definicija 3.1.1. Neka je c proizvoljan kompleksan broj. Ako je niz zadan iterativno for-
mulom zo = 0, 7,11 = 7> + ¢ ogranicen, kaZemo da ¢ pripada Mandelbrotovu skupu, a u
suprotnom kazZemo da c ne pripada Mandelbrotovu skupu.

Tako zadanom nizu moZemo razmatrati razna svojstva, a nas ¢e zanimati periodi¢nost.
Ako niz zapoc¢injemo brojem z, = 0 i ako je svaki sljedeci ¢lan niza dobiven navedenim
pravilom, dobivamo niz:

0, 0’+c=c, A+, (cz+c)2+c:c4+2c3+c2+c,

A +23++) +c=c++23 +54+660 +6¢ + 407 + B, (3.1)

Ako zelimo da niz [3.1] bude periodi€an, neki ¢lan mora biti jednak prvom ¢lanu, tj. 0.
Jednostavnosti radi, razmatrat ¢emo samo realne nultocke ¢lanova niza.

Ako je ¢ = 0, ocito dobivamo konstantan, dakle i periodi¢an niz, tj. O je u Mandelbro-
tovu skupu.

Pogledajmo za koje vrijednosti ¢ ¢e treci Clan niza tj. ¢ + ¢ biti jednak O:

+c=0
cc+1)=0

co=0ilicy =-1
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Slucaj ¢y = 0 ve¢ smo imali, a za ¢; = —1 dobivamo niz 0, -1, 0, —1, . . ., koji je periodi¢an
s periodom duljine 2 pa je i —1 u Mandelbrotovu skupu.

Pogledajmo za koje vrijednosti ¢ ée Eetvrti ¢lan niza[3.1} §j. (®+¢)*+c = ¢*+2c3+ 2+,
biti jednak 0.

Ako je ¢ = 0, ocito ¢e c* + 2¢® + ¢ + ¢ biti jednak 0. Taj smo slucaj ve¢ imali i on
nam nije zanimljiv. Ako je ¢ # 0, onda ¢* + 2¢* + ¢ + ¢ moZemo podijeliti sa ¢ i dobivamo
c* +2c? + ¢ + 1. Sada trazimo nultocke ¢ ovog kubnog polinoma, tj. rjeSavamo jednadzbu

C+2F+c+1=0

Formula za rjeSenja kubne jednadZbe je komplicirana pa ¢emo ovdje navesti samo kona¢no
rjeSenje koje vodi periodi¢nom nizu, a to je

3

100+12 V69

¢ =— = —2=—1,75487 ...
100+12 V69

Osim ove, na$ kubni polinom ima i dvije kompleksno konjugirane nultocke.
Za vrijednost ¢ = —1,75487... dobivamo sljedeci niz:

0,—1,75487...,(=1,75487 .. )* — 1,75487 ... = 1,32471...,0,-1,75487 ..., ...

On je periodi€an s periodom duljine 3 pa —1,75487... pripada Mandelbrotovu skupu.

Sada nas zanima kada ¢e peti ¢lan niza[3.1] tj. ¢® + 4¢” + 6¢° + 6¢° + 5¢* +2¢% + ¢? + ¢
biti jednak 0. RjeSavanjem ove jednadZbe osmog stupnja pomocu, primjerice, aplikacije
Wolfram Alpha dobit ¢emo veC poznate vrijednosti 0 i —1 te joS dvije realne vrijednosti ¢
za koje dobivamo periodican niz s periodom duljine 4. To su vrijednosti ¢3 = —1,3107...
1c4 = —1,9407 ... Njima odgovaraju nizovi

0,-1,3107...,0,4072...,-1,1448...,0,... 1
0,-1,9408...,1,8259...,1,3932...,0,...

Nastavljajuéi ovaj postupak dobit ¢emo niz realnih vrijednosti ¢, koje pripadaju Man-
delbrotovu skupu.

Veza Mandelbrotova skupa i Gilbreathova principa

U prethodnim primjerima vidjeli smo da za odredene realne vrijednosti broja ¢ dobivamo
periodi¢ne nizove. Vidjeli smo primjerice da ako je ¢ = —1,75487... dobivamo niz s
periodom duljine 3, tj. 0, —1,75487..., 1,32471..., 0, ... Ako vrijednosti ¢lanova niza
poredamo od najmanje prema najvecoj, tj. ako svakom ¢lanu niza pridruzimo jedan broj
od 1 do 3 (1 najmanjem ¢lanu niza, 2 srednjem, a 3 najveCem ¢lanu niza) koji zapiSemo
iznad vrijednosti svakog ¢lana niza, dobivamo sljedecu tablicu:
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2 | 1 | 3
0| -1,75487... ] 1,32472...

Ako pridruzene brojeve Citamo od broja 1 cikli¢ki ulijevo, dobivamo ciklicku permu-
taciju (123) koja nam oznacava 1 — 2, 2 — 3, 3 — 1. Ovu ciklicku permutaciju, koja je
ujedno i1 Gilbreathova, mozZemo zapisati tablicno na sljedec¢i nacin:

1 23
2 31
Sli¢no vrijedi i za bilo koju vrijednost ¢ za koju dobivamo periodi¢an niz. Pogledajmo
primjer u kojem smo dobili da je niz periodi¢an s periodom duljine 4. To je bilo za ¢ =
-1,3107...1¢c =-1,9407...

Ako za ¢ = —1,3107 ... ¢lanovima niza pridruZimo brojeve od 1 do 4 na nacin kako je
opisano u prethodnom primjeru, onda dobivamo sljedecu tablicu:

3| 1 4| 2
0| -1,3107... | 0,4072... | —1,1448...

Brojeve zapisane iznad vrijednosti ¢lanova niza ¢itamo od 1 ulijevo i dobivamo ciklicku
Gilbreathovu permutaciju (1324) koju tabli¢no zapisujemo kao:

1 2 3 4
3421
Za c = —1,9407 ... pridruZivanjem brojeva od 1 do 4 ¢lanovima niza, dobivamo sljedecu

tablicu:

2 | 1 | 4 | 3
0| -1,9407... | 1,8259... | 1,3931...

Ciklic¢ka Gilbreathova permutacija dobivena na ovaj naCin zapisana tabli¢no je:

1 2 3 4
2 3 41

Primijetimo da su dobivene vrijednosti ¢ neke od nultocaka niza polinoma Py, P, P, ...
koji su definirani na sljede¢i nacin: P(x) = x, P»(x) = x> + x, P3(x) = Py(x)*> + x =
(X +x)?+x,...,P(x) =P, 1(x)* + x.

Sada ¢emo iskazati centralni teorem koji daje vezu izmedu Gilbreathova principa i
Mandelbrotova skupa. Teorem ovdje neCemo dokazivati, a za viSe o njemu upucujemo na
[7] 1 tamo navedenu literaturu.
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Teorem 3.1.2. Neka je Pi(x) = x i Pri1(x) = Pu(x)* + x, za k < n. Tada postoji bijekcija
koja svakoj realnoj nultocki ¢ polinoma P,,, koja vodi periodicnom nizu s periodom duljine
n, pridruzZuje ciklicku Gilbreathovu permutaciju duljine n. Bijekciju formiramo na sljedeci
nacin: za vrijednost ¢ nultocke polinoma P, , formiramo niz 0, ¢, ¢* +c, ¢* +2c+c* +c...
Clanu niza ija je vrijednost najmanja pridruzimo broj 1, sljedecem po velicini pridruzimo
broj 2, itd. sve do ¢lana niza Cija je vrijednost najveca - njemu pridruZimo broj n. Pri-
druZene brojeve zapisujemo iznad vrijednosti ¢lanova niza i ¢itamo ih ulijevo pocevsi od
Jjedinice. Tako dobivamo ciklicku Gilbreathovu permutaciju koju zapisujemo tablic¢no.

Napomena 3.1.3. Primijetimo da nije svaka Gilbreathova permutacija nuZno ciklicka. Na
primjer, ako kartu s vrha spila uguramo u sredinu, dobivamo Gilbreathovu permutaciju
koja nije ciklicka.

Definicija 3.1.4. Funkciju u :N — 7Z definiranu na sljedeci nacin:

0, ako d nije kvadratno slobodan

d) = { (=1, akojed = p\p,--- pw gdje su p; svi razliciti prosti brojevi

nazivamo Moébiusova funkcija. Pritom kaZemo da je d kvadratno slobodan ako je 1
najveci kvadrat koji dijeli d.

Primjer 3.1.5. Izracunajmo vrijednost Mobiusove funkcije za brojeve 56 i 165.
Rastavimo brojeve na proste faktore:

56 =28-2=14-2-2="7-2-2-2. Iz rastava vidimo da broj 56 nije kvadratno slobodan

jer je djeljiv brojem 4, odnosno kvadratom broja 2 pa je u(56) = 0.

165 =3-55 =3 -5 11. Iz rastava vidimo da su svi prosti brojevi razliciti pa je u(165) =

(1) = —1.

Od ranije znamo da je broj Gilbreathovih permutacija jednak 2"~! (Teorem [1.3.4).
Moze se pokazati (vidi [7]) da je broj ciklickih Gilbreathovih permutacija s periodom du-
ljine n jednak

1
5 pu(d)2", (3.2)
2n ;’;
d neparan

gdje je s u(d) oznaCena Mobiusova funkcija. Ova formula nam govori da je priblizno e

ciklickih Gilbreathovih permutacija s periodom duljine n. ’
Sada ¢emo na nekoliko primjera za razlicite n-ove izracunati broj ciklickih Gilbreatho-

vih permutacija pomocu formule a zatim ¢emo taj broj usporediti s brojem ciklickih

Gilbreatovih permutacija kojega smo dobili ranije promatranjem nultocaka ¢ ¢lanova niza

B.1
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Primjer 3.1.6. Ako je n = 3, onda je broj ciklickih Gilbreathovih permutacija s periodom
duljine 3 prema formuli[3.2|jednak 1, tj.

Ay oyt g1 el
s ()2 +u@3) 2 = 2@ -2 =2 6=1.

Isti rezultat, tj. jednu ciklicku Gilbreathovu permutaciju s periodom duljine 3 dobili smo za
c =—1,75487... Ako je n = 4, onda od ranije znamo da imamo dvije ciklicke Gilbreathove
permutacije s periodom duljine 4 i to za c = —1,3107...ic = —1,9407 ... Isti rezultat, tj.
dvije ciklicke Gilbreathove permutacije s periodom duljine 4 dobivamo ako uvrstimo n = 4

ul3.2

3.2 Kvaziperiodi¢na poplo¢avanja ravnine

Prije nego definiramo kvaziperiodi¢na poplocavanja ravnine i prikazemo vezu s Gilbreat-
hovim principom, navesti ¢emo neke pojmove iz Teorije grafova koji su nam potrebni u
ovom poglavlju (vidi [17]).

Definicija 3.2.1. Graf G je ureden par skupova G = (V,E), gdje je V = {vi,va,...,V;}
skup vrhova, a E = {ej, e,, ..., e,} skup bridova. Svaki brid e € E spaja dva vrha v,u € V.
KaZemo da su vrhovi v, u incidentni s bridom e ili vrhovi v,u € V su susjedni.

Ovu definiciju moZemo proSiriti tako da dopustimo petlje (bridove koji spajaju vrh sa
samim sobom), viSestruke bridove (vise bridova izmedu para vrhova), usmjerene bri-
dove (bridovi koji imaju orijentaciju). S obzirom na ovakvu podjelu bridova, razlikujemo:
usmjereni graf (graf koji ima usmjerene bridove) i multigraf (graf koji ima viSestruke
bridove). Graf koji nema ni petlji ni viSestruke bridove nazivamo jednostavnim grafom.

Buduci da od jednog vrha grafa do drugog moZemo doci na razli¢ite nacine, moZzemo
definirati razli¢ite nacine ,kretanja” po grafu. getnja u grafu G je niz vpev; . .. e,v, Ciji su
¢lanovi naizmjence vrhovi v; i bridovi e;, tako da su krajevi od e; vrhovi v;_; i1 v;, za svako
i, 1 <i<n. Ako su bridovi ey, e, ..., e, u Setnji voe,v; ... e,v, medusobno razliciti, onda
takvu Setnju nazivamo stazom. Ako su u stazi 1 vrhovi medusobno razliCiti, onda se takva
staza naziva put. Zatvorena Setnja, kod koje su pocetak i unutra$nji vrhovi razliciti, zove
se ciklus. Tura na G je zatvorena Setnja koja sadrzi svaki brid od G barem jednom.

Penroseova poplocavanja ravnine

Ideja poplocavanja intuitivno je jasna jer se s pojmom poplocavanja susre¢emo u svakod-
nevnom Zivotu kod prekrivanje povrSine keramickim plo¢icama, poploCavanje dvorista,
terasa, itd. Dakle, poploc¢avanje je prekrivanje ravnine odredenim likovima tako da se ni-
koja dva lika ne preklapaju i da izmedu njih nema praznina. Medutim, intuitivna definicija
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nije nam dovoljna da bismo poplocavanje mogli primijeniti kao matematicki model, pa je
potrebno formalizirati taj pojam.

Definicija 3.2.2. Poplocavanje Euklidske ravnine je prebrojiva familija zatvorenih skupova
(plocica) koje zadovoljavaju sljedeca dva uvjeta:

(i) unija svih plocica je ¢itava ravnina;
(ii) svake dvije plocice su disjunktne do na rubove.

Postoje razliCite vrste poploCavanja. lako su nam svima najbliZza ona koja se pravilno
ponavljaju u beskonacnost (tzv. periodi¢na poploCavanja), primjerice slaganje kvadrat-
nih plocica u kupaonici ili Sahovska ploca, vizualno zanimljiva su i poploc¢avanja koja
nisu ni pravilna ni sasvim nasumicna. Takva poplo€avanja nazivamo kvaziperiodi¢na po-
ploCavanja.

Preciznije, poplocavanje je periodi¢no ako posjeduje translacijsku simetriju. To je za-
dovoljeno ako postoji neki vektor (razli¢it od nulvektora) tako da pomakom objekta za
taj vektor dobivamo objekt koji ne mozZemo razlikovati od polaznog. U pravilu se pod
periodi¢noScu podrazumijeva da se translacijska simetrija pojavljuje u onoliko nezavis-
nih smjerova kolika je dimenzija prostora. Osim periodi¢nih postoje i neperiodi¢na po-
ploc¢avanja. Kao $to i samo ime govori, ta poploCavanja nisu periodi¢na. Medu neperi-
odi¢nim poploCavanjima neka su se pokazala jako pravilnima te su postala poznata pod
nazivom kvaziperiodi¢na poplocavanja. Kvaziperiodi¢na poplocavanja su neperiodi¢na
poplocavanja koja imaju samo lokalnu periodi¢nost s obzirom na neke transformacije: os-
novni uzorak se translacijom i/ili rotacijom ponavlja drugdje u ravnini, ali ne postoji je-
dinstvena translacija koja bi generirala Citavo poplocavanje (vidi [6]).

Najpoznatija kvaziperiodi¢na poplocavanja su Penroseova poploc¢avanja. Otkrio ih
je 1974. engleski matematiCar, kozmolog, te jedan od najpoznatijih suvremenih teorij-
skih fizicara Sir Roger Penrose. Penroseova poplocavanja koriste dvije protoplocice oblika
romba: ,tanki” Penroseov romb ¢iji manji unutrasnji kut ima veli¢inu 36° 1 ,,debeli” Pen-
roseov romb ¢iji manji unutrasnji kut ima veli¢inu 72°. Oba romba imaju stranice jednake
duljine i oznaCene su s dvije vrste strelica kao na slici

7w

Slika 3.2: ,.Debeli” 1 ,,tanki” romb

Buduci da se od takvih plo¢ica mogu sloZiti i periodi¢na i neperiodi¢na poploCavanja,
Penrose je definirao pravila slaganja kako bi se sprijecilo nastajanje periodi¢nog poploca-
vanja. Uzimajuci beskona¢no mnogo rombova ovih dviju vrsta i slaganjem tako da medu
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njima nema praznina i preklapanja te da susjedni rombovi imaju istu vrstu strelice u is-
tom smjeru duz zajednicCke stranice, dobivamo kvaziperiodi¢na Penroseova poplocavanja.
Penroseova poploc¢avanja imaju mnoga svojstva, od kojih je zanimljivo to da se u tim po-
ploCavanjima moze pojaviti jedinstveni centar simetrije reda 5 E], pri cemu kazemo da je
rotacija reda n simetrija objekta (ovdje poplocavanja) ako se rotacijom za n-ti dio punog
kuta (ali ne 1 puni kut) taj objekt poklopi sam sa sobom.

Postoji sedam nacina (slika[3.3)) na koje mozemo oko nekog vrha zapoceti slagati Pen-
roseova poplocavanja, no samo ¢e jedan od njih, tj. P, generirati rotacijsku simetriju reda
5. Ako nastavimo s postupkom slaganja rombova na opisani na¢in oko P,, dobit ¢emo ne-

Slika 3.3: Sedam nacina kako zapoceti Penroseova poplo¢avanja

periodi¢na Penroseova poploCavanja. Primjer isjecka jednog takvog poploCavanja prikazan
je naslici|3.4

Slika 3.4: IsjeCak jednog Penroseovog poplocavanja

'Postojanje centra simetrije reda 5 nemogude je u periodi¢nih popoloéavanja.
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Ako na slici [3.4] odaberemo jedan romb i promatramo jedan par njegovih paralelnih
stranica, onda promatranjem svih ostalih rombova ¢ije su stranice paralelne stranicama
pocetnog promatranog romba dobivamo traku (slika [3.5). Moze se pokazati da se cijelo
Penroseovo poploc¢avanje moze prikazati samo pomocu pet razlicitih traka. Ostale trake
dobivaju se translacijom i rotacijom ovih pet.

Slika 3.5: Jedna od traka

Da bismo opisali vezu Penroseova poplocavanja i Gilbreathova principa potrebna nam
je regularna peterostruka resetka. Peterostruka reSetka (slika je geometrijski lik do-

Slika 3.6: Peterostruka reSetka (izvornik:
http://www.ams.org/samplings/feature-column/fcarc-ribbons; public
domain).

biven slaganjem pet reSetki u ravnini koje nastaju rotacijom za visekratnik kuta od 72°.
Svaka od reSetki je skup paralelnih pravaca udaljenih za jedini¢nu duljinu. Tako dobi-
vamo da se u jednoj toCki peterostruke reSetke moze sijeci pet pravaca. Nas ¢e zanimati


http://www.ams.org/samplings/feature-column/fcarc-ribbons
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slucaj kada se u jednoj tocki u peterostrukoj resetci sijeku samo dva pravca. Takvu reSetku
nazivamo regularnom peterostrukom reSetkom. Oznac¢imo s ¢;, j = 0,...,4 pet real-
nih parametara koji predstavljaju pravce u pet razli¢itih smjerova (smjerovi se razlikuju za
viSekratnik kuta od 72°).

Pogledajmo Sto se dogada duz jednog pravca u regularnoj peterostrukoj resetci, npr. za
Jj = 0 to je vertikalni pravac (slika[3.7).

N

/.

Slika 3.7: Jedan vertikalni pravac u peterostrukoj resetci

Kao §to je ve¢ reCeno, zbog rotacije dovoljno je promatrati samo ovaj slucaj. Uzlazne
pravce koji sijeku vertikalni ozna¢imo sa j = 21 j = 4, asilazne pravcesa j = 11 j = 3. Kut
izmedu vertikalnog pravca i pravaca j = 1 iznosi 72°, kao i kut izmedu vertikalnog pravca i
pravca j = 4 (jer gledamo manji od kutova koje ti pravci zatvaraju s vertikalnim pravcem).
Kut izmedu vertikalnog pravca i pravaca j = 2 iznosi 36°, kao i kut izmedu vertikalnog
pravca i pravca j = 3. Zbog toga, udaljenost sjeciSta dvaju paralelnih pravaca j = 1 s
vertikalnim pravcem iznosi dy; = ﬁ Ista udaljenost je izmedu sjeciSta dvaju paralelnih
pravaca j = 4 s vertikalnim pravcem. Udaljenost sjeciSta dvaju paralelnih pravaca j = 2 s
vertikalnim pravcem iznosi dss = —==. Ista je udaljenost izmedu sjeciSta dvaju paralelnih
pravaca j = 3 s vertikalnim pravcem. Iz dobivenog zakljucujemo da sjecista vertikalnog
pravca s pravcima j = 11 j = 4 alterniraju. Analogno, alterniraju i sjeciSta vertikalnog
pravca s pravcima j =21 j = 3.

Ova nam ¢injenica moZe pomoci u dokazu da Penroseova poplocavanja nisu periodi¢na.
Argument o neperiodi¢nosti Penroseova poploCavanja valjan je zbog veze peterostruke
reSetke i Penroseova poplocavanja dane niZe teoremom [3.2.3] Na segmentu duljine / u
regularnoj peterostrukoj resetci promotrimo broj sjeciSta vertikalnog pravca s pravcima
j=11j=4,1t.s pravcima koji odreduju ,,debele” rombove. Broj tih sjecista jednak je
din = hsin72°. Analogno, broj sjeciSta vertikalnog pravca s pravcima j = 21 j = 3, t]. s
pravcima koji odreduju ,,tanke” rombove jednak je é = hsin36°. Zbog toga je omjer broja
,»debelih” 1 broja ,,tankih” rombova na segmentu duljine 4 jednak omjeru zlatnog reza, tj.
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hsin72° _ sin72° _
hsin36° ~ sin36° 1,618 = (p

Buduci da je omjer zlatnog reza iracionalan broj, Penroseova poplo¢avanja nisu periodi¢na.

Veza Penroseova poplocavanja i Gilbreathova principa

Neka su karte pik (P) i tref (T) crne boje, a karo (K) i herc (H) crvene boje. Takoder, neka
su pik (P) i herc (H) karte vece vrijednosti nego tref (T) i karo (K). PosloZimo ove karte u
dva dijela Spila: jedan dio neka se sastoji od alternirajucih karata pik (P) i karo (K) i nalazi
se u lijevoj ruci, a drugi dio od alternirajucih karata herc (H) i tref (T) i nalazi se u desnoj
ruci. Na taj nacin u svakom dijelu Spila alterniraju karte crne i crvene boje 1 karte vece
1 manje vrijednosti. Ako pomijeSamo (Gilbreathovo mijeSanje) ova dva dijela Spila, zbog
Gilbreathova principa dobit ¢emo $pil karata koji se sastoji od parova karata razliCite boje
i razlicite vrijednosti. Dakle, svaki par karata sastojat ¢e se od jedne karte crne boje i jedna
karte crvene boje i jedna od njih ée biti vece vrijednosti, a jedna manje (Teorem [1.2.2)).

Mijesanje ovako poslozenog Spila karata moZemo prikazati pomocu usmjerenog grafa
koji ima 4 vrha p, g, ri s (slika[3.8). Ozna¢imo sa (P) usmjereni brid koji spaja vrhove p i
q i vrhove r1i s, sa (K) ozna¢imo usmjereni brid koji spaja vrthove ¢ i p i vrthove s r, sa (H)
usmjereni brid koji spaja vrthove pirte g i s1isa(T) ozna¢imo usmjereni brid koji spaja
vthove ripte sig.

Slika 3.8: Usmjereni graf

MijesSanje karata sada moZemo opisati kao Setnju u usmjerenom grafu jer odlaganje
karata iz dijelova u ruci u dio na stolu (kao u Teoremu[I.2.2)) odgovara Setnji u usmjerenom
grafu. Pocetni vrh Setnje odabiremo tako da na pocetku mijeSanja karata karte na dnu



37

Spilova u lijevoj i desnoj ruci odgovaraju moguéim Setnjama u grafu. Ako su na dnu Spilova
u ruci karte (P) i (H) (jedna u lijevoj, a druga u desnoj ruci), onda Setnju pocinjemo iz vrha
p. Ako su to karte (K) i (H), onda kre¢emo iz vrha ¢. 1z vrha r kre¢emo ako su karte na dnu
Spilova u ruci (P) i (T), aiz vrha s ako su to karte (T) i (K). Primijetimo da odlaganje karata
1z Spila u lijevoj ruci u Spil na stolu odgovara horizontalnoj Setnji u grafu, dok odlaganje
karata iz Spila u desnoj ruci u $pil na stolu odgovara vertikalnoj Setnji u grafu. Primijetimo
jos da je u svakoj Setnji u grafu usmjereni brid koji vodi prema vrhu g oznacen kartom crne
boje, a usmjereni brid koji vodi iz tog vrha kartom crvene boje. Takoder, usmjereni brid
koji vodi prema vrhu p oznacen je kartom manje vrijednosti, a brid koji vodi iz tog vrha
kartom vece vrijednosti. Usmjereni brid koji vodi prema vrhu s oznacen je kartom vece
vrijednosti, a onaj koji vodi iz tog vrha kartom manje vrijednosti.

Da bismo povezali Penroseova poplocavanja s Gilbreathovim principom potrebno je
regularnoj peterostrukoj reSetci na slici [3.6] pridruziti njezin dual i to povezati sa Setnjom
u usmjerenom grafu na slici [3.8] U tome ¢e nam pomo¢i centrali teorem ovog poglavlja
koji daje vezu Penroseova poplocavanja i Gilbretahova principa. Teorem ¢emo ovdje samo
opisati, a za viSe o njemu upucujemo na [4].

Teorem 3.2.3. Svako Penroseovo poplocavanje ravnine rombovima dualno je regularnoj
peterostrukoj reSetci.

OpiSimo kako dobivamo dual regularne peterostruke reSetke. Dual regularne peteros-
truke reSetke dobivamo tako da u svakoj tocki sjeciSta peterostruke resetke konstruiramo
romb jedini¢ne duljine Cije su stranice okomite na dva pravca koji formiraju to sjeciste.
Skup svih takvih rombova mozemo posloZiti tako da poploce ravninu bez da ih rotiramo.

Kako smo vec¢ rekli, ¢itavo se Penroseovo poplocavanje moze generirati iz jedne trake
rotacijama i translacijama, pa je dovoljno promatrati Sto se dogada duz jednog pravca u re-
gularnoj peterostrukoj resetci. Drugim rije¢ima, dovoljno je samo u sjeciStima vertikalnog
pravca s praveima j = 1,2,3 1 4 na slici konstruirati rombove na opisani nacin. Na
taj nacin svakom od Cetiri razlicita tipa sjeciSta pridruzujemo jedan romb i dobivamo dual
vertikalnog pravca (slika [3.9).

Budu¢i da imamo Cetiri razlicita tipa sjecista, imamo i Cetiri razli¢ita romba (slika[3.10).
Oznacimo dobivene rombove na sljedeci nacin: romb koji konstruiramo u sjecistu vertikal-
nog pravca i pravca j = 4 ozna¢imo sa (P), romb koji konstruiramo u sjeciStu vertikalnog
pravca i pravca j = 2 oznacimo sa (T), romb koji konstruiramo u sjeciStu vertikalnog
pravca i pravca j = 3 oznacimo sa (H), a romb koji konstruiramo u sjeciStu vertikalnog
pravca i pravca j = 1 oznacimo sa (K). Budu¢i da sjecista pravaca j = 11 j = 4 s verti-
kalnim pravcem alterniraju, kao i sjecista pravaca j = 21 j = 3 s vertikalnim pravcem, uz
prethodne oznake dobivamo da u traci rombova na slici alterniraju rombovi oznaceni
sa (H) i (T) te rombovi oznaceni sa (P) i (K). Dakle, traka rombova na slici [3.9| odgovara
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Slika 3.9: Vertikalni pravac i njegov dual

Spilu karata koji se sastoji od alternirajuci karata herc (H) i tref (T) te karata pik (P) i karo

(K).
[N 7o

Slika 3.10: Rombovi u traci

U traci rombova na slici |3.9| svaka horizontalna linija zajednicka je stranica za neka
dva romba. Buduéi da rombovi u traci odgovaraju usmjerenim bridovima u grafu, stra-
nice romba mozemo oznaciti sa p, q,r, i s, tj. onako kako su oznaceni vrhovi u grafu, ali
postujudi pritom neka pravila. U traci rombova na slici[3.9]horizontalnu stranicu ozna¢avamo
sa r samo ako je iznad te stranice romb (P), a ispod romb (H). Oznaka je takva jer u Setnji
u grafu na slici[3.8] brid (P) slijedit ée nakon brida (H) jedino ako se oni susretnu u vrhu r.
Analogno dobivamo oznake ostalih horizontalnih stranica.

Sada nam joS preostaje oznaciti stranice rombova pomocu strelica. Ako je horizontalna
stranica romba oznacena s p, onda na tu stranicu crtamo dvostruku strelicu udesno. Ako je
ona oznacena sa ¢, onda crtamo jednostruku strelicu udesno. Jednostruku strelicu ulijevo
crtamo ako je stranica oznacena sa r, a dvostruku ulijevo ako je stranica oznacena sa s

(slika [3.TT).

P q s r

Slika 3.11: Strelice koje odgovaraju vrhovima u grafu
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Tako dobivamo rombove koji su oznaceni strelicama kao na slici [3.12

[

Slika 3.12: Horizontalne stranice romba oznacene sa strelicama

Ono Sto smo napravili duz jednog vertikalnog pravca u regularnoj peterostrukoj resetki,
mozZemo napraviti za svaki pravac u preostala Cetiri smjera. Tako ¢emo dual peterostruke
reSetke prikazati samo s 4 razli¢ita romba oznacena s jednostrukim i dvostrukim strelicama
kao na slici[3.13] Prema tome, ravninu moZemo poplociti samo s kopijama ova 4 romba.

R E ey

Slika 3.13: Sve stranice rombova oznacene sa strelicama

Dakle, Penroseova poplocavanja mogu se povezati s Gilbreathovim mijeSanjem tako
da se sjeciSta svakog pravca s preostalima u regularnoj peterostrukoj resetci povezu s
mijeSanja karata 1 to na sljede¢i nacin: uzmimo bilo koju traku rombova u Penroseovom
poplocavanju 1 dvostruku strelicu udesno zamijenimo oznakom p. Analogno, sve ostale
strelice zamijenimo oznakama kako je opisano ranije u tekstu. Redoslijed tako dobivenih
oznaka p, g, r i s, gledano odozdo prema gore, odgovara Setnji u usmjerenom grafu (slika
3.8). Takoder, oznake usmjerenih bridova (K), (T), (H) i (P) u grafu odgovaraju rombovima
na slici Konacno, svaka Setnja u grafu odgovara mijeSanju alternirajuceg Spila karata
(P) 1 (K) s alterniraju¢im Spilom karata (H) i (T) (vidi [3]).



Zakljucak

Gilbreathov princip kombinatorni je princip koji se najcesée koristi u kartaskim trikovima,
a opisuje svojstva karata koja ostaju oCuvana nakon specificnog nacina mijesSanja karata
kojeg nazivamo Gilbreathovim mijeSanjem. Gilbreathovo mijeSanje karata sastoji se od
dva koraka: najprije iz vrha Spila odbrojimo, tj. podijelimo jednu po jednu nekoliko karata
1 nakon toga tako poredane karte uguramo u preostale. Takvim mijeSanjem dobivamo novi
raspored, tj. permutaciju karata koju nazivamo Gilbreathovom permutacijom.

Osim s kartaskim trikovima, uocena je veza Gilbreathova principa i najpoznatijeg frak-
tala - Mandelbrotova skupa. Ako toCkama koje pripadaju Mandelbrotovu skupu 1 koje
iterativnim postupkom vode periodi¢nom nizu duljine n pridruZimo prirodne brojeve od 1
do n tako da najmanjoj vrijednosti pridruzimo broj 1, a najvecoj broj n, onda ée pridruZeni
brojevi Citani odredenim redoslijedom, tj. od 1 prema lijevo, formirati ciklicku Gilbreat-
hovu permutaciju.

Gilbreathov princip primjenjuje se i na kvaziperiodi¢na Penroseova poplocavanja rav-
nine sastavljena od dva romba ¢iji manji unutarnji kutovi iznose 36° 1 72° i ¢ije su stranice
oznacene to¢no odredenim strelicama. Rombovi posloZeni u Penroseovu poplocavanju od-
govaraju Spilu karata koji se dobije nakon Gilbreathova mijeSanja Spila u kojem alterniraju
karte s obzirom na Cetiri svojstva.

Bududéi da mnogi ucenici matematiku smatraju nezanimljivom i beskorisnom, potrebno
je nastavu viSe temeljiti na istraZzivaCkom ucenickom radu na zanimljivim primjerima iz
svakodnevnog Zivota. Jedan od nacina je 1 koriStenje Spila karata 1 izvodenje razlicitih
trikova koji imaju matemati¢ku pozadinu. Spil karata moZe nam posluZiti za otkrivanje
pojma funkcije i njezinih svojstava: injekcija, surjekcija, bijekcija, permutacije. Kartaski
trikovi temeljeni na Gilbreathovu principu mogu posluziti kao dobra motivacija u nastavi.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu prikazan je relativno novi kombinatorni princip koji se naziva
Gilbreathov princip. Cilj ovog rada bio je prikazati taj zanimljiv, u Hrvatskoj relativno
nepoznati princip 1 pokusSati naci primjenu istog u nastavi matematike u prirodoslovno -
matematickoj gimnaziji. Glavno znacenje Gilbreathova principa je sljedece: ako u Spilu
s N karata odaberemo bilo koji broj k svojstava karata, pri ¢emu je N viSekratnik od k, te
Spil karata poslozimo tako da se svaka uzastopna k-torka sastoji od karata koje svaka ima
razlicito od k svojstava (u istom redoslijedu u svakoj k-torci), onda Ce se i nakon specificnog
mijeSanja karata (koje se naziva Gilbreathovo mijeSanje) Spil sastojati od uzastopnih k-torki
karata s razli¢itim svojstvima. U ovom je radu dokazano nekoliko varijanti tog principa,
opisana je primjena istog na fraktale i kvaziperiodi¢na Penroseova poploCavanja ravnine te
su opisani neki od kartaSkih trikova u kojima se on primjenjuje.



Summary

In this thesis we described relatively new combinatorial principle which is called Gilbreath
principle. The main purpose of this thesis was to show that interesting, in Croatia rather
unknown principle and try to find the application of the same in high school mathematics.
The main result of this principle is following: if in a deck of N cards we choose any number
of k properties of cards, where N is multiple of k, and we arrange a deck of cards so that
the every consecutive k-tuples consist of cards which has distinct of k properties (in the
same order in every k-tuples), then after specific card shuffling (which is called Gilbreath
shuffle) a deck of cards will consist of consecutive k-tuples cards with distinct properties.
In this thesis we proven several variants of this principle, described the use of principle
on fractals and quasiperiodic Penrose tiling of plane and we described several card tricks
which are based on Gilbreath principle.
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