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0 UVOD

0 Uvod

U ovom radu bavimo se modeliranjem elasti£nog ²tapa izra�enog od bioraz-
gradivih polimera. Promatrani problem je zanimljiv zbog svoje sloºenosti,
budu¢i da povezuje modeliranje elasti£nog ²tapa i modeliranje degradacije
polimera, te potencijalne primjene u biomedicini. Naime, sve ve¢im napret-
kom tehnologije, raste i popularnost kori²tenja biorazgradivih polimera kao
implantanta. Pokazalo se da uporaba dosad naj£e²¢e kori²tenih metalnih im-
plantanata ima velik broj nedostataka, kao ²to su rizik od upale i infekcije
tkiva koje mogu uzrokovati otrovni produkti korozije, bol, ograni£enost rasta,
te £esta potreba za dodatnom operacijom za njihovo uklanjanje. U ovom
radu, ²tap je pojednostavljeni model implantanta koji se ugra�uje u ljud-
sko tijelo u slu£aju pucanja kosti. Mogu¢nost predvi�anja tijeka degradacije
biorazgradivih polimera i njihovog pona²anja, pomogla bi pri unaprije�enju
e�kasnosti dizajna implantanta tako da on pruºa pravu koli£inu snage i no-
sivosti kad je potrebno te se s vremenom bezopasno razgra�uje sve dok se
teret ne moºe sigurno prebaciti na zacijeljenu kost. Budu¢i da je ²tap izdu-
ºeni cilindar £ija je dimenzija duljine puno ve¢a od preostale dvije dimenzije,
na njega moºemo gledati kao na jednodimenzionalnu strukturu smje²tenu u
trodimenzionalnom prostoru. U skladu s tom pretpostavkom razvijen je mo-
del jednodimenzionalnog biorazgradivog ²tapa koji koristimo u radu.
Rad je podijeljen u £etiri poglavlja. U prvom poglavlju iznosimo osnovne
£injenice o biorazgradivim polimerima, njihovoj degradaciji, tipovima ero-
zije, upoznajemo se s osnovnim modelima za degradaciju polimera, te pred-
laºemo na² empirijski model. U drugom poglavlju predstavljamo teorijski
model jednodimenzionalnog bioragradivog ²tapa i detaljnije poja²njavamo
sve tri njegove sastavne komponente: model za elasti£nost, model za me-
hani£ku degradaciju, te model za kemijsku degradaciju. U tre¢em poglavlju
bavimo se numeri£kom aproksimacijom rje²enja zada¢e formulirane u drugom
poglavlju, te u £etvrtom poglavlju iznosimo rezultate dobivene numeri£kim
simulacijama u Matlabu.
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Biorazgradivi polimeri

1 Biorazgradivi polimeri

U ovom poglavlju upoznajemo se s osnovnim £injenicama o biorazgradivim
polimerima i njihovoj primjeni u medicini. Za uspje²no kori²tenje biorazgra-
divih polimera u medicini, bitna je mogu¢nost predvi�anja tijeka degrada-
cije i dubinsko razumijevanje za nju vezanih procesa. Stoga ¢emo, u ovom
poglavlju predstaviti i dvije osnovne vrste erozije biorazgradivih polimera:
povr²insku i volumnu, te predstaviti dosada²nje matemati£ke modele za nji-
hovo opisivanje, kao i njihovo slaganje s rezultatima nekih eksperimentalnih
istraºivanja.

1.1 Primjena biomaterijala u medicini

U dana²nje vrijeme, razni biomaterijali se koriste u modernoj medicini kao
implantanti koji mogu biti u bliskom kontaktu s ljudskim tkivom. Bioma-
terijali su materijali koji se koriste za zamjenu i zacijeljivanje tjelesnih tkiva
i organa bilo iz zdravstvenih ili estetskih razloga. Prema mjestu primjene,
biomaterijali se mogu podijeliti na: ortopedske, dentalne, oftalmolo²ke, kar-
diovaskularne, dermatolo²ke itd., dok se prema kemijskom sastavu dijele ma:
metalne, polimere, kerami£ke, prirodne i mje²avine. Kroz godine su se, na or-
topedskim operacijama za �ksiranje prijeloma, najuspje²nije pokazale razne
legure metala, upravo zbog svojih dobrih mehani£kih svojstava i biokompa-
tibilnosti, a danas su naj£e²¢e kori²teni nehr�aju¢i £elik, kobalt, magnezij i
legure titanija [1]. Me�utim, pokazalo se da uporaba metalnih implantanata
ima i nedostataka. Naime, utvr�eno je da je nakon uklanjanja unutarnjeg
metalnog implantanta, zacijeljena kost slabija od zdrave [25]. Ovo je po-
sljedica velike razlike u modulu elasti£nosti metalnog implantanta i kosti.
Prilikom zacijeljivanja kost nije dovoljno optere¢ena, budu¢i da to umjesto
nje radi metalni implantant, stoga njegovo micanje moºe uzrokovati ponovno
puknu¢e kosti kad se sav teret prebaci na kost. Jo² jedan nedostatak kod me-
talnih implantanata je rizik od upale i infekcije tkiva koje mogu uzrokovati
otrovni produkti korozije. Od ostalih nedostataka tu su i bol, ograni£enost
rasta, nakupljanje metala u tkivu te problemi interferencije prilikom radi-
oterapije i slikanja. No, po mi²ljenju pacijenata najve¢i problem je to ²to
je kod metalnog implantanta £esto potrebna dodatna operacija za njegovo
uklanjanje. Dodatna operacija pove¢ava vrijeme oporavka ²to moºe zna£ajno
utjecati na ºivote pojedinaca, posebno ako su sporta²i te im je potreban ²to
brºi oporavak. Zbog gore navedenih nedostataka, pojavila se sve ve¢a ºelja
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za prebacivanjem na uporabu biorazgradivih materijala. Najve¢a prednost
kod biorazgradivih implantanata je ²to se mogu dizajnirati tako da pruºaju
pravu koli£inu snage i nosivosti kad je potrebno te se s vremenom bezopasno
razgra�uju sve dok se teret ne moºe sigurno prebaciti na zacijeljenu kost.
Nadalje, biorazgradivi materijali ne izazivaju upalu ni toksi£nu reakciju. Na
taj na£in, eliminirani su opasnost od korozije, vi²e nema potrebe za dodat-
nom operacijom za uklanjanje implantanta, te nema opasnosti od ponovnog
pucanja kosti nakon ²to je implantant uklonjen.
Naj£e²¢e kori²teni biorazgradivi materijali su sinteti£ki biorazgradivi polimeri
jer se mogu sintetizirati tako da imaju bolje osobine i ve¢u uniformnost of pri-
rodnih materijala, a od njih su najvi²e istraºivani poliglikolna kiselina (PGA),
polimlije£na kiselina (PLA) i poli-ε-kaprolaktani (PCL). Polimlije£na kiselina
postoji u dva oblika koja su stereoizomerna, a ozna£avamo ih slovima L ili
D. Ako se polimer sastoji samo od L-izomera, nazivamo ga poli-L-mlije£na
kiselina (PLLA), polimer koji se sastoji samo od D-izomera nazivamo poli-D-
mlije£na kiselina (PDLA), dok polimer koji je kombinacija ova dva izomera
nazivamo poli-D,L-mlije£na kiselina (PDLLA).
Najbitniji kriterij kod odabira polimera je mogu¢nost kombiniranja mehani£-
kih svojstava s vremenom degradacije tako da ostane dovoljno snaºan sve dok
kost nije zacijelila. Jedan od glavnih izazova u medicini je upravo dizajnira-
nje implantanta koji se polako razgra�uje i postupno prebacuje naprezanje
na okolno tkivo dok ono zacijeljuje. Iako gore spomenuti polimeri imaju vrlo
dobra svojstva, postoje odre�eni nedostatci kad trebaju zadovoljiti uvjete za
speci�£nu primjenu, od kojih je glavni - razli£ito vrijeme potpune resorpcije.
Naime, pribliºno vrijeme potpune resorpcije PGA je izme�u 6 - 12 mjeseci,
za PCL i PLLA preko 36 mjeseci, dok je za PDLLA izme�u 12 - 15 mje-
seci [9]. Stoga je, kako bi vrijeme potpune degradacije polimera odgovaralo
vremenu zacijeljivanja kosti, potrebno sintetizirati nove materijale £ija brzina
degradacije zadovoljava uvjete zacijeljivanja i nosivosti tereta.
Ve¢ina istraºiva£a u ovom podru£ju koristi kombinaciju dva ili vi²e polimera
kako bi bolje kontrolirali njihove karakteristike. Bibber [3], navodi da je po-
ºeljan omjer polimlije£ne i poliglikolne kiseline 90:10 (PLGA 90:10) jer takav
polimer nije mekan ni gnjecav, MAST Biosurgery [24] su odabrali nekristalni
polimer koji se sastoji od 70 % poli-L-mlijelne kiseline i 30% poli-D,L-mlije£ne
kiseline(70:30 PLDLLA) £ija je degradacija 12-18 mjeseci, dok se stent izra-
�en od 50% PLA i 50% PCL (PLCL 50:50) pokazao izuzetno kompatibilan
s vaskularnim tkivom. Jo² uvijek je potrebno istraºiti vezu udjela polimera
u smjesi i parametara degradacije polimera kako bi se prona²ao prigodan
polimer za speci�£ne primjene.
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1.2 Erozija i degradacija polimera

Degradacija je kemijska reakcija koja rezultira kidanjem veza glavnog lanca
polimera pri £emu se kao produkti degradacije stvaraju kra¢i oligomeri, mo-
nomeri i ostale molekule manjih masa, dok pre�ks "bio" ukazuje na to da u
biolo²kom sustavu, osim pasivne hidrolize, na degradaciju utje£e i okolina ili
biokataliti£ki procesi (uklju£uju¢i bakterije, enzime i dr.). Erozija je suma
svih procesa koji mogu dovesti do gubitka mase polimera. Prirodni i sinteti-
zirani biorazgradivi polimeri se s vremenom razgra�uju kao rezultat kemijske
hidrolize koja je posljedica reakcije vode sa labilnim vezama u polimerskom
lancu. Ovaj proces se doga�a zbog prodiranja vode u matricu polimera.
Voda sije£e veze i s vremenom transformira £vrsti polimer u polimer koji je
topljiv u vodi. Hidroliza £vrstog biorazgradivog implantanta je povezana s
makroskopskim promjenama u izgledu ure�aja, promjenama u mehani£kim
svojstvima, oticanju i gubitku mase. Brzina reakcije je povezana sa spo-
sobno²¢u polimera da apsorbira vodu, hidro�lni polimeri tako upijaju veliku
koli£inu vode i degradiraju brºe od hidrofobnih.

Slika 1.1: Na slici su prikazani mehanizmi povr²inske i volumne erozije.

Postoje dvije vrste erozije koje su opisane u literaturi, a njihov me-
hanizam opisan je na slici 1.1. Jedna je homogena ili volumna (bulk) erozija,
u kojoj se hidroliza doga�a istovremeno kroz cijeli uzorak. Stoga se i gu-
bitak molekularne teºine, smanjivanje mehani£kih svojstava i gubitak mase,
tako�er doga�aju kroz cijeli uzorak istom brzinom. Op¢enito ovaj tip erozije
pokazuju polimeri koji sadrºe esterske, eterske i amidne skupine, kao ²to su
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PLA, PGA, PCL, poliamidni proteini, celuloza i njeni derivati. Ova reakcija
ponekad moºe biti ubrzana samim produktima hidrolize. Druga vrsta erozije
je heterogena ili povr²inska erozija u kojoj do hidrolize dolazi u podru£ju
blizu povr²ine, dok ve¢inski dio materijala gotovo uop¢e nije hidroliziran.
Hidroliza napreduje kroz materijal kad se povr²inski sloj erodira i ukloni.
Klju£an faktor koji odre�uje do koje ¢e vrste erozije do¢i je omjer brzine
kojom voda difuzira i prodire u polimer i brzine kojom pucaju veze u glav-
nom lancu [5, 14, 17�20, 26]. Do volumne erozije dolazi kad je brzina kojom
voda prodire u matricu polimera ve¢a od brzine pucanja veza, tj. od brzine
kojom se polimer pretvara u materijal topljiv u vodi. Upijanje vode se odvija
kroz cijeli volumen £vrstog polimera te rezultira pukotinama te fragmenta-
cijom [10, 21, 23]. U slu£aju povr²inske erozije, brzina kojom pucaju veze u
lancu polimera, puno je ve¢a od dotoka vode u matricu polimera zbog £ega je
erozija ograni£ena na povr²inu polimerskog ure�aja koji se s vremenom sma-
njuje, no zadrºava strukturni integritet. Me�utim, Burkersroda i ostali su
pokazali da je i debljina uzorka (okomita na reaktivnu povr²inu) bitna za pre-
dvi�anje tipa erozije koji ¢e uslijedit. U svom £lanku [5], autori su de�nirali
kriti£nu veli£inu i povezali je s koe�cijentom difuzije vode i brzinom kojom
pucaju veze u polimeru. Ova kriti£na veli£ina varira od desetak mikrometara
do par centimentara. Ako je debljina uzorka ve¢a od kriti£ne veli£ine, javit
¢e povr²inska erozija, u suprotnom ¢e uslijediti volumna erozija. Drugim rije-
£ima, kod istog polimera se mogu javiti i povr²inska i volumna erozija, oviso
o odre�enim uvjetima. Op¢enito, inertne i hidrofobne kemijske skupine, ve¢a
po£etna molekularna teºina i ve¢i kristalinitet, usporavaju obje vrste erozije.
Mnogo toga je poznato o eroziji iz teorijskog i eksperimentalnog rada u kojima
su ve¢inom mjereni molekularna masa, gubitak mase, zasi¢enost vodom te u
nekim slu£ajevima i gubitak mehani£kih svojstava u vremenu. Me�utim, jo²
uvijek nije prona�en na£in da se kvantitativno poveºu ti podaci s osnovnim
parametrima kao ²to su brzina degradacije lanca, permeabilnost vode, toplji-
vost produkata degradacije... Vaºno je napomenuti i da su osnovni kineti£ki
parametri za reakcije mjereni u teku¢oj i plinovitoj fazi, a erozija se odvija u
£vrstom uzorku, stoga je potrebno paziti na ispravan na£in povezivanja ovih
parametara s parametrima za £vrsti polimer. Kod ve¢ine medicinskih ure-
�aja izra�enih od biorazgradivih polimera, uo£ena je degradacija volumnom
erozijom te ¢e nam ona u daljnjem razmatranju biti vaºnija.
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1.3 Povr²inska vs volumna erozija

Na pitanje kada dolazi do povr²inske, a kada do volumne erozije, odgovor
su poku²ali dati mnogi, a u ovom odijeljku ¢e biti predstavljenja razmatra-
nja [19] i [6].
Neka uzorak ima debljinu W u smjeru difuzije vode. Ako voda moºe prodri-
jeti kroz cijeli uzorak prije nego ²to gubitak mase zapo£ne, uzorak ¢e volumno
erodirati. No, ako se erozija pojavi puno prije nego voda ispuni cijeli uzorak,
uzorak ¢e povr²inski erodirati. Vrijeme koje je potrebno da voda difuzijom
ispuni udaljenost W je

Td ∝
W 2

D
, (1.1)

gdje je D koe�cijent difuzije za vodu u polimeru [22]. Vrijeme koje je po-
trebno da erozija zapo£ne (Te) je vrijeme koje je potrebno da se lanac poli-
mera razgradi na manje segmente koji su dovoljno mali da postanu topljivi
u vodi. Kada ovi mali dijelovi napuste uzorak, po£inje gubitak mase. Neka
N0 ozna£ava broj monomera po lancu u originalnom polimeru (broj veza je
N0 − 1) i neka NE ozna£ava broj preostalh monomera kada dijeli¢ polimera
postane topljiv u vodi. Broj veza koje se trebaju hidrolizirati da bi uzorak
dosegao NE je N0

NE
− 1 po lancu. Ovaj broj je pogodno zapisati u obliku

koncentracije Cm(mol/L):

Cm =

(
1

NE

− 1

N0

)
ρ, (1.2)

gdje je ρ(mol/L) koncentracija razgradivih veza u polimeru s beskona£no
velikom molekularnom teºinom (N → ∞). U ve¢ini slu£ajeva jedna veza
reagira s jednom molekulom vode, stoga je ukupna koli£ina utro²ene vode
kada erozije zapo£ne tako�er Cm. U [5] je objavljeno da je za poli-D,L-
mlije£nu-koglikolnu kiselinu (PLGA) NE oko 15, a Cm oko 1 mol/L.
Pretpostavimo da je degradacija reakcija prvog reda, odnosno da njena brzina
ovisi linearno o koncentraciji samo jednog reaktanta. U na²em slu£aju ovisi
samo o koncentraciji vode (Cw) unutar polimera i o koe�cijentu k. Brzina
degradacije je tada Rd = kCw. Pretpostavimo i da je koncentracija vode
konstantna i jednaka zasi¢enoj koncentraciji vode u polimeru(Cs). Mnogi
polimeri mogu upiti ve¢e koli£ine vode, i to do 1% svoje mase. Prema tome,
vrijednost Cs je oko 0.5 mol/L. Kada ukupna koncentracija razgra�enih veza
polimera dostigne Cm, erozija po£inje. Vrijeme potrebno za po£etak erozije
Te je

Te =
Cm
kCw

=

(
1

NE

− 1

N0

)
ρ · 1

kCw
. (1.3)
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Ako je Td kra¢e od Te, uo£it ¢emo volumnu eroziju. U suprotnom ¢e uslijediti
povr²inska erozija. Uvjet Td = Te de�nira prijelaz s volumne na povr²insku
eroziju. Uvr²tavanjem Td ∝ W 2

D
u gornju jednadºbu, moºe se izra£unati

kriti£na debljina (Wc) uzorka potrebna za prijelaz:

Wc = q ·
(
D

k

) 1
2

, (1.4)

gdje je q koe�cijent koji uzima u obzir sve koncentracije i molekularne teºine.
U slu£aju kad je W � Wc, uzorak ¢e erodirati volumno. S druge strane, kad
je W � Wc uslijedit ¢e povr²inska erozija. Stoga, prijelaz izme�u povr²inske
i volumne erozije ne ovisi samo o tome odvija li se brºe hidroliza ili prodiranje
vode, ve¢ i o debljini uzorka. Za odre�eni polimer, deblji uzorci podlijeºu
povr²inskoj eroziji, dok se kod tanjh uzoraka javlja volumna erozija.
Kad je uzorak uronjen u vodu, molekule vode odmah po£inju difuzijom pro-
dirati u uzorak. Po£inje i hidroliza. Voda nastavlja difuzirati u uzorak sve
dok voda potpuno ne zasiti cijeli uzorak. Vrijeme prije nego ²to je uzorak
potpuno zasi¢en vodom nazivamo prva faza. Druga faza po£inje nakon ²to
je zasi¢enje zavr²eno. Tokom druge faze, koncentracija vode u polimeru je
gotovo konstantna (Cs). Tako�er, za vrijeme ove faze, koncentracija hidroli-
zabilnih veza je ve¢a od koncentracije vode jer je topljivost u vodi relativno
mala (npr. 1% masenog udjela). Kako se degradacija nastavlja, neki dijelovi
polimera postanu dovoljno mali (NE) da postanu topljivi u vodi i gubitak
mase po£inje. Od ovog trena, erozija ulazi u tre¢u fazu. Budu¢i da su se
dijelovi polimera manji od NE otopili u vodi i napustili uzorak, eksperimen-
talno ¢e se uo£iti smanjenje molekularne teºine preostlog uzorka. Drugim
rije£ima, broj veza po lancu u ostatku uzorka se pribliºava NE dok uzorak
nestaje.

1.4 Modeli za eroziju

Do danas, postoji jako puno literature koja se bavi tematikom erozije poli-
mera. U naj²irem smislu moºemo ih, prema pristupu, podijeliti u tri skupine:
fenomenolo²ki, vjerojatnosni i empirijski. Ve¢ina fenomenolo²kih modela koji
poku²avaju okarakterizirati eroziju polimera na temelju mehanisti£kih feno-
mena, temelji se na jednadºbama reakcije, difuzije i otapanja. Zbog toga su
dovoljno op¢eniti da se mogu jednostavno primijeniti na razne tipove poli-
mera, geometrije ure�aja i uvjete, no dovoljno su precizni da u obzir uzmu
fenomen speci�£an za odre�en sustav. Upravo zato ²to £esto razmatraju i
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takve fenomene, ovi su modeli £esto komplicirani, netrivijalno je na¢i ana-
liti£ka rje²enja jednadºbi, a nekad je te²ko uop¢e primijeniti te jednadºbe.
Ovaj pristup za modeliranje volumne erozije koristili su Thombre i Himmel-
stein [29] i on se temelji na fenomenu reakcije - difuzije.
Za modeliranje mehanicisti£kih promjena u sustavu bez jednadºbi koje pre-
cizno opisuju fenomen mogu se koristiti vjerojatnosne distribucije. Ovo je
posebno prigodno u slu£aju eorzije polimera jer su polimeri sastavljeni od
distribucija molekularnih teºina te njihovu linearnu degradaciju u monomere
moºemo modelirati vjerojatnosno [4, 16]. Ovaj pristup modeliranje erozije
obi£no uklju£uje podjelu dvodimenzionalnog ili trodimenzionalog sustava u
diskretne volumne jedinice ili ¢elije koje predstavljaju razli£ite vrste koje
mijenjaju svojstva na temelju nasumi£no distribuiranih "trajanja". Upravo
takvi i sli£ni pristupi su tradicionalno kori²teni za modeliranje povr²inske
erozije polimera [2]. Ovo je bio slu£aj i u ve¢ini modela od Gopfericha i Zygo-
urakisa u 1990-ima, iako je modelirana i volumna erozija [11,13,15,27,31,32].
Zygourakis je koristio Monte Carlo pristup za modeliranje erozije, no zane-
mario je efekt difuzije. Gopferich je kombinirao vjerojatnosni Monte Carlo
pristup za degradaciju i fenomenolo²ki model za difuziju za veliki spektar
fenomena.
Gore opisani modeli su prekomplicirani za na²e potrebe, te ¢emo poku²ati
osmisliti vlastiti model. U nastavku ¢e biti predstavljeni jedan vjerojatnosni
model za hidrolizu, te na² empirijski model.

1.4.1 Degradacija matrice: vjerojatnosni model za hidrolizu

Promatramo biorazgradivi polimer s proizvoljnom ko�guracijom u pravilnoj
domeni koja je un�ormno diskretizirana na kona£an broj elemenata degra-
dacije (¢elija). Varijabla x je pridruºena svakom elementu i ukazuje na tri
stanja degradacije: hidrolizibilan (xh = 1), hidroliziran (xh = 0.001) i prazan
(xv = 0). Radi jednostavnosti, pretpostavljamo da je distribucija veli£ine
lanaca polimera uniformna, kao i po£etna gusto¢a kroz matricu polimera.
Stoga, pretpostavljamo da varijabla x predstavlja lokalnu prosje£nu mole-
kularnu teºinu, uz uvjet da je broj degradacijskih elemenata dovoljno velik
(Gopfreich [11] je predloºio 140x140 za 2D model). Za materijale koji vo-
lumno erodiraju, kao ²to su PLA, PGA i njihovi kopolimeri, budu¢i da je
brzina prodiranja vode znatno ve¢a od brzine hidrolize, pretpostavljamo da
je matrica potpuno zasi¢ena vodom u trenutku t = 0 i da ostaje uronjena
u idealnu otopinu u kojoj je koncentracija razgra�enog polimera 0 na grani-
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cama matrice.
U reakciji hidrolize, molekule vode napadaju veze u lancima polimera ²to
dovodi do smanjenja prosje£ne molekularne teºine matrice polimera. Ekspe-
rimentalno je provjereno da degradaciju polimera £esto dobro opisuje reakcija
prvog reda [11,30] koja je dana s:

dM t
a

dt
= −λMa, (1.5a)

M t
a = M0

a t = 0, (1.5b)

gdje su M0
a i M t

a po£etna (t = 0) prosje£na molekularna teºina, te moleku-
larna teºina koja ovisi o vremenu, redom, λ je koe�cijent brzine degradacije
koja se moºe odrediti iz eksperimentalnih podataka linearnom regresijom [30].
Iz gornje jednadºbe moºemo izvesti funkciju koja opisuje gubitak molekularne
teºine:

M l
a = 1− M t

a

M0
a

= 1− e−λt, (1.6)

gdje M l
a ozna£ava prosje£an gubitak molekularne teºine tokom degradacije.

Prema Gopfreichovom modelu [11], degradaciju moºemo promatrati kao sto-
hasti£ki doga�aj za sve hidrolizibilne elemente (xH = 1). Prosje£an gubitak
molekularne teºine opisan u (1.6) odgovara Erlangovom stohasti£kom pro-
cesu prvog reda u kojem se vjerojatnosna funkcija gusto¢e p, koja de�nira
vjerojatnost hidrolize jednog hidrolizabilnog elementa, ra£una sa:

p(λ, t) = λe−λt. (1.7)

Me�utim, stohasti£ki model hidrolize opisan u (1.7) ima neka matemati£ka
ograni£nja koja treba popraviti za model degradacije. Vaºno je napomenuti
da je reakcija prvog reda opisana u (1.5) primjenjiva kad matrica polimera
u po£etnom trenutku nema makroskopske pore (pore ve¢e od 75µm). Stoga
je za polimer kojemu je po£etna poroznost α, vjerojatnosna funkcija gusto¢e
de�nirana s (1.7) neto£na. Budu¢i da je vjerojatnost hidrolize jednaka za
sve hidrolizibilne elemente u nekom trenutku t, moºemo pretpostaviti da
degradacija kre¢e od £vrstog stanja (α = 0) i postupno se razgra�uje do
iste poroznosti koju ima porozna matrica, kao ²to je prikazano na Slici 1.2.
Moºemo izra£unati taj vremeski pomak tadd za matricu polimera s poroznosti
α iz (1.6):

tadd = −
ln
(M l

a

M0
a

)
λ

=
ln(1− α)

λ
. (1.8)
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Slika 1.2: Na slici, preuzetoj iz [7] je prikazan shematski dijagram odre�ivanja
vremenskog ka²njenja tadd za matricu polimera koja ima po£etnu poroznost
α. Zona A: virtualni proces degradacije koji po£inje od matrice £vrstog
polimera, bez makroskopskih pora (α = 0). tadd moºe se izra£unati iz (1.8)
kako bi se popravila vjerojatnosta funkcija gusto¢e p(λ, t). Zona B: prava
simulacija koja uzima u obzir vritualni dio degradacije preko vremenskog
ka²njenja tadd.

1.4.2 Na² emiprijski model

Budu¢i da su gore predstavljeni modeli previ²e komplicirani za na²e potrebe,
odlu£ili smo prou£iti eksperimentalne rezultate te vidjeti moºemo li na te-
melju njih osmisliti jednostavan model. Kako nam je od interesa volumna
erozija, prou£ili smo eksperimentalna istraºivanja polimera koji degradiraju
na taj na£in.
Tracy i ostali [30] su u svom radu istraºivali polimlije£nu-koglikolnu (PLG)
mikrosferu in vivo i in vitro te su odredili njenu brzinu degradacije mjerenjem
promjene molekularne teºine polimera u vremenu. Uo£ili su da je degrada-
cija in vivo brºa od degradacije in vitro, no ono ²to je posebno zanimljivo je
da obje degradacije pokazuju pona²anje koje je opisao Gopferich [11]. Na-
ime, kao ²to se vidi na Slici 1.3, molekularna teºina eksponencijalno pada s
vremenom.
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(a) graf gubitka molekularne teºine (b) graf gubitka logaritma molekularne teºine

Slika 1.3: Na slici su prikazani rezultati mjerenja iz [30]. Na slici a) je
prikazan graf promjene molekularne teºine PLG mikrosfere kroz dane. Nor-
malizirana molekularna teºina % = (Mw/Mw0) × 100. Na slici b) je pri-
kazan graf na kojem je normalizirana molekularna teºina logaritmirana,
te je prikazan i graf dobiven linearnom regesijom. Jednadºba pravca je
y = 4.3 − 0.044x,R2 = 0.96. Dakle, koe�cijent brzine degradacije je
−0.044(1/dan) ²to je odre�eno iz nagiba pravca.

Slika 1.4: Gubitak mase PLGA polimera u ovisnosti o vremenu.
Ono ²to nas zanima je, moºemo li i gubitak mase polimera modelirati na
sli£an na£in. Prisjetimo se, gubitak molekularne teºine po£inje prije gubitka
mase uzorka, cijepanjem lanaca polimera sve dok ti lanci ne postanu dovoljno
mali da se mogu otopiti u mediju u kojem se nalaze. Stoga je bilo vaºno
razlikovati ova dva pojma, te poku²ati prona¢i adekvatna eksperimentalna
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mjerenja. Farahani i ostali [8] u svom istraºivanju prou£avaju degradaciju
poli-D,L-koglikolne kiseline (PLGA 50:50) u vodenom mediju pri 37◦C tokom
56 dana. U eksperimentima je, osim promjene molekularne teºine, mjeren i
gubitka mase polimera £iji graf je dan na Slici 1.4. Autori su na dane podatke
�tali polinom tre¢eg stupnja, no te²ko je ne primijetiti da bi eksponencijalna
funkcija moºda bolje opisala ove podatke. Kako bismo to provjerili, iz grafa
su izvu£ene (x, y) koordinate mjerenja te su nacrtani novi grafovi s normalnim
i logaritmiranim vrijednostima na y osi prikazani na Slici 1.5.

(a) graf gubitka mase (b) graf gubitka logaritma mase

Slika 1.5: Na slici su prikazani rezultati mjerenja iz [8]

Na Slici 1.5 a) prikazan je graf promjene gubitka mase [%] PLGA polimera
kroz dane. Na Slici 1.5 b) je prikazan graf na kojem je gubitak mase logarit-
miran, te je prikazan i graf dobiven linearnom regesijom. Jednadºba pravca je
y = −1, 0612 + 0.0571x,R2 = 0.988. Dakle, iz ovog zaklju£ujemo da gubitak
mase moºemo modelirati jednadºbom dm

dt
= km gdje je k = −0.05714(1/dan)

koe�cijent brzine degradacije odre�en iz nagiba pravca na Slici 1.5 b).
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2 Model biorazgradivog ²tapa

U ovom poglavlju pratimo rad [28] te predstavljamo teorijske modele, naj-
prije za trodimenzionalni, a zatim i za jednodimenzionalni bioragradivi ²tapa.
Tako�er, detaljnije poja²njavamo sve tri njegove sastavne komponente: mo-
del za elasti£nost, model za mehani£ku degradaciju, te model za kemijsku
degradaciju.

2.1 Formulacija 3D problema

Neka je Ω ⊆ R
3 ograni£ena domena s Lipschitzovom granicom Γ. Pretposta-

vimo da je skup Ω biorazgradivo elasti£no tijelo. Funkcijom F ozna£avamo
volumnu, a s funkcijom G povr²insku gusto¢u sila na Ω. Promatramo kva-
zistati£ke jednadºbe trodimenzionalnog biorazgradivog tijela Ω:

−div(dε(e(u))) = dF na(0, T )× Ω (2.1a)
u = u0 na (0, T )× Γu (2.1b)

dε(e(u)))n = G na (0, T )× Γp (2.1c)
dt − α∆d = σ(dε(e(u))) na (0, T )× Ω (2.1d)
∇d · n = 0 na (0, T )× ∂Ω (2.1e)
d(0, ·) = 1 na Ω, (2.1f)

gdje je Γu ∪ Γp = ∂Ω, T > 0, α > 0 koe�cijent difuzije, n
vanjska jedini£na normala, e(u) linearizirani tenzor deformacije, a ε ∈
L∞(Ω, L(Sym(R3), Sym(R3)) tenzor elasti£nosti. Pretpostavljamo da je ma-
terijal homogen i izotropan, pa je

ε(M) = λtr(M) + 2µM,

gdje su λ i µ Lameovi koe�cijenti. Funkcija σ : Sym(R3)→ R
− opisuje odnos

izme�u naprezanja i degradacije. Pretpostavit ¢emo samo da je σ(M) < 0
te ju detaljnije opisati u nastavku poglavlja.
Nepoznanice u ovom problemu su
• u : [0, T ]× Ω→ R

3 polje vektora pomaka elasti£nog tijela
• d : [0, T ] × Ω → R polje razgradivosti materijala. Prirodno je da je
d([0, T ]× Ω) ⊆ [0, 1].

Jednadºba −div(dε(e(u))) = dF opisuje ravnoteºu lineariziranog elasti£nog
tijela pri £emu je funkcijom d opisana koli£ina materijala u trenutku t u x ∈ Ω
Jednadºba dt − α∆d = σ(dε(e(u)))opisuje degradaciju materijala s obzirom
na naprezanje u tijelu.
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Neka su F ∈ L2(0, T ;L2(Ω,R3)), u0 ∈ H1(Ω;R3) i G ∈ L2(0, T ;L2(Ω,R3))
zadani. De�nirajmo funkcijski prostor prilago�en zada¢i 2.1a:

V = {v ∈ H1(Ω;R3) : v = 0 na Γu}.

Sada je slaba formulacija problema: na¢i u ∈ L2(0, T ;H1(Ω;R3)) i d ∈
L2(0, T ;H1(Ω)) takve da vrijedi :

u− u0 ∈ L2(0, T,V), (2.2a)∫
Ω

dε(e(u)) · e(v) dx =

∫
Ω

dF · v dx+

∫
Γp

G(t) · v dS v ∈ V ,

(2.2b)∫
Ω

dtc dx+ α

∫
Ω

∇d · ∇c dx =

∫
Ω

σ(dε(e(u)))c dx c ∈ H1(Ω), t ∈ [0, T ],

(2.2c)

d(0, ·) = 1 na Ω. (2.2d)

U na²em slu£aju, elasti£no tijelo ¢e biti tanki (zakrivljeni) elasti£ni ²tap Ω.
Promatrat ¢emo, kao u [28], formalnim razvojem izveden jednodimenzionalni
model za sustav (2.1a).

�lan s Laplaceovim operatorom u dt − α∆d = σ(dε(e(u)) opisuje difuzne
promjene kod biorazgradivog tijela pa ¢emo zbog toga promatrati dvije vr-
ste modela ovisno o tome u kojoj mjeri difuzija utje£e na biorazgradivost
²tapa

1. model bez utjecaja difuzije, kad je α = 0,
2. model s difuznim £lanom, kad je α 6= 0.

U oba slu£aja moºe se pokazati egzistencija rje²enja [28].

2.2 Detaljniji opis funkcije σ

Za funkciju σ pretpostavljamo da postoji funkcija σhom takva da vrijedi:

σ(εM(ε)) = εσhom(M(0)) +O(ε2)

za tenzore M neprekidne s obzirom na ε.
Imamo i dva primjera takvih funkcija, a za τ ∈ R su to:
• σ(M) = −τ‖M‖F gdje je ‖·‖ Frobeniusova norma,
• σ(M) = −τ

√
(I1 − 3)2 − (I2 − 3)2 gdje su I1 i I2 prva i druga invari-

janta tenzora, I + 2M I1(A) = tr(A) i I2(A) = 1
2
(tr(A)2 − tr(A2))
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za te funkcije imamo da je:
• σhom(M) = −τ‖M‖F ,
• σhom(M) = −τ |trM|.

Pretpostavit ¢emo i da je σhom Lipschitzova funkcija s obzirom na Frobeni-
usovu normu.
Napomena 2.1. Koe�cijent τ koji smo ovdje naveli je vezan uz biorazgradivi
polimer te predstavlja prosje£no vrijeme degradacije pojedinog polimera.

2.3 Jednodimenzionalni model

U ovom odjeljku predstavljamo teorijski model jednodimenzionalnog biora-
gradivog ²tapa, te detaljnije poja²njavamo sve tri njegove sastavne kom-
ponente: model za elasti£nost, model za mehani£ku degradaciju, te model
za kemijsku degradaciju. Model mehani£ke degradacije izveden je iz mo-
dela trodimenzionalne teorije biorazgradivih materijala izvedenoj u prethod-
nom odjeljku. Tehnika izvoda je formalni asimptotiski razvoj po debljini
²tapa koji je pretpostavljen kao mali parametar, vidi [28]. Ovdje ga na-
dopunjavamo modelom kemijske degradacije kako je predstavljen u prvom
poglavlju. Jednodimenzionalni model sastoji se od dvije jednadºbe i rubnih
uvjeta. Prva jednadºba je zaprvo jednadºba zakrivljenog elasti£nog ²tapa
s funkcijom degradacije d na dva mjesta, u volumnoj sili, te u koe�cijentu
elasti£nosti. Druga jednadºba je jednadºba za degradaciju koja ce ovisiti
o kontaktnom momentu (odnosno tenzoru deformacije), te brzini kemijske
degradacije.

2.3.1 Model degradiranog elasti£nog ²tapa

Model je dan modi�kacijom Antman-Cosseratove diferencijalne formulacije
za problem neproduljivog i nesmi£ljivog biorazgradivog ²tapa sa zadanom
degradacijom d: na¢i (u,ω,q,p, d) takve da

0 = ∂sp̃ + df̃ + h̃, (2.3)
0 = ∂sq̃ + t× p̃, (2.4)

0 = d∂sω̃ −QH−1QT q̃, ω̃(0) = 0, ω̃(l) = 0 (2.5)
0 = ∂sũ + t× ω̃, ũ(0) = 0, ũ(l) = 0 (2.6)

Prve dvije jednadºbe opisuju ravnoteºu kontaktne sile i kotanktnog momenta,
redom. Tre¢a predstavlja zakon pona²anja za zakrivljeni, linearno elasti£ni
²tap, a £etvrta opisuje uvjet neproduljivosti i nesmi£ljivosti ²tapa.
Ovdje ũ ozna£ava pomak sredi²nje linije, ω̃ in�nitezimalnu rotaciju popre£-
nog presjeka, q̃ konaktni moment, p̃ kontaktnu silu i t tangentu nedefor-
miranje sredi²nje linije. Nadalje, f̃ ozna£ava gusto¢u volumnu vanjsku silu.
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Matrica Q je de�nirana sa Q =
[
t n b

]
gdje je n normala na nedefor-

miranu sredi²nju liniju, a b binormala. Matrica H ovisi o geometrijskim i
elasti£nim svojstvima ²tapa i dana je s

H =

µK 0 0
0 EI3 EI23

0 EI23 EI2

 ,

gdje je E Youngov modul elasti£nosti, I2, I3 su momenti inercije povr²inskog
presjeka ²tapa, dok je I23 devijacioni moment. Nadalje, µK je krutost torzije
koja je de�nirana preko funkcije iskrivljenja.
Zada¢a 1. Neka je Ṽ = {(ṽ, w̃) ∈ H1((0, l),R6) : ṽ′ + t× w̃ = 0}.
Trebamo na¢i (ũ, ω̃) ∈ Ṽ tako da vrijedi:∫ l

0

dQH̃QTω̃′w̃′ =

∫ l

0

(df̃ + h̃) · ṽ, ∀(ṽ, w̃) ∈ Ṽ,

pri £emu je Q glatka familija rotacija na segmentu [0, l].

Q(y1)TQ(y1) = Q(y1)Q(y1)T = I, detQ(y1) = 1, y1 ∈ [0, l],

tako da vrijedi

t(y1) = Q(y1)e1, (2.7a)
n(y1) = Q(y1)e2, (2.7b)
b(y1) = Q(y1)e3, (2.7c)

gdje je e1, e2, e3 kanonska baza u R3. Vektori t(y1),n(y1),b(y1) £ine lokalnu
desnu ortonormitanu bazu u to£ki Φ(y1) centralne krivulje ²tapa C.
De�nirajmo:
• Youngov modul elasti£nosti E

E = µ
3λ+ 2µ

λ+ µ
,

• Momente inercije I2 i I3

I2 =

∫
S

(z2)2dz2dz3, I3 =

∫
S

(z3)2dz2dz3,

• Devijacijski moment I23

I23 =

∫
S

z2z3dz2dz3,
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• Krutost torzije µK, gdje je

K =

∫
S

(∂2p− z3)2 + (∂3p+ z2)2dz2dz3,

pri £emu je p ∈ H1(S) rje²enje varijacijske zada¢e∫
S

(∂2p− z3)∂2r + (∂3p+ z2)∂3rdz2dz3 = 0, r ∈ H1(S),∫
S

p = 0.

Nadalje, vrijedi da je

f̃ = Q

∫
S

f , h̃ = Q

∫
S

h, k̃ = Q

∫
S

k,

te neka su
ũ = Qu, ω̃ = Qω,

�zikalni vektor pomaka i vektor in�nitezimalne rotacije, redom.

2.3.2 Model za mehani£ku degradaciju

Kod modeliranja mehani£ke degradacije, razlikujemo dva slu£aja:
1. U model je uklju£en utjecaj difuzije na mehani£ku degradaciju. Tada

je problem koji ovdje rje²avamo dan s

dt − α1dxx =
1

|S|

∫
S

σhom(M(dω′))dz2dz3, u (0, T )× (0, l) (2.8a)

0 = dx(t, 0) = dx(t, l), t ∈ [0, T ] (2.8b)
1 = d(0, x), x ∈ [0, l], (2.8c)

pri £emu je M(dω′) :=

Q

−Eb · dω′z2 + En · dω′z3 µt · dω′(∂2p− z3) µt · dω′(∂3p+ z2)
µt · dω′(∂2p− z3) 0 0
µt · dω′(∂3p+ z2) 0 0

QT

2. U model u kojem nema utjecaja difuzije na mehani£ku degradaciju. U
tom slu£aju je problem koji rje²avamo dan s

dt =
1

|S|

∫
S

σhom(M(dω′))dz2dz3, u (0, T )× (0, l), (2.9a)

d(0, x) = 1, x ∈ [0, l], (2.9b)

gdje su M(dω′) i σhom de�nirani kao i u slu£aju kad ima utjecaja difu-
zije, tj. kad je α1 > 0.
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2.3.3 Model za kemijsku degradaciju

Osim mehani£ke, moramo promatrati i utjecaj kemijske degradacije na ²tap.
Budu¢i da ¢e se na² ²tap nalaziti u nekoj otopini ili tkivu, nuºno je prou£iti
kako njegova izloºenost tom mediju utje£e na brzinu degradacije. Za mo-
deliranje kemijske degradacije koristit ¢emo na² empirijski model iz odjeljka
1.4.2:

dt = −kd, u (0, T )× (0, l), (2.10a)
1 = d(0, x), x ∈ [0, l], (2.10b)

gdje je k koe�cijent brzine degradacije.

2.3.4 Kona£ni model

Za vjerodostojno modeliranje biorazgradivog elasti£nog ²tap, bitne su nam
sve tri ranije opisane komponente: elasti£nost, mehani£ka i kemijska degra-
dacija. Kada ih poveºemo u zajedni£ki sustav, dobivamo:

0 = ∂sp̃ + df̃ + h̃, (2.11a)
0 = ∂sq̃ + t× p̃, (2.11b)

0 = d∂sω̃ −QH−1QT q̃, ω̃(0) = 0, ω̃(l) = 0, (2.11c)
0 = ∂sũ + t× ω̃, ũ(0) = 0, ũ(l) = 0, (2.11d)

0 = dt − α1dxx −
1

|S|

∫
S

σhom(M(dω̃′))dz2dz3 − kd, u (0, T )× (0, l),

(2.11e)

0 = dx(t, 0) = dx(t, l), x ∈ [0, l], (2.11f)
1 = d0 = d(0, x), x ∈ [0, l]. (2.11g)

Prve £etiri jednadºbe opisuju elasti£nost i one utje£u na jednadºbu razgra-
divosti samo preko £lana dω′. No, taj £lan moºemo izra£unati na sljede¢i
na£in:

1. Integriramo (2.11b) i uvrstimo taj rezultat u (2.11c) te dobijemo

d(t, z1)ω̃′(t, z1) = QH−1QT

(
q̃(t, l) +

∫ l

z1

At

(
p̃(t, s) ds

))
,

pri £emu s At ozna£avamo antisimetri£ni operator de�niran s

Atx = t× x.
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2. Integriramo (2.11a) i dobijemo

p̃(t, s) = p̃(t, l) +

∫ l

s

(d(t, r)f̃(t, r) + h̃(t, r)) dr

3. Uvrstimo to u (2.11c) i dobijemo

d(t, z1)ω̃′(t, z1) = QH̃−1QT

(
q̃(t, l)+

+

∫ l

z1

At

(
p̃(t, l) +

∫ l

s

(d(t, r)f̃(t, r) + h̃(t, r)) dr

)
ds

)
4. Uvrstimo sad rubne uvjete za ω̃ i ũ te dobijemo

0 =

∫ l

0

1

d(t, z1)
QH−1QT

(
q̃(t, l)+

+

∫ l

z1

At

(
p̃(t, l) +

∫ l

s

(d(t, r)f̃(t, r) + h̃(t, r)) dr

)
ds

)
dz1

0 =

∫ l

0

t×
∫ z1

0

1

d(t, p)
QH−1QT

(
q̃(t, l)+

+

∫ l

p

At

(
p̃(t, l) +

∫ l

s

(d(t, r)f̃(t, r) + h̃(t, r)) dr

)
ds

)
dp dz1

5. Ove dvije jednadºbe rje²avamo po p̃(t, l) i q̃(t, l). Sustav je oblika

Ld

(
q̃(t, l)
p̃(t, l)

)
= Fd,

gdje je

Fd =

(
F1

F2

)
,

pri £emu je

F1 = −
∫ l

0

1

d(t, z1)
QH−1QT

∫ l

z1

At

∫ l

s

(d(t, r)f̃(t, r) + h̃(t, r)) dr ds dz1,

F2 =

∫ l

0

At

∫ z1

0

1

d(t, p)
QH−1QT

∫ l

p

At

∫ l

s

(d(t, r)f̃(t, r) + h̃(t, r)) dr ds dp dz1,

i

Ld =

(
L11 L12

L21 L22

)
,
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pri £emu je

L11 =

∫ l

0

1

d(t, z1)
QH−1QTdz1,

L12 =

∫ l

0

1

d(t, z1)
QH−1QTdz1

∫ l

z1

At ds dz1,

L21 = −
∫ l

0

At

∫ z1

0

1

d(t, p)
QH−1QTdp dz1,

L22 = −
∫ l

0

t×
∫ z1

0

1

d(t, p)
QH−1QT

∫ l

p

At ds dp dz1.

Iako smo dobili analiti£ko rje²enje za jednadºbe elasti£nog ²tapa sa za-
danom degradacijom, za ra£un rje²enja moramo izra£unati navedene
integrale numeri£ki. Standardni na£in za ra£un aproksimacije rje²e-
nja modela zakrivljenog ²tapa je pomo¢u metode kona£nih elemenata
i opisan je u narednom odjeljku.
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3 Numerika za ravni biorazgradivi ²tap

U ovom poglavlju opisujemo numeri£ku aproksimaciju rje²enja jednodimenzi-
onalnog modela biorazgradivog elasti£nog ²tapa danog sustavom (2.11).

3.1 Numerika za jednadºbu elasti£nosti

Zada¢a 2. Na¢i (ũ, ω̃) ∈ Ṽ, gdje je

Ṽ = {(ṽ, w̃) ∈ H1(0, L;R6) : ṽ′ + t× w̃ = 0},
takve da vrijedi∫ l

0

dQH̃QTω̃′ · w̃′ =
∫ l

0

(df̃ + h̃) · ṽ, ∀(ṽ, w̃) ∈ Ṽ.

De�nirajmo sad forme a : Ṽ× Ṽ→ R, b : L2(0, l;R)3)× Ṽ→ R i funkcional
f : L2(0, l;R)3)→ R) sa

a((ũ, ω̃), (ṽ, w̃)) =

∫ l

0

dQH̃QTω̃′ · w̃′ds,

b(λ, (ṽ, w̃)) =

∫ l

0

λ · (ṽ′ + t× w̃)ds,

〈F, ṽ〉 =

∫ l

0

f · ṽ.

Mje²ovita formulacija na²e zada¢e glasi: na¢i ((ũ, ω̃),λ) ∈ Ṽ × L2(0, l;R3)
takav da vrijedi

a((ũ, ω̃), (ṽ, w̃)) + b(λ, (ṽ, w̃)) = f(ṽ), (ṽ, w̃) ∈ Ṽ, (3.1a)
b(µ, (ṽ, w̃)) = 0, µ ∈ L2(0, l;R3). (3.1b)

Ovako zadani problem nije trivijalno rije²iti zbog de�nicije skupa Ṽ. Za
svaki segment u subdiviziji odaberemo potprostor kona£nih elemenata F za
((ũ, ω̃),λ)

F = P1 × P1 × P1 × P1 × P1 × P1 × P0 × P0 × P0,

gdje P1 i P0 ozna£avaju prostor polinoma prvog odnosno nultog stupnja s
domenom [0,L]. Za te prostore biramo bazne funkcije:

Φ0(s) =, 1 (3.2)

Φ1(s) =
L− s
L

, (3.3)

Φ2(s) =
s

l
(3.4)
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({Φ0} je baza za P0, a {Φ1,Φ2} baza za P1). Prostor V zadajemo ba-
zom:

φ1 = (Φ1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), φ2 = (0,Φ1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), φ3 = (0, 0,Φ1, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

φ4 = (0, 0, 0,Φ1, 0, 0, 0, 0, 0), φ5 = (0, 0, 0, 0,Φ1, 0, 0, 0, 0), φ6 = (0, 0, 0, 0, 0,Φ1, 0, 0, 0),

φ7 = (Φ2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), φ8 = (0,Φ2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), φ9 = (0, 0,Φ2, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

φ10 = (0, 0, 0,Φ2, 0, 0, 0, 0, 0), φ11 = (0, 0, 0, 0,Φ2, 0, 0, 0, 0), φ12 = (0, 0, 0, 0, 0,Φ2, 0, 0, 0),

φ13 = (0, 0, 0, 0, 0, 0,Φ0, 0, 0), φ14 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,Φ0, 0), φ15 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,Φ0).

De�niramo projektore P1,P2,P3 s R9 na prve tri, druge tri, odnosno tre¢e
tri koordinate:

P1(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9) = (x1, x2, x3), (3.5)
P2(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9) = (x4, x5, x6), (3.6)
P3(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9) = (x7, x8, x9). (3.7)

Promatramo zada¢u na V : na¢i (u, ω, λ) ∈ V tako da vrijedi:

a(ω, ω̃) + b(λ, (ũ, ω̃)) = 〈F, ũ〉, ũ ∈ P1V, ω̃ ∈ P2V, (3.8a)

b(λ̃, (u, ω)) = 0, λ̃ ∈ P3V. (3.8b)

Prema tome, u, ω i λ moºemo zapisati kao:

u =
3∑
i=1

xiP1φi +
9∑
i=7

xiP1φi, (3.9)

ω =
6∑
i=4

xiP2φi +
12∑
i=10

xiP2φi, (3.10)

λ =
15∑
i=13

xiP3φi, (3.11)

pa je gornja zada¢a ekvivalentna s

a
( 6∑
i=4

xiP2φi +
12∑
i=10

xiP2φi,P2φj
)

+ b
( 15∑
i=13

xiP3φi, (P1φj,P2φj)
)

= 〈F,P1φj〉,

b
(
P3φj,

( 3∑
i=1

xiP1φi +
9∑
i=7

xiP1φi,
6∑
i=4

xiP2φi +
12∑
i=10

xiP2φi
))

= 0,

gdje je j = 1, . . . , 12 za prvu jednadºbu, dok je za drugu j = 13, 14, 15.
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Zbog linearnosti to dalje moºemo zapisati kao

6∑
i=4

xia(P2φi,P2φj) +
12∑
i=10

xia(P2φi,P2φj)+

+
15∑
i=13

xib(P3φi, (P1φj,P2φj)) = 〈F,P1φj〉, j = 1, . . . , 12,

12∑
i=1

xib(P3φj, (P1φi,P2φi)) = 0, j = 13, 14, 15,

iz £ega je vidljivo da je dovoljno izra£unati elemente

a(P2φi,P2φj), i, j ∈ {4, 5, 6, 10, 11, 12},

b(P3φi, (P1φj,P2φj)), i ∈ {13, 14, 15}, j = 1, . . . , 12,

〈F,P1φj〉, j ∈ {1, 2, 3, 7, 8, 9}.

Sada je pripadna matrica za zada¢u (3.8) dana s

K =


0 0 0 0 B1

0 A11 0 A12 B2

0 0 0 0 B3

0 A21 0 A22 B4

(B1)T (B2)T (B3)T (B4)T 0

 ,

gdje smo koristili oznake

Aαβj,i = a(Φαei,Φβej), α, β ∈ {1, 2}, i, j ∈ {1, 2, 3},

B1
j,i = b(Φ0ei, (Φ1ej, 0)), i, j ∈ {1, 2, 3},

B2
j,i = b(Φ0ei, (0,Φ1ej)), i, j ∈ {1, 2, 3},

B3
j,i = b(Φ0ei, (Φ2ej, 0)), i, j ∈ {1, 2, 3},

B4
j,i = b(Φ0ei, (0,Φ2ej)), i, j ∈ {1, 2, 3},

a {e1, e2, e3} je standardna kanonska baza za R3.
Uvr²tavanjem de�nicija formi i funkcija Φi u problem (3.1) i uvaºavaju¢i
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Φ′1(s) = − 1
L
,Φ′2(s) = 1

L
te uzimaju¢i u obzir da je ²tap ravan s konstantnim

popre£nim presjekom (odakle slijedi da su Q i t konstante) dobivamo

Aαβj,i =

∫ L

0

QHQTΦ′αei · Φ′βej ds =

∫ L

0

QHQT (−1)α
1

L
ei · (−1)β

1

L
ej ds

=
1

L
(−1)α+βQHQT ei · ej =

(−1)α+β

L
(QHQT )j,i,

B1
j,i =

∫ L

0

Φ0ei · Φ′1ej ds = − 1

L

∫ L

0

ei · ej ds = −δi,j,

B2
j,i =

∫ L

0

Φ0ei · t× Φ1ej ds = ei · t× ej
∫ L

0

Φ1 ds =
L

2
ei ·Atej

= −L
2

Atei · ej = −L
2

(At)j,i,

B3
j,i =

∫ L

0

Φ0ei · Φ′2ej ds =
1

L

∫ L

0

ei · ej ds = δi,j,

B4
j,i =

∫ L

0

Φ0ei · t× Φ2ej ds = ei · t× ej
∫ L

0

Φ2 ds =
L

2
ei ·Atej

= −L
2

Atei · ej = −L
2

(At)j,i.

Ovdje je opet δi,j Kroneckerov simbol, a At oznaka za antisimetri£nu matricu
opisanu djelovanjem: Atx = t × x, x ∈ R

3. Dakle, kona£ni zapis matrice
sustava je

K =


0 0 0 0 −I
0 1

L
QHQT 0 − 1

L
QHQT −L

2
At

0 0 0 0 I
0 − 1

L
QHQT 0 1

L
QHQT −L

2
At

I L
2
At I L

2
At 0

 , (3.12)

a vektor desne strane je

(〈F,Φ1e1〉, 〈F,Φ1e2〉, 〈F,Φ1e3〉, 0, 0, 0,
〈F,Φ2e1〉, 〈F,Φ2e2〉, 〈F,Φ2e3〉, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T .

3.2 Numerika za mehani£ku degradaciju

Diskretizacija paraboli£ke jednadºbe sastoji se od diskretizacije prostornog
operatora i vremenske diskretizacije. Za diskretizaciju prostornog operatora,
koristit ¢emo metodu kona£nih elemenata s P1 elementima, dok ¢emo za
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vremensku diskretizaciju koristiti θ metodu kona£nih diferencija. Rje²avamo
zada¢u:

dt − α1dxx = f (3.13a)
dx(·, 0) = dx(·, l) = 0 (3.13b)

d(0, ·) = 1, (3.13c)

pri £emu je

f =
1

|S|

∫
S

σhom(M(dω̃′))dz2dz3 − kd, u (0, T )× (0, l).

Varijacijsku formulaciju zada¢e (3.13) dobivamo mnoºenjem s test funkcijom
v ∈ H1

0 ((0, l)) i integracijom:

d

dt

∫ l

0

dv − α1

∫ l

0

dxxv =

∫ l

0

fv. (3.14)

�to je ekvivalento s

d

dt

∫ l

0

dv + α1

∫ l

0

dxvx =

∫ l

0

fv. (3.15)

De�niramo bazne funkcije φj(x):

ϕj(x) =



x−xj−1

hj
, xj−1 6 x 6 xj j = 1, . . . ,M

xj+1−x
hj+1

, xj 6 x 6 xj+1 j = 1, . . . ,M
x1−x
h1

, j = 0
x−xM
hM

, j = M + 1

0 ina£e

ϕ′j(x) =



1
hj
, xj−1 6 x 6 xj j = 1, . . . ,M
−1
hj+1

, xj 6 x 6 xj+1 j = 1, . . . ,M
−1
h1
, j = 0

1
hM
, j = M + 1

0 ina£e
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Slika 3.1: Na slici su prikazane bazne funkcije ϕj(x)

Mi ¢emo pretpostaviti da je subdivizija uniformna.

dh(t, x) =
M+1∑
j=0

ξj(t)ϕj(x), (3.16)

d′h(t, x) =
M+1∑
j=0

ξj(t)ϕ
′
j(x), (3.17)

d0h =
M+1∑
j=0

ξ0
jϕj(x). (3.18)

Iz £ega uvr²tavanjem u (3.15) dobivamo:

d

dt

(M+1∑
j=0

ξj(t)

∫ l

0

ϕj(x) ·v(x)

)
+α1

M+1∑
j=0

ξj(t)

∫ l

0

ϕ′j(x) ·v′(x) =

∫ l

0

f(x) ·v(x).

Umjesto v, uvrstimo ϕi za i = 0 . . .M + 1

d

dt

(M+1∑
j=0

(∫ l

0

ϕj(x)·ϕi(x)

)
ξj(t)

)
+α1

M+1∑
j=0

(∫ l

0

ϕ′j(x)·ϕ′i(x)

)
ξj(t) =

∫ l

0

f(x)·ϕi(x).

Dobivamo linearan sustav obi£nh diferencijalnih jednadºbi:

M
dX

dt
+ AX = F, X(0) = X0,
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pri £emu je:

A = (aij)i,j gdje je aij =

∫ l

0

ϕ′j(x) · ϕ′i(x)dx, (3.19)

M = (mij)i,j gdje je mij =

∫ l

0

ϕj(x) · ϕi(x)dx, (3.20)

F = (Fi)i gdje je Fi =

∫ l

0

f(x) · ϕi(x)dx, (3.21)

X = (ξi)i X0 = (ξ0
i )i, za i, j = 0, . . . ,M + 1. (3.22)

Slika 3.2: Na slici su prikazane funkcije ϕj−1 i ϕj+1 kojima su nosa£i disjun-
ktni.

1. Matrica krutosti A
Ako je |i − j| > 1, onda ϕi i ϕj imaju disjunktne, ne preklapaju¢e
nosa£e pa je zato

aij =

∫ l

0

ϕ′i(x) · ϕ′j(x) dx = 0

Ako je i = j, za sve {i, j} /∈ {0,M + 1} imamo

aii =

∫ xi

xi−1

( 1

hi

)2
dx+

∫ xi+1

xi

( −1

hi+1

)2
dx =

xi − xi−1

h2
i

+
xi+1 − xi
h2
i+1

=
1

hi
+

1

hi+1

.

U slu£aju da je i = j = 0 imamo

aii =

∫ x1

x0

(−1

h1

)2
dx =

x1 − x0

h2
1

=
1

h1

.

Dok za i = j = M + 1 imamo

aii =

∫ xM+1

xM

( 1

hM

)2
dx =

xM+1 − xM
h2
M

=
1

hM
.
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Preostaje nam izra£unati aij za slu£aj kad je j = i + 1. Jednostavnim
ra£unom dobivamo:

ai,i+1 =

∫ xi+1

xi

( −1

hi+1

)
· 1

hi+1

dx = −xi+1 − xi
h2
i+1

= − 1

hi+1

.

O£igledno je ai+1,i = ai,i+1 = − 1
hi+1

.
Dakle, imamo

aij = 0 ako je|i− j| > 1
aii = 1

hi
+ 1

hi+1
i = 1, 2, . . . ,M,

aii = 1
h1

i = 0,

aii = 1
hi

i = M + 1,

ai−1,i = ai,i−1 = − 1
hi

i = 1, 2, . . . ,M + 1.

Time je de�nirana matrica krutosti za A:

A =



1
h1

− 1
h1

0 . . . 0 0 0

− 1
h1

1
h1

+ 1
h2

− 1
h2

0 . . . 0 0

0 1
h2

1
h2

+ 1
h3
− 1
h3

0 . . . 0

0 0 . . . . . . . . . 0 0
0 . . . 0 . . . . . . − 1

hM
0

0 0 . . . 0 − 1
hM

1
hM

+ 1
hM+1

− 1
hM+1

0 0 . . . . . . 0 − 1
hM+1

1
hM+1


.

2. Matrica M
Ako je |i − j| > 1, onda ϕi i ϕj imaju disjunktne, ne preklapaju¢e
nosa£e pa je zato

mij =

∫ l

0

ϕi(x) · ϕj(x) dx = 0.

Ako je i = j, za sve {i, j} /∈ {0,M + 1} imamo

mii =

∫ xi

xi−1

(x− xi
hi

)2
dx+

∫ xi+1

xi

(xi+1 − x
hi+1

)2
dx

=
1

h2
i

(xi − xi−1)3

3
− 1

h2
i+1

(xi+1 − xi)3

3

=
h3
i

3h2
i

+
h3
i+1

3h2
i+1

=
2

3
h.

(3.23)

U slu£aju da je i = j = 0 imamo

mii =

∫ x1

x0

(x1 − x
h1

)2
dx =

1

h2
1

(x1 − x0)3

3
=

h3
1

3h2
1

=
1

3
h.
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Dok za i = j = M + 1 imamo

mii =

∫ xM+1

xM

(x− xM
hM

)2
dx =

1

h2
M

(xM+1 − xM)3

3
=

h3
M

3h2
M

=
1

3
h.

Preostaje nam izra£unati mij za slu£aj kad je j = i+ 1. Jednostavnim
ra£unom dobivamo:

mi,i+1 =

∫ xi+1

xi

(x− xi+1)(xi − x)

h2
dx = [PI]

=
1

h2
[(x− xi+1)

[
(x− xi)2

2

]xi+1

xi

− 1

h2

∫ xi+1

xi

(x− xi)2

2

= − 1

h2

[
(x− xi)3

6

]xi+1

xi

= −h
6

(3.24)

O£igledno je mi+1,i = mi,i+1 = −h
6
.

Dakle, imamo
mij = 0 ako je |i− j| > 1,
mii = 2

3
h i = 1, 2, . . . ,M,

mii = 1
3
h i = {0,M + 1},

mi−1,i = mi,i−1 = −h
6

i = 1, 2, . . . ,M + 1.

Time je de�nirana matrica krutosti za M:

M = h



1
3
−1

6
0 . . . 0 0 0

−1
6

2
3
−1

6
0 . . . 0 0

0 −1
6

2
3
−1

6
. . . 0 0

0 0 . . . . . . . . . 0 0
0 . . . 0 . . . . . . 2

3
−1

6

0 0 . . . 0 −1
6

2
3
−1

6

0 0 . . . . . . 0 −1
6

1
3


.

Vaºno je napomenuti da se ovako de�nirane matrice A i M razlikuju
od matrice krutosti K dane s (3.12) u modelu elasti£nosti. K je ele-
mentarna matrica od kojih gradimo matricu sustava, dok su, na gornji
na£in konstruirane matrice A i M, ve¢ matrice cijelog sustava.

3. Vremenska diskretizacija
Budu¢i da je dobiveni sustav obi£nih diferencijalnih jednadºbi krut,
koristit ¢emo implicitnu metodu. Najjednostavnija implicitina metoda
je Eulerova implicitna metoda (metoda unatrag) koja glasi:

M
Xn −Xn−1

∆t
+ AXn = Fn, X0 je zadano.
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Ovdje je Un u U(n∆t), stoga u svakom koraku trebamo rije²iti sustav

(M + ∆tA)Xn = MXn−1 + ∆tFn.

Umjesto Eulerove implicitne metode, koristit ¢emo njenu generalizaciju,
Θ-metodu:

M
Xn −Xn−1

∆t
+ A(ΘXn + (1−Θ)Xn−1) = ΘFn + (1−Θ)Fn−1,

pri £emu je X0 zadano, a Θ ∈ [0, 1] je parametar metode. Mi ¢emo
desnu stranu ra£unati eksplicitno. Stoga, u svakom koraku treba rije²iti
sustav:

(M + Θ∆tA)Xn = (M− (1−Θ)∆tA)Xn−1 + ∆tFn−1.

3.3 Degradacija

Razlikujemo dva slu£aja za mehani£ku degradaciju:
1. model u kojem difuzija ne utje£e na biorazgradivost materijala, α1 = 0.

Za ovaj slu£aj, koristit ¢emo Eulerovu eksplicitnu metodu.
2. model u kojem difuzija utje£e na biorazgradivost materijala, α1 > 0.

U ovom slu£aju ¢emo prostornu derivaciju diskretizirati metodom
kona£nih elemenata s P1 elementima na svakom segmentu subdivizije.
U vremenskoj diskretizaciji difuzni £lan uzimamo implicitno kori²te-
njem Θ−metode dok desnu stranu ra£unamo eksplicitno.

Tako�er, imamo jo² dvije opcije za na² model, moºemo uzeti u obzir utjecaj
kemijske degradacije, (k 6= 0) ili ga zanemariti, (k = 0), no to ne utje£e na
odabir metode koju koristimo.

Algoritam 1: Numeri£ka metoda
1 S n-tom vremenskom iteracijom degradacije, dn, ulazimo u

jednadºbu za elasti£nost.

2 Dobivamo pripadni pomak i rotaciju.

3 S tako dobivenom rotacijom ωn, iz koje ra£unamo i
naprezanje, idemo natrag u jednadºbu za degradaciju.

4 Ra£unamo (n+ 1)-vu vremensku iteraciju degradacije, d(n+1).
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4 Rezultati

U ovom poglavlju opisat ¢emo numeri£ke simulacije na²eg modela na primjeru
²tapa u£vr²¢enog na oba kraja. Za iste po£etne uvjete, u prvom ¢emo odjeljku
usporediti rezultate modela bez utjecaja difuzije s modelom u kojem ima di-
fuzije, kao u [28]. Na taj na£in ¢emo zapravo validirati na² model. Nakon
toga ¢emo uvesti i kemijsku degradaciju, te ¢emo u drugom doijeljku prou£iti
model, najprije, samo s kemijskom degradacijom, zatim s obje vrste degrada-
cije u tre¢em odijeljku. Koe�cijent brzine kemijske degradacije je odre�en iz
eksperimentalnih podataka, stoga ¢emo ga drºati �ksnim, dok ¢emo u £etvr-
tom odijeljku varirati koe�cijent τ . Za kraj ¢emo u petom odijeljku mijenjati
oblik ²tapa te vidjeti njegov utjecaj na brzinu degradacije.

4.1 Mehani£ka degradacija

Za iste uvjete uspore�ivat ¢emo rezultate modela sa i bez utjecaja di-
fuzije. Promatramo ²tap u£vr²¢en na oba kraja. Imamo mreºu od 160
elemenata na ²tapu duljine 1, gdje je radijus kruºnog presjeka R = 0.007,
koe�cijent difuzije α1 = 0.005, E = µ = 1, τ = 0.001, volumna sila
f = 5 · 10−4e3, kao i kontaktna sila h = 0.0005e3. Prvo ¢emo usporediti
dobivene rezultate pri djelovanju samo vanjske volumne sile, a kasnije
isklju£ivo vanjske kontaktne sile. Vremenski korak je bio dt = 0.1, a
kriterij zaustavljanja je trenutak kad u nekoj to£ki koli£ina materijala padne
ispod 1%. Na po£etku je koli£ina materijala u svim to£kama ²tapa jednaka 1.

(a) bez utjecaja difuzije (b) s utjecajem difuzije

Slika 4.1: Usporedba rezultata mehani£ke degradacije ²tapa kroz vrijeme za
modele sa i bez utjecaja difuzije

Na Slici 4.1 moºemo vidjeti da je u oba slu£aja degradacija najve¢a tamo gdje
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je naprezanje najve¢e, tj. u okolini mjesta gdje je ²tap u£vr²¢en, odnosno na
rubovima. Usporedimo li degradacije u oba ova slu£aja, moºemo vidjeti da
je u slu£aju kad nema utjecaja difuzije degradacija na rubovima brºa te je
posljedi£no tome i pomak ve¢i. Tako�er, ako usporedimo brzinu degradacije,
Slike 4.2 d) i 4.3 d), vidjet ¢emo da je u slu£aju kad nema difuzije linearna, te
da je ²tap najbrºe degradira na rubovima, a najmanje na £etvrtinama, dok u
slu£aju kad ima difuzije, oblik krivulja vi²e nalikuje eksponencijalnoj funkciji
te je brzina otprilike na svim dijelovima ²tapa jednaka. Ovaj rezultat se slaºe
s izgledom grafova na Slici 4.1. Naime, utjecaj difuzije na degradaciju je taj
²to poku²ava izgladiti degradaciju po cijelom ²tapu.

(a) koli£ina materijala d (b) rotacija ω

(c) dω′ (d) brzina degradacije
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Slika 4.2: Na slici su prikazani rezultati za model bez utjecaja difuzije. Slika
a) prikazuje koli£inu materijala d u svim to£kama ²tapa za razna vremena.
Na x osi se nalaze koordinate ²tapa gdje 0 odgovara lijevom kraju, a 1 des-
nom kraju ²tapa. Analogno su na Slikama b)i c) prikazani ω, in�nitezimalne
rotacije popre£nog presjeka, i dω′ u svim to£kama ²tapa za razna vremena.
Na Slici d) je prikazana degradacija materijala u vremenu mjerena na rubo-
vima ²tapa (ljubi£asto i plavo), 1

4
duljine (zeleno), polovi²tu (crveno) i na 3

4

duljine (tirkizno).

(a) koli£ina materijala d (b) rotacija ω

(c) dω′ (d) brzina degradacije

Slika 4.3: Na slici su prikazani rezultati za model s utjecajem difuzije. Slika
a) prikazuje koli£inu materijala d u svim to£kama ²tapa za razna vremena.
Na x osi se nalaze koordinate ²tapa gdje 0 odgovara lijevom kraju, a 1 des-
nom kraju ²tapa. Analogno su na slikama b) i c) prikazani ω, in�nitezimalne
rotacije popre£nog presjeka, i dω′ u svim to£kama ²tapa za razna vremena.
Na Slici d) je prikazana degradacija materijala u vremenu mjerena na rubo-
vima ²tapa (ljubi£asto i plavo), 1

4
duljine (zeleno), polovi²tu (crveno) i na 3

4

duljine (tirkizno).
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(a) koli£ina materijala bez difuzije (b) koli£ina materijala s difuzijom

(c) brzina degradacije bez difuzije (d) brzina degradacije s difuzijom

Slika 4.4: Usporedba rezultata mehani£ke degradacije ²tapa kroz vrijeme za
modele sa i bez utjecaja difuzije

U slu£aju kad promatramo mehani£ku degradaciju ²tapa pod utjecajem is-
klju£ivo kontaktne sile h = 5 · 10−4e3, dobiveni grafovi su veoma sli£ni
ranijima, ali je degradacija brºa. Ovo obja²njavamo £injenicom da vo-
lumna sila ovisi o koli£ini materijala, odnosno, da je njena prava vrijednost
f = d5 · 10−4e3, te da se smanjuje s degradacijom. Stoga je pomak manji
i sama degradacija je sporija. Na Slici 4.4 prikazana je usporedba grafova
koli£ine materijala i brzine degradacije u slu£aju kad djeluje samo kontaktna
sila h, te na mehani£ku degradaciju ²tapa ne utje£e, odnosno utje£e difuzija.
Tako�er, zanimljivo je uo£iti da je krivulja brzine degradacije pri utjecaju
difuzije sada linearna (Slika 4.4 c)), za razliku od slu£aja kad je pri djelovanju
volumne sile bila nalik eksponencijalnoj funkciji (Slika 4.3 d)). Nadalje, jo²
jedna razlika u odnosu na prethodni slu£aj je ²to je pri utjecaju isklju£ivo
vanjske kontaktne sile brºe degradirao materijal na £iju je mehani£ku degra-
daciju utjecala difuzija, no ovdje je situacija obrnuta (Slika 4.4 c) i d)).
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4.2 Kemijska degradacija

Nakon numeri£kih simulacija za mehani£ku degradaciju, prou£it ¢emo kako
na degradaciju biorazgradivog ²tapa utje£e isklju£ivo kemijska degradacija.
Glavna razlika u odnosu na prethodnu simulaciju bit ¢e u tome ²to je vrijed-
nost parametra k = 0.05, a vrijednost paramtera τ = 0 i α = 0. Svi ostali
parametri imaju iste vrijednosti kao i prije.

(a) koli£ina materijala d (b) rotacija ω

(c) dω′ (d) brzina degradacije

Slika 4.5: Na slici su prikazani rezultati numeri£ke simulacije degradacije
²tapa pri utjecaju isklju£ivo kemijske degradacije
Na Slici 4.5 a) vidimo da u slu£aju kad nema utjecaja mehani£ke degradacije,
²tap na svim mjestima degradira jednako. Uvjet zaustavljanja je postignut
nakon 922 vremenaska koraka, odnosno u trenutku t = 92.2. Preostaje nam
promotriti rezultate simulacija kada u obzir uzmemo obje vrste degrada-
cije.
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4.3 Rezultati kona£nog modela

U ovom odijeljku prikazani su rezultati numeri£kih simulacija kada na ²tap
utje£u obje vrste degradacije: mehani£ka i kemijska. Ponovno razlikujemo
dva slu£aja ovisno o tome ima li kod mehani£ke degradacije utjecaja difuzije
ili ne.

(a) koli£ina materijala d (b) rotacija ω

(c) dω′ (d) brzina degradacije

Slika 4.6: Na slici su prikazani rezultati numeri£ke simulacije u slu£aju kad
na ²tap utje£u kemijska i mehani£ka degradacija bez utjacaja difuzije
Usporedbom rezultata dobivenih ovim dvjema simulacijama, moºemo uo£iti
da u slu£aju kad na mehani£ku degradaciju ne utje£e difuzija (Slika 4.6),
brzina degradacije nije jednaka na svim mjestima ²tapa. Naime, iz Slika 4.6
a) i d) vidljivo je da ²tap najbrºe degradira na rubovima, zatim na sredini,
dok je na £etvrtinama degradacija najsporija. S druge strane, u slu£aju kada
na mehani£ku degradaciju utje£e difuzija (Slika 4.7), dolazi do ravnomjernije
degradacije duº ²tapa ²to se i vidi na Slici 4.7 d) gdje gotovo da uop¢e nema
razlike u brzini degradacija na svim mjestima.
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(a) koli£ina materijala d (b) rotacija ω

(c) dω′ (d) brzina degradacije

Slika 4.7: Na slici su prikazani rezultati numeri£ke simulacije u slu£aju kad
na ²tap utje£u kemijska i mehani£ka degradacija s utjacajem difuzije
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4.4 Ovisnost o τ i k

U ovom odjeljku prou£it ¢emo pona²anje biorazgradivog elasti£nog ²tapa
u ovisnosti o odnosu parametara τ i k. Budu¢i da je parametar k dobiven
eksperimentalno, drºat ¢emo ga �ksnim,kao i sve ostale parametre, dok ¢emo
varirati vrijednost parametra τ .

(a) koli£ina materijala d (b) rotacija ω

(c) dω′ (d) brzina degradacije

Slika 4.8: Na slici su prikazani rezultati numeri£ke simulacije u slu£aju kad
je τ = 0.001, k = 0.05.
Promatramo ²tap u£vr²¢en na oba kraja pod utjecajem mehani£ke degra-
dacije bez utjecaja difuzije, te kemijske degradacije. Vremenski korak bit
¢e dt = 0.1, dok ¢e τ poprimiti vrijednosti 0.001, 0.01 i 0.1, redom. Ra-
£unat ¢emo vrijeme T potrebno da minimalna koli£ina materijala u nekoj
to£ki ²tapa padne ispod 1% po£etne koli£ine materijala, te udio ukupne ko-
li£ine materijala ²tapa koji je preostao u tom trenutku, u oznaci dkraj/dpoc.
Rezultati su prikazani na Slikama 4.8-4.10, te u tablici 4.1.
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(a) koli£ina materijala d (b) rotacija ω

(c) dω′ (d) brzina degradacije

Slika 4.9: Na slici su prikazani rezultati numeri£ke simulacije u slu£aju kad
je τ = 0.01, k = 0.05.

Na Slici 4.8 d), u slu£aju kad je τ = 0.001, moºemo vidjeti da brzina degra-
dacije prati oblik eksponencijalne funkcije, ²to je i za o£ekivati kad je utjecaj
kemijske degradacije dominantan. S druge strane, u slu£aju kad je τ = 0.1,
brzina degradacije je linearna na £etvrtinama i polovinama, dok se na ru-
bovima naziru ostatci eksponencijalnog pona²anja (Slika 4.10 d)). Preostaje
nam slu£aj kad je τ = 0.01 (Slika 4.9 d)), tada brzina degradacije pokazuje
prijelazno pona²anje, iz eksponencijalnog u linearno. Naime, sli£no kao na
Slici 4.10 d), na polovici i £etvrtinama ²tapa, pona²anje je gotovo linearno,
dok na rubovima pona²anje prati eksponencijalan trend.
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(a) koli£ina materijala d (b) rotacija ω

(c) dω′ (d) brzina degradacije

Slika 4.10: Na slici su prikazani rezultati numeri£ke simulacije u slu£aju kad
je τ = 0.1, k = 0.05.

parametri T dkraj/dpoc

τ = 0.001, k = 0.05 20.2 0.2099
τ = 0.01, k = 0.05 2.08 0.5089
τ = 0.1, k = 0.05 0.2 0.5712

Tablica 4.1: U tablici su prikazani rezultati numeri£kih simulacija u kojima
je ispitano pona²anje ²tapa u ovisnosti o koe�cijentima degradacija τ i k.
U prvom stupcu nalaze se vrijednosti koe�cijenata degradacija, u drugom
stupcu se nalazi vrijeme zaustavljanja T , a u tre¢em stupcu se nalazi udio
koli£ine materijala koji je preostao nakon zaustavljanja.
Nadalje, prou£avanjem Tablice 4.1, moºemo uo£iti zanimljivu pravilnost. Na-
ime, vrijednosti parametra τ i vremena degradacije T su obrnuto proporci-
onalne. U slu£aju kad τ pove¢amo 10 puta, materijal se razgradi 10 puta
brºe. Jo² jedna stvar koja nas zanima je na kojem mjestu se materijal naj-

40



Rezultati

brºe razgra�uje, tj. gdje pada ispod 1% u trenutku T . U svim slu£ajevima,
kriti£na mjesta su upravo rubovi ²tapa, no ukupna koli£ina materijala koja se
nije razgradila znatno se razlikuje ovisno o vrijednosti parametra τ , odnosno
omjeru vrijednosti koe�cijenata degradacije. Ukoliko je dominantan utjecaj
kemijske degradacije, odnosno τ = 0.001, k = 0.05, materijal se ravnomjer-
nije razgra�uje po cijeloj duljini, te je u trenutku T preostalo nerazgra�eno
20.99% po£etne koli£ine materijala. Me�utim, ako je τ = 0.1, k = 0.05, ma-
terijal se puno brºe razgra�uje na mjestima gdje je ve¢e naprezanje, stoga je
u trenutku T preostalo £ak 57.12% po£etne koli£ine materijala.
Budu¢i da bismo ºeljeli da se ²tap ravnomjernije razgra�uje, zanima nas
moºemo li promjenom oblika ²tapa utjecati na tijek degradacije i na koji
na£in. Odgovor na ovo pitanje poku²at ¢emo dati u idu¢em odijeljku.

4.5 Promjena oblika ²tapa

Potaknuti rezultatima pro²log odijeljka, promotrit ¢emo kako promjena
oblika ²tapa utje£e na njegovo pona²anje. Za svaki oblik ²tapa promatrat
¢emo njegovu degradaciju usporedno s degradacijom klasi£nog ²tapa s kons-
tantnim popre£nim presjekom, na£injenog od iste koli£ine materijala, odnos-
nog istog volumena. Glavna ideja, koja je vidljiva u svim dizajnima, bila
je zadebljati ²tap na mjestima gdje je degradacija najbrºa, to su prije svega
krajevi, ali i sredina, a suziti na mjestima gdje je najsporija, odnosno na
£etvrtinama duljine. Koristili smo model u kojem na mehani£ku degradaciju
ne utje£e difuzija, kako bismo izraºenu mehani£ku degradaciju na rubovima
izgladili novim oblikom, a ne difuzijom. Tako�er, u ovim smiluacijama, pro-
u£avali smo djelovanje isklju£ivo volumne sile na ²tap. Odabrali smo silu
f jer njen iznos ovisi o koli£ini materijala, stoga je vaºnost ravnomjernije
degradacije na svim dijelovima ²tapa na istaknut. Vremenski korak u svim
simulacijama je dt = 0.1. Na Slici 4.11 prikazani su oblici ²tapova koje smo
testirali. Svi modeli su simetri£ni s obzirom na simetralu ²tapa, stoga ¢emo
opisati njegov oblik na prvoj polovici ²tapa, odnosno na intervalu [0, 0.5] bu-
du¢i da je duljina ²tapa jednaka 1. U prvom modelu (Slika4.12a), promjer
²tapa se smanjuje a�nom funkcijom do 0.2l, od 0.2l do 0.3l je konstantan,
te zatim ima skok i ostaje konstantan do 0.5l. Svi o²tri prekidi izgla�eni su
funkcijom smooth u Matlabu. Usporedbom rezultata za Model 1 i homogeni
²tap (Slika 4.12), moºemo uo£iti da je ovim oblikom smanjena degradacija
na rubovima i u sredini ²tapa, me�utim, prisutan je problemati£an ²iljak na
0.2 i 0.3, odnosno 0.7 i 0.8, ²to ukazuje da prijelaz na tim mjestima lo²e
dizajniran. Tako�er, vidimo da je na sredini ²tapa dosta veliko odstupanje u
odnosu na ostale dijelove ²tapa, te se ukazuje potreba za postupnijim zadeb-
ljanjem tog dijela ²tapa. Potaknut manama prvog modela, dizjaniran je drugi
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model u kojem je promjena promjera ²tapa modelirana po djelovima kons-
tantnim funkcijama, ²to je rezultiralo stepen£astim izgledom (Slika 4.13 a)).
Usporedbom rezultata, vidimo da je degradacija materijala, u ovom slu£aju
ravnomjernija (Slika 4.13 c)), te da je optimizacija oblika ²tapa po djelovima
konstantim funkcijama jedan zanimljiv problem koji, naºalost, nadilazi opseg
ovog rada te ¢emo ga ostaviti za budu¢a unaprije�enja.

Slika 4.11: Na slici se nalaze uzduºni presjeci pet oblika ²tapova koje smo
testirali.

Preostala tri modela, nastala su poku²ajem pobolj²avanja prvog modela, ko-
ri²tenjem razli£itih funkcija za opisivanje promjene promjera ²tapa duº nje-
gove duljine. U tre¢em modelu (Slika 4.14 a)) smanjena je ²irina suºenog
dijela ²tapa na mjestima oko £etvrtina duljine (0.239, 0.27), te je smanjenje
zadebljenja promjera na krajevima i sredini modelirano postupnije, parabo-
lama, umjesto a�nim i step funkcijama. Dobiveni rezultati prikazani su na
Slici 4.14, te su vidljiva pobolj²anja u odnosu na Model 1. Me�utim, na
grafu na Slici 4.14 c), vidljiv je ²iljak na 0.239 ²to ukazuje na pove¢anu raz-
gradnju, odnosno potencijalno problemati£no preveliko suºenje na intervalu
(0.2, 0.239). Kako bismo rije²ili taj problem, u £etvrtom modelu, smo umjesto
parabolom, smanjenje veli£ine promjera ²tapa od kraja prema £etvrtinama,
modelirali racionalnom funkcijom kako bi smanjenje promjera od kraja do
okoline £etvrtine bilo lagano, nakon £ega bi uslijedio nagli pad. Zadebljanje
sredine i ovdje je modelirano parabolom, na isti na£in kao u prethodnom
modelu (Slika 4.15 a)). Promatranjem rezultata na Slici 4.15, vidimo da smo
postigli ºeljeni u£inak, te da je ²iljak na Slici 4.15 c), manji i uºi od onog
na Slici 4.14 c). Na poslijetku smo u petom modelu (Slika 4.16 a)), ostavili
da je smanjenje promjera od kraja prema £etvrtini, modelirano a�nom funk-
cijom, sli£no kao u Modelu 1, osim ²to je segmet oko £etvrtine na kojem je
promjer konstantan suºen s (0.2, 0.3) na (0.23, 0.27). Uz to smo dodali da je
zadebljanje sredine modelirano parabolom, kao u modelima 3 i 4. Na Slici
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Rezultati

4.16 c), vidimo da je ova jednostavna modi�kacija dala iznena�uju¢e dobre
rezultate koji su bolji od Modela 1 i 3. Kvanti�kacija e�kasnosti ovih modela
dana je u Tablici 4.2. U prvom stupcu tablice navedena su imena modela
koje promatramo, u drugom stupcu se nalaze vremena potrebna da koli£ina
materijala u nekoj to£ki ²tapa padne ispod 1% po£etne koli£ine (T ), dok se
u tre¢em stupcu nalaze vremena potrebna da se isti uvjet zaustavljanja dos-
tigne na homogenom ²tapu s konstantnim promjerom, napravljenim od iste
koli£ine materijal kao i ²tap odre�enog modela. Za kraj, kako bismo mogli
uspore�ivati e�kasnost razli£itih modela, ra£unali smo omjer vremena T i
T2 kako bismo odredili koliko puta smo produºili vrijeme degradacije ²tapa
odabirom odre�enog modela.

oblik ²tapa T T2 T/T2
Model 1 13.5 11.0 1.2273
Model 2 31.3 15.1 2.0728
Model 3 21.0 13.9 1.5108
Model 4 38.6 16.2 2.3827
Model 5 24.9 10.8 2.3056

Tablica 4.2: U tablici su prikazani rezultati numeri£kih simulacije za pet di-
zajniranih modela ²tapa, te usporedba njihove e�kasnosti u odnosu na ²tap
konstantnog promjera, napravljen od iste koli£ine materijala, odnosno, jed-
nakog volumena.
Prou£avanjem Tablice 4.2 moºemo zaklju£iti da od pet dizajniranih modela,
najbolje rezultate daje Model 4 koji traje 2.3827 puta dulje u usporedbi
s homogenim ²tapom, dok najlo²ije rezultate daje Model 1 koji je svega
1.2273 puta dugotrajniji od pripadnog homogenog ²tapa.
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Rezultati

(a) Model 1 (b) homogeni ²tap

(c) koli£ina materijala d (d) koli£ina materijala dhom

(e) derivacija rotacije dω′ (f) derivacija rotacije dω′
hom

(g) rotacija ω (h) rotacija ωhom

Slika 4.12: Usporedba rezultata numeri£kih simulacija za Model 1 i odgova-
raju¢i homogeni ²tap
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Rezultati

(a) Model 2 (b) homogeni ²tap

(c) koli£ina materijala d (d) koli£ina materijala dhom

(e) derivacija rotacije dω′ (f) derivacija rotacije dω′
hom

(g) rotacija ω (h) rotacija ωhom

Slika 4.13: Usporedba rezultata numeri£kih simulacija za Model 2 i odgova-
raju¢i homogeni ²tap
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Rezultati

(a) Model 3 (b) homogeni ²tap

(c) koli£ina materijala d (d) koli£ina materijala dhom

(e) derivacija rotacije dω′ (f) derivacija rotacije dω′
hom

(g) rotacija ω (h) rotacija ωhom

Slika 4.14: Usporedba rezultata numeri£kih simulacija za Model 3 i odgova-
raju¢i homogeni ²tap
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Rezultati

(a) Model 4 (b) homogeni ²tap

(c) koli£ina materijala d (d) koli£ina materijala dhom

(e) derivacija rotacije dω′ (f) derivacija rotacije dω′
hom

(g) rotacija ω (h) rotacija ωhom

Slika 4.15: Usporedba rezultata numeri£kih simulacija za Model 4 i odgova-
raju¢i homogeni ²tap
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Rezultati

(a) Model 5 (b) homogeni ²tap

(c) koli£ina materijala d (d) koli£ina materijala dhom

(e) derivacija rotacije dω′ (f) derivacija rotacije dω′
hom

(g) rotacija ω (h) rotacija ωhom

Slika 4.16: Usporedba rezultata numeri£kih simulacija za Model 5 i odgova-
raju¢i homogeni ²tap
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Saºetak

Saºetak

U ovom diplomskom radu bavili smo se modeliranjem elasti£nog ²tapa izra-
�enog od biorazgradivih polimera. Budu¢i da je ²tap izduºeni cilindar £ija je
dimenzija duljine puno ve¢a od preostale dvije dimenzije, na njega gledamo
kao na jednodimenzionalnu strukturu smje²tenu u trodimenzionalnom pros-
toru. U skladu s tom pretpostavkom koristimo model jednodimenzionalnog
biorazgradivog ²tapa koji uklju£uje i mehani£ku i kemijsku degradaciju. Na
taj smo na£in postigli da umjesto problema u tri dimenzije promatramo pro-
blem u jednoj dimenziji, ²to zahtijeva manji utro²ak memorije pri numeri£kim
simulacijama. Budu¢i da promatramo biorazgradivi ²tap, jedan od glavnih
ciljeva ovog rada bio je prou£iti utjecaj kemijske i mehani£ke degradacije
na pona²anje ²tapa. Kako bismo vjerodostojno modelirali kemijsku degra-
daciju, koristili smo empirijski model, te odredili koe�cijent brzine kemijske
degradacije iz eksperimentalnih istraºivanja prona�enih u literaturi.
Za aproksimaciju pomaka sredi²nje linije ²tapa i in�nitezimalnu rotaciju po-
pre£nog presjeka koristili smo prostore polinoma, dok smo degradaciju mode-
lirali metodom kona£nih elemenata, u slu£aju da na mehani£ku degradaciju
utje£e difuzija, te Eulerovom metodom, ukoliko nema utjecaja difuzije. U
svim simulacijama promatrali smo elasti£ni, biorazgradivi ²tap u£vr²¢en na
oba kraja. Prou£ili smo i kako pona²anje ²tapa ovisi o omjeru koe�cijenta
brzine kemijske degradacije k, te koe�cijenta mehani£ke degradacije τ . U
gotovo svim simulacijama, uo£eno je da je degradacija najbrºa na krajevima
²tapa, koji stoga predstavljaju kriti£ne to£ke. Budu¢i da se biorazgradivi po-
limeri koriste kao implantanti u biomedicini, poku²ali smo promjenom oblika
²tapa posti¢i ravnomjerniju degradaciju na svim mjestima, te produºiti nje-
gov ºivotni vijek. U tu svrhu dizajnirali smo i testirali pet razli£itih modela,
te smo rezultate simulacija usporedili s rezultatima za homogeni ²tap naprav-
ljen od iste koli£ine materijala, odnosno istog volumena. Najbolje rezultate
dao je Model 4 koji je traje £ak 2.38 puta dulje od svog homogenog para. Za-
nimljivo bi bilo matemati£ki formulirati optimizacijski problem pronalaºenja
najizdrºjivijeg oblika ²tapa, no to ostavljamo za budu¢a istraºivanja.
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Summary

Summary

In this thesis, we have studied modelling of elastic rod made from biode-
gradable polymers. Since rod has a shape of an elongated cylinder, that
has one side much longer than the other two, we will consider it as one-
dimensional structure placed in a three-dimensional space. In accordance
with this assumpton, we use one-dimensional elastic biodegradable rod model
which includes mechanical and chemical degradation. This way, we have tran-
sformed a three-dimensional problem into one-dimensional problem, which
requires less memory for numerical simulations. One of the main goals of this
research was to study the e�ect of chemical and mechanical degradation on
the behaviour of biodegradable rod. In order to accurately model chemical
degradation, we have used an empirical model and determined the degrada-
tion rate coe�cient from experimental studies found in literature.
In numerical simulations, we have used the approximation in polynomial
spaces for the middle line shift of the rod and in�nitesimal rotaton of the
cross-section of the rod. Furthermore, we have used Finite Element Method
for numerical approximation of degradation in case that di�usion has an
e�ect on mechanical degradation. In other case, when di�usion doesn't have
an e�ect od mechanical degradation, Euler method was used instead. In all
simulations, we have considered a biodegredable elastic rod �xed on both
ends. We have examined how the behavior of the rod depends on the ratio of
the chemical degradation rate coe�cient k, and the mechanical degradation
coe�cent τ . In nearly all simulations, maximal degradation at the ends of the
rod was observed. This means that ends of the rod represent crtical points
where the fracture occurs. Since the biodegradable polymers are widely used
as biomedical implants, we've tried to modify shape of the rod in order to
expand its lifespan and achieve more uniformn degradation along its length.
For that purpose, we have designed and tested �ve di�erent models and
compared its simulation results with the results of a homogeneous rods made
out of the same amount of material. The best performance was achieved by
Model 4 which lasts 2.38 times longer than its homogenous pair. It would be
interesting to mathematically formulate and study this shape optimization
problem in order to �nd most durable rod design, but it will be left for future
research.
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