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Uvod

Teoremi ulaganja prostora Soboljeva vazan su alat u teoriji parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi. Govore pripada li funkcija iz nekog Soboljevljevog prostora i nekom drugom po-
godnom prostoru, npr. prostoru neprekidnih funkcija, i daju neke korisne nejednakosti
izmedu normi. Posebno su korisni teoremi o kompaktnosti ulaganja prema kojima za
ogranicen niz u manjem prostoru mozemo dobiti podniz koji konvergira u ve¢em prostoru.
To recimo omoguduje da rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadZbe nademo na limesu
niza aproksimativnih rjeSenja (vidi primjer u[5.3).

Ovaj je rad zamiSljen kao kratak prikaz teorema ulaganja Soboljevljevih prostora te
njihove primjene u teoriji egistencije rjeSenja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Doka-
zat ¢emo teoreme ulaganja prostora W"?(Q) za glatku ogranicenu domenu € te Rellich-
Kondrachovljev teorem koji govori o kompaktnosti odredenih ulaganja pomocu kojeg éemo
u dva primjera dokazati egistenciju rjeSenja.

Poglavlje 1 prikaz je osnovnih pojmova i rezultata iz funkcionalne analize koje ¢emo
koristiti u glavnom dijelu rada. U Poglavlju 2 preko definicije L” prostora i slabih deriva-
cija dolazimo do definicije Soboljevljevih prostora, dok u Poglavlju 3 dokazujemo teoreme
ulaganja Soboljevljevih prostora. Poglavlje 4 vezano je uz teoreme o fiksnoj tocki (Bro-
uwerov 1 Schauderov) potrebne za dokaz egzistencije rjeSenja primjera kojima ¢emo se
baviti u Poglavlju 5.

Zahvaljujem se svom mentoru, prof. dr. sc. Mladenu Juraku, na strpljenu i pomoci pri
izradi ovog rada.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i notacija

1.1 Kompaktni operatori

Definicija 1.1.1. Neka je X normirani prostor. KaZemo da je skup S c X kompaktan ako
svaki niz u S ima konvergentan podniz s limesom u S .

Napomena 1.1.2. MoZe se pokazati da je skup S C X kompaktan ako i samo ako svaki nje-
gov otvoreni pokrivac ima konacan potpokrivac. Ova karakterizacija se uzima za definiciju
kompaktnog skupa u opcenitom topoloskom prostoru.

Definicija 1.1.3. Neka je X normirani prostor. Skup S C X je relativno kompaktan ako je
njegov zatvarac S kompaktan skup.

Napomena 1.1.4. Vrijedi da je skup S C X je relativno kompaktan ako i samo ako svaki
niz elemenata iz S ima podniz koji konvergira u X.

Ako je X joS i potpun, imamo sljedeci rezultat:

Teorem 1.1.5. Skup S je relativno kompaktan u Banachovom prostoru X ako i samo ako
za svaki € > 0 postojim e Ni x1,x>,...,X, €S, takvi da je

S C O B(x;, ).
i=1

Skup {x1, x2, ..., X} S ovom svojstvom zovemo konanom g-mrezom za S .

Definicija 1.1.6. Neka su X, Y Banachovi prostori. KaZemo da je neprekidno preslikava-
nje A : X — Y kompaktno ako je za svaki ogranicen skup U C X skup A(U) relativno
kompaktan u Y.
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Napomena 1.1.7. (a) Neprekidno preslikavanje A : X — Y je kompaktno ako i samo ako
za svaki ogranicen niz (x,) u X niz A(x,) ima konvergentan podniz.

(b) Da bi linearno preslikavanje A : X — Y bilo kompaktno dovoljno je zahtijevati da
je za svaki ogranicen skup U njegova slika A(U) relativno kompaktan skup. U tom
slucaju je A ogranicen jer je relativno kompaktan skup uvijek ogranicen. Kako je
svaki ograniceni linearan operator neprekidan, tada je A neprekidan.

(¢) Neka su X,Y i Z normirani prostori. Ako je A : X — Y neprekidan, a B : Y — Z
kompaktan linearan operator, tada je i njihova kompozicija BA : X — Z kompaktan
linearan operator. To vrijedi zato Sto je neprekidan linearan operator ogranicen pa
ogranicen skup U preslikava u ogranicen skup A(U) stoga, zbog kompaktnosti, B
preslikava taj skup u relativno kompaktan skup B(A(X)).

Definicija 1.1.8. Neka su X i Y Banachovi prostori i X C Y. KaZemo da je X neprekidno
uloZen u Y ako je linearno preslikavanje i : X — Y definirano sa i(x) = x, x € X nepre-
kidno. Ako je preslikavanje i : X — Y jo§ i kompaktno, tada kaZemo da je X kompaktno
uloZen u Y, i pisemo X cC Y.

Na kraju navodimo teorem koji nam daje kriterij kompaktnosti niza neprekidnih funk-
cija, a njegov dokaz se moze pronaci u [4]].

Teorem 1.1.9 (Arzela-Ascoli). Neka je (fi) niz funkcija s R"* u R koji je

(i) uniformno ogranicen: postoji konstanta M > 0 takva da vrijedi

[fix)| <M, VYkeN,VxeR"

(ii) uniformno ekvineprekidan: za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da

lx—yl <6 =[x - fiwl <&, VYkeN,Vx,yeR"

Tada postoji podniz (fi,;) C (fi) i neprekidna funkcija f takva da

fi, = f  uniformno na svakom kompaktnom podskupu od R".

1.2 Slaba konvergecija

Definicija 1.2.1. Neka je X normirani prostor. KaZemo da niz (x,) C X konvergira slabo
prema x € X ako za svaki f € X' niz (f(x,)) konvergira prema f(x) u R, gdje je X dualni
prostor od X, tj. skup svih neprekidnih linearnih funkcionala s X u R.
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Napomena 1.2.2. U Hilbertovom prostoru H sa skalarnim produktom (-, -), prema Rieszo-
vom teoremu o reprezentaciji funkcionala (vidi [16]]), niz (x,) konvergira slabo prema x € H
ako i samo ako za svakiy € H

(X, ) = (X, ).
Teorem 1.2.3. Svaki ogranicen niz u Hilbertovom prostoru ima slabo konvergentan podniz.

Dokaz. Moze se pronaci npr. u [2]. O

1.3 Prostori neprekidnih funkcija
Neka je Q C R” otvoren i ogranicen skup. Tada je
C(Q)={u:Q —R :ujeneprekidnana Q }

vektorski prostor uz uobicajene operacije zbrajanja i mnoZenja skalarom.

Radi jednostavnosti zapisa viSih derivacija uvodimo pojam multiindeksa. Definiramo
multiindeks kao n-torku nenegativnih cijelih brojeva @ = (a4, ..., a,), @; € NU{0} te njenu
duljinu kao broj

lal =a; + -+ a,

1 kazemo da je multiindeks a reda |@|. Na skupu multiindeksa dan je parcijalni uredaj
a < ,8 < ;< ﬁi Vi,

dok se zbrajanje i oduzimanje multiindeksa definira standardno po komponentama, a +5 =
(g £By,...,a, = B,), uz uvjet da je kod oduzimanja 8 < a. Derivaciju funkcije u reda ||

oznacavamo s 5\ 5\ gl
n Y(x)
aoz — —_ PR —_— = .
u(x) (Bxl) (6xn) u(x) Ox - Oxy

Za k € N definiramo potprostor
CkQ) ={uecC@Q) : 0"uecCQ), V| <k}
te pisSemo C°(Q) = C(Q) i

C¥(Q) = ﬂ Q).
k=0

Funkcija u € C(Q) opcenito nije ogranicena i nije dobro definirana na 0Q2. Medutim,
ako je u € C(Q) uniformno neprekidna na €, tada postoji jedinstveno ogranieno nepre-
kidno proSirenje do zatvaraca Q od Q. Za takve funkcije kazemo da su neprekidne na Q.
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Stoga definiramo vektorske prostore

C(ﬁ) ={u:Q — R : ujeneprekidna na Q 1,
CKQ)={ueC@Q) : ueCQ), Yla| <k}, kel.

Kao i prije koristimo oznake
w@am)iw@:ﬂmm
k=0

Prostor CK(Q), k € N je Banachov s normom

IIuIICk@ = max sup|d”u(x)|.
lal<k xeq
S Ck(Q) oznagavamo potprostor od C¥(Q) koji se sastoji od funkcija u € CX(Q) za koje
je u = 0 na 0Q.
Nosac funkcije u : Q — R” je skup

supp(u) ={xe€Q : u(x) #0}.

Zatim definiramo potprostore
C’C‘(Q) ={ueCKQ) : uima kompaktan nosa¢ }, C.(Q) = m C’c‘(Q).
k=1

Za funkciju u : Q — R kazemo da je Lipschitzova ako postoji konstanta C > 0 takva
daje
lu(x) —u(y)| < Clx—yl, VYx,y€Q.

Za 0 < y < 1 kaZzemo da je funkcija u : Q@ — R Holderova s eksponentom y ako postoji
konstanta C > 0 takva da je

lu(x) —u(y)| < Clx—yl”, Vx,yeQ.
Sada definiramo prostore Holderove prostore diferencijabilnih funkcija s
Ck”(ﬁ) ={ueCkQ) : 8u je Holderova s eksponentom vy, Y|a| = k},
ke NU{0},0<y<1.Na CO’Y(ﬁ) definiramo polunormu
|u(x) — u(y)l

x,yeQ |x - )’|y
X#Y

[u]CO,y(ﬁ) =
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te normu
”u”CO,y(ﬁ) = ”ullc(ﬁ) + [u]CO,V(ﬁy

Sli¢no na C*(Q) definiramo normu

ud| ud| 10%u(x) — 0"u(y)|
ull vy = lull -+ g, + max sup :
CRY(Q CcKQ
Y(€) Q) lol=k xye |x yP’
Xy

Pokazuje se da je s tom normom C*¥(Q) potpun (vidjeti npr. [3]).

1.4 Regularnost granice

Neka je QQ ¢ R” domena, tj. otvoren i povezan skup. Radi jednostavnosti pretpostavimo da
je Q ogranicena.

Definicija 1.4.1. Ogranicena domena Q C R" je Lipschitzova (klase C*) ako za svaku tocku
x € 0Q) postoje okolina U i sustav ortogonalnih koordinatay = (v',y,),Y = V15 -+ Yn-1)
takvi da vrijedi:

(i) U novim koordinatama U je hiperkocka

U={yeR": —aj<yj<ajj=12,...,n}.

(ii) Postoji Lipschitzova (klase C*) funkcija ¢ definirana na
U={yeR": —a;<yj<a;j=1,2,...,n—1},
koja zadovoljava

’ 7 ’ a
vy elU’, 1ol <

2

QNU={yeR" : y,>¢0")}, 9QNU={yeR" : y, =60}

Znacenje ove definicije je da se rub Q2 moZe lokalno prikazati kao graf Lipschitzove
(klase C*) funkcije te da se skup Q lokalno nalazi s jedne strane granice. Kako je domena
Q) ograni¢ena njen rub Q je kompaktan pa uvijek mozemo naci konacno mnogo ovakvih
karata koje pokrivaju cijeli 0.

Regularnost granice ograni¢ene domene € je bitna pretpostavka koju ¢emo koristiti u
nastavku ovog rada.



Poglavlje 2

Prostori Soboljeva

U ovom poglavlju uvodimo Soboljevljeve prostore WP, zam € N1l < p < oo, te
navodimo neka njihova svojstva koja ¢e nam biti potrebna u dokazima teorema ulaganja.
Soboljevljevi prostori definiraju se kao potprostori L? prostora koje ¢emo obraditi u poseb-
nom potpoglavlju.

2.1 L7 prostori

Neka je Q2 c R" otvoren skup.

Definicija 2.1.1. Za 1 < p < oo definiramo
LP(Q)={u:Q —>R : ujeizmjerivai flu(x)lp dx < o0 }.
Q

Pokazuje se da je LP(Q) vektorski prostor te je norma na L”(€2) dana s

il = ( f (P a’x) .
Q

Funkcije u LP(Q2) poistovjeCujemo s klasama skoro svuda jednakih funkcija. Kazemo da
su funkcije f i g jednake skoro svuda (s.s.), ako postoji skup A mjere nula takav da je

f(x) = g(x), Yx € A°.
Definicija 2.1.2. Za p = oo definiramo

L Q) ={u:Q — R : ujeizmjerivai 1 konstanta C t.d. je lu(x)| < Cs.s. }.
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L*>(Q) je vektorski prostor i norma na L*(€2) je dana s
||u||Loo(Q) = lnf{ C: |l/l(.x)| < C s.s. }.
Ako je u neprekidna funkcija, onda je

||l () = suplu(x)|.
xeQ

Teorem 2.1.3. Za 1 < p < oo prostor LP(Q) je Banachov. Prostor L*(Q) je Hilbertov sa
skalarnim produktom

(U, V)12 = L u(x)v(x) dx.

Dokaz. Moze se pronaci u [2]. O

Definicija 2.1.4. Za funkciju u kaZemo da je lokalno integrabilna na Q ako je u € L'(K) za
svaki kompaktan podskup K C Q. Skup svih lokalno integrabilnih funkcija oznacavamo s
L (Q.

loc

Definicija 2.1.5. Za 1 < p < oo definiramo konjugirani eksponent p’ relacijom

uz dogovor da je i =0.
Lema 2.1.6 (Youngova nejenakost). Neka sua,b >0i1 < p < 0. Tada je

1 1 .,
abs—ap+—,bp.
P P

Dokaz. Za ab = 0 tvrdnja je trivijalna, a za a,b > 0, jer je funkcija x — ¢* konveksna,
imamo

1 1 g
ab = elna+lnb — e;lna”+[71nbf’
1 P 1 4 1 1 ’
< —e" —/el“b =—a’+ =Db".
p p p p

O

Teorem 2.1.7 (Holderova nejednakost). Neka je 1 < p < co. Ako jeu € LP(Q) iv € L” (Q),
tada je uv € LY(Q) te vrijedi

flu(X)V(X)I dx < |lullpro)l Vil @) (2.1)
Q
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Dokaz. Za p = 11 p = oo tvrdnja slijedi direktno iz definicija pripadnih normi. Stoga
pretpostavimo da je 1 < p < oo. Nadalje, ukoliko je jedna od funkcija jednaka nuli,
tvrdnja trivijalno vrijedi pa moZemo pretpostaviti da su obje funkcije rezlicite od nule. Iz
Youngove nejednakosti dobivamo

1 1 , 1 1 :
u(x)v(x)] dx < —flu(X)I” dx + —flv(x)lf’ dx = —|lully,q) + IV, )
L P Ja P Jo p LP(Q) )4 LY (Q)

Sada, primjenom gornje nejednakosti na skalirane funkcije u/||ull ) 1 v/IIVIlLr ), dobi-
vamo

1 1 1
flu(x)v(x)l dx<—+—=1,
”u”LI’(Q)”V“LP’(Q) Q p r
iz Cega slijedi tvrdnja. O
Korolar 2.1.8 (Generalizirana Holderova nejednakost). Neka suu; € LP(Q), zai = 1,...,m
te nekasul < py,...,p, < oo takvi da je
1 1 1
—+—+--+—=1
P P2 Pm

Tada je uu, - - - u,, € L'(Q) te vrijedi

flul(X)uz(X) U (O] dx < |z o llall ez - - - etmllom -
Q

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom po m. Za m = 1 tvrdnja trivijalno
vrijedi, a za m = 2 to je Holderova nejednakost. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za

neki m. Neka su 1 < py,..., pns1 < oo takvi da je Z;’:}l i_ = 11ineka su u; € LPi(Q), za
i =1,...,m+1. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostavitidaje p; < pr < ... < pp.
1. Prvo promotrimo slu¢aj p,,,1 = co. Tada je 3, [% = 1 pa, prema pretpostavci

indukcije i Holderovoj nejednakosti, dobivamo

flul(x) U (O] dx < luy - wll Nt o)
Q

< Mullzor ) - - - Nl Lom @1t 1 1l Lo 2)-
2. Zapyy <ooje Y, !% = ﬁ, odnosno 1", p’;[f‘ = 1. Kako je |u;|Pn1 € LPiIPwi (Q),
zai=1,...,m, prema pretpostavci indukcije imamo

/ P, P,
fglm(x) o Uy (X)|Pret dx < ||u1”’“||Lp1/p;M(Q) . ||um’”“||L,,m/p;nH(Q)

p;n+1
= (leallzracgy - - - Wtllimen) ™™



POGLAVLIJE 2. PROSTORI SOBOLJEVA 10

odnosno
ot < thnll ., ) < Netllzorcy - - Mty

Konac¢no, primjenom Hélderove nejednakosti na funkcije u; - u,, € LPw1(Q) i thyyy €
LPm+1(Q)), dobivamo

fglul(x) U (O dx <l -l )l llme @

< il - - - el om @y 1tms 1 | Lomer (-

Teorem 2.1.9 (Interpolacijska nejednakost). Nekajel < p<r<g<ooi

1 6 1-6
1_6,0-0
rp q

zaneki0 < 0 < 1. Ako je u € LP(Q) N LY(Q), tada je u € L' (Q) te vrijedi

6 1-6
llutl ) < ||u||LI’(Q)||u||LfI(Q)'

Dokaz. Kako je %r + % = 1, primjenom Holderove nejednakosti na funkcije |u|” €
LPIO(Q) i |u| ™" € L9/1-00(Q), dobivamo

f lu|” dx = f () || 0" dx
Q Q
or 1A=0)r
P P q g
< ( f |ua] " or dx) ( f |u| O o dx)
Q Q

iz Cega slijedi tvrdnja. O

Lema 2.1.10 (Teorem ulaganja za L? prostore). Neka je 1 < p < g < oo te neka je
Q| = fg 1 dx < oo. Ako je u € L1(Q), tada je u € LP(Q) i

1

1_1
”uHLP(Q) < |Q» "||M||Lq(g)- (2.2)

Dokaz. Relacija (2.2)) ocito vrijedi ako je p = ¢ ili ¢ = co. Stoga moZemo pretpostaviti da
je 1 £ p < g < co. Tada Holderova nejednakost daje

: -
f ul” dx = f Iul”-ldxs( f "7 dx) ( f ldx) = Il g2 ~3)
Q Q Q o

Sto povlaci (2.2). o
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Korolar 2.1.11. LP(Q) c L} (Q)za sve 1 < p < o0 i za svaku domenu Q.

loc

U dosta slucajeva nam je bitna aproksimacija funkcija iz L”(€2) neprekidnim, ali i glat-
kim funkcijama.

Teorem 2.1.12. Za 1 < p < oo je C.(Q) gust u LP(Q).

Dokaz. Moze se pronaci u [1]. O
Teorem 2.1.13. Za 1 < p < oo prostor C°(Q) je gust u LP(Q2).

Dokaz. Moze se pronaci u [1]. O
Napomena 2.1.14. (a) Prethodna dva teorema ne vrijede u slucaju p = oo.

(b) U dokazu Teorema 2.1.13| koristi se operator izgladivanja. Kako ¢e nam kasnije tre-
bati, sada navodimo njegovu definiciju.

Definicija 2.1.15. (i) Definiramo funkcijun € C*(R") s

1
Cel?-1  ako je |x] < 1
n(x) = / 5
0 ako je |x| > 1,

gdje je C > 0 konstanta takva da vrijedi fRn n dx = 1. Funkciju n zovemo standard-
nim izgladivacem.

(ii) Za svaki € > 0 definiramo
I (x
ne(x) = —nn(—)-
g \e
(iii) Na L}OC(Q) definiramo operator izgladivanja sa

u u® =1, *u.

To znaci da je
u(x) = f Ne(x = Yu(y) dy = f n:()u(x —y) dy,
Q B(0.8)

z7ax€Q. ={xeQ : dx,00)>¢}

Napomena 2.1.16. (a) Uocimo da su funkcije n. iz C* s nosacem B(0, €) i vrijedi
fRn n.dx = 1.

(b) Vrijedi
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u € C(Q,).

u® - us.s. kad e — 0.

Ako je u € C(Q), onda u® — u uniformno na svakom kompaktnom podskupu od
Q.

Akojel <p <ooiuelL; (Q), ondau’ — uulLj (Q).

loc

2.2 Definicija i svojstva prostora Soboljeva

Prostori Soboljeva definiraju se pomocu pojma slabe parcijalne derivacije.
Definicija 2.2.1. Zau € L}OC(Q) kaZemo da ima slabu parcijalnu derivaciju 0*u ako postoji

veL (Q) itakva daje

f u(x)d"$(x) dx = (1) f v(0)$(x) dx, Yo e C2(Q),
Q Q

gdje je a proizvoljan multiindeks. Funkciju v oznacavamo s 0“u i zovemo slabom parcijal-
nom derivacijom.

Definicija 2.2.2. Za 1 < p < oo definiramo
WEP(Q) = {u e LP(Q) : 8%u e LP(Q), |a| < k).

Na W*P(Q) definiramo normu

l/p
leellwer ) = (leaau”Zp(Q)) ) l<p<eo

la|<k

”u”W""’“(Q): aXHaau”L"“(Q)-
a|<k

Za p = 2 koristimo oznaku
H Q) = W*(Q).

Teorem 2.2.3. Za svaki k € Ni 1 < p < oo prostor W*P(Q) je Banachov. HM(Q) je
Hilbertov prostor sa skalarnim produktom
(U, V)pkq) = Z f 0“u(x)0"v(x) dx.

lal<k V€

Dokaz. Vidjeti u [3]. O
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Definicija 2.2.4. S Wg’p (Q2) oznacavamo zatvarac prostora C°(Q) u WEP(Q).

Ponovno za p = 2 pifemo HA(Q) = W (Q).
Uz odredene uvjete na glatkocu domene €2, moze se pokazati da vrijedi

WEP(Q) = {u e WFP(Q) : u=0nadQ},

gdje znacenje uvjeta u = 0 na 0CQ jos treba definirati. Naime, za funkcijuu € C (Q) su njene
vrijednosti jednoznacno odredene, stoga moZemo definirati njenu restrikciju na rub 0Q.
Medutim, kod prostora W'?(Q) je problem u tome $to funkcije poistovje¢ujemo s klasama
ekvivalencije skoro svuda jednakih funkcija. Kako je 0Q c R” skup (Lebesgueove) mjere
nula, restrikcija ne rub dQ ne moze se neposredno definirati. Ipak, moguce je jednoznacno
definirati vrijednosti funkcije iz W!?(Q) na Q. O tome govori sljedeéi teorem.

Teorem 2.2.5 (Teorem o tragu). Neka je Q ogranicena domena s C' rubom. Tada postoji
jedinstveni linearan operator T : W'"P(Q) — LP(0Q) takav da

(i) Tu = ulyy ako je u € W(Q) N C(Q);
(ii) postoji konstanta C > 0, koja ovisi samo o p i Q, takva da

1,
ITullroa) < Cllullwirg), Yue WP(Q).

Operator T zove se operator traga i kaZemo da je Tu trag funkcije u na 0.

Dokaz. Vidjeti [3]. O

Aproksimacija glatkim funkcijama

Sada navodimo teoreme o aproksimaciji prostora Soboljeva glatkim funkcijama ¢iji se do-
kazi mogu pronaci u [3]].

Teorem 2.2.6 (Lokalna aproksimacija glatkim funkcijama). Neka je u € W*P(Q) za neki
1 < p < oo te neka je
u® =n.*xu naQ,,

gdjeje Q. ={xe€Q : d(x,0Q) > &}. Tada
(i) u® € C*(Q,) za svaki € > 0,
(ii) u® — uu W.P(Q), kad & — 0.

Napomena 2.2.7. KaZemo da niz (u,,) konvergira u Wllo’f (Q) prema u ako u,, — u u
WhP(U) za svaki U cC Q, odnosno za svaki U takav da je U ¢ U € Qi U je kompaktan.
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Teorem 2.2.8 (Globalna aproksimacija glatkim funkcijama do ruba). Neka je Q2 ogranicena
domena klase C !te neka je u € W*P(Q) za neki 1 < p < oo. Tada postoji niz funkcija (u,,)
u C*(Q) takav da

Uy > U u W (Q),
Teorem o proSirenju

Ako funkciju iz prostora W!»(Q) progirimo nulom na R", opéenito neéemo dobiti funk-
ciju iz prostora W'P(R") jer bismo tako mogli dobiti prekid funkcije duZ ruba dQ zbog
kojeg proSirena funkcija ne bi imala prvu parcijalnu derivaciju. Medutim, moZemo dobiti
proSirenje Ciji je nosac unutar proizvoljnog ogranic¢enog skupa V Cc R" takvogdaje Q C V.
O tome govori sljedeci teorem.

Teorem 2.2.9. Neka je Q ogranicena domena klase C' te neka je V otvoren ogranicen skup
takav da je QQ cC V. Tada za 1 < p < oo postoji ograniceni linearni operator

E: W' (Q) - WPRY
takav da za svaki u € W'P(Q) vrijedi:
(i) Eu=us.s. na Q,
(ii) Euima nosac sadrZan u'V,
(iii) postoji konstanta C > 0, koja ovisi samo o p, Qi 'V, takva da je

|Eullwrr@ey < Cllullwirg)-

Kazemo da je Eu proSirenje od u na R".
Dokaz. Vidjeti [3l]. |

Teorem o proSirenju, zajedno s teoremom o aproksimaciji glatkim funkcijama, primje-
njivat emo u dokazima teorema ulaganja Soboljevljevih prostora kako bismo presli na
glatke funkcije s kompaktim nosacem za koje vrijedi nejednakost oblika

lull < Cllullwiny,  Vu € Co(<Y),

gdje je C > 0 konstanta, a ||-|| norma nekog Holderovog ili L? prostora.



Poglavlje 3

Teoremi ulaganja prostora Soboljeva

Cilj nam je dokazati teoreme ulaganja Soboljevljevih prostora W*?(Q) za k € N i glatku
ograni¢enu domenu  C R".

3.1 Soboljevljeve nejednakosti

U ovom potpoglavlju bavimo se neprekidnim ulaganjima Soboljevljevih prostora u L? ili
Holderove prostore. U koji ée prostor prostor W*” biti uloZen ovisit ée 0 odnosu produkta
kp i dimenzije prostora R". Podet éemo s prostorima W'? za sluCajeve 1 < p < n i
n < p < oo, a nakon toga dokazane teoreme prosiriti prostore W+, za k € N.

Gagliardo-Nirenberg-Soboljevljeva nejednakost
U ovom poglavlju pretpostavljamo da je
I<p<n.
Htjeli bismo dobiti nejednakost oblika
il oz, < ClDUll gy, Yu € CRY) (3.1)

za neke konstante C > 0, 1 < g < oo.
Pretpostavimo da vrijedi nejednakost oblika (3.1). Uzmimo proizvoljnu funkciju u €
CX(R™), u % 0 te primijenimo (3.1) na funkciju u,(x) := u(dx), x e R*, 1 > 0:

eeallamny < ClIDuallppgn)-

Kako je
1
fﬁmm:fwmwm:— u(y)l? dy
Rn Rn /1” Rn

15
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AP
f Du,lP dx = 47 f IDu( o)l dx = T f Du)’ dy,
Rl‘l n Rn

dobivamo

A
ﬁll”llLﬂ(R”) < C%”DMHLP(R”)’

odnosno

n

ull oy < CA %5 || Dutl| ey

Ako je eksponent 1 — % + g # 0, nakon pustanja A ili u 0 ili u oo (ovisno o predznaku
eksponenta) zakljucujemo da je u = 0, Sto je u kontradikciji s pretpostavkom u # 0. Prema
tome, ako Zelimo imati nejednakost (3.1), nuZno mora vrijediti 1 — 2 + 2 = 0.

Definicija 3.1.1. Za 1 < p < n, definiramo Soboljevljev eksponent od p sa

. n
pri= 2 (3.2)
n—p
Uocimo da je
1 1 1 .
— ===, p'>p (3.3)
p p n

Pokazali smo da nejednakost (3.1])) moZe vrijediti samo za ¢ = p*. Sljedeéi teorem nam
govori da u tom slu€aju nejednakost zaista vrijedi.

Teorem 3.1.2 (Gagliardo-Nirenberg-Soboljevljeva nejednakost). Neka je 1 < p < n. Tada
vrijedi
llullp gy < CliDullposy,  Vu € Co(RY), (3.4)

p=l)

gdje je C = -

Napomena 3.1.3. Uvjet kompaktnosti nosaca od u je nuZan, Sto pokazuje primjer kada je
u = 1. Medutim, konstanta C ne ovisi o velicini nosaca funkcije u.

Dokaz. 1. Prvo promotrimo slucaj p = 1. Tada je p* = -%;. Neka jeu € C I(R™). Kako u
ima kompaktan nosac, zasve i = 1,...,n1x € R” imamo

u(x) = f Oi(X1,5 . ooy Xim1s Vis Xisls « - » Xn) dYi.

Slijedi da je
|M(X)| < f |Du(x1’---7yi""’xn)| d)’i’ i = 17---,n
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pa imamo

n e L
|u(_x)|nf Sl_[(f |D”(x1,---a)’i’---’xn)| dyl) .
i=1 -

Integriramo gornju nejednakost po x;

00 . ) 00 ﬁ n ) ,,1*1
| o ax < | ( | |Du|dy1) ]_[( | |Du|dyi) dx,
—oco —00 —00 i=2 —00

:( | |Du|dy1) | ]—[( | |Du|dy,~) dx,
—00 ) —00
00 %] n 00 (o] %1
s( f |Du|dy1) ﬂ( f f \Du| dx, a’y,-)
—00 i=2 —00 —00

gdje zadnja nejednakost slijedi iz generalizirane Holderove nejednakosti za funkcije u; =

1
(f_o;lDul a,’yi)”_1 ipi=n-1(=2,...,n). Sada integracijom po x, dobivamo

oo N

00 00 0 . n]j ]
—00 J—00 oo J—oo ey

i#2

zal; = f_O:olDul dyy, I; = f_O:OIDul dx; dy; (i = 3,...,n). Ponovno, promjenom generalizi-
rane Holderove nejednakosti, dolazimo do

L e oo L
f f |u(x)|nfldx1dxzs( f f |Du|dx1dy2) ( f f |Du|dx2dy1)
—00 —00 —00 —00 ) —00 oo—oooo %1
]—[( f f \Dul dx, dx» dy,-)

i=3

Dalje induktivno, integriranjem po xs, .. ., X,, dobivamo
n 0o 00 %1
f Iu(x)lﬁ dx < l—[(f f |Du| dxl...dyi...dx,,)
- =l e e (3.5)
n—1
= ( |Du| dx)
R}l
odnosno

||u||Lﬁ(R”) < ||Du||L1(R")
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2. PokaZimo sada da tvrdnja vrijedi za 1 < p < n. Neka je u € C}(R"). Primijenimo
ocjenu (3.3)) na funkciju v = |u”, zay > 1 (tada je v € C!(R")):

n=1

( f ()| dx) < | Dl dx=7y | 1uP"\Dul dx
R® Rn Rn

p-l 1

14 14

Sy( |~V dx) ( f \Dul? dx) .
Rn n

Zadnja nejednakost dobivena je iz Holderove nejednakostl Izaberemo y takav da je X%~ =

(3.6)

(7—1) odnosnoy—p(” 1)>1 Tadaje 5 = (y-1;5 =5 =p it - pT?l:%:
; paiz @ slijedi 1 1
* ]? »
(f lu(x)|P dx) < C( |Dul? dx)
R Rr
za C = 20 .

n=p

Teorem 3.1.4 (Ocjena za W'?, 1 < p < n). Neka je Q C R" domena klase C' te neka je
ue Wh(Q), za 1l < p < n. Tada je u € L” (Q) te postoji konstanta C > 0, koja ovisi samo
o p, ni&), takva da je

lleell L+ ) < Cllullwrr)- (3.7)

Dokaz. Kako je ograni¢ena domena Q klase C', prema Teoremu postoji operator
prosirenja E : W'(Q) — W'P(R") takav da za svaki u € W'P(Q) proSirenje Eu = u €
WP(R™) ima svojstva
u=unagl
{ u ima kompaktan nosac, (3.8)
eellwrr@ny < Cillullwrogy

gdje konstanta C; ovisi samo o p 1 2. Budu¢i da je nosa¢ od u kompaktan, prema Teoremu
2.2.6, mozemo odabrati niz (u,,) u C;°(R") takav da

U, > u uW"P@®R" (3.9)

Sto povlaci
Du,, —» Du u LP(R"). (3.10)

Sada prema Teoremu [3.1.2} za sve /,m > 1 imamo ocjenu
lum = will gy < CllDutyy — Dyl gy

pa je, zbog Cauchyjevosti niza (Du,,) u L?(R"), niz (u,,) Cauchijev u L (R"). Zbog potpu-
nosti prostora L (R") i (3.9), slijedi

U, —»u ulLP(R". (3.11)
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Primjenom Teorema 3.1.2na u,,, dobivamo
||um||Lp*(Rn) < C2||Dum||LP(R”)
gdje konstanta C, ovisi samo o n i p, pa (3.10) i (3.11)) povlace
el e @ny < CollDutl| o ey
Konaéno, gornja ocjena i (3.8)) daju
lleell Lo ) = ull Lo ) < Nutll e mny < CollDullppny < Collutllwrogny < C1Collullwrr -
]

Teorem 3.1.5 (Ocjena za WP 1< p < n). Neka je Q ogranicen otvoren podskup od R".
Pretpostavimo da je u € Wé’p (Q) za neki 1 < p < n. Tada vrijedi ocjena

lell oy < ClIDullprq)
za svaki 1 < g < p*, gdje konstanta C > 0 ovisi samo o p, g, n i Q.

Uoc¢imo da Teorem ne zahtjeva da je Q klase C!. To je zato $to nije potrebno
pozivati se na teorem o prosirenju (Teorem [2.2.9), ve¢ direktno moZemo iskoristili gustocu
prostora C2(Q) u Wg’p (Q).

Dokaz. Neka je u € Wé”’ (Q). Zbog gustoce prostora C>(Q) u Wé’p (Q), postoji niz (u,,)
funkcija iz C°(Q2) koji konvergira prema u u Wé”’ (€2). Svaku funkciju u,, proSirimo nulom
na cijeli R” te primijenimo Teorem @ Time dobivamo ||ull* ) < Cl|Dullirq). Zbog
Q| < o0, imamo [[ul| ) < Cllull ) za 1 < g < p* Sto daje traZenu ocjenu. O

Napomena 3.1.6. (a) U svjetlu Teorema [3.1.5 za ¢ = p < p*, ||Dull,»q) je norma na
Wé’p(Q) ekvivalentna normi ||ully1»q). To vidimo iz

el ooy + [1Dutll oy < ClIDull oy + 1Dull ) = (C + DIIDull (-

(b) Promotrimo slucaj
p=n.
Teorem i cinjenica da p* = ;£ — +oo kad p — n, namecu nam pitanje:
Vrijedi li W'"(Q) € L®(Q)?

U sluc¢ajun =1zau € WH'(Q)je w € L' (Q) pa je u neprekidna i, za a € Q, vrijedi

u(x) = u(a) + fx W' ()dt, VYVxeQ,
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odnosno

lu(x)| < |ua)| + flu’(t)l dt < C,Vx € Q,
Q

gdje konstanta C ne ovisi o x, pa slijedi da je u € L*(Q). Neprekidnost ulaganja
WLHQ) c L>(Q) slijedi iz

|u(x) = v(x)| = If W' (1) —v' (D) dil < fglu'(t) —vV'@ldt < llu=vilwuq),

zau,v € WH(Q).

Vec zan > 1 odgovor je negativan. Na primjer, za Q = B(0, 1) funkcija u = Inln (1 +
ﬁ) pripada W'"(Q), ali ne i L°(Q).

Medutim, za n > 1, moZemo zakljuciti da je W' (Q) c LY(Q), za svaki 1 < q < oo.
Naime, za 1 < p < n, zbog ogranic¢enosti od C, imamo

LN(Q) C L/(Q)
pa Teorem[3.1.4 povlaci

W(Q) c WP(Q) c LP (Q).

Sada tvrdnja slijedi iz ¢injenice da p* = % — +00 kada p — n te ogranicenosti od

Q. Sva ulaganja su neprekidna pa vrijedi i pripadna ocjena.

Morreyjeva nejednakost

Pretpostavimo sada da je
n<p<oo. (3.12)

Pokazat éemo da ako je u € W'*(Q), onda je u zapravo Holderova, nakon eventualnog
redefiniranja na skupu mjere nula.

Teorem 3.1.7 (Morreyjeva nejednakost). Neka je n < p < oo. Tada postoji konstanta C,
koja ovisi samo o p i n, takva da je

lleell o gy < Cllullyrr@r (3.13)
za sve u € CY(R"), gdje je

y:zl—z.
p
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Dokaz. U sluéaju p = o0 jey = 1 te zau € C'(R") imamo

suplu(x)| = ||ull o @n)
xeR"

lu(x) — u(y)|
sup{—(y} < sup|Du(x)| = ||Dul| e gn)s
XFY

lx =yl xeRn
Sto povlaci
el cor gy < [eallyyr.oo gy

Stoga dokazimo tvrdnju zan < p < co.
1. Neka je B(x,r) C R" proizvoljna kugla. Tvrdimo da postoji konstanta C > 0, koja
ovisi samo o n, takva da je

J( lu(y) — u(x)| dy < Cf |DM—(Y)_| dy. (3.14)
B(x,r) Bi

e 1y = X"

Fiksirajmo to¢ku w € dB(x, 1). Tada za 0 < s < r imamo

) d
fo Eu(x +tw) dt

< f |Du(x + tw)| dt.
0

lu(x + sw) — u(x)| =

fA Du(x +tw) - w dt
0

Integriranjem po dB(0, 1) te zamjenom varijabli y = x + tw (dakle, [y — x| = #) dobivamo

A) A} D
f lu(x + sw) —u(x)| dS,, < f f |[Du(x + tw)| dS,, dt = f f | u_(ly)l ds, dt
8B(0,1) o Jopo,1 0 JoBuy 1"

D D
= f —l M(yn)_|l dy < f —l M();)Jl dy
Blx.s) |y — X By [y — X

Pomnozimo nejednakost sa s"~! i integriramo od 0 do r po varijabli s

rt Du
f lu(y) — u(x)l dy < — f |—(y)_|1 dy
B(xr) n Jpir [y — xl

Dijeljenjem s |B(x, r)| = r"|0B(0, 1)| dolazimo do nejednakosti (3.14).
2. Sada fiksirajmo x € R”. 1z nejednakosti (3.14)) te Holderove nejednakosti slijedi

() < f () — u()| dy + f ()| dy
B(x,1) B(x,1)

D
co [ oon
B 1) [y — Xl |B(x, 1)|

p-1
|BCx, DI 7 [[utll ey

p-l

1
P 1 p
<C; (f [Du(y)” dy) (f —— dy| + Callullpsgn.
B(x,1) B(xD) |y — x|
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Kako p > n povlaci (n — 1) < n, imamo da je

f dy _f " dz
Bxr) |y — x|V BO.1 |z DT
L
= =15 ff ———-dS.ds
8B(0,s) |z|(” =
_p_
:n(nl)plff ]pdSst
aB(os) s D

(3.15)
= r”‘(”‘”%wB(o, D f -Vt i
0
B(0, 1 »
= 05O DI P Ve >0,
n—(n- 1)1%
odnosno, . .
1 0 0B, 1) \7
(f 7 dy) = (l(—)lp) = C3 < 00,
B |y — x|V n—n-1">
Stoga slijedi da je
)l < C1C3l1Dull gy + Collutllp @y < Cllidllwrpo)s (3.16)

gdje je C = max{C,C;, C,} i ovisi samo o p i n. Kako je x € R" proizvoljan, zakljucujemo

suplu(x)| < Cllullw.ocgn)- (3.17)

xeR”

3. Preostaje ocijeniti polunormu [u]coygn. Neka su x,y € R” proizvoljni. Stavimo
r=|x—-ylte W= B(x,r) N B(y, r). Tada je

u(x) — u(y)] < f u(x) - u(@)] dz + f () - u(2) dz. (3.18)
w

w
Cinjenica da je W ¢ B(x, r), (3.14), Holderova nejednakost te (3.13) povlate

J(Iu(x) —u(z)| dz < le lu(x) — u(z)| dz
w B(x,r)

p—1

1 £ __
14 1 P
<C, (f |Du(z)|? dz) (f — dz)
B(x,r) B(x,r) |x — Zl(n_l)ﬁ (319)

p—1
—n-D-2\ 7
< C3 (P T DUl e,

-2
= Csr p”Du”U’(R”)-
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Sli¢no,
flM@) —u(z)| dz < C3r1_%||Du||L,,(Rn).
w
Dakle,
1(x) = ()| < 2C3r" 7 |Dutll oy = Clx = 312 |Dtll e,
Prema tome,

(] ~ sup {IM(X) — u(y)l
015 gmy — - 1.z
C™ TP (R ity |x_y|1 s

Ova nejednakost i (3.17)) daju (3.13). o

Napomena 3.1.8. Uocimo da, uz nesto bolju ocjenu u (3.19), moZemo dobiti

} < CI|Dull ey

lu(x) — u(y)| < Cr'=r ( f |Du(z)|” dz)p
B(x,2r)

za sve u € CY(B(x,2r)), y € B(x,r), n < p < co.

Teorem 3.1.9 (Ocjena za W''?, n < p < o). Neka je Q C R" ogranicena domena klase
C'. Pretpostavimo da je u € W'"P(Q), zan < p < oo. Tada postoji funkcija u* € C*(Q),
zay=1- g, takva da je u* = u s.s. na Q te vrijedi ocjena

||u*||C0’7(ﬁ) S C”u”wl,p(g)’
za neku konstantu C > 0, koja ovisi samo o p, ni Q.

Dokaz. Kako je ograni¢ena domena Q klase C', prema Teoremu postoji operator
prosirenja E : W'(Q) — W'P(R") takav da za svaki u € W'P(Q) proSirenje Eu = u €
WLP(R™) ima svojstva
u=unafl,
u ima kompaktan nosac, (3.20)
eellwrr@ny < Cillullwrrgy
gdje konstanta C; ovisi samo o p i 2. Budu¢i da je nosa¢ od u kompaktan, prema Teoremu
[2.2.6] moZemo odabrati niz (u,,) u C°(R") takav da

Uy — u u WHPRM). (3.21)
Prema Teoremu [3.1.7] za sve [, m > 1 imamo ocjenu

||Mm - ul”co’l_%(Rn) < C”um - ul”leP(]Rﬂ)
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Zbog potpunosti prostora C 0175 (R, postoji u* € C 0175 (R") takav da
U = u* uC™'H(RY), (3.22)
Iz 3.21) i (3.22) slijedi da je u* = u s.s. na Q. Sada primijenimo Teorem [3.1.7|na u,,
||Mm||C0.1—%(R,1) < Collumllwrogn)
te, zbog (3.21)),(3.22) i (3.20), zakljuujemo

*
||ut ”C‘“‘%(U)

< ||u*||C0.1—%(R,,) < Gollullwrrgny < Cr1Collullyrr)-

Opce Soboljevljeve nejednakosti

Sada ¢emo iskoristiti prethodne ocjene kako bismo dobili ocjene u opéenitijem slucaju.

Teorem 3.1.10 (Opce Soboljevljeve nejednakosti). Neka je Q ogranicena domena klase
C! te pretpostavimo da je u € WkP(Q).

(i) Ako je
kp < n, (3.23)
onda je u € L1(Q), gdje je
1 1 k
q p n
Nadalje, vrijedi ocjena
llull oy < Cllullwrr ), (3.24)

za neku konstantu C > 0 koja ovisi samo o k, p, ni QL.
(ii) Ako je
kp > n, (3.25)
onda je u € C<LI71(Q), gdje je

mﬂ—j; ako ¢ 7.

- { bilo koji pozitivan broj < 1  ako % € Z.

Vrijedi ocjena
lll it ) < Cllutllwir s (3.26)

za neku konstantu C > 0 koja ovisi samo o k, p, n, y i Q.
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Dokaz. 1. Neka vrijedi (3.23). Kako je 0°u € LP(Q) za sve || < k, Teorem [3.1.4] povlaci
||6Bu”LP*(Q) < C||aﬁu||wl-n(g) < Cllullyer g

za sve |f] < k — 11 za neku konstantu C koja ovisi samo o p, n i Q. Slijedi da je u €
WELr (Q) te vrijedi ocjena

”u”Wk*LP*(Q) < Cl”””wkyp(g),

gdje je C; = X g1 C, dakle ovisi samo o0 k, p, n i Q. Jednako tako dobivamo da je

ue W Q) za o = L=1_24¢

np

1
>
”u”Wk-sz**(Q) < C2”””W’<-W*(Q) < C1C2||M||kap(g)’

gdje konstanta C, ponovno ovisi samo o k, p, ni Q. Nastavljamo dalje istim zaklju¢ivanjem
te nakon k koraka dolazimo do u € W%4(Q) = LY(Q) za é = 11—7 - % te

lleell Loy < Cllullwir ),

za konstantu C = C,C; - - - C; koja ovisi samo o p, k, n i Q.
2. Pretpostavimo da vrijedi (3.25)) te da f; ¢ Z. Kao u prethodnom slucaju zakljucujemo

da je u € W (Q) te vrijedi

lllwi-rr@y < Crllullwer ) (3.27)

1 1

za, = - ,%, uz uvjet da je Ip < n (I € N U {0}). Izaberimo [ = L J To znaci da je

I <% <l+lpajer= ;5 > 5 =n Tadaje prema Teoremu 3.1.9/i (3.27), za sve

n-pl p

lal <k—1-108% € CO-5(Q) i

SR

10%ullcor-2 g, < Calld“ullwinqy < Callullyr-irqy < CrCollullyerq)-
Stoga je u € C*11-7(Q) te

”M”Ck—l—l,l—%@) < 2|QII23)I(_1||6QM||C0,17$@) < Cllullwrr(cy»

za konstantu C = 2C,C; koja ovisi samo o p, k,n1 Q. UoCimodajek—[—-1 =k - [%J -1

i1-2=1-24/=|2]+1-2 =1y, §toznai daje u € C“L217(Q) i vrijedi (326).
3. Preostaje slucaj kada je k > % 1 1"—7 € Z. Stavimo [ = % -1= [EJ — 1. Ponovno imamo

P
ue Webr@Q)zar = nf’;[ =ni

lllwi-rry < Crllullwer)-
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Sada, prema Napomeni(3.1.6(b), slijedi da je u € L(Q) za sve la| <k —[— 1 = k= | 2]
1 < g < oo te imamo

10%ull Loy < C2ll0®ullwrrqy < Collullyi-rrqy < C1Colltllyin()»

odnosno
lleell w102y < C3llullwrr -

Teorem 3.1.9 povlaci da je 9"u € C*'7i(Q) zasve ol Sk —1-2=k—[%]|-1in<g< oo
te vrijedi

10l o

t @ S 0%ullwa) < Callullyi-rioq) < C3Cllullwirg),

pa iz toga, kao prije, zakljuCujemo da je u € Ck_m_]’y(ﬁ) zasve0<y<1i

IIMIICka%Jfl,y@ < Cllullwrrq)-

3.2 Kompaktnost ulaganja

U prethodnom smo potpoglavlju pokazali da za 1 < p < n 1 glatku ograni¢enu domenu €2
imamo ulaganje prostora W'?(Q) u prostor L” (Q), gdje je p* = %. Sada ¢emo pokazati
daje za 1 < g < p* ulaganje prostora W!?(Q) u prostor L¢(Q) ¢ak i kompaktno §to ¢e biti
klju¢no za dokaz egzistencije rjeSenja parcijalnih diferencijalni jednadzbi kojima ¢emo se

baviti u Poglavlju 5.

Teorem 3.2.1 (Rellich-Kondrachovljev teorem kompaktnosti). Neka je Q ogranicena do-
mena klase C' i pretpostavimo da je 1 < p < n. Tada je

Whr(Q) cc LY(Q)
za svaki 1 < g < p*.
Dokaz. Nekaje 1 < g < p*. Zbog ogranicenosti domene Q, Teorem [3.1.4] povlaci
W (Q) c L (Q) c LYQ).

Preostaje pokazati da za svaki ogranic¢en niz (u,,) u W'?() postoji podniz (un;) koji
konvergira u L(€2).

1. Zbog Teorema bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je Q = R”
te da funkcije (u,,) imaju kompaktan nosa¢ unutar nekog ograni¢enog otvorenog skupa
V c R". Takoder, moZemo pretpostaviti da je

sup|lumllwiryy = A < co. (3.28)
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2. Promotrimo prvo niz funkcija
u,=n:*u, (E>0m=12,..),
gdje je n. standardni izgladiva€. Za & dovoljno mali nosaci svih funkcija (u,,) sadrZani su
uV.
3. PokaZimo da

u,, = u, ulL!V)kade — 0, uniformno po m. (3.29)

Za u,, € W'(V) raéunamo

E () = () = f POt — £5) — () dy
B(0,1)

1
d
= f n() f - (x = 1)) dt dy
B(0,1) 0

1
=-¢ f nw) f Duy,(x — ety) - y dt dy.
B(0,1) 0

Time dobivamo

1
f () — ()| dx < & f ) f f \Duy (x — ty)| dx di dy
Vv B(0,1) 0 %4

1
<e f n(y) dy f di f |Du(2)] dz
B(0,1) 0 Vv
 N——

=1 =1

= f |Du,,,(2)| dz.
|4

Druga nejednakost slijedi iz pretpostavke da su nosaci funkcija u?, unutar skupa V. Sada,
zbog ogranicenosti od V, imamo

ey, — wll 1 vy < EllDupllpr vy < ECNDUl| 1oy < ECllupllwrnyy < eCA.
Stoga, zbog (3.28)), zakljucujemo
ut — u, uL'(V)kad e — 0, uniformno po m. (3.30)
Kako je 1 < g < p*, primjenom interpolacijske nejednakosti za L” norme, slijedi

0 1-6
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zal=0+ lp;f, 0 <6< 1. Sada @iTeoremmpovlaée

q
4
e, = tmllaqvy < Cllity, = tmll1
pa (3:29) slijedi iz (3:30).

4. Dalje, pokazimo da je za svaki & > 0 niz (u;,) uniformno ogranicen i ekvineprekidan.
Za x € R" imamo

. C
|ut,,, ()] < f Ne(x = M| dy < 10l o @nlltmllzivy < priaiel
B(x,e)

za sve m € N. Sli¢no dobivamo

< o0

|Dut, ()] < f 1D, = )t dy < DRl < =5 < oo,
B(x,g)

za sve m € N. Sada iz ove dvije nejednakosti dobivamo uniformnu ogranicenost i ekvi-
neprekidnost; prva povlaci uniformnu ogranic¢enost, a druga ekvineprekidnost (uz Lagran-
geov teorem srednje vrijednosti).

5. Neka 6 > 0 proizvoljan. Tvrdimo da postoji podniz (u,,;) C (u,,) takav da

lim Sup||umj — umk”L‘i(V) <. (331)

Jok—o0

Zbog (3.29) mozemo odabrati £ > 0 dovoljno mali tako da
0
iy = tenlliay < 5 m € N, (3.32)

Sada zbog 4. te Cinjenice da funkcije (#%,) imaju kompaktan nosa¢ unutar nekog fiksnog
ogranicenog skupa V C R", moZemo iskoristiti Arzela-Ascoli kriterij kompaktnosti. Prema
tome postoji podniz (uy, ) C (uy,) koji konvergira uniformno u V, pa konvergira i u L(V)
(IV| < 00). U tom slucaju imamo

lim suplluj, = uj, llzay = 0 (3.33)

Jik—00

pa je, zbog (3.32),
lim Sup”umj - umk”L‘i(V) <6
Jok—00
Kako je Q2 c V, dobivamo
lim suplletn; — th, |92y < . (3.34)

Jok—o0
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6. Konacno, uvrStavanjem 6 = } zal = 1,2,... konstruiramo konvergentan podniz
(Um;) C (). Za 6 = 1 moZemo odabrati podniz (mi.l)) C (m;) takav da je

lim supllu = Mm<1>||Lq(Q) <1l

Jok—00

Dalje, za § = 1 odaberemo podniz (m§.2)) C (mi.l)) takav da je

1
lim supllu ® = m<2)||Lq(Q <=
Jok—00 2
Tako nastavimo dalje, za § = 1, 1,... te konstruiramo niz (mi.j)) C (m;). Za proizvoljan
N eNik,j> N imamo
||u (/> —u (k>||Lq(Q) ||Lt = u <N)||Lf1(£2)

zaneke N; > ji N > k. Kako j,k — oo povlaci N;, Ny — oo, slijedi da je

1
lim supllu o = u (k)”L‘I(Q) =~
]k—wo N

Na kraju pustimo N — oo i dobivamo

hm ||u o —u <k)||Lq(Q) = lim supl|u,, o = u (k)IILq(Q) 0.

Jok—00

Slijedi da je niz (u,,») Cauchyjev u potpunom prostoru L7(€2) pa je i konvergentan.

Napomena 3.2.2. (a) Uocimo da ako je Q kao u Teoremu[3.2.1} onda imamo ulaganje
WP (Q) cc LP(Q)
za sve 1l < p < oo,
Dokaz. Ocito uvijek imamo neprekidno ulaganje
Wh(Q) ¢ LP(Q).

Dakle, potrebno je pokazati samo kompaktnost.
1.Za 1l < p <nje p* > p patvrdnja direktno slijedi iz Teorema [3.2.1]
2. Neka je p > n. Prema Teoremu [3.1.9] imamo neprekidno ulaganje

whr(Q) c C™(Q)
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$to povladi da je ograni¢en niz u W'”(Q) ogranien i u C®*(Q). Lako se vidi da
su tada zadovoljeni uvjeti Arzela-Ascolijevog teorema pa je dalje dokaz isti kao za
sluc¢aj p < n.

3. Preostaje slu¢aj p = n. Kako je Q ogranien, prema Lemi za p; < p»
imamo

1_1
lledll o ) < 1€APT P2 ||| o -

pa je ograni¢en niz (u,,) u W""(Q) ograniten i u W'*(Q), za sve 1 < p < n. Kako
p* — oo kad p — n, moZemo odabrati p < n takav da je p* > n. Tada Teorem
[3.2.1]daje egzistenciju podniza koji konvergira u L"(€2). U slu¢aju n = 1 tvrdnja isto
vrijedi, ali je potreban drugaciji pristup (vidi [2]). O

(b) Vrijedi
Wy (Q) cc LP(Q),

Cak i ako ne zahtijevamo da je Q klase C'. To, kao i prije, slijedi zbog gustoce
prostora CX(Q) u Wé’p (Q).

(¢) Ukoliko domena Q nije ogranicena, ulaganje W'-P(Q) cc LP(Q) opcenito nije kom-
paktno. Na primjer, za Q = R promotrimo niz funkcija (¢,,) € W'P(Q) definiranih
sa

@m(x) = 1(x = 2m), m € N,

gdje je n standardni izgladiva&. Taj je niz ogranicen u W'P(Q) s Imllwir ), ali nije
Cauchyjev u LP(Q) zbog

lem — @il = 2l =C >0, Ym#l
(d) Ulaganje W'"*(Q) cc L (Q) nikad nije kompaktno, ¢ak ni za ogranicen Q.
(e) Za Q kao u Teoremu ulaganje H*(Q) c H'(Q) je kompaktno.

Dokaz. Neka je (u;) ograniden niz u H*(Q). Tada je (u;) ogranien u H'(Q) pa, zbog
kompaktnosti ulaganja H'(Q) = W"*(Q) c L*(Q) postoji podniz (i) takav da

w, > u uL(Q). (3.35)

S druge strane, i niz (uy;) (i = 1,...,n) je ograniCen u H 1(Q) pa postoji podniz
(uk_,.[) takav da
Oy, = u u LX(Q). (3.36)
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Pokazimo da je u” = d;u. Zbog neprekidnosti preslikavanja u fQ up, Vo € C2(Q)
imamo

f u(x)0;¢(x) dx = lim f ug, (X)0;¢p(x) dx = — lim f Oiuy;, (X)p(x) dx
Q [—o00 Q ! [—o00 Q !
= — f u(x)p(x) dx Vo € CX(Q).
0

Dakle, u® = 9;u, $to znaci da O, — diuu L*(Q) pa U, — U H'(Q). m]



Poglavlje 4

Teoremi o fiksnoj tocki

Prije primjene teorema ulaganja, u ovom kratkom poglavlju navodimo neke teoreme o
fiksnoj tocki.

4.1 Brouwerov i Schauderov teorem o fiksnoj tocki

Teorem 4.1.1 (Brouwerov teorem o fiksnoj tocki). Neka je K neprazan, konveksan, zatvo-
ren i ogranicen podskup od R". Pretpostavimo da je funkcija u : K — K neprekidna. Tada
u ima fiksnu tocku, tj. postoji x € K takav da je u(x) = x.

Dokaz. Dokaz se moze vidjeti u [3]. O

ProSirujemo teorem na Banachove prostore. Dakle, od sad nadalje, X je realan Banac-
hov prostor.

Teorem 4.1.2 (Schauderov teorem o fiksnoj tocki). Neka je K C X kompaktan i konveksan,
te neka je A : K — K neprekidno preslikavanje. Tada A ima fiksnu tocku u K.

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljan. Zbog kompaktnosti skupa K C X, moZemo odabrati
tocke uy, ..., uy, € K takve da je

Ne
K cC U B(u;, ). 4.1)
i=1

Neka je K, konveksna ljuska tocaka {uy, ..., uy,}, odnosno
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Tada je K. C K jer je K konveksan. Definiramo funkciju P, na K formulom

2 d(u, K\ Bui, 8))u;
TS dw K\ Bune)

P(u)

Zbog (4.1)), nazivnik je uvijek razli¢it od nule pa je definicija dobra. Uocimo da je za
svaki u € K P.(u) konveksna kombinacija to¢aka uy, ..., uy,_, Sto zanci da je P.(u) € K,
odnosno P, je preslikavanje s K u K. Funkcija P, : K — K, je ocCito neprekidna (funkcija
udaljenosti tocke od zatvorenog skupa je neprekidna) te za svaki u € K imamo

e d(u, K\ B(ui, ) (u; — u)
H S d(u, K \ B(u;, €))

_ X A K\ B, e) &
© X du,K \ B(u;, &)

3 > d(u, K\ B(uj, €))llu; — ull

Po(u) - ull =
[1Pe(u) = ull S d(u, K\ B(u;, &)

(4.2)

Sada definiramo operator A, : K, — K, s
As(u) = Po(A(w)), u € K.

Operator A, je neprekidan kao kompozicija neprekidnih operatora i skup K, je neprazan,
konveksan, zatvoren i ograni¢en pa prema Brouwerovom teoremu o fiksnoj tocki postoji
u. € K, takav da je

A(ug) = u,.

Za niz g-a dobivamo niz (u,) u K. Kako je K kompaktan, postoji podniz &; — 01 toCka
u € K takva da u,, — u u X. Pokazimo da je upravo u fiksna tocka operatora A. 1z (4.2)
slijedi
s, — A Il < 1A, (us) — Al Il < [|Ps(Auz))) — Aug)ll < €.
Zbog neprekidnosti od A, A(u,;) — A(u) pa iz
llu — AN < llu — v |l + lletg; — ACug)Il + 1A () — Aug)l|
slijedi da je A(u) = u. O

Transformirat cemo Schauderov teorem o fiksnoj tocki u oblik koji je Cesto korisniji za
primjene na nelinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe.

Teorem 4.1.3 (Schaeferov teorem o fiksnoj tocki). Neka je A : X — X neprekidno i
kompaktno preslikavanje te neka je skup

{ueX : u=AAu)zaneki0 <A< 1}

ogranicen. Tada A ima fiksnu tocku.



POGLAVLIJE 4. TEOREMI O FIKSNOJ TOCKI 34

Dokaz. Prema pretpostavci teorema postoji M > 0 takav da je

|lu|| < M, akojeu = AA(u)zaneki() <A < 1. 4.3)

Definramo A : B(0, M) — B(0, M) s

4.4
MAW - ako je |A(w)]| = M. 4

A = {A(u) ako je ||Aw)l| < M

IAGOI

Oznacimo s K zatvorenu konveksnu ljusku skupa A(B(0, M)). Kako je A kompaktan, kom-
paktan je i A pa je skup K kompaktan i konveksan podskup od X. Sada prema Schaude-
rovom teoremu o fiksnoj to¢ki, za preslikavanje A : K — K postoji tocka u € K takva da
je

A(u) = u. 4.5)

Tvrdimo da je u fiksna tocka od A. Naime, ako nije, onda zbog (4.4) i (4.5) mora biti

Al > M
pa je

Al = M. (4.0)
Medutim,

2_pw = 4w

u=——A®u) = 1A),
Al

zal= WLLO” < 1 paje, prema @.3) 1 @3, lA@w)|| = |lull < M $to je u kontradikciji s (#.6).
Dakle, u je fiksna tocka preslikavanja A. O

Za kraj navodimo jednu lemu koja ¢e nam Koristiti u nastavku, a posljedica je Brouwe-
rovog teorema o fiksnoj tocki.

Lema 4.1.4. Neka je X konacnodimenzionalan prostor sa skalarnim produktom (-,-) i s
normom |||| induciranom tim skalarnim produktom. Pretpostavimo da je P : X — X
neprekidno preslikavanje koje zadovoljava

(P(£),6) >0, zalléll=k>O0. 4.7)
Tada postoji ¢ € B(0, k) takav da je P(¢) = 0.
Dokaz. Pretpostavimo, suprotno tvrdnji, da P nema nultocku unutar kugle B(0, k). Tada je

S
P
£ 50 =K
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dobro definirano preslikavanje sa B(0, k) u B(0, k). Kako je kugla B(0, k) neprazan, ko-
nveksan, zatvoren i ogranicen skup u kona¢nodimenzionalnom prostoru te je, zbog nepre-
kidnosti od P, S neprekidno preslikavanje, zadovoljeni su uvjeti Brouwerovog teorema o
fiksnoj tocki. Stoga postoji & € B(0, k) takav da je

L PE)
P =

Iz gornje jednakosti zakljucujemo da je ||&y|| = k te, mnoZenjem skalarno s &, dobivamo

_ P &0). €0)
1Pl

= l1éll*.

Dakle, imamo

(P(0),60) <0 1 [I&oll =k,
Sto je u kontradikciji s pretpostavkom (4.7).



Poglavlje 5

Primjena teorema ulaganja

5.1 Linearna elipticka PDJ

Promotrimo Dirichletovu rubnu zadacu

{—Au—kyuzf na

u=0 naodQ, 5.1

gdje je Q c R” otvoren i povezan skup, a u : Q — R nepoznata funkcija. Pretpostavljamo
da su funkcija f : Q — R i konstanta 4 > 0 zadane. Klasi¢no rjeSenje zadace (5.1)) je
funkcija u € C*(Q) N Cy(Q) koja zadovoljava jednadzbu (5.1)); u svakoj tocki domene Q.
Stoga, da bi takvo rjeSenje postojalo, funkcija f mora biti neprekidna na Q.

Pretpostavimo da je u rjeSenje zadace (5.1). Pomnozimo jednadzbu (5.1); test funkci-
jomv € CX() 1 integriramo po

f(—Au + uu)v dx = ffv dx.
Q Q

Parcijalnom integracijom dobivamo

—f(Du-n)vdS+f(Du-Dv+,uuv)dx:ffvdx,
o) o) Q

gdje je n jedini¢na vanjska normala na 0. Kako je v = 0 na 0€2, dobivamo
f(Du - Dv + uuv) dx = ffv dx, YveCr(Q),
Q Q

$to je, zbog gustode prostora C°(Q) u Hy(Q), ekvivalentno s
f (Du - Dv + puv) dx = f fvdx, Yve Hy(Q). (5.2)
Q Q

36
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To je varijacijska formulacija zadace (5.1I). Uoimo da (5.2) ima smisla za u € Hy(Q) i
f e LX(Q).

Definicija 5.1.1. Neka je f € L*(Q). Za funkciju u € Hé(Q) koja zadovoljava (5.2)) kazemo
da je slabo rjesenje zadace (5.1).

Pokazali smo da je klasi¢no rjeSenje ujedno i slabo rjeSenje zadace (5.1)), no vrijedi i
obrat. Naime, ako funkcija u € C*(Q) N Cy(Q) zadovoljava (53.2), onda je ona i klasi¢no
rjeSenje zadacde (5.1)).

Teorem 5.1.2 (Lax-Milgramova lema). Neka je V Hilbertov prostor s normom |||| te neka
jea:VxV — Rbilinearna forma (linearna u obje varijable) koja je

ogranicena: AM > 0 takav da je Yu,v € V, |la(u,v)| < M|ul|||v|| i
koercitivna: da > 0 takav da je Vv € V, |a(v,v)| > a|lvI).

Tada za svaki funkcional F € V' zadaca

NacéiueV
{ a(u,v) =(F,v), \veV (5.3)
ima jedinstveno rjesenje u € V te vrijedi
1
llull < =[IFly-.
a
Dokaz. Vidjeti u [2]. i

Lako se pokaze da bilinearna forma
a(u,v) = f(Du -Dv + uuv) dx, u,ve Hé(Q)
Q

1 linearan funkcional

(F,v) = ffv dx, veHé(Q)
Q

zadovoljavaju uvjete Lax-Milgramove leme. Stoga postoji jedinstveno slabo rjesenje zadace
te vrijedi ocjena
”u“H(])(Q) < fll2 (5.4
(=1).
Ako pretpostavimo da je domena Q klase C?, moZe se pokazati da je u € H*(Q) i da
vrijedi
lleell 22y < CUIf N2y + Nullz2e)s
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gdje konstanta C ovisi samo o 21 y. Prema tome, za slabo rjeSenje u € Hé(Q) zadace
imamo ocjenu
lull 2y < Cllfll2)- (5.5)
Promotrimo linearani operator 7 : L*(Q) — Hj(Q) definiran s Tf = u, gdje je u
rjeSenje zadace (5.1). Operator T je ograniCen, zbog (5.4), i kompaktan ako vrijedi (5.3),
zbog kompaktnosti ulaganja H*(Q) ¢ H'(Q), kao kompozicija neprekidnog i kompaktnog
linearnog operatora. To je tipi¢an nacin upotrebe kompaktnosti ulaganja Sto ¢emo demons-
trirati u dokazu egzistencije rjeSenja kvazilinearne elipdicke jednadzbe.

5.2 Kbvazilinearna elipticka PD]J

Promatramo jednadzbu

(5.6)

—Au +b(Du) +uu =0 naQ
u=0 naodQ,

gdje je Q ograni¢ena domena klase C?. Pretpostavljamo da je b : R” — R Lipschitzova te
zadovoljava uvjet na rast

Ib(p)l < C(lpl + 1) (5.7)

zaneki C1izasve p e R".

Teorem 5.2.1. Ako je u > 0 dovoljno velik, tada postoji funkcija u € H*(Q) N Hy(Q) koja
je (slabo) rjeSenje zadace (5.06).

Dokaz. Fiksiramo u € H}(Q) te stavimo f = —b(Du). Zbog (3.7), vidimo da je f € L*(Q)
pa postoji jedinstveno slabo rjeSenje w € H(Q) linearne zadace

{ —-Aw+puw=f naQ (5.8)

w=0 naodQ,
Stovise, znamo da je w € H*(Q) te vrijedi ocjena

Wl < Cllfllre) (5.9)

za neku konstantu C. Uocimo da w ovisi o u kroz f. Sada definiramo preslikavanje
u — A(u) = w, gdje je w dobiven na prethodno opisan nacin (definicija je dobra zbog
jedinstvenosti rjeSenja zadaée (5.8])). Kad bi preslikavanje A : Hé(Q) — Hj(€) imalo fik-
snu to¢ku, ona bi bila slabo rjeSenje zadaée (5.6). Zato provjerimo uvjete Teorema[d.1.3
Pokazimo prvo da je preslikavanje A : Hy(Q) — H,(€) neprekidno. Neka je niz (uy)
takav da
we > u  uHy(Q). (5.10)
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Kako su A(u) i A(u;) rjeSenja zadace za f = —b(Du), odnosno f = —b(Duy,), i funkcija
A(u) — A(w) € Hy(Q) je rjeSenje iste zadace uz f = —(b(Du) — b(Dwy)). Sada, iz (3.4) te
Lipschitzovosti funkcije b slijedi
lAG) = Al < 16(Du) = b(Dudllzq)
< L||Du — Duy||;2) = Lllu — Mk||H3(Q)-
Prema tome, (5.10) povlaci A(ux) — A(u) u Hy(Q) pa je A neprekidno.
PokaZimo sada da je A kompaktno. Neka je niz (i) ograni¢en u Hy(Q). (3.7) i (39)

povlace
lAll2) < Clifllizg) < CUlDullz2@) + 1) = Cllluellmy o) + 1 (5.11)
paje
Sl;P”Wk”HZ(Q) < o0 (5.12)

zaw, = A(u) (k = 1,2, ...). Zbog kompaktnosti ulaganja H*(Q) c H'(Q), postoji podniz
(wy,) takav da
Wi, = w u HY(Q).

Kako je wy, € Hy(Q) i Hy(Q) je zatvoren potprostor od H'(Q), slijedi da

wi, = w u Hy(Q). (5.13)

J

Dakle, preslikavanje A : Hy(Q) — H,(€) je kompaktno.
Preostaje pokazati da je, za dovoljno velik u, skup

S={ueH)(Q) : u=2AA(u)zaneki0 < 1< 1}
ogranicen u Hé (Q). Stoga uzmimo proizvoljan u € Hy(Q) takav da je
u=AAum) zaneki0O<A<1

u

(za A =0 jeu = 0 pa je svaka ograda dobra). Tada je 5 = A(u), Sto znali da je u €
H*(Q) N Hj(Q) te vrijedi

—Au + pu = —Ab(Du) s.s. na Q.

MnozZenjem ove jednakosti s u te integracijom po €2 dobivamo

leuI2 + ,u|u|2 dx = — f Ab(Du)u dx
Q Q

< fC1(|DM| + Dlu| dx

Q
1

<= f |Dul* dx + C, f (ul* + 1) dx,
2 Q Q
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gdje smo u prvoj nejednakosti koristili A < 11 (5.7)), a u drugoj nejednakost ab < ga®+ tbz.
Dakle,
il 0y < 2(C = )llull 7o + €.

Uocimo da C ne ovisi 0 A pa, za u > C, imamo

2 .
lullyy ) < € zasvakiu € S.

Zakljucujemo da je skup S ogranicen.

Prema Schaeferovom teoremu o fiksnoj tocki, A : Hé(Q) - Hé(Q) ima fiksnu tocku.
Preciznije, zbog A(H)(Q)) C H*(Q) N H)(Q), postoji u € H*(Q) N Hy(Q) takav da je
A(u) = u, odnosno u je rjeSenje zadace (5.6).

O

5.3 Stacionarna Navier-Stokesova zadaca

Neka je Q C R”" ograni¢ena domena klase C' s rubom I te neka je f € L*(Q)" zadana
funkcija. Promatramo zadacu

divu=0 naQ (5.14)

—uAu + (Du)u+gradp=f naQ
u=0 naTl,

gdje su vektorska funkcija w = (uy,...,u,) 1 skalarna funkcija p traZene funkcije koje
pedstavljaju brzinu, odnosno tlak fluida. Radi jednostavnosti uzmimo da je n < 4.
Definiramo prostore

Y ={ueC’(Q)" : divu=0} (5.15)

V = zatvarac prostora 7" u Hé Q)". (5.16)

Prostor V je Hilbertov prostor sa skalarnim produktom
(a,v)) = fDu -Dvdx, YuveX
Q

kao zatvoren potprostor Hilbertovog protora H;(€2). Buduéi da je Q ograni¢ena domena
klase C', moZe se pokazati da je

V={ueH)(Q)" : divu=0}

(vidi [7]).
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Ako su u, p i f glatke funkcije koje zadovoljavaju (5.14) mnoZenjem jednadZzbe (5.14),
s v € ¥ iintegracijom po Q dobivamo

f(—,LtAu+(Du)u+gradp)‘de:ff-vdx
Q Q

i parcijalnom integracijom

f(,uDu-DV+(Du)u-V)dx:ff'vdx.
Q Q

Integrali po rubu su jednaki nula jer se v poniStava na rubu, a ¢lan s p je nestao zbog
divv = 0. Dakle,
p((@, V) + b, u,v) = (£, V)20, VYves

Za
b(u, v, w) = f (DV)u-wdx= )" f (@ w; dx.
Q i,j=1 Q

Navodimo neka svojstva forme b.

Lema 5.3.1. Forma b je dobro definirana trilinearna neprekidna forma na Hé (Q)”XH(I) (Q)"x
Hy(Q)' ' painaVxVxV.

Dokaz. Forma b je ocito trilinearna, ako je dobro definirana. Neka suu,v,w € H(‘) (94

Promotrimo slucajeve n = 3,4. Neka su i, j € {l1,...,n} proizvoljni indeksi. Tada
je Oy € LA(Q) (v; € HY(Q) , w; € L"(Q)iu; € L*"(Q) (prema Teoremu [3.1.5]
zbog 2 < n < 2" = ,12_—”2). Prema generaliziranoj Holderovoj nejednakosti slijedi da je
ui(Ovw; € L'(Q) i vrijedi

f l/li(a,’Vj)Wj dx
Q

< uill w2 l0iv il 2 Wil r@)

< C||Mi||H5(Q)||DVj||L2(Q)||Wj||H(1)(Q),

za konstantu C koja ovisi samo o n 1 Q, gdje druga nejednakost proizlazi iz neprekidnosti
ulaganja Hy(Q) ¢ L"(Q) i Hy(Q) c L*/*(Q). Slijedi da je forma b dobro definirana i
vrijedi

lb(u, v, w)| < C||u||H(1J(Q)”V“H(])(Q)”W”Hé(ﬂ),

Sto povlaci neprekidnost.
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Zan=2suzai,j€ {l,...,n}, prema Napomeni b), u, w; € LY(Q) i kao prije
dv; € L*(Q). Ponovno primjenom generalizirane Holderove nejednakosti te zbog nepre-
kidnosti ulaganja H}(Q) c L*(€) dobivamo

f ui(a,-vj)wj dx
Q

< il 2 l0iv ill 2wl 142

< C”ui||H(])(Q)||va“L2(Q)||Wj||H(1)(Q),

gdje je C konstanta koja ovisi samo o n i Q. To, kao prije, povlaci da je trilinearna forma b
dobro definirana i neprekidna. Sli¢no se dokaze slucajn = 1.
O

Lema 5.3.2. Vrijedi
(i) b(u,v,v) =0, YueV,VveH)(Q",
(ii) b(u,v,w) = -b(u,w,v), Yu,v,welV.
Dokaz. Ako vrijedi (i) zbog linearnosti b po drugoj i tre¢oj varijabli imamo

O0=b(u,v+Ww,v+Ww)
=b(u,v,v)+b(u,v,w) + b(u,w,v) + b(u, w, w)
-0 =0
=b(u,v,w) + b(u,w,Vv)

odakle slijedi (ii). Prema tome preostaje dokazati (i). Zbog gustoce prostora ¥ u V i
prostora C°(2)" u Hé(Q)" te neprekidnosti forme b, dovoljno je dokazati da tvrdnja vrijedi
zau € ¥V ive C2(Q)". Tada imamo

1 1
fui(a,-vj)vj dx = 5 f l/tiai(\/?) dx = —5 f(@,u,)v? dx
Q Q Q

iz Cega slijedi da je

n

1
bu.v.v) = -5 > f(divu)v? dx =0
=0

ij=1¢

Lema 5.3.3. Akou,, — uu 'V slabo i u,, — w u L*(Q)" jako, tada

b(u,,,u,,v) > b(u,u,v), VYvev.
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Dokaz. Neka je v € ¥ proizvoljan. Prema Lemi imamo da je

b(uma u,,V) = _b(uma v,u,) = - Z fumiumjaivj dx.
Q

ij=1

Kako u,,; konvergira prema u; u L*(Q) te kako je 9,v; € L*(Q) zbog

2
|f uin;0;v; dx| < |luill 2 lljll2 @0V illi= ), Yui, u; € L7(€2)
Q
slijedi da

fumiumjaivj dx—>fu,~uj6,~vj dx.
Q Q

Prema tome b(u,,v,u,,) konvergira prema b(u,v,u), za svaki v € 7. Bududi da je
u € V (jer u,, — uu V slabo), vrijedi b(u,v,u) = —b(u,u,v), dakle b(u,,u,,v) —
b(u,u,v), Yve 7. O

Varijacijska formulacija zadade (5.14) glasi

{ NaciueV (5.17)

p((w,v) + b(u,w,v) = (£, V)20, YveV
Pokazimo da zadaca (5.17) ima rjeSenje.

Teorem 5.3.4. Neka je Q C R" ogranicena domena klase C' i neka je f € L>(Q)". Tada
postoji rjesenje u € V zadace (5.17).

Dokaz. Egzistenciju funkcije u dokazujemo pomocu Galerkinove metode: konstruirat éemo
niz aproksimativnih rjeSenja od te ¢emo na limesu dobiti rjeSenje.

Prostor V je separabilan Hilbertov prostor kao potprostor separabilnog Hilbertovog
prostora Hé(Q). Tada, jer je 7 gust u V, postoji niz (w;) linearno nezavisnih elemenata iz
¥ takav da je linearna ljuska £(wy, ..., Wy, ...) gust potprostor od V.

Za svaki m > 1 definiramo aproksimativno rjeSenje u,, zadace S

u, = Z'fi,mwis ‘fi,m eR" (518)
i=1
p((Wy, We)) + b(y, Wy, W) = (£, Wi) 120y, k= 1,...,m. (5.19)
Jednadzbe (5.18)-(5.19) predstavljaju sustav nelinearnih jednadzni za &, ..., Emm-

Egzistenciju rjeSenja u,, tog sustava pokazujemo pomoc¢u Lemel.1.4] Nekaje X = L(wy, ...

sa skalarnim produktom naslijedenim iz V te neka je preslikavanje P = P,, definirano s

((Pp(w),v)) = pu((w,v)) + b(w,u,v) — (£, v) 20, Yu,vexX

s W)
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Py, je ocito neprekidno, zato pokaZimo da postoji k > 0 takav da je (Py(w), w)g1q) > 0 za
sve u € 0B(0, k). Imamo

(Pp(w), ) = p((u, w)) + b(w, u,w) = (f, w20 = (Lema[5.3.2(i))

2
= p((u,w) = (£, Wiz = pllullyy o) = Il Ml

= ||u||H(§(Q)(ﬂ||u||Hg(Q) - ||f||L2(Q))-

Slijedi da je za k > l||f||Lz(Q) ((P,(u),u)) > 0 na dB(0, k) pa, prema Lemi postoji
rjeSenje u,, sustava -(5.19).

Sada mnoZenjem jednadzbi (5.19) sa &, te zbrajanjem odgovarajucih jednadZzbi dobi-
vamo

Kl ) + D, W, ) = (£, W20
=0
pa je
/'l”umHi[é(Q) = (f, um)Lz(Q) < ”f”LZ(Q)”um”'

Dakle, dobili smo apriornu ocjenu

1
||l1m||H(§(Q) < ;”f”LZ(Q)‘

Slijedi da je niz (u,,) ogranicen u Hilbertovom prostoru V pa postoji podniz (u,, ) takav da
u,, — uu V slabo.

Prema teoremu kompaktnosti ulaganja prostora Soboljeva (Teorem [3.2.1} odnosno na-
pomeni iza teorema), ulaganje H,(Q) C L*(Q) je kompaktno. Zbog neprekidnosti ulaganja
V C H)(Q) (norme su na njima jednake) slijedi da je i ulaganje V c L*(Q) kompaktno.
Stoga postoji podniz (u,, ) C (u,,) koji konvergira prema u jako u L*(Q) .

Pustimo lim — cou @D, zbog Leme|[5.3.3] dobivamo

u((u, wp) + b(u,u, wy) = (£, w2, V. (5.20)

Jednakost (5.20) vrijedi i za sve linearne kombinacije od w;, k € N pa, zbog gustoée u
prostoru V i neprekidnosti skalarnih produkata i forme b, jednakost (5.20) vrijedi za svaki
v € V. Dakle, u je rjeSenje zadace (5.17)).

O

Napomena 5.3.5 (rekonstrukcija tlaka). Uocimo da smo mnoZenjem jednadzbe (5.14); s
v € V¥ izgubili izraz za tlak p. Medutim, tlak moZemo rekonstruirati iz rjesenjau € V
zadace pomocu sljedeceg teorema.
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Teorem 5.3.6. Ako je f neprekidan linearni funkcional na Hé (Q) takav da vrijedi
f,v)=0, Vvey,

onda postoji p € L*(Q)", jedinstven do na aditivnu konstantu, takav da je

(f,v) = (grad p,v) = f pdivvdx, Yve H)(Q).
Q

Dokaz. Vidi [5]. |
Sada za rjesenje u € V definiramo funkcional F : Hé(Q) —->Rs
(F,v) = (0, v)) + bu,u,v) = (£, V)2, YV € Hy(Q)".

F je ocito linearan, a neprekidnost slijedi iz neprekidnosti skalarnih produkata i forme b.
Kako je u € V rjeSenje zadace slijedi da je (F,v) = 0, Yv € V pa, prema gornjem
teoremu, postoji p € L*(Q) takav da je

u((w,v)) + b(u,u,v) — (£, V)2 = fp divvdx, Vve Hé(Q)".
Q

Napomena 5.3.7. U opcenitom sluc¢aju kada je n € N dokaz je slican. Razlika je jedino u
tome $to za u, v € V izraz b(u,u, v) ne mora imati smisla pa se uvodi potprostor od V

V = zatvarad prostora V u Hé(Q)" N L"(Q)",
gdje je norma na H(l) Q)" N L"(Q)" dana s
||u||H(§(Q) + lall @)
te se forma b definirana V x V x V. Uo¢imo da je zan = 2,3,4 zapravo V = V:
e Zan = 2 imamo slucaj p = n za koji, prema Napomeni[3.1.6(b), vrijedi ocjena

1
lllz@) < Cllull),  Yu € Hy(Q).

e Zan =3 je2* = 6 pa prema Teoremu[3.1.5]i Lemi[2.1.10/imamo neprekidna ulaganja
H)(Q) c LY(Q) c L*(Q) $to daje ocjenu

lull sy < Cllilly, Y € Hy(€).
e Zan =4je 2" =4 pa prema Teoremu dobivamo ocjenu

1
el 20y < Cllell iy Y € Hy(€2).

Iz gornjih ocjena vidimo da je norma prostora V ekvivalentna normi prostora V iz cega po
definiciji tih prostora slijedi da su oni jednaki.
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Sazetak

U ovom radu dokazali smo teoreme ulaganja Soboljevljevih prostora W4 u L? prostore (ili
cak Holderove prostore, ako je kg > n, gdje je n dimenzija prostora R") na ograni¢enim
(dovoljno glatkim) domenama. Medu njima je posebno vazan Rellich-Kondrachovljev te-
orem, koji osigurava kompaktnost odredenih ulaganja, $to smo u dva primjera iskoristili
za dokaz egzistencije rjeSenja nelinearnih rubnih zadaca. Prvi je primjer kvazilinearna
elipticka PDJ s homogenim rubim uvjetom

—Au +b(Du) + uu =0 naQ
u=0 naodQ,

gdje je Q ograni¢ena domena klase C2. Pretpostavili smo da je b : R" — R Lipschitzova te
zadovoljava uvjet na rast

Ib(p)l < C(lpl + 1)

za neki C i za sve p € R". Egzistencija rjeSenja u € H*(Q) N Hy(Q) ove zadaée poka-
zana je pomocu Schauderovog teorema o fiksnoj tocki, ¢ija je pretpostavka kompaktnosti
odgovarajuéeg operatora osigurana kompaktno$éu ulaganja H*(Q) c H'(Q).

Drugi je primjer stacionarna Navier-Stokesova zadaca, takoder s homogenim rubnim
uvjetom, na ogranic¢enoj glatkoj domeni €,

—uAu + (Du)u+gradp =f naQ
divu=0 naQ
u=0 naT,

gdje su vektorska funkcija w = (uy, ..., u,) i skalarna funkcija p traZzene funkcije, dok je f
zadana. Ovdje je egzistencija rjeSenja pokazana pomocu Galerkinove metode, dakle kons-
truirali smo ogranicen niz aproksimativnih rjeSenja te na limesu nekog njegovog podniza
dobili rjeSenje. Za to nam je bila potrebna kompaktnost ulaganja Hy(Q) c L*(Q).



Summary

In this thesis we proved the Sobolev embedding theorems of spaces W*4(Q) in L? spa-
ces (or even Holder spaces, when kg > n, where n is the dimension of R") on bounded
(smooth enough) domains. Among them, the Rellich-Kondrachov Theorem is particularly
important, since it provides compactness of certain embeddings, which we have used in
two examples to prove the existence of solutions of nonlinear boundary problems.

The first example is the quasilinear elliptic PDE with homogeneous boundary condition

—Au+ b(Du) + uu =0 on Q
u=0 onoQ,

where Q is a bounded domain of class C>. We assumed that b : R" — R is Lipschitz
continous and satisfies the growth condition

Ib(p)l < C(lpl + 1)

for some C and all p € R". The existence of a solution u € H>(Q) N HO1 (Q) of this problem
is shown using Schauder’s Fixed Point Theorem, whose assumption of compactness of the
corresponding operator is secured by the compactness of the embedding H*(Q) c H'(Q).

The second example is the stationary Navier-Stokes problem, also with homogeneous
boundary condition, on a bounded smooth domain €,

—uAu + (Du)u+gradp=f onQ

divu=0 onQ
u=0 onT,
where the vector function u = (uy, - - - , u,) and the scalar function p are required functions,

while f is given. Here the existence of a solution is shown using the Galerkin method, i.e.
we have constructed a bounded sequence of approximate solutions and got the solution
as the limit of its subsequence. To do this, we needed the compactness of the embedding
H)(Q) € L*(Q).
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