Poisson-Dirichletova razdioba

Jovié, Vanja

Master's thesis / Diplomski rad

2015

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:786739

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-20

AY)
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% 5—* Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
9, Nad
% S
O‘Pﬂ/ r‘{\t’*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:786739
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:5427
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:5427
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:5427

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Vanja Jovi¢

POISSON - DIRICHLETOVA RAZDIOBA

Diplomski rad

Voditelj rada:
Prof. dr. sc. Bojan Basrak

Zagreb, 02, 2015.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Ovaj diplomski rad posvecen je mojoj obitelji koja me je svesrdno podrzavala tijekom
mojih studentskih dana te, posebno, mojoj majci koja je rezultate kolokvija iscekivala s
Jjednakim nestrpljenjem kao i ja. Takoder, zahvaljujem se i svojem mentoru, prof. dr. sc.

Bojanu Basraku, na svesrdnoj podrsci bez koje ovaj rad ne bi ugledao svjetlo dana.



Sadrzaj

Uvod

(1  Osnovni pojmovil
(1.1 Poissonov proces| . . ... ..

(1.2 Teoremi o superpoziciji 1 transformacyyy] . . . . . . . ... ... ... ..

(1.3 Campbellov teorem| . . . . . .

Poisson - Dirichl razdi
[2.1 ~ Dirichletova distribucyjal . . . .
[2.2  Dirichletov proces|. . . . . . .

2.3 Izvod Poisson - Dirichletove razdiobe] . . . . . . . ... ... ... ...

[2.4  Marginalna distribucyal . . . .
[2.5 Ewensova formula uzorkovanjal

v

iv

O W DN

p—

22
22
26
27
30
35

39



Uvod

Poisson - Dirichletova razdioba, koja predstavlja vjerojatno najvazniju razdiobu na be-
skona¢nodimenzionalnom simpleksu, prvi put je spomenuta u radu J.F.C. Kingmana 1975.g.
Od tada su pronadene mnoge primjene u statistici, kombinatorici, teoriji brojeva, financi-
jama, makroekonomiji, fizici i, posebice, populacijskoj genetici (v. [1] 1 [2] za listu re-
fernci). Namjera ovog diplomskog rada jest da se Citatelj upozna sa razdiobom, sa njenim
izvodima i osnovnim, odnosno grani¢nim rezultatima.

U prvom poglavlju Zelimo Citatelja upoznati sa osnovnim pojmovima koji su potrebni
za razumijevanje srediSnjeg djela ovog rada. Zapocinjemo s definicijom Poissonovog
procesa te iskazima i dokazima vaZnijih rezultata koji su vezani uz Poissonov proces.
ZavrSavamo s definicijom subordinatora i Lévyjeve mjere koji su potrebni za razmatra-
nje rezultata vezanih uz Poisson - Dirichletov proces.

U drugom poglavlju posvecujemo se srediSnjoj temi rada: opisujemo kako se prona-
lazi razdioba te nastavljamo sa rezultatima o marginalnoj razdiobi. Rad zakljucujemo sa
Ewensovom formulom uzorkovanja, vaznim rezultatom koji ima mnoge primjene u popu-
lacijskoj genetici.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

1.1 Poissonov proces

PoloZaj zvijezda na nebu ne pokazuje jasan obrazac. Cini se kao da su nasumi¢no razba-
cane bez oCitog rasporeda ili gusto€e u rasporedu. Sli¢ne situacije se mogu pojaviti u jednoj
ili viSe dimenzija . Poissonov proces opisuje upravo takav fenomen, koristeci vjerojatnosni
model koji se opisuje takvo nasumicno ponasanje. Opcenito, Poissonov model je obi¢no
najjednostavniji, i na neki nacin, najslucajniji naCin opisivanja odredenog fenomena. Ime
dolazi od istoimene vjerojatnosne distribucije, koja igra srediSnju ulogu u ovoj teoriji. Na-
vedena distribucija je pak grani¢ni slu¢aj binomne distribucije i1 kao takva se povezuje sa
radom francuskog matematiara Poissona iz 1837. godine.

Definicija 1.1.1. KaZemo da slucajna varijabla X ima Poissonovu razdiobu ako postiZe
nenegativne vrijednosti i ako vrijedi

A
PX=k) = 7e k=0,

gdje A > 0 zovemo parametar Poissonove distribucije.

Poissonovu distribuciju sa parametrom A ¢emo u nastavku oznacavati sa &?(1). Ponekad je
uputno prosiriti pocetnu definiciju tako da se ukljuce i grani¢ni slucajevi 0 i co definirajuéi
u ovim slucajevima

PX=0)=1, (1.1)

odnosno
P(X = o) = 1. (1.2)
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Sada, pomocu formule za matematicko ocekivanje, slijedi
B(P(D) = ) KP(X =k) = 4,
k=0

pa Cesto govorimo da je rije€ o Poissonovoj razdiobi sa ocekivanjem A. Ako je z proizvoljan
realan ili kompleksan broj sa svojstvom |z| < 1, tada je sluajna varijabla z¥ ograni¢ena te
vrijedi
o k

(1-2) _ oD

B =) PX =k =e o
k=0 '

k=0
Jedno od najvaznijih svojstava Poissonove distribucije jest aditivnost: Ako su X ~ (1)
1Y ~ P(u) dvije nezavisne slucajne varijable sa Poissonovm razdiobom, tada za r, s > 0
vrijedi
et e

rt sl
MozZemo pronacdi distribuciju slucajne varijable X + Y sumirajuci prethodnu relaciju po r, s
gdje r + s drzimo fiksnim:

PX=rY=5=PX=rPY =)=

P(X+Y:n):ZP(X:r,Y:n—r)
r=0

B Z /lre—/l lun—re—u
Lol (n-n)!
—(A+p) M
e n
ﬂ}" n—r

n! ; (r) K
B A+ ﬂ)ne—(ﬂw)
B n!

Znamo da funkcija izvodnica jednoznacno odreduje razdiobu pojedine slucajne varijable.
Prema tome, X + Y ima Z(A + p) distribuciju. Pokazano svojstvo se moZe prosiriti induk-
cijom 1 na zbroj proizvoljno, ali konano mnogo, nezavisnih slucajnih varijabli, od kojih
svaka ima Poissonovu razdiobu. Ipak, za naSe potrebe Ce biti potreban i snazniji rezultat
od prethodnog, koji pokriva beskona¢ne sume i daje uvjete za konvergenciju.

Teorem 1.1.2. (Teorem o prebrojivoj aditivnosti)
Neka su Xj, j = 1,2, ... nezavisne, slucajne varijable sa svojstvom X; ~ ZP(u;), za svaki

j=12,... . Ako red
=) (1.3)
j=1
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konvergira, tada i slucajni red

=1
konvergira s vierojatmoséu 1i S ima & (o) distribuciju. Takoder, ako (1.3) divergira, tada
S divergira sa vjerojatnoscu 1.

Dokaz. Indukcijom po 7 slijedi da
Sn = Xj
=1

ima & (o,) distribuciju, gdje je o, definiran sa

n
o, = Z,Ll]
J=1

Dakle, za svaki r > 0 vrijedi

k -0,
oy -en

k!

M=

PS,<r) =
k=1

Za fiksni r dogadaji {S, < r} Cine opadajuéi niz kako n raste te njihov presjek iznosi
{S < r}. Dakle,

—0Op

k
o, e
!

P(S <) = limP(S, <r) = lim Z p
n—oo n—oo =

Ako o, konvergira prema nekom kona¢nom broju o, tada neprekidnost funkcije mi(1) =
k

Fe‘” povladi da je
P(S <r) = Z 7(7)
k=0

te slijedi P(S = r) = n,(0). ZakljuCujemo da S ima &(o) distribuciju. Ako o, —
slijedi

& 0',’;'6_(7” Y a 0‘§
P(SnSr):; T =e ;H_’O’

iz Cegaslijedidaje P(S >r)=1,zar >0 O
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Prethodni teorem pokazuje prirodnost proSirenja koje smo uveli sa (I.1) i (1.2). Uz
tu konvenciju slijedi da, ako slucajne varijable X; imaju &?(u;) distribuciju, tada njihova
suma ima (3}, u;) distribuciju neovisno da li ih imamo konacno ili prebrojivo mnogo te
da li su neki od y; jednaki 0, co ili oboje.

Vektorski prostor S u kojem su smjeStene toCke Poissonovog procesa su uobicajeno
euklidski prostori dimenzije d. Medutim, teorija nas ne obavezuje da koristimo specijalna
svojstva Euklidskih prostora, ve¢ samo trebamo familiju podskupova koristit kao testne
skupove za brojanje slu¢ajnih to¢aka, odnosno trebamo skupove za koje je brojeca funkcija

N(A) = #{TI N A}

dobro definirana slucajna varijabla. Prirodno je pretpostaviti da je S izmjeriv prostor.
Takoder, moramo osigurati da postoji dovoljno izmjerivih skupova za razlikovanje poje-
dinac¢nih toCaka. To se moze osigurati tako da pretpostavimo da je dijagonala

D={x,y)eS xS :x=y}

izmjeriva u prostoru S X §. Rezultati teorije mjere nam potvrduju valjanost navedene
pretpostavke. To odmah upucuje da je svaki jednoclan skup {x} u S izmjeriv. Navedene
pretpostavke éemo presutno koristit u svim sljede¢im tvrdnjama. Ukoliko je S = R? tada
uvijek uzimamo da su izmjerivi skupovi Borelovi (najmanja o algebra koja sadrzi sve
otvorene skupove). Sada smo spremni definirati Poissonov proces.

Definicija 1.1.3. Poissonov proces na S je proizvoljan prebrojiv podskup 11 od S sa svoj-
stvima:

(i) Za proizvoljan skup medusobno disjunktnih podskupova Ay, A,, ... od S su slucajne
varijable N(A1), N(A,), ... nezavisne,

(ii) N(A) ima Poissonovu distribuciju (), gdje A = A(A) leZi u skupu 0 < 1 < oo.

Dakle, ako je A(A) konacan broj, onda je i [ N A takoder konacan skup s vjerojatnoscu
1, odnosno prazan skup ako je A(A) = 0. Ako je A(A) = oo, tada je Il N A prebrojivo
beskonacan sa vjerojatnos¢u 1. Takoder, ako su skupovi Ay, A,, ... medusobno disjunktni i
u uniji daju A, tada je

N(A) = Y N(A,),
n=1

a ocekivanje od N(A) iznosi

AA) = Z AA,).
n=1
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Slijedi, 4 je mjerana S koju ¢emo zvat mjera ocekivanja (eng. mean measure) Poissonovog
procesa I[1. Mjera N(-) se zove Poissonova slucajna mjera (eng. Poisson random measure).
Ako znamo mjeru ocCekivanja moZemo, koristeci (i) i (ii), odrediti sve zajedniCke distri-
bucije broja N(A) za razliCite skupove A. Na primjer, uzmimo da su skupovi A, A,, ...
izmjerivi, ali ne nuzno disjunktni. Razmotrimo sve skupove oblika

B=A NAS--NA

gdje je svaki A’ jednak A ili njegovom komplementu. Skupova gornjeg oblika ima ukupno
2" 1 medusobno su disjunktni. Ako ih napiSemo sve kao By, Bs, ..., By, tada je

Aj:gBi
I€Yj

gdje je y; podskup od {1,2,...,2"}. Stoga je N(A) = X, N(B;) 1 N(B;) su nezavisni, sa
Poissonovom razdiobom Z(A(B;)). Koristeéi ova svojstva mozemo izracunati vjerojatnost
bilo kojeg dogadaja definiranog u terminima slu€ajnih varijabli N(A;), N(A), ..., N(A,).

Ne moze svaka mjera biti mjera ocekivanja. Jedno od svojstava koje cemo mi zahtije-
vati jest da je mjera jednoclanog skupa jednaka nuli, odnosno

A({x}) = 0.

Kada je S = R? mjera odekivanja je najéesée dana u terminima gustoée. Gustocéa je pozi-
tivna, izmjeriva funkcija v na S sa svojstvom da je

A(A) = fv(x)dx, (1.4)
A

gdje dx oznacava dxdx,...dx,. Ako je v neprekidna funkcija u tocki x, tada (1.4)) povlaci
da za malu okolinu A od x moZemo uzeti

A(A) ~ v(x)|Al,

gdje |A| oznaCava Lebesgueovu mjeru skupa A. U posebnim slucajevima kada je A kons-
tanta, tj.
A(A) = v - |A]

govorimo o uniformnom ili homogenom Poissonovom procesu.
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1.2 Teoremi o superpoziciji i transformaciji

Poissonov proces ima nekoliko posebnih svojstava koji ¢ine izracun pripadajucih vjero-
jatnosti iznenadujuce jednostavnim. Dva najbitnija rezultata su svojstvo superpozicije i
1 svojstvo da je transformacija Poissonovog procesa ponovno Poissonov proces. Inace,
svojstvo superpozicije je direktna posljedica teorema o prebrojivoj aditivnosti. Prije nego
krenemo na dokaz svojstva superpozicije pokazat ¢emo u sljedecoj lemi jedno (neobi¢no)
dodatno svojstvo.

Lema 1.2.1. Neka su 11, i I1, dva nezavisna Poissonova procesa na skupu S, te neka je A
izmjeriv skup s konacnim mjerama ocekivanja p1,(A) i ux(A). Tada su 11, i 11, medusobno
disjunktni na skupu A s vjerojatnoscéu 1:

PAL, NTLNA=0) = 1. (1.5)

Dokaz navedene leme se moZe pronaci u [2]]. Rezultat se dalje proSiruje na skupove A koji
su prebrojiva unija skupova na kojima su p;(A) 1 u>(A) konaéne mjere. Posebno, tvrdnja
vrijediiu sluCajudaje A = S, uz uvjet da su y;(A) 1 up(A) o-konacne mjere.

Teorem 1.2.2. (Teorem o superpoziciji)
Neka 11,115, ... Cine prebrojivi niz nezavisnih Poissonovih procesa na skupu S te neka je y,
mjera ocekivanja procesa 11, za svaki n € N. Tada je prebrojiva unija

p= >t (1.6)

Dokaz. Neka je N,(A) broj to¢aka od II, koje se nalaze u izmjerivom skupu A. Ako je

Un(A) < oo za svaki n € N, tada lema kaZe da su skupovi I1,, disjunktni sa A te je broj
to¢aka od IT u A dan sa

N(A) = Z N, (A). (1.7)
n=1

Prema teoremu o prebrojivoj aditivnosti N(A) ima &?(u) razdiobu, gdje je mjera u dana
sa (I1.6). S druge strane, ako je u,(A) = oo za neki n € N, tada je N,(A) = N(A) =
o i je trivijalno ispunjeno. Kako bismo dokazali teorem dovoljno je pokazati da
su N(A;), N(Ay), ..., N(Ay) nezavisne, pod uvjetom da su A; medusobno disjunktni. To je
jasno, jer su varijable

N,(A), n=1,2,..., j=1,2,...,k (1.8)
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medusobno nezavisne, a N(A;) je definiran pomocu tih istih varijabli. Taj argument kom-
pletira dokaz koje je, zbog opcenitosti, iskazan u varijanti sa prebrojivim skupovima. Kao
ociti korolar slijedi i tvrdnja za konacne skupove. O

Drugo vazno svojstvo Poissonovog procesa jest da, ako se dani prostor preslika u drugi
prostor, tako dobivene slucajne veli¢ine opet formiraju Poissonov proces. Neka je I1 Po-
issonov proces na danom prostoru S, 4 mjera oCekivanja te neka je f : § — T. Pret-
postavljamo da je T, kao 1 S, izmjeriv prostor i da je f izmjeriva funkcija u smislu da
je

fiB)y=1{xeS: f(x)e B}

izmjeriv podskup od S, za svaki izmjeriv podskup B € T. Tocke f(x), x € II formiraju
slucajan prebrojiv podskup f(II) € 7. Mi Zelimo pokazati da je to Poissonov proces.
Oznacimo sa

N*(B) = #{f(II) N B}
broj tocaka od f(IT) u skupu B. Dokle god su tocke f(x), x € Il razliCite, slijedi da je
N*(B) = #{x € I1; f(x) € B} = N(f'(B)) (1.9)
te (1.9) ima & (u*) distribuciju, gdje je
©o= () = u(f~'(B)) (1.10)

gtoviée, ako su By, By, ..., By € T medusobno disjunktni, tada su i njihove inverzne slike
takoder medusobno disjunktni skupovi te, prema tome, slijedi da su slucajne varijable
N*(B;) nezavisne. Mjera ocekivanja je dana sa (I.I0) te je x* mjera inducirana iz u sa
funkcijom f. Medutim, uvjet da su to¢ke f(x) razlicite nije netrivijalan, jer ukoliko uz-
memo da je f konstantna funkcija slijedi da Ce preslikati cijeli skup S, te implicitno 1 cijeli
skup II, u jednu toCku u skupu 7. Opcenito, ako su u 1 f takvi da inducirana mjera ima
atom u tocki + € T, onda A = f~'{t} zadovoljava m = u(A) = u*({t}) > 0 te postoje
barem dvije tocke u IT koje padaju u A i koje se obje preslikavaju u tocku #. Dakle, tre-
bamo pretpostaviti da je u* bez atoma. Takoder nam je potreban uvjet o konacnosti za u.
Medutim, ispostavi se da je dovoljno da u bude o konacna, u smislu da se S moze napisati
kao prebrojiva unija izmjerivih skupova S, koji su kona¢ne mjere tj. u(S,) < oo

Teorem 1.2.3. (Teorem o transformaciji)

Neka je 11 Poissonov proces sa o - konacnom mjerom ocekivanja na danom prostoru S, te
neka je f : S — T izmjeriva funkcija takva da mjera inducirana sa f nema atoma. Tada
je f(I1) Poissonov proces na T s induciranom mjerom y* kao mjerom ocekivanja.
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Dokaz. Pretpostavimo najprije da je u(S) < oo. Neka je A C S proizvoljan izmjeriv skup
te neka je A¢ njegov komplement. Oznacimo sa I1;, I, restrikcije od I obzirom na skup
A, odnosno A€, tako da IT;,II, predstavljaju nezavisne Poissonove procese. Buduéi su
I1; i I, nezavisni Poissonovi procesi, prema lemi[[.2.1 za A = S, slijedi da su IT; i IT,
disjunktni sa vjerojatnoscu 1. Na sli¢an nacin moZze se vidjeti (v. [2],odjeljak 2.3) da su
skupovi f(I1;) 1 f(II,) disjunktni sa vjerojatno$¢u 1. Ozna¢imo sa M mjeruna S X S, gdje
M(C), C € § X S oznaCava ocekivani broj parova (x, y) € C za koje vrijedi

xell, yell, f(x) = f(y.
Tada nezavisnost od f(I1;) 1 f(IL,) povlaci da je
MAXxAS) =0

za svaki skup A. Svaki od skupova A i B moZemo napisati kao disjunktnu unija dvaju
drugih skupova na sljedeci nacin:

A=(ANB)U(A\B),
B=(ANB)U(B\A).
UvrStavanjem te koriStenjem formule
UuV)yxUUV)Y=UxUYUUxVHYUWVXU)YUV XV
slijedi:
M(Ax B) = M (((AN B)U (A\B)) X (AN B) U(B\A)))
=M (AN B)x (AN B)) U ((AN B) x (B\A)) U ((A\B) x (AN B)) U ((A\B) x (B\A)))
=M({(ANB)X(ANB))+ M(ANB)Xx(B\A) +M((A\B) X (AN B)) + M ((A\B) X (B\A))
<M(ANB)X (AN B)+M(AxAS)+ M (B x B) + M (B x B)
=M({(ANB)X (AN B))=m(ANB)
gdje je m(A) = M(A X A). ZakljuCujemo kako je
M(A X B) <m(ANB). (1.11)
U prethodnom racunu su koriStene sljedece relacije medu skupovima:
(AN B) X (B\A) C A x AS,

(A\B) X (AN B) C B x B,
(A\B) x (B\A) C B¢ x B.
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Bududi da vrijedi
(ANB)X(ANB)CAXB

zakljuCujemo da je
m(ANB) < M(AXB). (1.12)

Iz (L.IT) i (T.12) slijedi da je
m(ANB)=M(AXB). (1.13)

Stavljanjem B = S u ([.13)) dobivamo m(A) = M(A X S) iz Cega slijedi da je m mjera. Neka
je M, mjera inducirana pomoc¢u mjere m na skupu D = {(x,x) : x € §} € § X § tako da je

M(AXxB)=m(ANB) = M(AXB),

za svaki A, B. Opcenito, mjera je konacno aditivna funkcija. Buduci je S izmjeriv skup
zatvoren je na skupovne operacije. Stoga, prema rezultatima teorije mjere, postoji jedins-
tveno konacno aditivno proSirenje pa zakljucujemo kako je M; = M. Dakle, sa vjero-
jatno$¢u 1 zakljuCujemo da ne postoje razliciti x, y € Il sa svojstvom da je f(x) = f(y). To
povlaci (1.9) odakle slijedi tvrdnja teorema.

Napustimo sada pretpostavku da je u(S) < oo 1 pretpostavimo umjesto toga da postoje
disjunktni skupovi S, takvi da je

S=OSn

n=1

uz uvjet da je u(S,) < oco. Oznacimo sa II, restrikciju od Il na §,. Tada su II, neza-
visni Poissonovi procesi sa konacnim mjerama o¢ekivanja u, 1 f(I1,) su takoder nezavisni
Poissonovi procesi sa kona¢nim mjerama oekivanja u’(B) = pu,(f~'(B)). Superpozicija

£am = f([] Hn] - Jram
n=1 n=1

definira Poissonov proces sa mjerom ocekivanja
W(B) = > (B = u(f~ (B)).
n=1

Time je teorem dokazan. O
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Kao ilustraciju primjene teorema pretpostavimo da je IT Poissonov proces na prostoru
R? s funkcijom gustoée A(xy, X2, ...xp). Uzmimo da je f : R — R projekcija

f(x1, x2, ...xp) = (x1, X2, ... Xa),

gdje je d < D. Za B € R imamo

u(B) = f . f A(xy, xo, .. xp)dx; . ..dxp
BxRDP-d

- f . .f/l*(xl,)(fz, ..._Xd)d.Xl - .d-Xd
B

/l*(xl,X2,...Xd) = ff d/l(xl,x2,...xD)dxd+1dxd+2. ..d)CD. (114)
RD-

gdje je

Ocito je u o-konacna i bez atoma tako da moZemo primjeniti teorem te zakljucujemo da,
ako integral (I.14)) konvergira, tada f(IT) predstavlja Poissonov proces sa gustoéom A* na
R,

Sljedece Sto nas zanima jest da li je moguce konstruirati Poissonov proces ukoliko
imamo zadanu mjeru ocekivanja. Svakako ¢emo zahtijevati da je dana mjera bez atoma i
da je konacna. Ispostavit ¢e se da je uvjet o o konacnosti dovoljan, ali ne i nuzan.

Teorem 1.2.4. (Egzistencija)
Neka je u mjera bez atoma na skupu S koja se moZe izraziti u obliku

M= iun, Hn(S) < co.

n=1
Tada postoji Poissonov proces na skupu S takav da mu je u mjera ocekivanja.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je u,,(S) > 0 za svaki n. Na
pogodnom vjerojatnosnom prostoru konstruiramo niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli

N, X, (mr=1,2,3,.)
tako da je distribucija od N, jednaka Z(u,(S)), a distribucija od X,,, je jednaka
Pn() = () /1n(S).
Oznacimo sa

Hn = {thXnZa ey XnNn}
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te sa

I1= OH"' (1.15)
n=1

Oznacimo sa N, (A) broj elemenata skupa II, N A. Tada, za disjunktne A, A,, ..., Ay te za
C
Ay = (Ule A,~) imamo

P{N, (A1) = my, N,y(A2) = my, .., Ny(Ay) = my | N, = m} =

|

m. m m m
= P (A" puAD™ . paAD™,
mo.my....Mg.

uz uvjetdaje my = m —m; —my — - - - — my. Slijedi

P{N, (A1) = my, N, (Az) = my, .., N,(Ay) = my} =

00 _ k
m! molmy! ... my! Prid
Jj=0

m=3 mj

0 k
D s WA | | 70w, 1A )
Jj=0

m=3 m;j

k
1_[ ﬂmj(;un(Aj))-
j=0

Prema tome, N,(A;) su nezavisne slucajne varijable sa distribucijama &?(u,(A))), a I, ne-
zavisni Poissonovi procesi sa odgovarajuéim mjerama ocekivanja u,,. Teorem o superpo-
ziciji pokazuje da definira Poissonov proces sa mjerom o¢ekivanja u ¢ime je dokaz
gotov. O
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1.3 Campbellov teorem

Pogledajmo pobliZze sume oblike
Tp= ), fX0
xell

gdje je f realna funkcija na danom vjerojatnosnom prostoru od Poissonovog procesa II.
Postoji znacajan broj jednostavnih, ali vaznih rezultata koji daju uvjete za (apsolutnu) ko-
nvergenciju takvih suma. Tehnika za pronalazenje distribucije od X, jest da se ista prvo
pronade za jednostavne funkcije f te se potom rezultat prosiri i u slucaju sloZenijih funk-
cija koriste¢i standardni postupak proSirivanja.

Promotrimo prvo funkciju f : § — R koja poprima kona¢no mnogo ne-nul vrijednosti
f1, f>, - .., fx te je jednaka nuli izvan skupa na kojem je mjera ocekivanja u od IT konacna.
Tada je

Ai={xfo=f}j=1...,k
izmjeriv skup sa mjerom
m; = pu(A;) < oo
1 A;j su medusobno disjunktni. Nadalje,
N;j=N(A)

su nezavisne slucajne varijable sa odgovaraju¢im Poissonovim distribucijama &(m;) i

Tp= ) fX) = Zf, (1.16)

Xell

Za proizvoljni realni ili kompleksni 8 slijedi

k

E(e™) = HE(egff )

J=1
k

= | | expte” = ymy

j=1
{ f () _ 1),u(dX)}
{ f (") _ 1)u(dX)}
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jer je f = 0izvan | J;A;. Navedena jednakost

E(¢™) = exp { f (" — l)ﬂ(dX))} (1.17)
N

je temeljna jednakost u nastavku. Oznacimo ovu jednakost sa

g(6) = exp { f ("™ — 1)ﬂ(dx)}-
S

Tada su derivacije dane sa

g0 = exp { [ 1>y<dx>} 2 | = Dt
S do S

d
= 50)- fs (€ = Du(d)

= g(0) fs ("™ £(x)) u(dx), (1.18)
d
g'0) =g fs (M f () uldx) +86) - — fs (¢ £ (x)) ()
2
= g(6) ( f (egf“)f(x))u(dx)) +8(0) f "' fAou(dx). (1.19)
S S

Uvrstavanjem 6 = 0 u definiciju funkcije g te u jednakosti (I.18)) i (I.19)) dobivamo
g0) =1,
8'(0) = g(0) f Juldx) = f Ju(dx),
S S

2 2
8"(0) = g(0) ( fs f (X),U(dX)) +8(0) fs f 2(x),u(a’)C)=( fs f (X),u(dX)) + fs FAoudx).

Razvojem u red funkcije g(0) koriStenjem formule

(k)
(9) _ Z 8 (C) k

te uvrStavanjem ¢ = 0 dobivamo

II( )

gO) =1+g'(0)0+ ? 4+ 04(9).
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Sa 0;(0) smo oznacili preostale Clanove reda. UvrStavanjem odgovarajucih vrijednosti
dobivamo

6> 2
g =1 +9-fsf(X),U(a’X)+5'[(£f(X)ﬂ(dX)) +fsf2(x)/1(dX))+01(9)- (1.20)

Nadalje, razvijemo li lijevu stranu funkcije izvodnice momenata (1.17)) u Taylorov red oko
nule dobivamo

(0=))'

=2
k=0

k
02
= 1+6B(Z) + ;E(57) + 0,0).

E(e™) = E

| )

B (%))

»

!

gdje smo sa O,(6) oznadili preostale lanove reda. Izjednatavanjem koeficijenata uz 6 i 6>
dobivamo sljedece identitete:

EZp) = fs J(u(dx),

2
E(=})=| | fOou@n) + | fudx).
N N

UvrStavanjem u formulu za varijancu dobivamo da je

var(Zy) = f f(x)*u(dx).
N

Ukoliko su f i f; realne funkcije, zamjenom 6 — 6, f; + 6, f> u (I1.17) dobivamo jednakost

E(ef)|21+9222) = exp {f(eﬁlfl(X)+02f2(X) _ 1),u(dx)} , (1.21)
s
koja odreduje zajednicku distribuciju od

%= ) A0, Th= ) AK).

Xell Xell

Rezultat se analogno moze prosiriti i na viSe od dvije funkcije. Razvijemo li (T.21)) u red
kao u prethodnom primjeru, tada ¢e nam koeficijent uz 6,6, dati

E(S/Z)) = f fidy f fodu + f fi (122)
S S S
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Znamo da je
E(21)=ff1d#, E(22)=ff2dﬂ-
s s

Stoga drugi ¢lan u (1.22)) predstavlja Cov (£}, X,). Ponekad je korisno napisati lijevu stranu

kao
E[ D fl(Xl)fz(Xz)) - E[Z fl(X)fz(X)) +E( >, fl(Xl)fz(Xz)}

X1,X€ll Xell X1#£X>

Prvi izraz na desnoj strani je f fifodu tako da iz (1.22)) slijedi:

Bl D) AXDAX) :E[Z fl(Xl)]E(Z f2<xz)).

X1, X€ll X €ell Xs€ell
X1#£Xo

Navedeni identitet se mozZe poopciti 1 na viSe dimenzija:

El ) AXDAX)... £i(X) :]—[E[Z f,~(Xj>]. (1.23)
e e

Formalni ra¢un u prethodnom djelu je opravdan uzimanjem identiteta (I1.17) za jednostavne
funkcije f i proSirivanjem u opcenitije funkcije koriste¢i standardni postupak proSirivanja
poznat iz teorije mjere. Prethodni rezultati su skupljeni zajedno u idu¢em teoremu.

Teorem 1.3.1. (Campbellov teorem)
Neka je 11 Poissonov proces na skupu S sa mjerom ocekivanja p i neka je f : § — R
izmjeriva funkcija. Tada suma

Tp= ), fX0

Xell

konvergira apsolutno sa vjerojatnoséu 1 ako i samo ako vrijedi

f min(|£(x), Du(dx) < oo. (1.24)
S

Ako navedeni uvjet vrijedi, tada je

E(e™) = exp { f (7™ -1) ,u(dx)} (1.25)

S
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za proizvoljni 6 € C za koji integral na desnoj strani jednakosti konvergira. Nadalje,

B = [ St (1.26)
S

u smislu da ocekivanje postoji ako i samo ako integral konvergira, a u tom slucaju vrijedi
Jednakost. Takoder, ako (1.20) konvergira, tada je

var (X/) = fs F0)2u(dx). (1.27)

Dokaz. Znamo da (|1.23])) vrijedi za svaki 6 € C ukoliko je f funkcija koja poprima konacan
broj vrijednosti i nestaje izvan skupa sa kona¢nom p-mjerom. Takve funkcije ¢emo zvati
Jjednostavne funkcije. Svaka pozitivna izmjeriva funkcija f se moze izraziti u obliku rastuceg
limesa jednostavnih funkcija (f;). Uzimanjem 6 = —u (u > 0) te definiranjem X; = }} f;(X)
imamo

E (e‘”zf) =E (lim e )

Jj—oo

=limE (e_“zf )

j—ooo

= lim exp {— f (1= i) ,u(dx)}

S

_ _ _ uf)
exp{ fs(l e ),u(dx)}

gdje je zamjena limesa i integrala opravdana koriStenjem Lebesgueovog teorema o mono-
tonoj konvergenciji. Ako vrijedi (I.24)),tada je

f |f(Olu(dx) < +o0  ili  p(S) < +oo.
S

Ako je [ |f(0)|u(dx) < +oo, tada je

Lf(x)ﬂ(dx) < fslf(x)l,u(dx) < 400

1z Cega slijedi da je j; f()u(dx) < +oo paje f(x) < +oo, za svaki x € §. Stoga je

}tig&(— fs (1- ) u(dx)) =0
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iz Cega slijedi da je X konaCna sluCajna varijabla. Desnu stranu jednakosti (1.25)) smo bili
oznacili sa g(6) i derivacija je dana sa (I.I8). Sama funkcija g(6) je neprekidna, za svaki

0=—-uu>0,1
f@@mWw>

N

je takoder neprekidna za svaku konacnu funkciju f. Stoga su obje strane izraza (1.25)
analiticke funkcije u ovisnosti 0 8, za Re 6 < 0, 1 vrijedi za takav 6.

S druge strane, ukoliko ne vrijedi, tada posljednji integral divergira za svaki
u > 0 Sto povlaci da je ]E(e‘g_?;’i 0 te slijedi da je X; = oo sa vjerojatnoS¢u 1. Nadalje,
znamo da za jednostavne funkcije vrijedi

E(x)) = fs fi(0u(dx).

Stoga uzimanjem limesa slijedi

E(z) = E(lim zj)

j—ooo

= lim E (%)

Jj—oo
 tim [ fudn)
j—oe Jg

= f Sfu(dx),
S

iz Cega slijedi jednakost (1.26]). Analogna argumentacija vrijedi i za (1.27).
Dakle, teorem je dokazan ukoliko je f > 0. Kako bismo kompletirali dokaz potrebno
je primjeniti teorem na pozitivne funkcije

ff=max(f,0) , f~ =max(-f,0).

Suma X, konvergira apsolutno ako i samo ako sume

L= ) F 0= fX),

Xell Xell,
=) fX=- ) [0
Xell Xell-

konvergiraju, pri tom sa I1,, I1_ oznaimo restrikcije od Il na skupove

Se={f>0}, S_={f<0}
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respektivno. Time smo pokazali da je (I.24) nuzan i dovoljan uvjet za konvergenciju.
Ukoliko taj uvjet vrijedi i Re 6 = 0, tada je

B (™) = B (&)
—E(™)B ()

—ep{ [ = aufexn{ [ (e - 1)
- exp { [erverr-2) dﬂ}
= exp {f(eﬁf - 1)d,u},

gdje smo iskoristili ¢injenicu da su I1,, II_ dva nezavisna Poissonova procesa koja u uniji
daju cijeli I1. Dakle, (1.25)) vrijedi za imaginarne 6. Analogno se rezultat proSiri i na sve
0 eC. O

1.4 Subordinator

Zapocet ¢emo poglavlje sa definicijom potpuno sluajne mjere koja je u uskoj vezi sa
subordinatorom.

Definicija 1.4.1. KaZemo da je slucajna mjera ® potpuno slucajna mjera (eng. completely
random measure) ako su, za svaku kolekciju medusobno nezavisnih skupova Ay, A,, ... iz
S, slucajne varijable ®(A,), ®(A,), ... medusobno nezavisne i

= i D(A)).
j=1

Neka je @ potpuno sluc¢ajna mjera na R koja je konacna na ograni¢enim skupovima. Tada
takva mjera odreduje sluCajni proces ¢ : R — R kroz preslikavanje

¢(t):{q>(0,r] >0

[

of Ja

A

-0(,0] ,t<0.

Iz definicije je jasno da je ¢ rastuéa i neprekidna zdesna te odreduje slu¢ajnu mjeru ©
na jedinstven nacin. Buduci da je @ nezavisna na kona¢nim skupovima slijedi da ¢ ima
nezavisne priraste u smisludasu,zat; <t < --- <t,, prirasti

(tj1) — P(t)) (G=LL....,n=1)

nezavisne slucajne varijable. Sada smo spremni uvesti definiciju subordinatora.
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Definicija 1.4.2. Proces {1, : s > 0} se zove subordinator ako ima nezavisne, stacionarne
i nenegativne priraste T, — Ty, s < t pri Cemu razdioba prirasta ovisi samo o razlici t — s te
vrijedi pocetni uvjet Ty = 0.

Homogen Poissonov proces N(-) na R je primjer slu€ajnog procesa koji je istovremeno
potpuno slucajna mjera i subordinator. Naime, ako su Ay, A,, ... disjunktni podskupovi od
R tada, kao posljedica definicije, vrijedi

N[OAn] = iN(An)7
n=1 n=0
Sto povlaci da je N(-) potpuno slu¢ajna mjera. S druge strane, buduéi je N(0) = 0, slijedi
da je
N((j, 1) ~ P - ))),
a kako je N ((j,7]) = N((0,¢]) — N((0, j) = N, — N; zakljuCujemo da je
N, = N; ~ 2t - j)).

Stoga je N(-) subordinator. Jedan poznati subordinator koji ¢e biti od koristi u izvodu
Poisson - Dirichletove razdiobe jest Moranov subordinator. Opcenito, to je subordinator
Ciji prirasti prate gama distribuciju. KaZzemo da nenegativna slu€ajna varijabla Y ima gama
distribuciju sa parametrima « i 8, u oznaci ¢4(«, 3), ako je funkcija gustoce dana sa

a-loViB y > 0.

f = ﬁ—(,r(a)y

Ukoliko je parametar 8 = 1, tada piSemo ¥(«).

Definicija 1.4.3. Moranov subordinator (ili Moranov proces) {gj i e O} Jje subordinator
Ciji prirasti g, — g, za s < t prate 9 (s — t, 1) distribuciju.

Definicija 1.4.4. KaZemo da je stohasticki proces {X, : t > 0} Lévyjev proces ako zadovo-
ljava sljedeca svojstva:

1. X, = 0 gotovo sigurno,

2. za bilo koju subdiviziju 0 < t; < --- <t, < oo su prirasti X;,, — X;;, Xs, = X1, ..., X, —
X,, , nezavisni,

3. za bilo koji s < t je radzioba od X, — X, jednaka X,_;,

4. za bilo koji € > 0 i t > 0 vrijedi da je lim;_o P(| X, — Xi| > €) = 0.
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Svaki Lévyjev proces je karakteriziran kroz svoju karakteristicnu funkciju koja je dana
Lévy - Hin¢inovom formulom: ako je X = (X,);»o Lévyjev proces, tada je karakteristicna
funkcija

. 1 )
7%(0) = E [e’exl] = exp {aie —~ 50292 + (e —1- i@x]l|x|<1)H(dx)},

R\{0}

gdjejea € R,o > 0,1 je karakteristicna funkcija skupa |x| < 1111 je o— kona¢na mjera na
R\0 koja ima svojstvo da je fR\ o) 1 A\ ¥’TI(dx) < 0. Uz Lévyjev proces se prirodno veZze
1 pojam beskonacno djeljive vjerojatnosne distribucije. KaZemo da je vjerojatnosna distri-
bucija beskonacno djeljiva (eng. infinitely divisible) ako se moZe izraziti kao vjerojatnosna
distribucija sume proizvoljnog broja nezavisnih, jednakodistribuiranih slucajnih varijabli.

U naSim daljnjim razmatranjima ¢emo se koristit i pojmom Laplaceova transformacija
¢iju definiciju navodimo u nastavku.

Definicija 1.4.5. Neka je f : [0,00] — C funkcija. Laplaceova transformacija funkcije
f(t) je funkcija F(s) definirana kao

F(s) = f‘x’ e ' f(ndt, s € C,
0

ukoliko taj integral postoji.

U teoriji vjerojatnosti se Laplaceova transformacija definira kao o¢ekivana vrijednost tj.
ocekivanje: ako je X sluCajna varijabla sa zadanom funkcijom gustoée f, tada je Laplace-
ova transformacija od f dana sa

F(s)=E (e_SX) .



Poglavlje 2

Poisson - Dirichletova razdioba

U ovom odjeljku ¢emo se usredotocit na srediSnju temu ovog rada - Poisson - Dirichletovu
razdiobu. Uvest ¢emo razdiobu 1 navesti primjer gdje se koristi. Prema Kingmanu, [2],
distribucija se konstruira kroz gama proces.

2.1 Dirichletova distribucija

Cesto je potrebno promatrati slu¢ajne vektore p = (p,..., p,) koji zadaju sluajnu dis-
kretnu vjerojatnosnu distribuciju sa svojstvima

P20, (G=12..m, Y p=n
=

Na primjer, p; moZe predstavljati proporciju neke j-te bioloSke populacije od njih ukupno
n. Za svaki K > 2 definiramo K-dimenzionalni simpleks

K
VK:{(pl’pZ’---,p[()ZpiZO,ij: 1}

j=1
Uvjerljivo najjednostavniji netrivijalni primjer vjerojatnosne distribucije na simpleksu v,,, m €
N jest Dirichletova distribucija, ¢iju definiciju navodimo u nastavku.

Definicija 2.1.1. Za m > 2 Dirichletova distribucija, u oznaci Y(ay, ..., a,), je generali-
zacija beta distribucije sa vise varijabli definirana na simpleksu v ,, te ima sljedecu funkciju
gustoce:

(X ) ar-1 Ume1=1 =1

f(p1s s Pty D) = R S 2.1)

“m P
Hk:l [(a) !
gdje su

(pl’ oo ,pm) € vm-

22
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Parametri a; mogu poprimiti bilo koju (strogo) pozitivnu vrijednost 1 karakter distribucije
se znaCajno mijenja u ovisnosti o tim parametrima. Na primjer, ukoliko je a; = 1, za
svaki j = 1,...,m, Dirichletova distribucija prelazi u uniformnu. Ukoliko su vrijednosti «;
velike, tada se dobivene vjerojatnosti uglavnom koncentriraju daleko od rubova simpleksa
V- Sljedece slike nam ilustriraju upravo navedena svojstva. U programskom paketu R su
simulirani slu€ajni vektori (p;, p2, p3) € V3 sa Dirichletovom razdiobom za Cetiri razliCita
izbora parametara. Mi smo graficki prikazali prve dvije komponente (p;, p,). Na apscisi je
komponenta pq, a na ordinati komponenta p;.

e ] <
g ) $+ g 7 +¢
FN 2
© | * @ tﬁﬂ#%*- ; F
o = T, * +
wi T L+ 4
% Nt
< % < Tt
o = LR S
A s
+ +“§ +J§_+ ﬂ*—g—t+++ £
S S ?ﬂtkﬁﬁﬁ; o
1 3 +++4ﬁ=&f¥ N
LT i b gy P
g 1 R g | T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 056 0.8 1.0
(a) 2(0.01,0.01,0.01) (b) 2(0.1,0.1,0.1)
<
—
@« |
o
© |
o
<
=} %
N
o
< |
e T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
©) 2(1,1,1) (d) 2(300, 300, 300)

Slika 2.1: Simulirani slucajni vektori sa Dirichletovom razdiobom, duljina uzorka n =
5000.
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U nastavku navodimo jednu relaciju izmedu gama i Dirichletove distribucije koja ¢e
nam biti potrebna u naSim buduéim razmatranjima.

Lema 2.1.2. Za svaki m > 2 oznacimo sa Yy, ..., Y, niz nezavisnih slucajnih varijabli sa
Y (a;), i =1,...,mrazdiobom. Definirajmo slucajne varijable X;, i = 1, ..., m na sljedeci
nacin:

X =

COXEY

Tada slucajni vektor (Xi,...,X,,) ima YD(ay,...,a,) distribuciju i nezavisan je sa Y =
et Yie
Dokaz. Definirajmo sljedecu transformaciju vektora (z, xq, ..., X,-1) € R":

m—1
(YI,---,ym) = T(Z,XI,...,xm_l) = (ZX],.-.,me—],Z[l _in)]-

i=1

Tada je Jakobijeva matrica J(7') dana sa

X z 0 ... 0

X2 0 z ... 0O

J(T) = P
X1 0O 0 ... z

1-Y"'% -z =z ... -z

Kako bismo izracunali det (J(7')) moZemo pojednostavit matricu tako da prvih m—1 redaka
dodamo zadnjem retku. Tako dobivena matrica ima jednaku determinantu kao i pocetna.
Slijedi da je

X2 0z ... 0

det(J(T)) =det| : : : .. i,
Xm—1 0 0O . z
1 0 0 . 0

te Laplaceovim razvojem po zadnjem retku dobivamo da je det (J(T)) = z"~'. Nadalje, iz
definicije funkcije 7 slijedi da je

Uzimanjem
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slijedi da je
Z Xi = 1.
i=1
Stoga je zajednicka gustoca g(z, x1, ..., X,—1) od (¥, Xy, ..., X,,—1) dana sa
Q0 X1y 1) = ey gl
et U T Ry Ty
_ F(Zk:] ak) xclm—l o x;y;,,—] ”} ZZ’anI a/k—le—z’ (22)
[(ay) ... T(am) (=1 )
sto povla¢i da Y ima ¢ (3;_, @, 1) distribuciju, (Xi,...,X,,) ima Z(ay,...,a,) distribu-
ciju i nezavisan je sa Y. O

Izravno raCunanje razdiobom u (2.1)) je sloZeno zbog zavisnosti izmedu vrijednosti p;.
Poznato je da je lakSe rukovati ovom distribucijom u terminima nezavisnih gama slucajnih
varijabli. Prema lemi slijedi da slucajni vektor p = (py,..., p,) s komponentama
definiranim kao

_ Y (2.3)
Pj= 1% .
ima Y(ay,...,q,) razdiobu i nezavisan je sa Y. Takoder, Y ima ¢ (a) razdiobu, gdje je

a = a;+- - -+a,. Navedeno takoder moze bit dokazano koriste¢i Laplaceovu transformaciju

E(e ) = f ga(V)e Pdy = 6> -1,
0

(1+6)

gdje smo sa g,(y) oznadili funkciju gustoce ¥ () razdiobe. Posebno, slijedi da je razdioba
¢ (a) beskonacno djeljiva te vrijedi jednakost

a :9)0 = exp {—a fo - e‘ez)z_le_zdz} (2.4)

poznatija kao Lévy - Hincin reprezentacija. Jednakosti (2.4) odgovara Moranov subordi-
nator definiran u odjeljku (1.4

Neka je {(/) 2 0} Moranov subordinator. Za «;, ..., a, > 0 definiramo
th =0, ti=a+-+aj, (1<j<n).

Tada sluCajne varijable Y; = ¢(t;) — ¢(t;-;) imaju ¥(a,) distribuciju i ¥; su medusobno
nezavisne. Bududi da je

Y=Y+ +Y, =¢t) ~Y(a;+-- -+ a,)
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slijedi da smo sa

o ;) — o(tj-1)
b $(tr)

definirali sluc¢ajan vektor p = (p1,...,p,) € V, sa Y(ay,...,a,) razdiobom.

2.2 Dirichletov proces

Moranov gama proces, uveden u odjeljku [I.4] odgovara potpuno sluc¢ajnoj mjeri @ na
skupu R sa svojstvom da ®(A) ima ¥ («) razdiobu, gdje je @ Lebesgueova mjera skupa A.
Neka je u mjera na skupu S te promotrimo Poissonov proces I1* na skupu §* = § X (0, +00)
¢ija mjera oCekivanja je dana sa

Y B) = ) [ e
B
gdjeje ACS,BC(0,+00]. Za A, Ay, --- C S suslucajne varijable

(D(Aj):Z{z;(x,z)eﬂ*,xeAj}, j=1,2,...

medusobno nezavisne 1 vrijedi

(o)

LA j} =) D).
j=1 j=1

D

Stoga je P(A),A € S potpuno slucajna mjera Ciju pripadajucu Laplaceovu transformaciju
mozemo izracunati koriste¢i Campbellov teorem i jednakost (2.4)

E(e™ ") = exp {— f (1-¢™) V(dz)}
4

= exp {— foo(l — e_tz)/,L(A)e_ZZ_le}
0
exp {—,u(A)f 00(1 - e"z)e_zz_ldz}
0

1
(I +

Dakle, ®(A) ima ¥4 (u(A)) razdiobu za svaki A za koji je u(A) konacan. Neka su Ay, ..., A,
disjunktni skupovi, A = (J}_; A; i

a; :,LI(AJ) < 00,
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Tada su slucajne varijable
Y;=®(A))
nezavisne sa ¢ («;) distribucijom i
Y=Y +---+%Y,=0A).

Stoga (2.3)) definira slu€ajni vektor p € v, ¢ija distribucija je Z(«ay,...,a,). Posebno,
ukoliko je u kona¢na mjera, tada je ®(S) konacan sa vjerojatnoscu 1 i

T(A) = D(A)/D(S)

definira slu¢ajnu vjerojatnosnu mjeru na skupu S takvu da je, za svaku particiju Ay, ..., A,
od S, zajednicka distribucija od

T(A),...,T(A,) (2.5)
jednaka Z(a, ..., @,), uz a; = u(A;). Elementi u (2.5) nisu, dakako, nezavisni tako da

nije potpuno slucajna mjera. Mjeru I’ zovemo Dirichletov proces koji odgovara mjeri u.

2.3 1Izvod Poisson - Dirichletove razdiobe

Nakon digresije u opcenite prostore vraéamo se u jednodimenzionalni kontekst. Pretpos-

tavimo da slucajni vektor p € v,, ima Z(«y, ..., @,) razdiobu gdje, zbog odredenosti, pret-
postavljamo da su a; = a, zasve j = 1,...,n. KoristeCi simetriju vidimo da je
1
E(p)) = -,
n

tako da, kad je n velik, svi su p; tipicno male vrijednosti. To je istinito bez obzira na
vrijednost . Sa

PmyZ P22 Z P (2.6)
ozna¢imo vrijednosti p; u padaju¢em poretku. MoZze li se iSta reci o p(;) ili, opCenitije, o
Pk 1 0 slucajnom vektoru (p(y), ..., px)) za fiksirani k uz n — ocoia — 0? Odgovor je

potvrdan, uz uvjet da na konvergira prema nekoj konac¢noj vrijednosti 4 # 0.
Pretpostavimo, opcenitije, da predstavlja elemente slu¢ajnog vektora p™, u pa-
daju¢em poretku, sa Dirichletovom distribucijom

(n) (n)
D(a;’,...,a,").
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Pretpostavimo da, kako n — oo,

max(a\”,...,a") - 0 (2.7)
ida
AW = a(ln) +ot+a™ - A (2.8)

(n)

Tada postoje graniCni rezultati za p,

proces. Za j = 1,...,n definirajmo

za fiksni k kako n — oo. Neka je ¢(t) Moranov

o ¢(a,(") C+ a,;")) _ ¢(a,(n) (n) )
™ ()

Tada, prema lemi 2.1.2} sluajni vektor 5 = (5", ..., pi”) ima istu distribuciju kao i p®
i'dis‘tribuf'ija od p je ista kgo iod pég No, uz uvjete 277) i 2.9), pgg konvergira po
distribuciji, za n — oo. Nadalje, ozna¢imo sa J; > J, > J;3 > ... velicine skokova procesa
¢ na intervalu [0, 4] u padaju¢em poretku. Tada vrijedi

lim ¢(A")p() = Ji,

gdje konvergencija slijedi po distribuciji. MoZe se pokazati (v. [2]]) da, za svaki k, za-

jednicka distribucija od
=(n) =(n)
Py - +» Py
a posljedi¢no i od
(n) (n)
Pay -2 Py

konvergira prema distribuciji od &1, &, . .., &, gdje je

i
TS
Bududi da je
() = 1im $(A™)
= lim Z ¢(Ck(n) (")) ¢(a,(n) et a,(n) )
- Z I
k=1
slijedi
L2620, kaZI. (2.9)
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Distribucija beskona¢nog niza slucajnih varijabli & = (£),&,,...) koja zadovoljava (2.9)
ovisi samo o A i zove se Poisson - Dirichlet razdioba, u oznaci & (). Rezultat moZemo
sazeti tako da kaZzemo da uredajne statistike slucajnog vektora s Z(ay, ..., a,) razdiobom
teZi prema & Z(A) razdiobi sve dok je n velik, «; jednoliko maleni i @; + - -- + a, je pri-
blizno jednaka A. Ispostavlja se da je to od velike vaznosti u mnogim primjenama, posebice
u populacijskoj genetici i ekologiji. Dirichletova razdioba je ravnoteZna razdioba za razne
evolucijske modele 1 kombinacija malih «; sa velikim n se Cesto pojavljuje.

Sljedeéi primjer ilustrira primjenu Poisson - Dirichletove razdiobe u teoriji brojeva.
Detalji se mogu pronadi u [[1]].

Primjer 2.3.1. (Rastav na proste faktore)
Za svaki n € N sa N, oznacimo sluc¢ajno izabran prirodan broj od 1,2, ..., n. Promotrimo

rastav na proste faktore
N, =[]
p

gdje smo sa C,(n) oznacili kratnost od p. Definiramo

K, = Cylm),
p
A;(n) = i-ti najveci prosti faktor od N,, i = 1,...,K,
Ai(n) =1, i> K,

Li(n) = log A;(n), i>1

Kako n — oo, tako (f;;’;), f;gl), .. ) konvergira po distribuciji prema (Y1,Y,,...) koji ima

Poisson - Dirichletovu razdiobu sa parametrom 1.

Poisson - Dirichletova razdioba je razdioba beskona¢nog niza & = (£1,&,...) koji
zadovoljava (2.9). Takav niz, sa navedenom razdiobom, se moze generirati kroz formulu

& = Jil(D) /()

gdje Jy(1) oznaCava k-ti najveci skok na segmentu [0, 1] Moranovog procesa ¢. Ispostavlja
se da pozicije i veli¢ine tih skokova formiraju Poissonov proces I1* ¢ija mjera ocekivanja
ima gustoéu

wi(dz) = 7 'e7dz, z> 0.

Nadalje, prema teoremu o transformaciji, veli¢ine skokova J;(4) na segmentu [0, A] formi-
raju Poissonov proces I1, na (0, +oc0) ¢ija mjera oCekivanja iznosi

Az te ™ (2.10)
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Uocimo, Ji(A4) su toc¢ke od I1, u padaju¢em poretku i
o) = ) I < oo.
k=1

Na ovaj nacin se Poisson - Dirichletova razdioba mozZe opisati preko Poissonovog procesa
IT, sa mjerom ocekivanja (2.10). Ako sun; > 7, > ... tocke takvog procesa tada, prema
Campbellovom teoremu, slijedi da je

[
O'Zznk<00
k=1

& =mlo (2.11)

definira niz ¢ koji ima & %(A) razdiobu. Korisno je u nastavku primjetiti kako su &1 A
medusobno nezavisni $to proizlazi iz nezavisnosti vektora p i Y u odjeljku2.2]tj. jednakosti
(2.3). Takoder, bududi da

7= e~ GA")
k=1

slijedi da, puStanjem limesa kada n — oo,

o= m~IW.
k=1

2.4 Marginalna distribucija

U ovom odjeljku ¢emo neSto viSe re¢i o marginalnoj distribuciji Poisson - Dirichletove
razdiobe. Uzmimo da slucajni vektor ([7(1"), cees 135,") ima Z(a,...,a) razdiobu te neka pa-
dajuce ureden slucajni vektor & = (£1,&,,...) ima ZZ(A), A > 0 distribuciju. Za pocetak

¢emo dokazati jednu pomo¢nu lemu koja ée biti od koristi u narednim razmatranjima.

Lema 2.4.1. Neka slucajni vektor (pi,...,p,) ima Y(ay,...,a,) razdiobu te neka su
Ay, ..., A, disjunktne particije skupa {1, 2, ...,n}. Tada vrijedi:

[ZP;‘,...,Z[%]’V@[Zai,...,ZaiJ.

i€A i€A, i€A i€A,
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Dokaz. U nastavku ¢emo se oslanjati na svojstvo da, ako je X; ~ ¥ (kx;,6) zai = 1,...,n,

onda vrijedi
> - %(Z J

Bududi da sluéajni vektor (py,..., p,) ima Y(ay,...,q,) razdiobu, znamo da postoji niz
nezavisnih slucajnih varijabli Y; ~ ¥(a;, 1) tako da se svaki p;,i = 1,...,n moZe napisati
kao

pi:7’

gdjeje Y = 3, Y;. Tada slijedi
1
(ZP:‘,~~-,ZP5) = ?[ZYD"'7ZY£)~
€A i€A, €A €A,
Prema uvodnoj napomeni u dokazu znamo da

ZY,.~%[Z@,-,1},

€A €A}

S5

i€A, i€A,

o[

i=1
Tvrdnja leme sada slijedi iz leme [2.1.2 O

Kao korolar prethodne leme slijedi da, ako slucajni vektor(py, ..., p,) ima Z(ay,...,a,)
razdiobu, tada

(Pis- s DjsPje1 + -+ pu) ~ Dy, ..., @), ajyg + -+ + ). (2.12)
Neka je @ = A/n. Sada smo spremni pokazati sljedecu propoziciju.

Propozicija 2.4.2. Za x > 0 vrijedi

[1/x] -1

/l] (1_ _..._y)

P(fle):1+ ( ) f f I dy, ...dy;.
= yiyz .
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Dokaz. Za 0 < x < 1, koriste¢i formulu ukljucivanja - isklju€ivanja, simetriju te svojstva
Dirichletove razdiobe, imamo da je

P(pg'g <x)=1- P(p(") >xU---Up™ > x)
[1/x]
=1+ Z( 1)J( )P(p(") >xn---npY>x).

j=1
. P . . _ . . _ /_] .. .
Koristeci svojstvo (2.12), uz uvjetdasua; = a,i=1,...,nia = ¢ slijedi da

(P PPt ) ~ D s = ).

Primjetimo kako prethodni vektor ima ukupno j + 1 elemenata. Stoga, prema definiciji
Dirichletove razdiobe, slijedi

P(p(")>xﬂ--~ﬂﬁ§")>x):

1
I'Gja+ - )a) ,, B o
= Vi =y = = No=pa=l gy

‘fo f F(Q)Jr((n—])a) Yj ( V1 y_]) Y1 Vi

_fl f Py =y ==y g g
) T(@) T = ja) YooY dyr. dy;.

Sada slijedi

[1/x] 1 1 na—ja—1
’ A F(na)(1 =y — - —ypreo a-
ST S R | Y e
= x x

a/T'(@) T (na — ja)

Dakle,zan — oo ia = A/n — 0 imamo da je

(n)a/j: n(n—l)...(n—j+1)aj
J J!
_an(an—a)...(an—aj+ @)
= B
al(@)=T(a+1)— 1,

— A/ j!,

akako P(5(}) < x) = P(¢; < x), slijedi

[1/x] A-1
n (- /1)] A=y - ---—y)
P <x) = 1+ E o —dy; ... dy;

¢ime je pokazana tvrdnja. m|
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U nastavku navodimo zajedni¢ku gustocu slu€ajnog vektora (¢4, ..., &,).

Propozicija 2.4.3. Zajednicka gustoca slucajnog vektora (&1, ...,&,) je dana sa

f ..... ,(Zl,---,Z): Pfls
&1y r 212 1_Z1_..._Zr

A(l=z = =z)"! z )
gdjesuzy >2>-->7,>0iz1+2+--+z <1

Dokaz. Promotrimo gustocu f(xy, ..., x,) prvih r uredenih statistika izmedu (7, ...,Z,) ~
Y(a,...,a) upadajuéem poretku. Tada postoji

nn-1)---(n—-r+1)

mogucih varijacija za odabir. Slijedi

f(xl,...,x,):n(n—1)---(n—r+1)f...fg(x1,...,xn)dx,+1---dx,,_l

gdje funkcija g oznacava gustoéu Dirichletove razdiobe. Prethodni integral drZi varijable
X1, ..., X, fiksnima, uz uvjet

1>x2x>-->2x20.

Varijable xi, ..., x, ¢emo u nastavku oznaCavati sa zj,...,z.. Nekasu Zy) > Zy) > --- >
Z,, uredajne statistike slucajnog vektora Z = (Z;, ..., Z,) sa Y(«, ..., a) razdiobom. Inte-
grirajuci po skupu

B={(Xp11,..» %) :0<x;<zpyz1+ + 2+ Xppg +- -+ x, = 1}
= {150 X)) 10 X <Zp X+t X, = 1 —2p — - =2},

vidimo da se gustoca od (Zy), . . ., Z,) moZe napisati kao

nmn—-1)---(m—r+HIQ) ,_ ol o .
L l"(a)n b& Lo, 2, l-xr+11 Xy 1d-xr+] T dxn_l. (213)

Nadalje, vrijedi
I'a+1)=al(a)

iz Cega slijedi jednakost
[a+1)
a

[e) = (2.14)
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Uvrstavanjem (2.14)) u jednakost (2.13)) slijedi

nn-1)---(m-r+1HI'Q) ,_, o1 [TA=-ra) ,
[T -ra) 0 % IBW’C’“ a

a—1
"Xy dXppyccdX,

_ nn—-1---(m-—r+ DHrDa" w1 -l foa_1 N
I_,(a " 1)’1“(/1 _ I”CY) 1 r 3 F(a)n—r r+1 r+1
Zamjenom varijabli
i i=r+1
- s =r I (4
Vi l-z1—-—2 g
dv. = de

Yi= l-z—-- =2z~

gustoca postaje
nn—1)--(m—r+ 1)a’F(/l)Za_1 )

T(a + )T(A - ra) ' ’

I'A-ra) a- - a-
‘fBW r+1(1—Zl e =2Z) lyn 1(1_Z1_'”_Z”) :
=z = =2y oy
_nn=-1D--(m-r+ DT ,, a-1
N F(a T 1)’1“(/1 —ra) T

I'a-

f ( n—r (yr+l yn)a_l(l S B Zr)(n_r)(a_l)+n_r_ldyr+1 te dy"
B l"(a)

=D r+ DaT@ L
B F(a N 1)rr(a “ray o
F(/l a—1 _ L (n-rya—1 .
fB F(a)n y (‘/r+1 ) (=2 Zr) dyy1 -+ - dyn
_nn=-10--(m-r+1HaTQ) ,,

T T+ D)TUA-ra) 9
F(/l ) a—1

_ nn-1)---(n-r+ 1T ,_,

T T+ DTA—ra)

Z
-P| max Z’ < 4 ,
r+l1<j<n J I_Zl_"'_Zr

nge( T ,Z,;) ~ Y(a,...,a). Pustanjem limesa kada n — oo slijedi

(1 - .. r/l—l .
(1-2z ) P(fls 4 ‘
21..-Zr 1—21—"'—Zr

~er1_1(1 —z = — Zr)(n—r)a—l

~er1_1(1 —z = — Zr)(n—r)oz—l

fZ(|) ..... Z(,)(Z17 ey Zr) -

c d.xn_] .
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Budu¢ida (Z,...,Z,) — (&1,...,&) slijedi tvrdnja. m|

2.5 Ewensova formula uzorkovanja

Zbog njene veze sa Dirichletovom razdiobom, Poisson - Dirichletova razdioba se Cesto po-
javljuje kao model za podjelu populacije sa velikim brojem ¢lanova prema vrsti ili nekom
odredenom svojstvu. Tada beskonacan slu¢ajni vektor

E=(£,6,...)~ 22D (2.15)

opisuje strukturu populacije, gdje & predstavlja proporciju k-tog tipa. Za ilustraciju pret-
postavimo da smo iz takve velike populacije na slucajan nacin uzeli uzorak veli¢ine n.
Kolika je vjerojatnost da su svi elementi uzorka istog tipa? Ako uvjetujemo na &, vjerojat-

nost je jednaka
>
k=1

1z Cega slijedi da je vjerojatnost bez uvjeta na ¢ dana sa

hy = E[Z g,';]. (2.16)
k=1

Koristeci svojstvo (2.11)) te nezavisnost od £ i o slijedi
E [Z n',j] =E (0'” Z gg] = E(0")h,,. (2.17)
k=1 k=1

Buduc¢i da o ima ¢(1) razdiobu slijedi

ny _ - L A-1 _—x
E(a)_fo Ve

=1 +A-1 —
= — X" e dx
fo ')

1 fm +A-1 -
= — X" e dx
') Jo
T+

()

Nadalje, prema Campbellovom teoremu slijedi

E[Z nz) = fo A e dz = A fo etz = AL(n). (2.18)

k=1
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Uvrstavanjem odgovarajucih vrijednosti u jednakost (2.17) slijedi

CB(ZRim)  arm  arare)

h, = = = .
n n T'(n+1)
E(o™) =D = T+ d)

(2.19)

Bududi da vrijedi AI'(1) = T'(4 + 1), slijedi da je (4 — DI'(A — 1) = T'(4). UvrStavanjem u
(2.19) slijedi
o= I'(A+ DI'(n)
" T+ )
3 I'(A+ DI'(n)
S (m+A-Dl(n+1-1)

_ [+ DHI(n)

T A+ DA+2)...(n+A-DIQA+ 1)
3 I'(n)

T+ D24D...(n+A=1)

Nadalje, kako je n € N slijedi da je I'(n) = (n — 1)!. Stoga vrijedi

W (n—1)!
T A+ DA+2)...A+n=1)

(2.20)

U prethodnom smo opisali specijalan slucaj rezultata poznatijeg kao Ewensova formula
uzorkovanja (eng. Ewens sampling formula).

Ukoliko imamo nehomogen uzorak veli¢ine n, tada sigurno postoji odreden broj ¢lanova
koji pripadaju jednoj vrsti 1 ne podudaraju se s ostalima. Uzmimo da ih ima a,. Nadalje,
uzmimo da imamo a, parova od kojih je svaki par istog tipa, ali razlicit od svih ostalih, a;
trojki sa istim svojstvom i analogno dalje. Brojevi ay, . .., a, zadovoljavaju

ai,...,a, >0, ay +2a, + -+ +na, =n, (2.21)

1 opisuju uzorak. Opcenito, za svaki fiksni n > 1 definiraymo skup

o, = {(al,...,an) ta >0,k = 1,...,n;Zial~ = n}, (2.22)
i=1
te uzmimo A, = (ay, ..., a,) € ,.
Ako P,(A, = (ai,...,a,)) = P,(A,) oznaCava vjerojatnost da je raspodjela vrsti u

uzorku jednaka (ay, ..., a,), tada jednakost (2.20)) predstavlja specijalan sluc¢aj kada su svi
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pojedinci u uzorku iste vrste. To ¢emo oznaditi sa P,(n!). Ewensova formula nam daje
odgovarajucu vrijednost za opCeniti sluc¢aj. Kako bismo izracunali P,(A,) primjetimo kako
je vjerojatnost postizanja vrijednosti (a4, . . ., a,), uz dane populacijske frekvencije & (koje
¢emo u nastavku oznacavati sa £(k)) jednaka

Py (Anlf)
= Torar o o D ek kg E ) ) k)" E R,
gdje sumaciju vrSimo po razli¢itim
ki, i=1,...,n, j=1,...,a;.

Uvrstavanjem (2.11)) u prethodnu jednakost slijedi

Po(Al6) = H(j'f)!ajaj, 0121 =S k) k)
== (J’,")'a,a — k) k)
MnoZenjem prethodne jednakosti sa o dobivamo da je
RN = ,)a 7 k). nk,). (2.23)

Uzimanjem ocekivanja u (2.23)) slijedi

B (0"P,(A,JE)) = E(Q k). ..nk,).

T1G)4a;! ')“

Nezavisnost od o 1 & povlaci
E(0")E (B, (A,)) = H( ,)a B (D nkn) ... nk,)).

T(n+2) ~
oy B = Hw Zn(lm) 1k,,)).

Potrebno je izraCunati oCekivanje na desnoj strani. Znamo da 7;,i € N predstavljaju
uredene visine skokova Moranovog procesa ¢ na segmentu [0, A] i da te visine formiraju
Poissonov proces ¢ija mjera ofekivanja iznosi A(dx) = Az 'e~*dz. Uzimanjem izmjerive
funkcije f : S — R, fi(x) = x' slijedi da oCekivanje moZzemo zapisati kao

D A i) () ) i) | (224)

razliciti Y;;€ ¢
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gdje je _# skup svih skokova procesa ¢ na intervalu [0, 2]. Koriste¢i Campbellov teorem,

preciznije jednakost (1.23)), slijedi

B T()n!
Pu(A,) = EF) H(j!)ajaj!E(fl(Yll))---E(fl(Ylm))E(fZ(YZaz))---E(fZ(YZaz))

Prema istom teoremu, preciznije jednakosti (1.26)), slijedi da je

~ T(n!
Pu(An) = T+ DG a)! ( f; fl(z)A(dz))...( j; fl(Z)A(dZ))

a) puta

...(ff,,(z)/\(dz))...(ff,,(z)/\(dz))
S S

an puta

_ I'()n! f Ad )“1 (f Al )an
T+ D TG sa \Jg TOMAD) oo | DA

~ T'()n! s )
" T+ ) [1G)a;! —[(ﬂﬁ e dz)

j=1
_ Tt 1 fzf“e—Zdz @
T+ ) L jloa " Js

_Tn! 7 1 -
= Tt D | 1! (AT()))

=1
_ T(n! A9 (=D
_F(n+/l)j al\ j!

=1 J
r(n! 4 1 (ﬂ)“-"

" T+ L L

J

B (Ya,))-
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Sazetak

Ovaj diplomski rad bavi se Poisson - Dirichletovom razdiobom te njenim glavnim teorij-
skim svojstvima. Pojednostavljeno, moZemo reci da se Poisson - Dirichlet razdioba dobije
kao grani¢na razdioba Dirichletove razdiobe, odnosno, grubo govoreci, uredajne statis-
tike slucajnih vektora sa Dirichletovom razdiobom %(ay,...,q,) teze prema Poisson -
Dirichletovoj razdiobi kada n — oo i )}, @, — A. Nadalje, u radu su prezentirane i
formule za grani¢ne razdiobe: formule za distribuciju i zajednicku gustoéu prvih r kom-
ponenti slu¢ajnog vektora (£1,&,,...) ~ P Z(A). Rad smo zakljucili sa jednim poznatim
rezultatom, ukljuCujudi 1 izvod. RijeC je o Ewensovoj formuli uzorkovanja koja se koristi
za opis ravnotezne distribucije odredenih difuzijskih modela u populacijskoj genetici (Za
detalje v. [1]). U radu su takoder prezentirani osnovni pojmovi potrebni za razumijeva-
nje srediSnjeg djela rada. Uveli smo definiciju Poissonovog procesa te iskaze i dokaze
odredenih teorema relevantnih za naSa razmatranja. Takoder smo uveli pojam subordina-
tora koji je definiran kao monoton slucajni proces sa nezavisnim i stacionarnim prirastima,
1 naveli smo jedan poseban primjer subordinatora poznatiji pod imenom Moranov subordi-
nator, koji ima vaZnu ulogu u konstrukciji Poisson -Dirichletovog procesa.



Zivotopis

Ja, Vanja Jovié, autor ovog rada, sam roden 31.01.1990.g. u Doboju, BiH. Svoje prve
godine Zivota sam proveo u Njemackoj gdje sam zapoceo osnovnu Skolu i dovrSio prva
dva razreda. Osnovnu Skolu sam zavrSio u Zagrebu, gdje sam se doselio sa osam godina.
U ljeto 2004.g. upisujem XIII. Gimnaziju u Zarebu, smjer prirodoslovno - matematicki
koju sam zavrSio 2008.g. Nakon mature upisujem studij preddiplomske matematike na
Prirodoslovno - Matematickom Fakultetu Matematicki odsjek, a u ljeto 2012.g. upisujem
diplomski studij Financijske i poslovne matematike. Od izvannastavnih aktivnosti vrijedi
istaknuti dvije ljetne prakse koje sam odradio u Njemackoj te Skolu stranih jezika koju sam
pohadao paralelno uz studij. Tecno govorim engleski 1 njemacki jezik.
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