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Uvod

Nielsen-Schreierov teorem je jedan od fundamentalnih rezultata o slobodnim grupama.
Postoji vise dokaza ovog teorema. Prvi dokaz je dao J. Nielsen 1921. za konacnogenerirane
podgrupe. Pretpostavku o konacnosti uklonio je O. Schreier 1926. Drugi nacin dokaza su
dali R. Baeri F. Levi 1933. U ovom radu obradit ¢emo dokaz A. J. Weira.

Najprije ¢emo se upoznati s osnovnim pojmovima i rezultatima iz teorije grupa, a zatim sa
slobodnim grupama. Rad je podijeljen na dva dijela.

U prvom dijelu rada upoznat ¢emo se s pojmom grupe, podgrupe, generiranom grupom,
normalnom podgrupom kao navaznijom klasom podgrupa, te kvocijentnim grupama koje
nam govore kako iz ve¢ postojecih grupa konstruirati nove grupe. Takoder, pokazat ¢emo
kako uspostaviti odnos izmedu dvije grupe preko homomorfizama, te u skladu s tim obra-
diti tri teorema o izomorfizmima.

U drugom ¢emo dijelu najprije rei nesto o direktnoj sumi Abelovih grupa, te zatim preko
direktne sume definirati slobodne Abelove grupe. Zatim ¢emo definirati rang slobodne
Abelove grupe, te dati karakterizaciju slobodnih Abelovih grupa koja ¢e nam biti moti-
vacija za opcCenitu definiciju slobodne grupe. Pokazat ¢emo kako konstruirati slobodnu
grupu iz proizvoljnog skupa elemenata. Uspostavit ¢emo vezu izmedu slobodnih grupa
1 grupa opcenito, te definirati prezentaciju grupe. Zatim ¢emo definirati transverzalu, te
izdvojiti Schreierovu transverzalu preko koje éemo dokazati Nielsen-Schreierov teorem,
koji kaze da je svaka podgrupa slobodne grupe takoder slobodna grupa. Na kraju ¢emo
navesti nekoliko posljedica Nielsen-Schreierovog teorema. Kao jednu od tih posljedica
Nielsen-Schreierovog teorema, prezentiramo dokaz ¢injenice da je podgrupa kona¢nog in-
deksa konacnogenerirane slobodne grupe takoder kona¢nogenerirana.



Poglavlje 1
Grupe

Grupa, kao algebarska struktura, je jedan od najvaznijih pojmova u matematici. Grupe
se pojavljuju u analizi, algebri, teoriji brojeva, algebarskoj geometriji i drugim granama
matematike.

1.1 Grupe i podgrupe

Da bismo definirali grupu potrebno je definirati binarnu operaciju.

Definicija 1.1.1. Neka je G neprazan skup. Binarna operacija na skupu G je funkcija
:GXG—G.

Osnovni primjeri binarne operacije su zbrajanje (x,y) — x + y i mnoZenje (x,y) — Xy na
skupu R, kompozicija funkcija (f, g) — f o g itd.

Definicija 1.1.2. Neka je G neprazan skup i - binarna operacija na G. Kazemo da je (G, -)
grupa ako vrijedi:

(i) zakon asocijativnosti: za svaki x,y, z € G vrijedi
(x-y)-z=x-(y-2),

(ii) postoji neutralni element e € G, tj. takav da za svaki x € G vrijedi
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Ako jos vrijedi zakon komutativnosti, tj. x-y =y - x za svaki x,y € G, kazemo da je G
komutativna ili Abelova grupa. U suprotnom kaZemo da je G nekomutativna grupa.

Osim podjele na komutativne i nekomutativne grupe, grupe mozZemo dijeliti na konacne 1
beskonacne.

Definicija 1.1.3. Neka je G grupa. Red grupe G definiramo kao |G| = card(G), tj. red
grupe G je kardinalni broj skupa G.
Ako je |G| < oo kaZemo da je G konacna grupa. Inace kaZemo da je G beskonacna.

Lako se vidi da je skup Z (Abelova) grupa uz binarnu operaciju zbrajanja. Takoder se
moze vidjeti da su skupovi Q i R (Abelove) grupe uz binarnu operaciju zbrajanja, a skupovi
Q* =Q\{0}iR* =R\ {0} su grupe uz operaciju mnoZenja. Primijetimo da Z nije grupa
uz mnozenje, jer ne postoji inverzni element niti za jedan element iz Z osim za 11 -1.

U sljede€oj lemi navodimo neka osnovna svojstva grupe.

Lema 1.1.4. Neka je (G, -) grupa. Vrijede sljedeca svojstva.
(i) Neka sua,b,x € G. Akojea-x=>b-xilix-a= x-b, tada je a = b.
(ii) Neutralni element e € G je jedinstven.
(iii) Za svaki x € G postoji jedinstven inverzni element koji oznacavamo s x='.

(iv) Za svaki x € G vrijedi (x™')™' = x.

Dokaz. (1) Nekasua,b,x € Gtakvidaje x-a = x-b, e € G neutralni element, te x; € G
takav da je x - x; = x| - x = e. Tada je

a=e-a=x-x)ra=x1-x-a)=x1-(x-b)=x1-x)-b=e-b=b.
Analogno se dokazuje zaa - x = b - x.
(1i1) Pretpostavimo da neutralni element nije jedinstven. Neka su e, e; € G takvi da je
ej'xX=x-e1=x 1 e-x=x-e=2x

zasvakix € G. Iz e; € Gslijedie; - e; = e, aiz e; € G slijedi e; - e; = e,. Dakle,
€ = €16 =e.

(111) Neka je x € G. Pretpostavimo da inverzni element od x nije jedinstven, tj. neka su
X1, X, € G takvi da je

X|*X=X-Xj]=e€ 1 Xp-X=X-Xp=e.

Slijedi daje x; = x; - e = x1 - (x- x3) = (x1 - x) - x = e - x, = x,. Dakle, inverzni
element od x je jedinstven.
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(iv) Po definiciji inverznog elementa je

(x—])—l .x—l —e= x—l . (.X_l)_] i

Prema (iii) slijedi da je (x™1)~! = x.
O

Definicija 1.1.5. Proizvoljan podskup A grupe G naziva se kompleks. Za proizvoljne A, B
definiramo produkt kompleksa

AB:={ab:a€A,b € B}.
Posebno, ako je B = {x}, pisat cemo krace Ax.

Intuitivno, kompleks H C G je podgrupa grupe G ako je i sam grupa. Npr. Q je podgrupa
grupe R (uz operaciju zbrajanja).
Sada ¢emo dati formalnu definiciju podgrupe.

Definicija 1.1.6. Podskup H grupe G je podgrupa, u oznaci H < G, ako vrijede sljedeca
svojstva:

(i) e€ H,
(ii) ako je x,y € H, onda je x -y € H,
(iii) ako je x € H, onda je x™' € H.

U nastavku ¢emo (ako nije potrebno naglasiti o kojoj je binarnoj operaciji rije¢) umjesto
X -y pisati xy.
Sljedeci rezultat je tzv. kriterij podgrupe.

Propozicija 1.1.7. Kompleks H C G je podgrupa grupe G ako i samo ako za svaki x,y € H
vrijedi xy™' € H.

Dokaz. Neka je H podgrupa od G, te x,y € H. Tadajeiy™' € H,paje xy™! € H.

Obratno, neka je za svaki x,y € H,xy™' € H. Dokazimo da je H podgrupa. Neka su
x,y € H. Prema pretpostavci je e = xx~! € H, te je stogaiy ' = ey™! € H. Slijedi da je i
xy=x(y") ' eH. m|

Propozicija 1.1.8. Neka je {H;}ic; familija podgrupa grupe G. Tada je (e H; takoder
podgrupa grupe G.
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Dokaz. Nekaje H = (¢ H;. Ako je x,y € H, tada je x,y € H;, za svaki i € I. Budu¢i da
su H; podgrupe grupe G, prema propoziciji 1.1.7 je xy~™! € H;, za svaki i € I. Slijedi da je
xy~! € H. Prema istoj propoziciji slijedi da je H podgrupa grupe G. O

Prethodna propozicija nam omogucuje sljedecu definiciju.

Definicija 1.1.9. Za proizvoljan podskup S grupe G, definiramo

(S) := ﬂH

H<G
SCcG

To je (prema prethodnoj propoziciji) podgrupa grupe G, koju zovemo grupa generirana
skupom S ; sam skup S zovemo skup generatora.

KaZemo da je grupa G konacnogenerirana ako postoji konacan skup S = {x, ..., x,,} takav
da je G = (S) i u tom slucaju pisemo G = {xy,...x,). Grupa G je ciklicka ako se moZe
generirati jednim elementom, tj. ako postoji g € G takav da je G = (g). Svaki takav g se
zove generator ciklicke grupe G.

Potpoglavlje zavrSavamo s definicijom komutatorske podgrupe koja je primjer generirane
grupe.

Definicija 1.1.10. Neka je G proizvoljna grupa. Za x,y € G definiramo njihov komutator
[x,y] := xyx 'yl e G.

Podgrupa
G ={[x,y]: x,y € G)

se zove komutatorska podgrupa grupe G.
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1.2 Homomorfizmi, normalna podgrupa i kvocijentne
grupe

U prethodnom potpoglavlju definirali smo grupu i naveli neka svojstva grupa. Sada nas
zanima kako uspostaviti odnos izmedu dvije grupe, tj. kako usporediti dvije grupe. To
¢emo napraviti preslikavanjem izmedu njih, to€nije, preko homomorfizama.

Definicija 1.2.1. Neka su G i H dvije grupe. Preslikavanje f : G — H je homomorfizam
ako vrijedi

fOy) = fOf(y) Yx,yeG.

Homomorfizam f koji je i injekcija naziva se monomorfizam, f koji je i surjekcija naziva
se epimorfizam, a f koji je i bijekcija naziva se izomorfizam.

KaZemo da su dvije grupe G i H izomorfne, u oznaci G = H, ako postoji izomorfizam
f:G—H.

Lema 1.2.2. Neka je f : G — H homomorfizam. Tada vrijedi:
(i) f(ec) = en,
(ii) f(x™") = fl0)™".

Dokaz. (1)

eceg = eg = fleg)f(eg) = fleg) =

= flec)f(e)feq)™ = flec)f(ec)™ = fleg) = en.

(i) Iz eg = xx7 ! slijedi ey = f(xx™!) = f(x)f(x7"). Dakle, f(x™!) = f(x)~".

Definicija 1.2.3. Za homomorfizam f : G — H, definiramo jezgru i sliku od f s
Kerf={xeG: f(x) =ey}
Imf={heH:h= f(x), zaneki x € G}.
Sljedeca lema i propozicija daju nam neka svojstva homomorfizama.

Lema 1.24. Neka su f : G — Hig : H — K homomorfizni grupa. Tada je nji-
hova kompozicija g o f : G — K takoder homomorfizam grupa. Stovise, ako su g, h
oba monomorfizmi (epimorfizmi, izomorfizmi), onda je g o f monomorfizam (epimorfizam,
izomorfizam).
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Dokaz. Za x,y € G imamo

(g o /Hxy) = g(f(xy) = g(f()f() = g(f (x)N(f () = (g o HX)N(g o /).

Ovdje smo koristili definiciju kompozicije funkcija i ¢injenicu da su g 1 f homomorfizmi.
Druga tvrdnja slijedi iz Cinjenice da je kompozicija dvije injekcije (surjekcije, bijekcije)
ponovno injekcija (surjekcija, bijekcija). O

Propozicija 1.2.5. Neka je f : G — H homomorfizam. Vrijede sljedeca svojstva.

(i) Ker f je podgrupa grupe G, a Im f je podgrupa grupe H.

(ii)
(iii)

Ako je x € Ker f i a € G, onda je axa™' € Ker f.

Homomrfizam f je injekcija ako i samo ako je Ker f = {eg}.

Dokaz. (1) Da bismo dokazali da je Ker f podgrupa grupe G, prema kriteriju podgrupe

(i)

(111)

je dovoljno dokazati daiz x, y € Ker f slijedi da je xy™' € Ker f, tj. daje f(xy™") = 1.
Imamo da je

Fy™) = fQfG™) = fFfO) ™ = enen = en.
Ovdje smo koristili definiciju homomorfizma, te (u trecoj jednakosti) lemu 1.2.2 (i1).
Analogno dokazujemo za Im f. Neka su y;,y, € Im f. Tada postoje x;, x, € G takvi
dajey; = f(x1)1y2 = f(x2), paje

s = fafn)™ = fanf(g)) = faxg).
Buduéi da je x;x;' € G, slijedi da je y;y;' € Im f. Dakle, Im f je podgrupa grupe H.

Neka je x € Ker fia € G. Tada je

flaxa™) = fl@)f®)fa™") = f(@enf@' = f@f(a)" = ey
Slijedi da je axa™' € Ker f.

Neka je Ker f = {eg}, te x,y € G takvi da je f(x) = f(y). MnoZenjem s f(y)~!
dobivamo

ey = fFOfO)™ = F)fO™ = fly™).

Dakle, xy~! € Ker f. Iz Ker f = {eg} slijedi da je xy~! = eg, odnosno x = y. Stoga je
f injekcija.
Obratno, neka je f injekcija. Bududéi da je f(eg) = ey, iz definicije injekcije slijedi
da je Ker f = {eg}.

O
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Sljedecu lemu ¢emo koristi kasnije u dokazu Nielsen-Schreierovog teorema.

Lema 1.2.6. Neka su Y i S grupe, ap : Y —- S i60:S — Y homomorfizmi takvi da je
¢0 = 1. Tada vrijede sljedece tvrdnje.

(i) Neka je preslikavanje p : Y — Y definirano s p = 0¢. Tada je pp = p i p(a) = a za
svaki a € Im@.

(ii) Neka je K normalna podgrupa grupe Y generirana skupom {y~'p(y) : y € Y}. Tada
je K = Ker ¢.

Dokaz. (1) Vrijedi da je

pp = (0p)(Op) = 0(ph)p = Op = p.
Neka je a € Im 6. Tada postoji b € S takav da je a = 6(b). Slijedi da je
pla) = (Bp)(a) = (Bp)(B(b)) = O((¢B)(B)) = (D) = a.
(ii) Pokazimo da za svaki generator vrijedi y~'p(y) € Ker ¢. Imamo da je
e(pM) = (PR = )~ (Php(y) =
= () '@y = es.

Slijedi da je K C Ker ¢.

Da bi smo dokazali obratnu inkluziju, primijetimo da je Ker¢p = Kerp, jer je 6
injekcija, Sto slijedi iz relacije g0 = 1g.

Neka je sada y € Ker ¢ = Ker p. Slijedi da je

y=yp H=0""p0 ™) eK.

Dakle, Ker¢ C K.
O

U nastavku ¢emo definirati normalne podgrupe, te pokazati na koji nacin iz ve¢ postojecih
grupa konstruirati nove grupe.

Najprije, neka je G grupa, a H neka podgrupa od G. Definiramo jednu relaciju ekvivalen-
cije na G X G na sljedeci nacin:

Vx,yeG x~yexH=yH o x'yeH
(Hx = Hy @ yx ' € H).
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Definicija 1.2.7. Klase na koje se raspada grupa G po relaciji ~ oznacavamo s xH (1j.
Hx) i zovemo lijeve (tj. desne) klase od G po ~. Skup svih lijevih (tj. desnih) klasa od G po
~ oznacavamo s G/H (4. H \ G).

Ako je card(G/H) < oo, taj broj oznacavamo s (G : H) i zovemo indeks od H u G.

Definicija 1.2.8. Neka je G grupa, te a € G. Konjugat od a je svaki element od G oblika
gag™', gdjeje g €G.

Definicija 1.2.9. Podgrupa N grupe G je normalna podgrupa, u oznaci H < G, ako za
svakin € N i za svaki g € G vrijedi gng™' € N.

Primijetimo da je svaka podgrupa komutativne grupe normalna podgrupa. Zbog toga se
normalne podgrupe proucavaju samo za nekomutativne grupe.

Lema 1.2.10. Podgrupa N grupe G je normalna podgrupa ako i samo ako je gN = Ng za
svaki g € G. Dakle, svaka desna klasa normalne podgrupe je i lijeva klasa.

Dokaz. Nekaje N < Gign € gN. Bududi da je N normalna vrijedi da gng™' € N. Neka
je n; = gng~'. Imamo da je gn = (gng™')g = mg € Ng. Dakle, gN C Ng. Za obratnu
inkluziju neka je ng € Ng. Buduéi da je N normalna, vrijedi g"'ng = g7'n(g™")! € N.
Neka je n, = g"'ng. Imamo da je ng = g(g~'ng) = gn, € gN. Dakle, gN = Ng.

Neka je sada gN = Ng. Tada za svaki g € G 1 za svaki n € N postoji n; € N takav da je
gn=mng, tj. gng”' € N zasvaki g € G. Slijedidaje N < G. o

Primjer 1.2.11. Neka je G grupa, a G’ njena komutatorska podgrupa. PokaZimo da je
G' 2G.

Trebamo dokazati da je gwg™ € G', za svaki g € G i za svaki w € G'. To je dovoljno
dokazati na generatorima, tj. za w oblika w = [x,y] za neke x,y € G. Imamo da je

glx,ylg™ = gxyx7'y g7 =
= (gxg (gyg Ngxg ) (gygH ' =
=[gxg ', gvg 1€ G

Sljedeci teorem, u kojem uvodimo kvocijentne grupe, daje nam nacin konstrukcije novih
grupa iz ve¢ postojecih grupa.

Teorem 1.2.12. Neka je G proizvoljna grupa i N < G. Tada je kvocijentni skup G/N s
operacijom
G/N X G/N — G/N definiranoms (xN,yN) — xyN
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grupa. Grupa G /N se zove kvocijentna grupa od G po N.
Nadalje, preslikavanje

n=ny:G — G/N definiranos x — xN

je epimorfizam grupa s jezgrom Kerm = N; m zovemo kanonski epimorfizam ili kanonska
surjekcija.

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da je dana operacija mnoZenja dobro definirana. Neka su dani
X1, X2, 91,2 € G takvidaje x;N=xN 1 y;N =y,N.

To je ekvivalentno s x7'x, € N iy;'y, € N. Zelimo dokazati da je x;y,N = xyy:N, §to je
ekvivalentno s y;'x;'x,y, € N. Buduéi da je N normalna podgrupa imamo da je

y[lxl_leyz = (yl_l(xl_lxz)yl)()’fl)h) €N.

Dakle, dana operacija je dobro definirana.
Dokazimo sada da je G/N grupa.
Asocijativnost: neka je xN,yN,zN € G/N. Tada je

(xNyN)zN = xyNzN = ((xy)2)N = (x(yz))N = xN(yz)N = xN(yNzN).

Neutralni element: pokazimo da je N neutralni element. Primijetimo da je N = eN. Neka
je xN € G/N. Tada je
(xN)(eN) = (xe)N = xN.

Inverzni element: tvrdimo da je za xN € G/N inverzni element x"'N € G/N. Imamo da je
xNx'N = (xx)N = eN = N.

Ocito je da je m homomorfizam grupa, te da je surjektivan. Naime, za klasu xN € G/N je
n(x) = xN. Pokazimo jos da je Ker7r = N. Imamo da je

Kermr={xeG:xN=esny=egN=N}={xeG:xeN}=N.
O

Poglavlje zavrSavamo s tri osnovna rezultata 0 homomorfizmima grupa; to su tzv. Teoremi
o izomorfizmima. Napomenimo da su ovi teoremi fundamentalni rezultati u teoriji grupa.

Teorem 1.2.13. (Prvi teorem o izomorfizmu)
Neka je f : G — H homomorfizam. Tada je Ker f < G, a preslikavanje

¢:G/Kerf — Imf definiranos ¢(gKerf)= f(g)

je izomorfizam, tj. G/ Ker f = Im f.
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Dokaz. Ve¢ smo u propoziciji 1.2.5 (i1) vidjeli da je Ker f < G.
PokaZimo sada da je preslikavanje ¢ dobro definirano. Neka je N = Ker f. Vrijedi da je

aN=bN o a'beN e fa'b)=ey ©
& fla) f(b) = ey © @(aN) = f(a) = f(b) = (bN).

PokaZimo sada da je ¢ izomorfizam. Prvo dokazujemo da je homomorfizam. Imamo da je

@(aNbN) = p(abN) = f(ab) = f(a)f(b) = ¢(aN)¢(DN).

Surjektivnost: ocito je Im¢ < Im f. Za obratnu inkluziju neka je y € Im f. Tada postoji
g € Gtakavdajey = f(g) = ¢(gN). Slijedi da je y € Im¢. Dakle, Im¢ = Im f, tj. ¢ je
surjekcija.

Injektivnost: neka je ¢(aN) = @(bN). Tada je f(a) = f(b), {j. ey = f(a)" f(b) = f(a~'b).
Dakle, a'b € N, odnosno aN = bN.

Buduci da je ¢ homomorfizam koji je ujedno i bijekcija, slijedi da je ¢ izomorfizam. O

Prije drugog teorema o izomorfizmu navodimo sljedecu propoziciju.

Propozicija 1.2.14. Ako su H i K podgrupe grupe G, te ako je jedna od njih normalna
podgrupa, onda je HK < G i vrijedi HK = KH.

Dokaz. Pretpostavimo da je K < G. Tvrdimo da je HK = KH. Ako je hk € HK, onda je
ky = hkh™' € K jer je K < G. Sada imamo da je hk = hkh™'h = kjh € KH. Slijedi da je
HK C KH.

Za obratnu inkluziju, neka je k, = h~'kh € K. Tada je kh = hh™'kh = hk, € HK. Dakle,
HK = KH.

DokazZimo sada da je HK podgrupa. Dokazujemo po definiciji.

Neutralni element: budu¢i da su H i K podgrupe, slijedi da je e € Hie € K, pa je
e =ee € HK.

Inverzni element: ako je hk € HK, onda je (hk)™' = k"'h' € KH = HK.

Zatvorenost na binarnu operaciju: ako je hik, hok, € HK, onda je

h1k1h2k2 € HKHK = HHKK = HK.
O

Teorem 1.2.15. (Drugi teorem o izomofizmu) Ako su H, K < G, te H < G, onda je HK < G,
HNK <K, te
K/(HNK) = HK/H.
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Dokaz. Buduci da je H < G, prema prethodnoj propoziciji je HK < G. Da je H < HK,
slijedi iz op¢enitije Cinjenice: akoje H < S <GiH < G,ondaje H < S.
Sada pokazujemo da za svaki xH € HK/H postoji k € K takav da je xH = kH. Primijetimo
da je xH = hkH, gdje je h € Hik € K. Imamo da je hk = kk™'hk = ki’, gdje je
I = k~'hk € H jer je H normalna. Dakle, xH = hkH = ki’ H = kH.
Slijedi da je funkcija f : K — HK/H definirana s f(k) = kH surjekcija. Stovise, f je
homomorfizam jer je restrikcija prirodnog homomorfizama = : G — G/H. Buduc¢i da je
Kerm = H, imamo da je Ker f = H N K. Slijedi da je H < K. Prema Prvom teoremu o
izomorfizmu je

K/(HNK)= HK/H.

O

Teorem 1.2.16. (Treci teorem o izomorfizmu) Ako su H i K normalne podgrupe grupe G,
te K< H, ondaje HKAG/Ki

(G/K)/(H/K) = G/H.

Dokaz. Definiramo f : G/K — G/H s f(gK) = gH. Primijetimo da je f dobro definirana,
jerza g, € G je g1K = gK ako i samo ako g”'g, € K < H. Dakle, gH = gH.
Preslikavanje f je surjektivni homomorfizam. Naime, neka su a, b € G. Tada je

f(@aKbK) = f(abK) = abH = aHbH = f(aK)f(bK).
Ocito je f surjekcija.

IzKerf={gK:gH=H}={gK:ge H} = H/K slijedi da je H/K < G/K. Budu¢i da je
f surjekcija po Prvom teoremu o izomorfizmu slijedi (G/K)/(H/K) = G/H O



Poglavlje 2
Slobodne grupe

2.1 Slobodne Abelove grupe

Vec¢ smo ranije spomenuli Abelove grupe. Prisjetimo se, to su grupe za koje vrijedi svojstvo
komutativnosti, tj. ako je G Abelova grupa, te a,b € G tada vrijedi ab = ba. U ovom
potpoglavlju ¢emo definirati slobodnu Abelovu grupu, a u sljedeCem potpoglavlju ¢emo
dati opéenitiju definiciju slobodnih grupa.

Najprije ¢emo reci nesto direktnoj sumi Abelovih grupa S, ..., S .

Definicija 2.1.1. Neka su S i T podgrupe Abelove grupe G. KaZemo da je G direktna
suma, u oznaci
G=SeoT,

ako je S + T = G (za svaki g € G postoje s € S,t € T takvidajeg=s+1)iS NT ={0}.
Propozicija 2.1.2. Neka je G Abelova grupa, te S,T < G. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne.
(i) G=Sa&T.
(ii) Svaki g € G ima jedinstven zapis g = s +1t, gdjeje s€ S,t € T.

(iii) Postoje homomorfizmi p : G — S i q : G — T zvani projekcije, tei : S — G i
j: T — G zvani injekcije, takvi da vrijedi

poi=1ls, goj=17, poj=0,
qoi=0, iop+jog=lg.

Dokaz. (i) = (ii) Po pretpostavci je G = § @ T, pa svaki g € G moZemo zapisati kao
g = s+t gdjejes € §,t € T. Pokazimo da je taj zapis jedinstven. Pretpostavimo

13
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suprotno, tj. da postoje s* € S, € T takvidajeg = " +¢. lzs+1¢t = s + 1 slijedi
s—s=t—-treSNT ={0}. Dakle, s = s/, t =¢.

(i) = (iii) Ako je g € G, onda postoje jedinstveni s € S, ¢ € T takvida je g = s + ¢. Slijedi
da su p i g, definirane s p(g) = s i g(g) = t, dobro definirane. Lako se provjeri da su to
homomorfizmi, kao 1 funkcije i i j definirane s i(s) = s 1 j(¢) = t. Zatim, imamo da je

(poi)(s) = p(i(s)) = p(s) =5 i

(iop+joq)g) =i(p(g)+jlq@) =i(s)+ j@)=s+1t=g.

Na isti nacin se dokazu i ostale tvrdnje.
(iii) = (i) Ako je g € G, iz jednadzbe 15 =io p + j o g slijedi da je

g=Gop)g)+(joq)g) €S +T,
jerjeS =ImiiT =Imj. O
ProSirimo definiciju direktne sume za n > 2.

Definicija 2.1.3. Neka su S, ..., S, podgrupe Abelove grupe. Definiramo konacnu direktnu
sumuS1®S,®...0 S, koristeci indukciju zan > 2

$105,9..85,1=0195,0..85,)® S ,.1.
Propozicija 2.1.4. Neka su S, ..., S, podgrupe Abelove grupe G takve da je
G=S1+..+85,,

1j. za svaki g € G postoje s; € S;, za svakii < n, takvida je g = 51 + ... + 5.
Sljedece tvrdnje su ekvivalente.

(l) G:S1@...®Sn.

(ii) Svaki g € G ima jedinstven zapis oblika g = s\ + ... + s,, gdje je s; € S, za svaki
i<n

(iii) Za svakii<njeS;,N(S1®..85,18S.1®..e5, =1{0}.

Dokaz. (i) = (ii) Dokaz provodimo indukcijom po n > 2. Bazu nam daje propozicija
2.1.2. Za korak indukcije definiramo

T=5050..05,.

Slijedi daje G = T & S ,,;;. Prema istoj propoziciji, ako je g € G, onda g ima jedinstven
zapis oblika g =t + 5,41, gdjejet € T 1 5,41 € S,,11. Pretpostavka indukcije kaze da ¢ ima
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jedinstven zapis t = 51+, +...+ 5, gdje je s; € §;, zasvaki < n. Dakle, g = s; + 55 +...+5,.
(i) = (iii) Pretpostavimodajex € S; N (S ® 5, ®...5;.1 ®S;11 ®...® S,). Tada je

xX=s5,€8; 1 X:ZS]', tj. O:—Si+ZSj.
J#i J#EL

Ali, 0 = 0+ 0 + ... + 0, pa zbog jedinstvenosti zapisa slijedi da je s; = 0 za svaki j < n.
Dakle, x = 0.
(7ii) = (i) Buduéidaje S,, 1 N (S1 + S, + ... +§5,) = {0}, slijedi da je

G=S8,0E1+...+5).

Prema pretpostavci indukcije je S1+ S, + ... +5, =5, 95,9 ...®S5,, jerzasvaki j < n
imamo

Sjﬂ(Sl+...+Sj_1+Sj+1+...+Sn)§Sjﬂ(Sl+...+Sj_1+Sj+1+...+S,,+Sn+1):{O}.
O

U definiciji 2.1.1 1 definiciji 2.1.3 smo definirali unutarnju direktnu sumu. Postoji joS
1 vanjska direktna suma Abelovih grupa S, ...,S,, definirana na Kartezijevom produktu
S1 X8, X ... xS, s binarnom operacijom

(S15eees Su) + (875 o0y 3) = (81 + STy ey S+ 5)).

U sljede¢em korolaru ¢emo dokazati da su ove dvije direktne sume ekvivalentne.

Korolar 2.1.5. Neka su S i T podgrupe Abelove grupe G. Ako je G = S & T, onda je
SeT =S5 xT.
Obratno, ako su S i T Abelove grupe, definiramo podgrupe S’ =S iT' =T od S X T na
sljedeci nacin

S ={(s5,0):5€8},

T ={,1) :teT}.
TadajeS xXT =S"&T'.

Dokaz. Definiramo f : S @ T — S X T na sljedeci naCin: ako je a € S @ T, tada po
propoziciji 2.1.2 element a ima jedinstven zapis a = s + ¢, pa je stoga f : a — (s, t) dobro
definirana funkcija. Pokazimo da je f homomorfizam. Nekaje b = 51+t € S ® T, tada je

fla+b)=f(s+D+(s1+0)=f((s+s)+@+1)) =
:(S+S1,l'+l1): (S,l)+(S1,l1) =

= f(a) + f(b).
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Da je preslikavanje f bijekcija slijedi iz jedinstvenosti zapis svakoga € S @ T.
Obratno, akojea = (s,1) € S X T,ondajea = (5,0) + (0,) € "+ T"1S' NT’' ={(0,0)}.
Dakle, S XxT =S"o&T’. ]

Sada moZemo dati definiciju slobodne Abelove grupe.

Definicija 2.1.6. Neka je F = (xy, ..., x,) Abelova grupa. Ako je
F = <X1> S...0 (-xn>,

gdje je svaki {x;) = Z, onda F zovemo (konacnogeneriranom) slobodnom Abelovom gru-
pom s bazom {xy, ..., x,}. OpCenitije, svaku grupu izomorfnu s F zovemo slobodnom Abe-
lovom grupom.

Primjer slobodne Abelove grupe je Z" = Z X ... X Z.
Zelimo definirati rang slobodne Abelove grupe kao broj elemenata baze. Prije toga moramo
provjeriti imaju li svake dvije baze slobodne Abelove grupe F' jednak broj elemenata.

Propozicija 2.1.7. Ako su Gy, ...,G, Abelove grupe i H; < G;, za svaki i < n, onda je
GieG,®...0G)/HeH®..®H,) =(G/H)® ... (G,/H,).
Dokaz. Definiramo f: G, @ .. G, — (G/H))®...®(G,/H,) s

(815> 8n) = (81 + Hi, oo, 8 + H,y).

Budu¢i da je f epimorfizam s Ker f = H; @ ... ® H,, tvrdnja slijedi iz Prvog teorema o
izomorfizmu. m|

Propozicija 2.1.8. Ako je F (konacnogenerirana) slobodna Abelova grupa, onda svake
dvije baze od F imaju jednak broj elemenata.

Dokaz. Ako je {xy,...,x,} bazaod F, onda je F = Z". Ako je {yi,...,yn} baza od F, onda je
F =7". Slijedi da je Z" = Z". Pokazimo da mora vrijediti m = n.

[2zZ"=Z&®Z&® ... Z (m-puta) slijedi da je 2Z" = 2Z & ... ® 2Z. Prema propoziciji 2.1.7
jeZ" 22" = (Z/2Z) & ... ® (Z/2Z). Stoga je |Z™ |2Z™| = 2.

Budué¢idaZ" = 72" = 2" /27" = (Z"/27Z"), imamo da je |2" /27" = |Z" /27", tj. 2™ = 2".
Slijedi da je m = n. O

Sada ima smisla definirati rang.

Definicija 2.1.9. Ako je F slobodna Abelova grupa s bazom {x, ..., x,}, onda n nazivamo
rang od F, uz oznaku rang(F) = n.
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Sljedeci teorem nam daje karakterizaciju slobodnih Abelovih grupa.

Teorem 2.1.10. Neka je F slobodna Abelova grupa s bazom X = {x, ..., x,,}, G proizvoljna
Abelova grupa, te vy : X — G neka funkcija. Tada postoji jedinstven homomorfizam
g F — G takav da je g(x;) = y(x;), za svaki x; € X.

Dokaz. Prema propoziciji 2.1.4 (i1), svaki element a € F ima jedinstven zapis

a= Z:‘ m;x;, gdje je m; € Z.

Definiramo g : F —» G s
g(@) = ) miy(x).
i=1

Ako je h : F — G homomorfizam takav da vrijedi h(x;) = g(x;), za svaki x; € X, onda
je h = g. Naime, dva homomorfizma koja se podudaraju na skupu generatora moraju biti
jednaka. O

Vrijedi li obrat prethodnog teorema? Potvrdan odgovor daje nam sljedeca propozicija.

Propozicija 2.1.11. Neka je A Abelova grupa koja sadrZi skup X = {x,..., x,}, te neka
za svaku Abelovu grupa G i svaku funkciju y : X — G postoji jedinstven homomorfizam
g : A — G, takav da je g(x;) = y(x;), za svaki x; € X. Tada je A = 7", tj. A je slobodna
Abelova grupa ranga n.

Dokaz. Nekasup: X — Aiq: X — Z" inkluzije. Budu¢i da je Z" Abelova grupa prema
pretpostavci postoji jedinstven homomorfizam g : A — Z" takavdaje go p = g.

Budu¢i da je Z" je slobodna Abelova grupa, prema teoremu 2.1.10 postoji jedinstven ho-
momorfizam i : Z" — A takavdaje ho g = p.

Tvrdimo da je g izomorfizam. Vrijedi daje ho go p = ho g = p. Prema pretpostavci je
h o g jedinstven takav homomorfizam. Ali, 1, je isto takav homomorfizam, pa slijedi da je
h o g = 14. Analogno se pokaZe da je g o h = 1. Stoga je g izomorfizam. O

2.2 Slobodne grupe

U prethodnom potpoglavlju su nam teorem 2.1.10 i propozicija 2.1.11 dali karakterizaciju
slobodnih Abelovih grupa, te su nam motivacija za sljedecu definiciju.

Definicija 2.2.1. Neka je F grupa i X C F. KaZemo da je F slobodna grupa s bazom X ako
za svaku grupu G i svaku funkciju f : X — G postoji jedinstven homomorfizam ¢ : F — G
takav da je ¢(x) = f(x), za svaki x € X.
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Postavlja se pitanje postoji li (ne-abelova) slobodna grupa. Postojanje slobodne grupe
¢emo dokazati tako Sto ¢emo konstruirati jednu takvu iz proizvoljnog nepraznog skupa X.
Nekaje X # 0, a X! takav daje XNX~! = (i postoji bijekcija X — X!, koju oznacavamo
sx— x L,
Alfabet na skup X definiramo s X U X~!'. Zan € N definiramo rije¢ na X duljine n > 1 kao
funkciju w : {1,...,n} = X U X', Rije¢ w zapisujemo na sljede¢i nadin: ako je w(i) = x7,
onda je
w=x{".x", gdiejex;€X, ae; =1,

Duljinu rije¢i w oznacavamo s |w|. Praznu rije¢ oznacavamo s 1. Duljina prazne rijeci je 0.
Svaka rije¢ ima jedinstven zapis, tj. ako su u = x{'..x; iv = y‘]i‘...yf;" rijeci, gdje je
xi,yj € X,tee; = x1i1d; = £1, zasvakii < n,j < m, onda je u = v ako i samo ako je
m=n,x;=y;ie; = fi.

€n

Definicija 2.2.2. Podrijec rijeci w = x7'...x;" je ili prazna rije¢ ili rijec oblika u = x;"...x§',
gdjejel <r<s<n.
Rije¢ w je reducirana ako je w = 1 ili w nema podrijeci oblika xx~" ili x™'x, gdje je x € X.

Definicija 2.2.3. Inverz rijeci w = x{'..x;" je rije¢ w™' = x,°"..x[“"

€n

Definicija 2.2.4. Neka suu = x{'..x;/ iv = yi" Y rijedi na X. Definiramo rije¢

€n

uv = x{'..x; yfl...yf,;”, (2.1)

tj. rijec uv je nastala dopisivanjem rijeci v do rijeci u s desne strane.
Za v = 1 definiramo ul = lu = u.

Prva ideja je definirati slobodnu grupu F kao skup svih rije¢i na X s operacijom definira-
nom relacijom (2.1). Neutralni element bi bila prazna rije¢ 1, a inverz naravno inverzna
rije¢. Problem je $to bi za neutralni element 1 trebalo vrijediti xx™! = 1 za svaki x € X.
Medutim, to oito ne vrijedi jer je |xx~!| = 2, dok je duljina prazne rije¢i jednaka 0. Taj
problem mozemo pokusati rijesiti tako da za elemente slobodne grupe uzmemo samo redu-
cirane rijeci na X. Ali, ¢ak i ako su u i v reducirane rijeci, uv ne mora nuzno biti reducirana
rije¢. Npr. neka su u = xyziv = z 'x rije¢i na X. Tada je uv = xyzz~'x i odito nije
reducirana rije¢. RjeSavanje tog problem uzimanjem za binarnu operaciju operaciju defi-
niranu relacijom (2.1) nakon koje je bi slijedilo reduciranje rijeci dovodi do poteSkocéa u
dokazivanju asocijativnosti.

Buduéi da Zelimo izjednaditi rije¢i oblika xx~! i 1, te rije¢i oblika xyzz~'x i xyx, javlja se
ideja definiranja neke relacije ekvivalencije na skupu svih rijeci na X.

1

Definicija 2.2.5. Neka su A i B rijeci na X, mogu biti i prazne, te neka je w = AB. Elemen-
tarna operacija je ili umetanje, tj. pretvaranje rijeci w = AB u rijec¢ oblika w = Aaa™'B,
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gdje je a € X, ili brisanje podrijeci od w oblika aa™, tj. pretvaranje rijeci w = Aaa™'B u
rije¢ AB.

S w — w’ oznacavamo da smo rije¢ w’ dobili iz rijeci w putem elementarnih operacija.

Definicija 2.2.6. Dvije rijeci u i v na X su ekvivalentne, u oznaci u ~ v, ako postoje rijeci
U= wi, W, ...,w, =V, te elementarne operacije

Uu=w — w) — .. W, =V

Klasu ekvivalencije rijeci w oznacavamo s [w].
Primijetimo da je xx™' ~1ix'x ~ 1, #j. [xx7'] =[1] = [x'x]

Ideja je definirati F kao skup svih klasa ekvivalencije. Najprije cemo dokazati neka svoj-
stva skupa svih rijeci na X 1 definirane relacije ekvivalencije.

Definicija 2.2.7. Neka je G neprazan skup i - binarna operacija na G. Kazemo da je (G, -)
monoid ako vrijedi asocijativnost, te G sadrZi neutralni element. Ako su skupovi S i S’
monoidi, onda je preslikavanje f : S — S’ homomorfizam ako zadovoljava:

f(xy) = f(0)f(y) za svaki x,y € S i f(es) = es-.

Lema 2.2.8. Neka je X neki skup, a W(X) skup svih rijeci na X (ako je X = 0, onda je
W(X) = {1}). Tada vrijede sljedece tvrdnje.

(i) Skup W(X) je uz operaciju definiranu relacijom (2.1) monoid.
(ii) Akojeu ~u' iv ~V, ondajeuv ~ u'v'.

(iii) Ako je G grupa i f : X — G funkcija, tada postoji homomorfizam f : W(X) —» G
koji proSiruje f, takav da iz w ~ ' slijedi da je f(w) = f(w') u G.

Dokaz. (i) Nekasux = x{'..x,/,y = y‘f‘ oy ez = z]f‘ .2 rije¢i na X. Tada je

€n ky

(xy)z = (x{'..x; y‘li'...yf,;")z’;‘,,,zr =

di kK

= x{ Lyl g =
| en Al dy ki ke —
=X X 00 ey egt) =
= x(y2).

Dakle, vrijedi (xy)z = x(yz) za svaki x,y,z € W(X), tj. zadovoljen je zakon asoci-
jativnosti. Skup W(X) sadrzi sve rijeCi na X, pajei 1 € W(X). Slijedi da je W(X)
monoid.
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(i) Neka su u,v € W(X). Kada elementarnu operaciju ¥ — u’ primjenimo na rije¢ uv
dobijemo rije¢ u’'v. Kada na rije¢ u’v primjenimo elementarnu operaciju v — V'
dobijemo u’v". Dakle, imamo da je

u — u'v—-u'v.
Slijedi da je uv ~ u'v'.
(ii1)) Nekaje w = xil...xZ" rije¢ na X. Definiramo f:WX)—>Gs
F@) = fa) e foa). 2.2)

Buduéi da w ima jedinstven zapis, funkcija f je dobro definirana.

Neka je u = y‘f’ oy rije¢ na X. Tada je

flww) = F)" o f) FOD e fFOm)™ = flw) fw).

Dakle, f je homomorfizam.

Neka je w ~ «’. Indukcijom po broju elementarnih operacija u lanci iz w u '
dokazujemo da je f(w) = f(w’).

Pretpostavimo da smo radili brisanje podrije¢i aa™!, tj. promatramo

w = Aaa™'B — AB, gdje su A, B podrijeci od w.

Tada imamo
f(Aaa™'B) = f(A) f(@)f(@)' f(B) = f(A)f(B).
Na sli¢an nacin dokazujemo za slu¢aj kada radimo umetanje podrijeci.
]

Propozicija 2.2.9. Svaka rije¢ w na skupu X je ekvivalentna jedinstvenoj reduciranoj
rijeci.

Dokaz. Ako je X = (0, onda postoji samo jedna rije¢ na X, prazna rijecC 1, a 1 je reducirana
rijec.

Neka je X # 0. Najprije dokazujemo da postoji reducirana rije¢ ekvivalentna s w. Ako w
nema podrije¢i oblika aa™', gdje je a € XU X!, onda je w reducirana rije¢. Inace, brisemo
prvu takvu podrije¢. Tako dobivamo novu rije¢ w;, koja moZe biti i prazna, te za koju
vrijedi |w| < |w|. Ako je w; reducirana rije¢ gotovi smo. Inace, ponavljamo postupak i
dobivamo novu kracu rije¢ w,. Budu¢i da duljina rijeci strogo opada, proces mora zavrsiti
s reduciranom rijeci ekvivalentnom s w (proces najdalje moze i¢i do prazne rijeci 1).

Da bismo dokazali jedinstvenost pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dvije reducirane
rije¢i u i v ekvivalentene s w, te proces elementarnih operacija

Uu=wy — w) — .. W, =V.
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MoZemo pretpostaviti da je n minimalan.
Bududi da su u i v reducirane prva operacija je umetanje podrijeci, dok je zadnja operacija
brisanje podrijeCi. Neka je prvo brisanje dano s w; — w;;;. Pretpostavimo da smo s

elementarnom operacijom w;_; — w; umetnuli podrije¢ aa

-1 azatim s w; — w;,, brisali

podrije¢ bb~!, gdje sua,b e X U X7\
Postoje tri slucaja.

@

(i)

(iii)

Ako su podrije¢i aa™! i bb™! od w; jednake, onda je w;_; = wi;; jer je wi,; dobivena
iz w;_; umetanjem podrije¢i aa™!, te zatim brisanjem iste. Dakle, imamo lanac

U=w; > wW; = .. > W1 =Wix1 ™ ... 2> W, =YV

koji je kraci od orginalnog najkraceg lanaca.

Ui bb~! preklapaju. To se moZe dogoditi na dva nacina. Prvi

Drugi slucaj je da se aa™
je daje

w; = Aaa'b7C,
gdje su A i C podrijeci od w;, te a™' = b, tj. a = b™'. Dakle, w; = Aaa"'aC. Stoga
je wi.; = AaC jer radimo umetanje aa™!, te wiy; = AaC jer brisemo bb™' = a”la.
Dakle, w;_; = w;;+; 1 uklanjanjem w; dobivamo kra¢i lanac.
Drugi nacin preklapanja je

w; = Aa”'aa”'C,

gdje je b~! = a, Sto takoder vodi do w;_; = w;4;.

1

Treéi slu¢aj je da se aa™! i bb™! ne preklapaju. Imamo da je

w;=Aaa'A"bb'C 1 wiy = Aaa”'AC,

gdje je bb™! postala podrije¢ od w; ranijim umetanjem ili bb~" ili b™'bu w;_; = XY,
gdje je j < i. Na taj na¢in smo dobili w; = Xbb™'Y ili w; = Xb~'bY. U prvom
slu¢aju podlanac w;_; — ... = w4 izgleda na sljede¢i nacin

XY > Xbb'Y - ... 5 Abb™'C - Aaa™'A”bb7'C = A’aa”'A”C,

gdje je A = A’A”. Ovaj lanac moZemo skratiti tako $to ne umetnemo bb~! &ime
dobivamo
XY - ... > AC - A'aa'A"C.

Jedini nacin na koji se, u slu¢aju da smo u rije¢ w;; = XY umetnuli 5~'b, moZe
dogoditi brisanje podrije¢i bb~! je ako je X = X’bili Y = b™'Y’. Akoje X = X'b,
onda je w;-y = X'bY, a w; = Xbb~'bY. Lanac

X'bY - X'bb'bY > ... > Abb'C = A’aa”'A"bb™'C — A'aa”'A”"C,
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gdje u procesima X’ — A i bY — C imamo samo umetanje, moZzemo skratiti tako
$to ne umetnemo b~'h Eime dobivamo lanac

X'bY — ... > AC — A'aa”'A"C.
Analogno radimo u slu¢aju kad je Y = b7'Y".

Buduéi da u svim sluajevima moZemo skratiti lanac za koji smo pretpostavili da je naj-
kraci, zakljuCujemo da takav lanac ne postoji. Dakle, ne postoje dvije razli¢ite reducirane
rijeci ekvivalentene s w, tj. w je ekvivalentna jedinstvenoj reduciranoj rijeci. O

U sljedecem teoremu konacno konstruiramo slobodu grupu s bazom X.

Teorem 2.2.10. Neka je X neki skup i F skup svih klasa ekvivalencije rijeci na X. Tada je
F uz operaciju [u][v] = [uv] slobodna grupa s bazom {[x] : x € X}.

Stovise, svaki element od F ima normalni oblik: za svaki [u] € F postoji jedinstvena
reducirana rije¢ w takav da je [u] = [w].

Dokaz. Ako je X = (0, onda W(X) sadrZi samo praznu rijec 1, paje F = {1}.
Pretpostavimo sad da je X # (0. U lemi 2.2.8 smo vidjeli da

u~u,v~v =ou~uv.

Slijedi da je operacija [u][v] = [uv] dobro definirana.
Prvo dokazujemo da je F grupa.
Asocijativnost: neka su [u], [v], [w] € F. Buduci da je asocijativnost zadovoljena u W(X)
vrijedi
[ul(IvIlw]) = [ullvw] = [u(vw)] = [(uv)w] = [uv][w] = ([ullvDIw].

Neutralni element: neutralni element je klasa [1] jer za svaki [u] € F vrijedi
[u][1] = [ul] = [u]
[11[u] = [1u] = [u].
Inverzni element: inverzni element od [u] € F je [u™'] € F jer je
L] ('] = (™) = [1] = [ u] = [u” " [u].

Dakle, F je grupa.
Sada ¢emo dokazati da je F slobodna grupa.
Ako je [w] € F, onda je
[w] = [x{'..x] = [x]']...[x],
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gdje e; = £1 1 x; € X, za svaki i < n. Dakle, ako svaki x € X identificiramo s [x], grupa F’
je generirana s X.

U propoziciji 2.2.9 smo dokazali da za svaki [w] postoji jedinstvena reducirana rije¢ u takva
da je [w] = [u]. Da bismo dokazali da je F slobodna grupa s bazom X, neka je f : X — G,
gdje je G. Definiramo ¢ : FF — G s

e(lx L D) = fe)™ e f ()™,

gdje je xi'...x;" reducirana rije¢. Sada, iz jedinstvenosti reducirane rije¢i u svakoj klasi
ekvivalencije slijedi da je funkcija ¢ dobro definirana. OCito ¢ proSiruje f. Neka je

FfiWX) -G
homomorfizam definiran u lemi 2.2.8 (formulom 2.2), a w reducirana rijec. Tada je

e([w]) = f(w).

Preostaje joS dokazati da je ¢ homomorfizam. Neka su [u], [v] € F, gdje su u 1 v reducirane
rijeci 1 neka je uv ~ w, gdje je w reducirana rijec. Tada je

e([ul[v]) = e([uv]) = p([w]) = f(w)

jer je w reducirana.
S druge strane je

e(uDe(v) = f@) fv) = f) = f(w)
jer su u, v reducirane i prema lemi 2.2.8
u ~w = f(uv) = f(a)).
Slijedi da je )
e([ullvD) = f(w) = e([uDe(vD.

Dakle, ¢ je homomorfizam. Jedinstvenost homomorfizma ¢ slijedi iz ¢injenice da X gene-
rira F. O

Buducdi da je svaka rije€ na X ekvivalentna jedinstvenoj reduciranoj rijeci, reducirane rijeci
moZemo uzeti za predstavnike klasa ekvivalencije. Stoga slobodnu grupu F moZemo pro-
matrati kao skup svih reduciranih rije¢i na X uz operaciju definiranu relacijom (2.1) nakon
koje slijedi redukcija.

Kao 1 kod obi¢nih grupa, i slobodne grupe Zelimo medusobno usporediti.

Propozicija 2.2.11. (i) Neka je X, baza slobodne grupe F,, a X, baza slobodne grupe
F,. Ako je f : Xi — X, bijekcija, onda postoji izomorfizam ¢ : F; — F, koji
proSiruje f.
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(ii) Ako je F slobodna grupa s bazom X, onda je F generirana s X.

Dokaz. (1) Bududi da je X, € F, moZemo uzeti da je f : X; — F,. Grupa je F; slo-
bodna grupa s bazom X, pa postoji jedinstven homomorfizam ¢; : F; — F, koji
prosiruje f.

Kako je f bijekcija, postoji inverzna funkcija f~! : X, — X;. Ponovno, zbog
X, C F,, mozemo uzeti daje f~! : X, — F,. S obzirom da je F, slobodna grupa s
bazom X, postoji jedinstven homomorfizam ¢, : F, — F; koji prosiruje f~'.
Slijedi da je ¢o¢; : F; — F, homomorfizam koji proSiruje 1x,. Medutim, identi-
teta 15, je takoder homomorfizam koji prosiruje 1y,, pa iz jedinstvenosti proSirenja
slijedi da je ¢2¢; = ly,. Analogno se dokazuje da je ¢, = lx,. Slijedi da je
homomorfizam ¢; bijekcija, tj. ¢; je izomorfizam.

(1) Neka je f : X; — X bijekcija, a F; slobodna grupa s bazom X; konstruirana kao
u teoremu 2.2.10. Slijedi da je F; generirana s X;. Prema (i) postoji izomorfizam
¢ 1 F; — F takav da je ¢(X;) = X. Bududi da X; generira F1, slijedi da ¢(X;)
generira Im ¢, tj. X generira F.

O

Kao 1 za slobodne Abelove grupe, 1 ovdje Zelimo definirati rang.

Lema 2.2.12. Ako je F slobodna grupa s bazom X = {xy, ..., x,}, onda je F|F’ slobodna
Abelova grupa s bazom X' = {x\F’, ..., x,F'}, gdje je F’ komutatorska podgrupa grupe F.

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji, X generira F. Stoga X’ generira F/F’. Po kriteriju
propozicije 2.1.11 dokazujemo da je F//F’ slobodna Abelova grupa s bazom X’.
Neka su
p:X—>F i p:X > F|F
inkluzije, 7 : F — F/F’ prirodno preslikavanje,

v:X — X' definiranas v(x) = xF’,

te y : X' — G, gdje je G Abelova grupa. Prema definiciji slobodne grupe, postoji jedins-
tven homomorfizam

g: F — G sasvojstvom gp =1y,
tj. g je prosirenje funkcije yv : X — G.
Definiramo

g FIFF -G s gWF)=gw).
Preslikavanje g’ je dobro definirano jer je G Abelova, pa slijedi da je F’ < Ker g. Imamo
da je

g'p'v=gnp=gp=ryr
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Buducdi da je v surjekcija, slijedi da je g’p’ = y. Konacno, g’ je jedinstveno takvo preslika-

vanje, jer ako preslikavanje g”” zadovoljava g” p’ = vy, onda su preslikavanja g’ 1 g jednaka
na generiraju¢em skupu X. Slijedi da su jednaka na F/F". O

Propozicija 2.2.13. Neka je F slobodna grupa s bazom X. Ako je |X| = n, onda svaka baza
od F ima n elemenata.

Dokaz. Premalemi2.2.12, F/F’ je slobodna Abelova grupa ranga n. Ako je s druge strane
{vi, ..., ym} neka druga baza od F, onda je F//F’ slobodna Abelova grupa ranga m. Prema
propoziciji 2.1.8 slijedi da je m = n. O

Sada moZemo definirati rang.
Definicija 2.2.14. Rang slobodne grupe F, u oznaci rang(F), je broj elemenata baze od F.

Propoziciju 2.2.11 (i) sada moZemo izraziti na sljede¢i nacin: dvije slobodne grupe su
izomorfne ako i samo ako im je jednak rang.
Sljedeca propozicija nam daje vezu izmedu slobodnih grupa i grupa opcenito.

Propozicija 2.2.15. Svaka grupa G je kvocijent slobodne grupe.

Dokaz. Neka je X skup za koji postoji bijekcija f : X — G (npr. f = 15 : G — G) 1 neka
je F slobodna grupa s bazom X. Prema definiciji slobodne grupe postoji homomorfizam
¢ : F — G koji proSiruje f. Preslikavanje ¢ je surjekcija jer je f surjekcija. Prema Prvom
teoremu o izomorfizmu slijedi da je G = F/ Ker f. O

Definicija 2.2.16. Prezentacija grupe G je uredeni par
G=XIR),

gdje je X skup, R skup rijeci na X, te G = F/N, gdje je F slobodna grupa s bazom X,
a N normalna podgrupa generirana s R, tj. podgrupa generirana sa svim konjugatima
elemenata iz R. Skup X zovemo generatorima, a skup R relacijama.

Propozicija 2.2.15 nam govori da svaka grupa ima prezentaciju.
Slobodna grupa s bazom X ima prezentaciju

(X10).

Dakle, u prezentaciji slobodne grupe nema relacija. Odatle potjece i naziv slobodne grupe,
tj. rjec je o grupi ,,slobodnoj od relacija .

Lema 2.2.17. Neka je F slobodna grupa s bazom X i neka je A C X. Ako je N normalna
podgrupa generirana s A, onda je F|N slobodna grupa.
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Dokaz. Tvrdimo da je F/N slobodna grupa s bazom B = {xN : x € X\ A}. Ocito B generira
F/N. Neka je G grupai f : B — G neka funkcija. Definiramo g: X — G s

eg, XEA.

f(xN), xeX\A,
gx) =

Bududi da je F slobodna grupa s bazom X, postoji jedinstven homomorfizam ¢ : F — G
koji prosiruje funkciju g.
Skup A generira N, pa slijedi da je N C Kerg. Stoga je preslikavanje ¢ : F/N — G
definirano s

G(YN) =¢(y) zayeF

homomorfizam. PokaZimo da @ proSiruje f. Akoje xN € B,zax € X \ A, onda je
P(xN) = ¢(x) = g(x) = f(xN).

Jedinstvenost homomorfizama @ slijedi iz ¢injenice da B generira F//N. O

2.3 Nielsen-Schreierov teorem

Nakon §to smo definirali slobodne grupe i naveli neka njihova osnovna svojstva, u ovom
potpoglavlju ¢emo dokazati jedan od fundamentalnih teorema o slobodnim grupa, Sto je i
cilj ovog rada. To je Nielsen-Schreierov teorem koji kaze da je svaka podgrupa slobodne
grupe takoder slobodna grupa. Za dokaz teorema je potrebno jos definirati poseban pod-
skup grupe koji nazivamo transverzala.

Definicija 2.3.1. Neka je S podgrupa grupe G. Transverzala € od S u G je podskup od G
koji sadrzi tocno jedan element (S b) € S b, za svaku klasu S b, te vrijedi €(S) = 1.

Neka je F slobodna grupa s bazom X, a § < F. Ako je dana transverzala £ od S u F, onda
za svaki x € X vrijedi da €(S b)x, £(S bx) € Sbx. Stoga je

tspx = L(SH)xE(Shx) ™ € S. (2.3)

Sada definiramo slobodnu grupu Y ¢iji bazu Cine yy, ., takvi da je preslikavanje definirano
S Yspx — Ispx Dijekcija. Definiramo homomorfizam

w:Y =S S Yspx = tspa-
Zatim, za svaku klasu S b definiramo funkciju

F — Y kojuoznatavamos u — u’?.
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Ove funkcije definiramo induktivno po [u| > 0, gdje je u reducirana rije¢ na X. Za svaki
x € X i za svaku lijevu klasu S b definiramo

159 =1, 2=y, HP =S 2.4)

Ako je u = x®v reducirana rije¢ duljine n + 1, gdje je € = %1, a |v| = n, definiramo

(x )Sb beb

Navedimo sada neka svojstva ovih funkcija.

Lema 2.3.2. (i) Za svakiu,v € F vrijedi (uv)S® = uStySo,

(ii) Za svakiu € F je (u™")S? = S )",

(iii) Ako je ¢ : Y — S homomorfizam definiran s

@ Ysox = tspx = LS H)XE(Sbx)™,
onda je za svakiu € F, (u’?) = €(S b)ut(S bu)™".

(iv) Funkcija®:S — Y, definirana s 6 : u — u® je homomorfizam, te vrijedi o6 = 1.

Dokaz. (i) Dokazujemo indukcijom po [u|, gdje je u reducirana rije¢. Ako je |u| = O,

onda je u = 1, te vrijedi (uv)S? = V5%, S druge strane je 152v5°! = 15, Dakle,

(MV)Sb _ quvau

Za korak indukcije neka je u = x*w. Tada je

(l/lV)Sb — (xg)Sb(WV)SbXE — (xs)SbWbegvaxgw

s)Swabxg S bu — (xsw)Svabu Sb Sbu.

:(_x V =u v

(i1) Tvrdnja slijedi iz
1= ISb (M u)Sb (u )Sb Shu~! )
(iii) Primijetimo da je ¢ homomorfizam jer je Y slobodna grupa €ije bazu ¢ine svi yg .
Ponovno dokazujemo indukcijom po |u| > 0.

Za praznu rije€ je
e(1°") = (1) = 1 = &SH 1S ™.

Za korak indukcije, neka je u = x®v, gdje je u reducirana rije¢. Tada je

e(u*?) = p(xV)°?) = @((x*)*v5P7) = p((x*)5P)p(1° )
= o((x*)S2)(S bx®)vE(S bxv)™!
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Postoje dva sluc¢aja ovisno o predznaku €. Ako je € = 1, onda je
o(u3?) = €(S b)xt(S bx)" €(S bx)ve(S bxv)™" = €(Sb)xve(Sbu)™" = €(Sb)ult(Sbu)™.
Ako je € = —1, onda je
@) = P(Vspr1.x)”VUS bx™ WS bx™v)™
= (LS bx xS bx~' x)™) T (S bx~ Wwe(S bx'v)™!
= 6Sh)x S bx~) S bx WS bxv) ™!
= (S b)xveS bx'v)™" = LS b)ul(Sbu)™.
(iv) Zau € S, definiramo 6 : S — Y s
0:u—us.
Sada, ako je u,v € §, onda je
Ouv) = wv)® = V3" = usVS = 0w)o(v),
jerzau € S imamo da je Su = § . Stoga je §# homomorfizam. Stovise, ako je u € S,
onda iz (iii) slijedi da je
00(u) = o) = €S Dul(S 1u) = u.
O

Korolar 2.3.3. Ako je S podgrupa slobodne grupe F, te € transverzala od S u F, onda
skup svih tsy, . razlicitih od 1 generira S.

Dokaz. Bududi da je ¢ = 1g, funkcija ¢ : ¥ — § je surjekcija. Slijedi da slike zg, .
generatora ys,, od Y generiraju Im¢ = S. Naravno, ako se u skupu generatora pojavi
prazna rije¢ 1, moZemo je izbaciti. O

Lema 2.3.4. Ako je { transverzala od S u F, onda je Ker ¢ normalna podgrupa grupe Y
generirana sa svim €(Sb)’.

Dokaz. Neka je N normalna podgrupa od Y generirana sa svim £(Sb)S, a K = Ker ¢. Neka
je 6 : S — Y definirana s u — °. Prema lemi 2.3.2 (iv) je 8 homomorfizam takav da je
@0 = 1. Stoga je prema lemi 2.2.17 K normalna podgrupa generirana s {y 'p(y) : y € Y},

gdje je p = Oyp.
Prema lemi 2.3.2 (i) je
YsbaPWshx) = Vsh (LS D)xE(Sbx)™°
= y5p LS D)’ XL (LS bx)~')*
= (g LS b)Y ysp LS bx) Y5 P*,
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jer prema definiciji funkcije u — u5° (formulom 2.4) vrijedi x5 = yg, . Stoga je

Yob 0 Osp0) = (5 LS DY ys5 IS bx)*) 7. (2.5)

Naime, prema lemi 2.3.2 (ii) je (£(Sbx)"")5?* = (£(Sbx)S)™!. 1z jednadzbe (2.5) slijedi da
y;}j’xp(ySb,x) € N,paje K <N.

Za obratnu inkluziju, prema jednadzbi (2.5) je £(Sb)° € K ako i samo ako je £(Sbx)’ € K.
Stoga se potrebana inkluzija moze dokazati indukcijom po [£(Sb)|, paje K = N. O

Sada ¢emo definirati posebanu transverzalu: Schreierovu transverzalu. Naime, ona nam je
klju¢na za dokaz naSeg teorema, jer ¢e nam bazu podgrupe Ciniti fg,, , definirani u jednadzbi
(2.3) uz Schreierovu transverzalu.

Definicija 2.3.5. Neka je F slobodna grupa s bazom X, te S podgrupa od F. Schreierova
transverzala je transverzala € sa svojstvom da, ako je £(Sb) = x7' x5...x;" reducirana rijec,

onda je svaki pocetni segment x{'...x7", za 1 < k < n, takoder element transverzale.
Lema 2.3.6. Schreierova transverzala postoji za svaku podgrupu S slobodne grupe F.

Dokaz. Definiramo duljinu klase S b, uz oznaku S b|, kao minimalnu duljinu elemenata
sb € Sb. Indukcijom po |S b| dokazujemo da postoji predstavnik £(Sb) € Sb takav da je
svaki njegov pocetni segment predstavnik klase krace duljine.

Pocinjemo definiranjem £(S') = 1. Za korak indukcije neka je [Sz| = n + 11ux® € Sz, gdje
jee = =1,alux’| = n+ 1. Slijedi da je |S u| = n. Naime, ako bi bilo |Su| = m < n, postojao
bi predstavnik v duljine m. Tada bi vx® bio predstavnik od $ z duljine manje od n+ 1. Prema
indukciji, postoji b = £(S u) takav da je svaki njegov pocetni segment takoder predstavnik.
Definiramo €(S z) = bx®. m|

Teorem 2.3.7. (Nielsen-Schreierov teorem)

Svaka podgrupa S slobodne grupe F je slobodna grupa. Preciznije, ako je X baza od F,
a t Schreierova transverzala od S u F, onda bazu od S C&ine svi tgy,, = €(Sb)xt(Sbx)™!
razliciti od 1.

Dokaz. Neka je 6 : S — Y definirano kao u lemi 2.3.2 (iv). Tada je je 6 = 1g, pa je ¢
surjekcija, tj. Im¢ = S. Stoga je prema Prvom teoremu o izomorfizmu S = Y/K, gdje je
K = Ker ¢. Prema lemi 2.3.4, K je normalna podgrupa od Y generirana sa svim (S b)’, te
je prema lemi 2.2.17 dovoljno dokazati da je K jednaka normalnoj podgrupi T generiranoj
sa specijalnim ys, ,, tj. onima za koje je ¢(ysp.) = tspr = 1. OCito je T < K, pa je
dovoljno dokazati obratnu inkluziju.
Indukcijom po [£(S v)| dokazujemo da je £(Sv)® rije¢ na specijalnim yg, .
Zalt(Sv)|=0je

{Sv)=4(S) =1,
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Sto je rijeC na specijalnim ygp ;.
Ako je |[€(Sv)| > 0, onda je
((Sv) =ux®, gdjejee = =1, alul < £(Sv).

Bududi da je ¢ Schreierova transverzala, slijedi da je u takoder element transverzale:
u = {(Su). Prema Lemi 2.3.2 (1) je

f(SV)S — MS (xs)Su'

Po pretpostavci indukcije, #® je rije¢ na specijalnim yg, ., pa je stoga u® € T.
Preostaje dokazati da je (x°)" rije¢ na specijalnim ygy, ,.
Ako je £ = 1, onda je (x*)5* = x5 = yg, .. Bududi da je £(Sux) = ux, jerje v = ux,at
Schreierova transverzala, imamo
COsux) = tsux = LS WS ux)™ = ux(ux)™ = 1.

Slijedi da je x* € T.
Ako je € = —1, onda imamo

@™ = @) = G
Dakle,

(") = (s )™ = [ESux )l Sux™' 017" = [L(Sux™)xb(Sw)] ™,
Budud¢i da je ¢ Schreierova transverzala, imamo da je
CSuy=u i Sux')y=£6Sv)=v=ux"

Dakle,

@)™ =[x " = 1,
Slijedi da je (x )5 € T, paje £(Sv)* € T. Dakle, T = K. i

Slijedi nekoliko posljedica prethodnog teorema. Sljedeci korolar pokazuje da podgrupa
kona¢nogenerirane grupe nije nuzno kona¢nogenerirana.

Korolar 2.3.8. Ako je F slobodna grupa ranga 2, onda je komutatorska podgrupa F' grupe
F slobodna grupa beskonacnog ranga.

Dokaz. Neka je {x,y} baza grupe F. Buduci da je prema lemi 2.2.12 F/F’ slobodna Abe-
lova grupa s bazom {xF’, yF’}, svaka klasa F’b ima jedinstvenog predstavnika oblika x"y",
gdje je m,n € Z. Slijedi da je transverzala definirana s £(F’b) Schreierova transverzala jer
je svaka podrijec€ rijeci x"'y" jednakog oblika.

Ako je n > 0, onda je £(F’y") = y", dok je £(F'y"x) = xy" # y"x. Stoga postoji be-
skonatno mnogo elemenata fgy. , = C(F'y")xt(F 'y"x)™' # 1, pa tvrdnja slijedi prema
Nielsen-Schreierovom teoremu. O
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Iako proizvoljna podgrupa kona¢nogenerirane grupe nije nuzno konacnogenerirana, sljedeci
korolar pokazuje da podgrupa kona¢nog indeksa mora biti kona¢nogenerirana.

Korolar 2.3.9. Ako je F slobodna grupa konacnog ranga n, tada je svaka podgrupa S
grupe F konacnog indeksa j takoder konacnogenerirana. Preciznije, rang(S) = jn— j+ 1.

Dokaz. Nekaje X = {xy,...,x,} bazaod F, a £ = {{(Sb)} Schreierova transverzala. Prema
Nielsen-Schreierovom teoremu, S je slobodna grupa ¢iju bazu Cine fg,, x # 1, gdje je
x € X. Budu¢i da postoji j izbora za Sb i n izbora za x, slijedi da baza od § moZe imati
najviSe jn elemenata. Dakle, rang(S) < jn, paje S konacnogenerirana.
Za uredeni par (S b, x) kazemo da je trivijalan ako je 5, . = 1, tj. ako je £(Sb)x = {(S bx).
Pokazat ¢emo da postoji bijekcija ¢ izmedu familije klasa {Sb # S} i trivijalnih uredenih
parova, tako da postoji j — 1 trivijalnih uredenih parova odakle Ce slijediti da je
rang(S)=jn—-((G-1)=jn—-j+ 1.
Za Sb # S imamo da je £(Sh) = b = ux®. Bududi da je ¢ Schreierova transverzala, slijedi
da je u € £. Definiramo (S b) na sljedeci nain
S b b = 1’
Sury = S0
Sux",x), e=-1.
Primijetimo da je (S ux®) trivijalan uredeni par. Ako je € = 1, onda je
{(Sux)=€(Sb) =b = ux.

Stoga je ((Su)x = uxits,, = 1.
Ako je £ = —1, onda je
£(Sbx) = €(Sux""x) = €(Su) = u,

paje ((Sh)x =bx=ux"'x=uits,, = 1.
Da bismo vidjeli da je ¢ injekcija, pretpostavimo da je

Y(Sbhb)=y(Sc), gdieje b=ux®, c=w', zax,yeX, tee==1,n==I.
Postoje Cetiri mogucnosti ovisno o predznacima € i n. To su
Su,2)=(Sv,y),  (Su,x)=(Svy™, ),
Sux',x)=Sv,y), Sux',x)=Svy ™, y).

U svakom slucaju iz jednakosti uredenih parova slijedi x = y.
Ako je (Su,x) = (Sv,x),onda je Su = Sv. Slijedi da je

Sb=Sux=Svx==Sc.
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Akoje (Su,x) = (Svx~!,x),ondaje Su = Svx' = Sc. Stogaje £(Su) = £(Sc) = c. Buduéi
da je (Su, x) trivijalan ureden par vrijedi £(S u)x = €(Sux) = b. Slijedi da je

b=0Sux=cx=vx'x,

Sto je kontradikcija s ¢injenicom da je b reducirana rije€. Na sli¢an nacin se pokaZe da ne
moze vrijediti (Sux~!, x) = (Sv, x).
Kona¢no, ako je (Sux~', x) = (Svx~!, x), onda je

Sh=Sux'=Svx' =Sc.
Pokazimo da je ¢ surjekcija. Neka je (Sw, x) trivijalan ureden par, tj. takav da je
LSw)x =wx = £(Sw).

Imamo dajew = ux®, gdjejeu € {ie = +1.
Ako je € = 1, onda je y(Swx) = (Sw, x), a ako je € = —1, onda je

Y(Su) = Sux',x) = (Sw,x).
Od

Korolar 2.3.10. Postoje neizomorfne konacnogenerirane grupe G i H, takve da postoji
podgrupa grupe G izomorfna s H i postoji podgrupa grupe H izomorfna s G.

Dokaz. Ako je G slobodna grupa ranga 2, a H slobodna grupa ranga 3, onda je G ¥ H.
Ocito je G izomorfna podgrupi grupe H (prema propoziciji 2.2.11 (i) dvije slobodne grupe
su izomorfne ako imaju jednak rang). S druge strane komutatorska pogrupa G’ grupe G je
beskonacnog ranga. Dakle, G’ ima slobodnu podgrupu ranga 3. Stoga i G ima podgrupu
ranga 3 i ta podgrupa je izomorfna grupi H. O
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Sazetak

U ovom radu dokazujemo jedan od fundamentalnih rezultata o slobodnim grupama. To
je Nielsen-Schreierov teorem, koji kaze da je svaka podgrupa slobodne grupe takoder slo-
bodna grupa.

Najprije cemo definirati grupu, podgrupu, generiranu podgrupu, normalnu grupu, te kvoci-
jentne grupe koje nam govore kako iz ve€ postojece grupe konstruirati novu grupu. Takoder
¢emo definirati homomorfizam izmedu grupa, i posebno izomorfizam, koji nam omogucuju
da usporedimo grupe, te dokazati tri teorema o izomorfizmima.

U drugom ¢emo dijelu najprije definirati direktnu sumu Abelovih grupa preko koje ¢emo
definirati slobodnu Abelovu grupu i njenu bazu. Karakterizacija slobodnih Abelovih grupa
nam je motivacija za opCenitu definiciju slobodnih grupa. Postojanje ne-abelove slobodne
grupe dokazat ¢emo tako Sto ¢emo je konstruirati iz proizvoljnog nepraznog skupa, koji ¢e
biti baza za tu slobodnu grupu. Zatim éemo definirati transverzalu i posebno Schreierovu
transverzalu preko koje definiramo bazu za podgrupu slobodne grupe. Na kraju ¢emo na-
vesti nekoliko posljedica Nielsen-Schreierog teorema.



Summary

In this thesis we prove one of the fundamental results about free groups. That is the
Nielsen-Schreier theorem, which says that every subgroup of free group is also free group.
First, we define a group, a subgroup, a generated subgroup, a normal subgroup and quoti-
ent groups which allows us to construct a new group from given group. We will also define
a homomorphism between groups, and specially an isomorphism, and prove the three iso-
morphism theorems.

In second part, first, we define a direct sum, which allows us to define a free abelian group
and its basis. The characterisation of free abelian groups is our motivation for more general
definition of free groups. We prove existence of non-abelian free group by constructing it
from some nonempty set, which is a basis for that free group. Than, we define a transver-
sal, and specially Schreier transversal, which allows us to define a basis for a subgroup of
free group. In the end, we give some applications of the Nielsen-Schreier theorem.
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