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Uvod

U ovom radu navodi se i dokazuje karakterizacija nehomogenih Soboljevljevih prostora
WP (R") i homogenih Soboljevljevih prostora W”** (R") pomocu vali¢a, odnosno pomoéu
koeficijenata funkcije, tj. distribucije, u pripadnoj vali¢noj bazi.

U[T] poglavlju uvodi se pojam Haarove funkcije te vjerojatnosni model koji se koristi u
dokazu karakterizacije. Zatim se uvodi pojam ortonormirane valicne baze te se navodi joS
jedan oblik ortonormirane baze za koji se dokaZe da je opcenitiji oblik od vali¢ne baze. Za
taj dokaz potrebne su dvije tehnicke leme koje se takoder iskazuju i dokazuju.

U2l poglavlju definiraju se Fourierova transformacija i Schwartzov prostor, koji su
potrebni kako bi se definirali nehomogeni i homogeni Soboljevljevi prostori. Zatim se
navode joS neke definicije i rezultati potrebni za dokaz karakterizacije.

U3l poglavlju iskazuje se i dokazuje karakterizacija Lebesgueovog prostora L7 (R"),
koji je poseban tip nehomogenog, odnosno homogenog Soboljevljevog prostora za s =
0. Zatim se u dva slucaja iskazuje i dokazuje karakterizacija prostora W”** (R") pomocéu
valica, a potom 1 pomocu koeficijenata koji pripadaju opcenitijem obliku od baze. Nakon
toga slijede iskaz 1 dokaz karakterizacije prostora WP (R"). U posebnom odjeljku na kraju
poglavlja pregledno su napisane sve karakterizacije.



Poglavlje 1

Valici

1.1 Haarove funkcije

Definicija 1.1.1. Neka je n € N. Elemente familije

7= {2‘jn[k,-,k,-+ 1) :jeZ,(kl,kz,...,kn)EZ”}

i=1

nazivamo (n-dimenzionalnim) dijadskim intervalima i/i (n-dimenzionalnim) dijadskim koc-
kama.

Dijadsku kocku oblika 277 l_l [k:, k; + 1) Cesto ¢emo zbog jednostavnosti oznacavati s

i=1
277 [k k+ 1y ili s [277k, 277 (k + 1)) pri Gemu je k = (k1. ka. ... . k).

Dijadske kocke zadovoljavaju jedno zanimljivo svojstvo: ako dvije dijadske kocke
imaju zajednicki presjek, onda je jedna kocka sadrZzana u drugoj. Preciznije zapisano,
zasvel,J € I zakojeje INJ # O vrijedi I C J ili J C I. Nadalje, za svaki j € Z postoji
jedinstvena dijadska kocka J volumena |J| = 27 koja sadrZi I.

Definicija 1.1.2. Neka je I € 1 proizvoljan i oblika I = |a, b), za neke a,b € R. Oznacimo
+b +b
a a , b>. Defini-

lijevi podinterval od I s I, := |a, i desni podinterval od I s I, :=

ramo Haarove funkcije nad intervalom I na sljedeci nacin:

1
1 —, X€l,

h(x) == —=1;(x) ={ I
Vil 0, x¢I
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1 7
7 () = 1) = _ﬁ, xel,

0, X¢11U1r.

hy(x) =

Pomocu ove definicije moZemo uvesti pojam Haarove funkcije definiramon na skupu
R" za proizvoljan n € N.

Definicija 1.1.3. Neka je n € N proizvoljan. Za I € I oblikal = I} X I, X ... X I, pri

cemusul, I, ..., I, standardni dijadski intervali (elementi od I u slucajun = 1), te za € =
(e1,6,...,€) €{0,1}", definiramo Haarovu funkciju nad I u tocki x = (x1, x2,...,%,) € R"
kao

B0 = B G o) 1= [ [ BG0) = B G - B - B ).

i=1

Primijetimo da za € € {0, 1}" \@ vrijedi

fhf(x)dx: 0 zasvel e 1. (1.1)

RV!

Naime, po definiciji Haarove funkcije te po Fubinijevom teoremu integral ove funkcije
svodi se na n-Clani produkt integrala Haarovih funkcija jedne varijable, a zbog € # 6 barem
jedna od tih funkcija podudara se s funkcijom h}i za neki dijadski interval /;,1 < i < n.

Kako je |(1;),| = |(I),], po definiciji funkcije h}[ je jasno da je fh}i(x)dx =0, pajei

R
cjelokupni produkt jednak nuli.

1.2 Vjerojatnosna struktura

Za dokaz karakterizacije L” (R") prostora za p € (1, o) trebat ¢e nam i odredena vjero-
jatnosna struktura. Promatrani skup je Q := ({—1,1})’*, a o-algebra ¥ na tom prostoru
je o-algebra koja je generirana cilindrima (viSe o njima nalazi se u [9]). Time smo dobili
izmjeriv prostor (€2, ) na kojemu zadajemo vjerojatnosnu mjeru u takvu da za sve I € 1
izasve € € E vrijedi

u({w = (wif),,d €EQ:w; = —1}) = ,u({w = (wif),,ef €EQ:w; = 1}) = %

€'eE €eE
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Takoder, neka za svaki m € N i za sve iy, i, ....,0,, € {—1,1}, 11, L5, ....1, € I, €, 6, ....,€, €

E vrijedi
el et =) =Tt =)
k=1

Intuitivno, jednako je vjerojatno da proizvoljna komponenta elementa w € €2 poprimi vri-
jednost —1 1 1 te su takoder sve razlicite komponente od w medusobno nezavisne.

1.3 Validi

Definicija 1.3.1. Multirezolucijska analiza ili skraceno MRA je niz (V.,-)jeZ zatvorenih pot-

prostora od L* (R") koji zadovoljava sljedeca svojstva

1. V;C Vi zasve jE€Z,

2. fe€V;akoisamo ako je f(2-) € Vi za svaki f € L*(R") i za sve j € Z,
3. f € V,yako i samo ako je f (- —k) € Vy za svaki f € L*> (R") i za sve k € Z",
4 (V=

Jj€Z
s | vi=12@y,

JEL
6. postoji funkcija ¢ € Vi s kompaktnim nosacem takva da je familija funkcija

{o (- = k) : k € Z"} ortonormirana baza prostora V.
Funkciju ¢ iz 6. svojstva nazivamo skaliraju¢om funkcijom dane multirezolucijske analize.

Definicija 1.3.2. Neka je r € Ny i E skup kardinalnog broja |E| = 2" — 1. Elemente familije
{y© : € € E} nazivamo generatorima vali¢ne baze reda r ili osnovnim vali¢ima reda r ako
za svaki € € E vrijedi

1. nosac funkcije ¢ je kompaktan,
2. 0y e L (R") za sve a € N takve da je |a| < r,

3. za svaki m € Ny postoji C,, > 0 takav da za sve a € N, takve da je |a| < r i za sve

C,,
x € R" vrijedi |0"y*(x)| < Ttlx |)m’
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4. fx"l,//e(x)dx = 0 za sve @ € N takve da je |a| < r

Rn

te je familija funkcija {2}12] e (2j . —k) cjeZ,keZ' ec E} ortonormirana baza prostora

L? (R"). Ortonormirana baza prostora L* (R") iz ove definicije naziva se ortonormiranim
valiénim sistemom /i ortonormiranom valicnom bazom.

Zbog jednostavnijeg zapisa za j € Z,k € Z" i € € E uvodimo ¥, := 2’7’2]1/16 (2j . —k).
U ovom radu koristit ¢emo 1 indeksaciju pomocu dijadskih intervala. To¢nije, za dijadski
interval I € I oblika I = [Z_jk, 27k + 1)) uvodimo oznaku ¢; := y¢,. Uotimo, ako
je nosa¢ funkcije ¥ sadrzan u zatvaracu skupa [0, 1)", onda je nosa¢ funkcije ¢ sadrzan
upravo u zatvaracu skupa /. Uistinu, po definiciji funkcije ¢/, za x € R" je ¢/j(x) # 0 ako i
samo ako je 2}1’211//e (2jx - k) + 0, a to vrijedi ako i samo ako je 2/x — k € [0, 1)", odnosno

ako i samo ako je x € [2‘jk, 27k + 1)) = I. Time ova notacija dobiva prakti¢nu ulogu
- direktno iz notacije prepoznajemo nosa¢ odgovarajuceg elementa ortonormirane vali¢ne
baze.

Za svaku multirezolucijsku analizu (Vj)jeZ moguce je konstruirati pripadnu skalirajucu

funkciju, odnosno pripadni ortonormirani valiéni sistem {l//;’k cjeZkeZ' ecE } (detalji
se nalaze u [6]). Takoder je moguce zahtijevati dodatna prakti¢na svojstva, izmedu ostalog
1 proizvoljnu glatkocu elemenata ortonormirane valicne baze (odnosno pripadnost klasi
funkcija C" (R") za proizvoljan r € N). Ovaj rezultat trebat ¢e nam za dokaz karakterizacije
homogenog Soboljevljevog prostora, a dokaz se moZe pronaéi u [3l].

Teorem 1.3.3. Za svaki r € Ny postoje multirezolucijska analiza (Vj)jeZ i njoj pridruZen

ortonormiran valicni sistem {‘/’ik cje€Z kel ec E} koji zadovoljava
1. skalirajuca funkcija ¢ je klase C" (R") i ima kompaktan nosac,

2. za svaki m € Ny postoji konstanta C,, > 0 koja ovisi samo o m takva da za svaki
€ € E i za svaki multiindeks « € N, || < r vrijedi

Cn
[0%p(x)| < T3 o za svex €R",

3. fgo(x)dx =1,

Rn

4. za svaki € € E funkcija Y je klase C" (R") i ima kompaktan nosac,
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5. za svaki m € Ny i za svaki multiindeks o € Ny, |a| < r postoji konstanta C,, > 0 koja
ovisi samo o m i za koju vrijedi

Cn
[0%p(x)| < G za svex€R"za svee € E,

6. za svaki multiindeks o € Ny, [a] < rizasve j€Z,k € Z" i € € E vrijedi

f x"tpj’k(x)dx =0

R}’l

Po definiciji ortonormirane baze normiranog prostora, dobivamo da za svaku funkciju
f € L (R") vrijedi
f) = ) @i (12)

Iel
ecE

za skoro svaki x € R", pri ¢emu je ] = (f,¥/]) > za sve I € 1. Pritom jednakost vrijedi
u prostoru f € L (R"), odnosno pripadni red konvergira u prostoru f € L*(R"). Pritom
je rije¢ o bezuvjetnoj konvergenciji, odnosno red konvergira neovisno o poretku sumacije
- S§to nam 1 odgovara obzirom na ¢injenicu da na skup Z nismo uveli uredaj pa na prvu
nemamo odredeni poredak sumacije. No, po teoremu 6. 14. iz odjeljka 5. 3. knjige [6] ova
jednakost vrijedi i u L” (R") prostoru ako je f € L” (R") za p € (1, o), pri ¢emu je i dalje
konvergencija navedenog reda bezuvjetna.

Ista jednakost ne vrijedi ako je p = 1 ili p = co. Naime, ako je f € CJ(R") C

L' (R") takva da je f f(x)dx = 1 te da zadovoljava promatranu jednakost, integriranjem

Rll
iste jednakosti te koristeci 3. svojstvo iz definicije [1.3.2] za @ = 6, dobivamo jednakost

1 = 0 koja nas dovodi do kontradikcije. Slicno, za f = 1 € L™ (R"), koristeci isto svojstvo

dobivamo da za sve I € I iza sve € € E vrijedi (f,¥7) 2@y = | ¢¥7(x)dx = 0, a onda iz

Rn
jednakosti direktno slijedi 1 = 0, Sto je nemoguce.
Ovaj problem moZe se izbjeci uz nesto opcenitiji zapis. Moguce je odabrati funkcije ¢
i Y€ za € € E koja zadovoljavaju slicna svojstva kao i iz definicije

1. funkcije ¢ i ¥°, € € E imaju kompaktne nosace,
2. 09,0y € L (R") zasve @ € N takve daje o] < rizasve e € E,

3. za svaki m € Ny postoji C,, > 0 takav da za sve € € E, za sve @ € Nj takve da je

C,
e 110" ()] < G

lo] < rizasve x € R" vrijedi [0%¢(x)| < I+

||)
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4, fx"t/f(x)dx =0zasvea € Njtakvedaje|a| <rizasveec€ E,

Rn

5. f d(x)dx =1
Rr

te je familija funkcija{¢ (- — k) ,yj : k€ Z",1 € 1,|I| < 1, € € E} ortonormirana baza pros-
tora L2 (R"). Tada vrijedi jednakost

f0 =Y Bo-b+ > i) (1.3)
keZn Ie_gé|1E|§1

za skoro svaki x € R”, pri ¢emu je 8, = f SOy —k)dyzak € Z" te af = f FOWs)dy
R R

zal € 1,]I| < 11i€ € E. Pritom ova jednakost vrijedi i u drugim prostorima oblika L” (R")
za p € (1, 00).

Pokazimo da jednakost (I.3)) povlaci jednakost (I.2)). Ako za proizvoljan j € Z u
jednakosti umjesto funkcije f promatramo funkciju x +— f (2‘jx) te napravimo

zamjenu varijabli x —> 2/x, dobivamo jednakost

f@ =) Bo2x-k)+ D e,
keZ! IeT. ’l 222—'1./

za skoro svaki x € R” te uz analogno definirane koeficijente g, = 2"/ f FOeRIy — k)dy
R}l

zak € 7" te o) = ff(y)wj(y)dy zal € I,|I| < 27" i e € E. Promotrimo §to se
Rn

dogada kada j — —oo. Za drugu sumu, kako izraz pod sumom ne ovisi o j, vrijedi

Jj—— “ . :
E ai(x) — E asyi(x), Sto se podudara s desnom stranom jednakosti (1.2)).
IeT |1|<2™ Iel
€cE eeE

Za odredivanje limesa prve sume potrebne su nam leme i[1.3.5] ¢iji su iskazi nave-
deni nakon ovog raspisa. Oznalimo funkciju K(x,y) := Z ¢ (x—k)p(y—k). Vrijedi

kez"
K € L (R" x R") bududi da je ¢ € L™ (R") s kompaktnim nosacem, pa je suma u definiciji

funkcije K konacna, a onda i ograni¢ena. Nadalje, za sve x,y € R" vrijedi

CZ

n+1

(1 + x = kD™ (1 + |y — k™!

Kyl < Y g = blfer—H] < )

kezZl kezZl
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ce, _ ce, e,
(1 + |22 )"” Q+x—y)"™" T A+ =)™
Pritom smo koristili pretpostavku |¢(x)| < i+ | G koja vrijedi za sve m € Ny i1 za sve
1
x € R" te lemu |1.3.5| za funkciju x’ +— W koja trivijalno zadovoljava trazene
+ x)"

pretpostavke.
Pokazali smo da ovako definirana funkcija K zadovoljava pretpostavke [1.3.4] stoga
pustanjem j — —oco dobivamo jednakost (1.2)).

Lema 1.3.4. Neka je K € L™ (R" X R") funkcija za koju postoji konstanta C > 0 takva da

za sve x,y € R" vrijedi |K(x,y)| < . Nadalje, za p € {1,0) i A > 0 neka je

(1 +Jx—yh"!
T, :L?R") — L? (R") operator koji zadovoljava prikaz

T =2 [ Ky fordy
Rn
za sve f € LP (R") i za sve x € R". Tada za sve f € L? (R") vrijedi

}ll—{% ||T/if||Lp(Rn) =0.

Dokaz. Pokazemo li da tvrdnja leme vrijedi za proizvoljnu f € C.’ (R"), po gustoéi pros-
tora C” (R") u L? (R") tvrdnja slijedi i za svaku funkciju iz prostora L” (R") §to upotpunjuje
dokaz ove leme. Neka je f € C.° (R") proizvoljna funkcija. Tada je f € L™ (R") te postoji
ro > 0 takav da je supp f € K (0, rg) C K (0,2r¢). Za svaki A > 0 vrijedi

p P

I = [ |2 f kaxfod| des [lo [ Karapisold| dx

R" R" supp f

P
C
<{A" o (RM) dx

(2" 1l f T

R 0,r9)

p

n p 1
= (/l L Nl e ) C) f f RESIE _yl),,+1 dy| dx

K(H,Qro) K(f),r())

<1
p

1
+ f f cdy| dx
(1 +Alx =y

K(0,2ry)¢ \K(8,r0)
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[ p
r 1
X N f sy €)' {@n 2ro)" - (warg)” + f f dy

( ) , (1 + A = [y))™!

B K(Q,ZI’Q)C (H,r())

1 (1+p) 1 P

( Le(R™) ) 0 1+ A ) 0

i K(6.2r0)°

nw,r""!

p 1
- (/l” 1l oo gy C) 2"a),ll+prg( )4 (a)nrg)p

dr
(1 + A(r—rg))"P

-1
n Plan, 14p n(l+p) 1+
=(A wren C| 12w, "Pr + nw ”r . +r) - —ds
(A1 flon €)' 2"yt " f (1+S)<n+1>,, (G+n) 2

Ary
1 n—1
p 1+ ) 1+ n 1 2” (1 + S) 1
< n, l1+p n(l+p p P . -
< (A Wflon €) |2y g P + ney ey f eI yTe ~ds
Arg
< (U fllogury C) [0 4 207 e L g L
= L*®(R"?) W, 0 n 0 (1 + S)(n+1)p—n+l An
[ on— nwrllﬂ? o
=" wmm C) [ 27+ P) il R N
(VW o €)' |20 7™ 4 T
n- nw,lfp np
- CP -2"w 1+p n(1+p) AP 4 - CP . 0 ﬂn(p—l)_
= 11K oy e € G Ty =
Pustanjem 4 — 0 dobivamo ||T,f ||LP<R” — 0 3to je i trebalo pokazati. O

Lema 1.3.5. Neka je W : [0, o0) — (0, o) padajuca funkcija takva da je W o |-| € L' (R).
Tada postoji C > 0 takav da za sve x,y € R" vrijedi

STW(x—K) Wy k) < cw('x;y').

kezn

Dokaz. Zasve x,y € R" ik € Z" po nejednakosti trokuta vrijedi [x — y| < [x — k| + |y — k], iz
lx =yl ... lx =yl
ili |y — k| >

iz ovoga dodavanjem potrebnih sumanada slijedi

D Wx—k)W(ly - k|)<w( y')(Zqu k) + > Wly- k|>)
kez" keZn keZn

Cega slijedi |x — k| > . Kako je W nenegativna padajuca funkcija,
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5

Slika 1.1: Prikaz konstrukcije opisane u dokazu za tocku x = (3.3,2.66) te za cjelobrojne
tocke k; = (1,5),k, = (2, 1)1 k3 = (6,5).

Potrebno je jos pokazati da red Z W (lx — k) konvergira. Uz oznake x = (xi, X2, ..., X;,) 1

keZn
k = (ky, kp, ..., k,) napravimo rastav

D Wlx—k) = > W (lx = k) + > W (x = k).

kezZ! keZ" kezZ"
|xi—ki|>1za sveie{l,2,...,n} |x;—ki|<1 za neki i€{1,2,...,n}

Primijetimo da za svaki k € Z" takav da je |x;, — k]| > 1 za sve i € {1,2,...,n} postoji
jedinstveni jedini¢ni kvadrat J, € R" s vrhovima u Z" na kojem funkcija z +— [x — ]
postize maksimum upravo u to¢ki z = k. Vrhovi te kocke su tocke u Z" kojima je i-
ta koordinata oblika k; ili k; + sign(x; — k;). Vrijedi i obratno: svakom takvom kvadratu
moZemo pripisati jedinstvenu tocku k € Z" s istim svojstvima. Ova povezanost prikazana
je na slici[L.1]

Koristeéi ovu bijekciju i oznaku K :={k € Z" : |x; — k;| = 1za svei € {1,2, ..., n}} dobi-
vamo

ZW(lx—kl):ZfW(lx—kl)dzsZfW(lx—zl)dzz fW(lx—zI)dz

keK keK A keK A U
keK
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fW(Ix 2D dz = fW(|Z|)dZ = [[Wo llLign < oo.

Rn

Potrebno je naglasiti kako posljednja jednakost prvog reda vrijedi ako i samo ako su kva-
drati J;, medusobno disjunktni, no ti kvadrati imaju zajednicke (n — 1)-dimenzionalne stra-
nice za koje nismo odredili kojemu od njih pripadaju. To nije bitno za ovaj raspis buduci
da je je (n — 1)-dimenzionalna stranica kao skup u R" skup n-dimenzionalne Lebesgueove
mjere nula.

Promotrimo drugu sumu. Neka su k € Z"ii € {1,2,...,n} takvi da je |x; — k| < 1.

Vrijedi k; = [x;] ili k; = |x;], dakle k; mozZe poprimiti najviSe dvije razliCite vrijed-
n
nosti. Tu sumu promatramo kao Z W(x—-k]) < Z Z W(x—-k]) +
kez" i=1 kez"
|xi—k;i|<1 za neki i€{1,2,...,n} ki=[x;]

Z Z W (Ix — k|), a onda za svaki i € {1,2,...,n} primjenjujemo slican argument kao i

i=1 kezZ"
ki=|x;]

za prvu sumu. U ovom slucaju promatramo sumu u kojoj je i-ta koordinata konstantna
(1 1znosi x; — k;, k; € {[x;],x;]}) te analogno pomocu (n — 1)-dimenzionalnih jedini¢nih
kvadrata sumu omedimo L' (R”_l) normom funkcije 7' = (21,22, s Zic1 Zit1s --» Zn) F—
W (215 22+ +oos Zi-1> Xi = Kis Zis1» - Z0)]) (kOja je konaéna zbog W o || € L' (R")) i sumom po
takvim k € Z" koji zadovoljavaju uvjet |x; — k| < 1 zaneki i’ € {1,2,...,n}\ {i}. Postupak
nastavljamo analogno za (n — 2)-dimenzionalne jedini¢ne kvadrate i ponavljamo ga sve do
spustanja na jednodimenzionalnu ravninu R gdje na kraju preostaju samo oni k € Z" za
koje je |x; — k| < 1 zasvei € {1, 2,...,n}, a takvih je konacno mnogo (ovaj uvjet je zapravo
ekvivalentan uvjetu |x — k| < 1 u smislu n-dimenzionalne euklidske norme).

ZakljuCujemo, postoji C > 0 takav da je Z W(x—k|) < 7 Vratimo li se na prvu
kez"
nejednakost u ovom dokazu, dobivamo

D W x— k)W (ly - k|><W( y')(ZWq —Kk)+ > W (ly kD

kezZ" kezn kezn

lx — yl
<CW
<cw(*)

Sto je upravo tvrdnja ove leme. O



Poglavlje 2

Soboljevljevi prostori

2.1 Schwartzov prostor

Definicija 2.1.1. Neka je f € L' (R"). Fourierova transformacija funkcije f je operator
F :L'(R") — L® (R") dan s

F P E) = f 2 F(x)dx.
J

Cesto se za Fourierovu transformaciju funkcije f koristi i dodatna oznaka f:: 7r.
Fourierova transformacija zadovoljava sljedeéa svojstva:

Lema 2.1.2. Neka je f € L' (RY),h € R" te a € R\ {0}. Tada za svaki & e R" vrijedi
Ff (x = W] (@) = e F f(9),
F [ f| @) = Ff €= h).
1
7 If @] = o £ (£).

al"” ' \a

Dokaz. Neka je £ € R". Vrijedi

Flf(x=m]E) = fe—zﬂfxff(x—h)dx: [y = x — h,dy = dx]

Rn

_ f ¢ 2OE £ (1) gy = o 2MERE f(&),

Rn

F I:eZm'x-hf:I (é:) — fe—Znix-erHix-hf(x)dx — fe—Zm'x-(f—h)f(x)dx — T-f (é: _ h) ,

R7 R"

12
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fwmmszmﬂmmwzbmmwzwmﬂ

Rn

= et

RVL

llndyz : ‘/rf(g)- O

[ lal" a

Za Fourierovu transformaciju iznimno je vazan sljedeci prostor funkcija.

Definicija 2.1.3. Neka je f € C™(R"). Za @, € N} oznacimo ||fll,z = [x*0° f||Lm(Rn).

Nadalje, za k € Ny oznacimo ||fl|, = n;ag{; £, 5 Schwartzov prostor funkcija, u oznaci
«,BeN? k

0
lol+|Bl<k

S (R"), definiramo kao
SR :={feC”R") :|Iflly < o zasve k € Ny} .

Jedno od prakti¢nih svojstava funkcija iz Schwartzovog prostora jest iznimno brzo opa-
danje vrijednosti funkcije u beskonacnosti prema nuli, odnosno vrijedi li%l lf(x)] = 0.
xeR”

|x|—>+o0

Pomocu ovoga jednostavno je dokazati sljedecu lemu.
Lema 2.1.4. Neka je f € S(R"). Tada za svakii € {1,2,...,n} i za svaki & € R" vrijedi

OF f(&) = F [-2mixif] (&),
T[aif] (&) =2mi&F f(&)

uz oznake x = (X1, X2, ..., X,), & = (€1, &2, ..., &)

Dokaz. Za dokaz prve jednakosti moramo derivirati po varijabli & pod znakom integrala,
Sto smijemo po [5, tm. 2.27]. Slijedi

05T f(&) = 8, fWVmM=f%fmvmmszMMEmvmm
R" R” R

= [-2nix; f](£).
Neka je sada R > 0 proizvoljan. Vrijedi

f e Y, f(x)dx = f e f(x)dor, ~ f By () frydx  (2.1)

K[6,R] S[6.R] K[0.R]

= f e f()do, + 2nié; f e f(x)dx.

S[6.R] K[0.R]
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Promotrimo sferni integral f e f(x)do . Kako je f € S(R"), posebno je (uvrstavanjem

S[6,R]

k = 0 u normu iz definicije 2.1.3) f € L™ (R"). Stoga vrijedi

f e f(ndor | < f e ()| doy < fllesion) f dox

[6.R] S[6,R] S[6,R]
1

= ”f”Lw(S[g,R]) nw,R""".
Pritom je w, oznaka za volumen n-dimenzionalne kugle radijusa R u prostoru R" (u kojem
slu¢aju je veli¢ina oplosja te kugle nw,R"™"). Nadalje, uo¢imo da vrijedi |(x - x) f (x)|2 <

n n n '
Dl P =)y v f)R. Kako je x°f € L (R") (ito slijedi iz definicije
i=1 i=1 el a!
la|l=n

R.1.3| uvrstavanjem k = n i promatranjem normi ||.|l,, za @ € Nj takve da je || = n),
dobivamo (x - x)? f € L™ (R"). Oznagimo € := ||(x - 1) f|| - Slijedi

now,
R R flliscs 10,81

i -1
f e mng(x)da'x < ”f”Lm(S[e,R]) nw,R"" =

[0.R]
nwy, nw,C

R

(x x)% f||L°°(S [6.R]) =

Putanjem R — +co dobivamo da vrijedi lim e f(x)doy = 0.
—+00
S[6.R]
Vratimo se na (2.1). Prikazemo li preostala dva integrala u obliku f e ey f(x)dx =
K[6.R]

f e F) I gpom(X)dx i f e f(x)dx = f e f(x0) 1 gjo.p1(X)dx, MOZEMO

R K[6,R] R"
primijeniti Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji (iskazan u [[1, teorem 2.4.5].

Naime, za drugi integral koristimo |(e_2’”""f f (x)| = |f(x)|. Kako je f € S(R"), posebno je
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(x - x)"D2 £ e L* (R"), pa vrijedi

. . dx
[ rran- f G0 ] < [ e Jim [

J K[O.R']
do

= ||(x x)(n+l)/2f||L°°(R")R'—>+00f f |x |nj1

0 S[O,R]

R 1
= ||(x-x)("”)/zf“Lw(R")f%dR
0
+00

= ||(x . x)(n+1)/2 f||L°<>(R") na)nflizdR < +00.
0

Prema tome, podintegralna funkcija iz prvog integrala je dominirana apsolutno integra-
bilnom funkcijom f, Sto opravdava primjenu Lebesgueovog teorema o dominiranoj ko-
nvergenciji. Na isti nain je opravdana i primjena za drugi navedeni integral buduci da
f e SR") povlaci 9,.f € S(R"). Pritom nakon primjene tog teorema dobivamoo iste
podintegralne funkcije buduci da za sve x € R" vrijedi limes REIPOO lkr(x) = 1. Prema

tome, iz te jednakosti dobivamo

10,11 = f G, F(x)dx = 2, f ¢ f(x)dx = 2miEF (&),

R~ R

O

Velika vaznost Schwartzovog prostora je i u sljedeéem: za f € S (R") integral u defini-
ciji Fourierove transformacije postoji za svaki & € R" te je u tom sluéaju ¥ f € S (R"). Cak
Stovise, ¥ : S(R") —» S(R") je neprekidna bijekcija. Stoga je moguce definirati inverznu
funkciju Fourierove transformacije.

Definicija 2.1.5. Inverzna Fourierova transformacua je operator F1: SR - SR.
Za funkciju f € S(R") vrijede i oznake F f = F~'f, odnosno f := F~' f.

2.2 Soboljevljevi prostori
Definicija 2.2.1. Distribucija F je antilinearan funkcional na prostoru C; (R") takav da

za svaki kompaktni skup K € R" postoji m € Ny i C > 0 takav da za svaku f € C; (R") sa
svojstvom supp f C K vrijedi |F(f)| < Clmlax 10 fll = gr)-
a|<m
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Ako postoji m € Ny takav da definicija vrijedi za sve kompaktne skupove K, kazemo da
Jje F distribucija reda m.

Definicija 2.2.2. Temperirana distribucija je antilinearan funkcional F za koji postoji C €
(0, 00) i k € Ny takav da za sve f € S (R") vrijedi |F ()| < CIIf||, . Prostor svih temperira-
nih distribucija oznacava se kao S’ (R")

Oznaka S’ (R") je istovremeno i oznaka za (topoloski) dual prostora S (R"), $to moZe
dovesti do zabune zbog nejednoznacne notacije. No, ova dva prostora se zapravo poduda-
raju, odnosno prostor temperiranih distribucija jest dual Schwartzovog prostora. Stoga je
opravdana uporaba iste oznake za te prostore.

Definicija 2.2.3. Neka je p € (1,00) i s € R. Soboljevljev (nehomogeni) prostor s parame-
trima p i s, u oznaci WP* (R") je prostor temperiranih distribucija dan s

WP (R") o= { FeS®Y):T [(1 Al f]] eL’ (R”)}.

Za s > 0 ekvivalentne su norme

7 |(1+ 42 1er) 7 111]

niciji konacna ako i samo ako je f € W™ (R")) i

= |r+ 7 1xiay 7111

(koja je po ovoj defi-
)

LP(R"

]

LP(R")

[7 10+ erieny 7 171

LP(R")

a posljednji je izraz nadalje ekvivalentan sa

1l + |7 TIED 7 [£1]

. (2.2)

Za dokaz tih ekvivalencija potrebno je poznavanje osnova Littlewood-Paleyeve teorije, tj.
(1 +4m21€7)? 1 (2l

L+ Qi) (1+4m2ER)y (1 + 4nPlP)
na prostorima L”(R"), 1 < p < oo. Obzirom da ovdje nismo u prilici baviti se tom
opseznom teorijom, samo upucujemo Citatelja na knjigu [10]].

da su mnoZzitelji sa simbolima

ograniceni

Definicija 2.2.4. Neka je p € (1,0) i s € R. Soboljevljev homogeni prostor s parametrima
pis, uoznaci WP* (R") je prostor temperiranih distribucija dan s

WP R = {f e S ®RY : F[Q@rle)' 7 [f1] € L (RY)}.

Soboljevljevi homogeni i nehomogeni prostori imaju zanimljivu karakterizaciju u slucaju
s € N. Naime, tada je f € W”* (R") ako i samo ako su sve derivacije reda manjeg ili jed-
nakog od s sadrzane u L” (R"); to¢nije, 0“ f € L” (R") za sve a € Njj reda |o| < s. S druge
strane, f € W (R") ako i samo ako su sve derivacije to¢no reda s sadrzane u L” (R");
to¢nije, 0“f € L” (R") za sve @ € Nj reda |a| = s.
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2.3 Pomoc¢ni alati

Lema 2.3.1. Za sve a,b > 0i s > 0 postoje konstante C > ¢ > 0 takve da vrijedi
cla+b) <a’+b°<C(a+b).

Dokaz. Vrijedi a® + b° < (a + b)* + (a + b)’* = 2(a + b)*. Nadalje, vrijedi (a + b)* <
2*max {a’, b’} < 2°(a’ + b*). Tvrdnja leme slijediuz ¢ := 271 C := 2. O

Definicija 2.3.2. Calderén-Zygmundova jezgra je funkcija K : {(x,y) € R" X R" : x # y}
— R za koju postoje konstante Cy, Cy € (0, +0) takve da za sve x,y € R", x # y vrijedi

Co
lx—y

1. |[K(x,y)| <

"
¢

2. VKl £ ———

lx — yI"

3. [V,K(xy)| < G
lx —

y|n+1 ’

Neprekidni linearni operator T : L* (R") — L? (R") je Calderén-Zygmundov operator ako
postoji Calderon-Zygmundova jezgra K : {(x,y) € R" X R" : x # y} = R takva da za svaku
f € L2 (R") s kompaktnim nosacem i za svaki x € R" vrijedi

(T = f K ) fOdy.

Ril

Teorem 2.3.3. Calderdn-Zygmundov operator T : L* (R") — L> (R") moZe se prosiriti do
ogranicenog linearnog operatora s L (R") u L” (R") za svaki p € (1, o).

Ovaj rezultat naveden je kao lema 1. u 6. poglavlju u [8], a detaljniji raspis moZe se
vidjeti u [2} odjeljak 7.3.].

Definicija 2.3.4. Atom je proizvoljna Borel-izmjeriva funkcija a : R — C za koju postoji

kocka J C R" takva da vrijedi

supp @ € J. llalhicey < 1 [ atodx = o
J

Realni (atomarni) Hardyjev prostor je prostor funkcija

H' (R") := {Z a;a; . a; € C,a; je atom za svei € N, Z la;| < 00}.

i=1 i=1
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Hardyjev prostor moguce je definirati na viSe ekvivalentnih nacina, a u ovom radu
koristit ¢e se definicija pomocdu atoma, $to opravdava naziv iz definicije.

Definicija 2.3.5. Neka je H proizvoljan Hilbertov prostor. Rieszov niz u prostoru H je niz
(en)nen €lemenata iz H za koje postoje C > C' > 0 takvi da za svaki niz skalara (a,),ey 70

koje je la,> < oo vrijedi
je j j

n=1

2

c(i |a,,|2]§ ianen sc(i |a,,|2].
n=1 n=1 H n=1

Rieszova baza prostora H je Rieszov niz (e,),en prostora H za koji je spanie, : n € N} = H.




Poglavlje 3

Karakterizacije pomocu vali¢nih
koeficijenata

Najvise ¢emo Koristiti jednakost koju smo veé naveli u (1.2), a slijedi iz definicije ortonor-
mirane vali¢ne baze, odnosno iz definicije[I.3.2}

= ) (Fu v,

lelecE

o(-—k)zakezZ"

=D (frodd®+ > (LY.

kezZ" Iel |I|<1
ecE

U oba slucaja uvodimo oznake B := (f, @) zak € Z" te o := (f,y;)yzal € I.

3.1 Lebesgueovi prostori

Definicija Soboljevljevih prostora sugerira da bi trebalo prvo ponuditi valicnu karakteriza-
ciju prostora L” (R") za p € (1, o). U izvodu te karakterizacije trebat ¢e nam lema koja se
moze pronaci u [11]].

Lema 3.1.1. (Hinc¢inove nejednakosti) Neka je p € (1,00) i (Q,F, i) vjerojatnosni pros-
tor iz odjeljka Norme prostora LP (Q, du) medusobno su ekvivalentne na zatvorenom
potprostoru od L? (Q) odredenog funkcijama oblika S (w) = Z asw5, pri Cemu je () er

Iel
ecE

19
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proizvoljan niz u R ili u C. Drugim rije¢ima, postoje konstante C, > C, > 0 takve da
vrijedi

1 1
= l =
2 7 2

I4 € 2 € 2
| > || < f IS @) du(@)| < Cp| > o
et o et

Teorem 3.1.2. Neka je p € (1,) te neka je f : R" — R funkcija s pripadnim vali¢nim
koeficijentima o5 = (f,¢;) = f fOW5(x)dx za sve I € T izasve € € E. Tada su sljedece

RV!
norme na prostoru L? (R") ekvivalentne:

L1l

21>

vy
Iel

eeE LP(R")

30

lel
eeE LP(R")

D=

2 2

€
a;
1
2

2 _
as| 11" 1,

Prisjetimo se na trenutak karakterizacije ortonormirane baze u prostoru L? (R"). Na-
ime, f € L*(R") ako i samo ako vrijedi Z

Iel
ecE

raspisivanjem bilo koje od preostale dvije norme, koristeci pritom Beppo-Levijev teorem
(koji se moze pronaci u [1}, kor. 2.4.2]) te Cinjenicu da za svaki I € 7 i za svaki € € E

i

2
€
9]

< co. To nam potvrduje i ovaj teorem

vrijedi | L2 = 1, 0dnosno f 1,(x)dx = |I).

R’l

Dokaz. Za svaki w € Q oznatimo s T, : L*> (R") — L? (R") omedeni linearni operator koji
je dan djelovanjem na bazi {/ : I € T, € € E} prostora L* (R") jednakoséu T,, (/%) := wSy/s
za svaki I € 7 iza svaki € € E. Primijetimo da je to i Calderén-Zygmundov operator.
Naime, neka je K, preslikavanje dano s K, (x,y) := Z wiwf(x)w_j(y). Zaf € L>(R") s

Iel
(=9
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kompaktnim nosaem i za x € R" vrijedi

[ xawnros = [[| Y ewiesonm|a

v g

-, f WY | D afus () |dy

el ¥, I'el
ccE R ¢k
- 2 Y wfaguito [ Fowsoy
Iel I'el R”
e€E ¢'cE
= > D G (U5 = D, W)
Iel 1’eI Iel
eeE ¢'eE e€E

= Y o () ) =Ty | > afuf |0 = (Tuf) ().

Iel Ier

eckE eck
Pritom smo prijelazom u drugi i u treci red koristili Lebesgueov teorem o dominiranoj ko-
nvergenciji (po definiciji[I.3.2je y; € L (R") zasve I € I i€ € E, a f je element prostora
L?(R") i s kompaktnim nosacem, pa je posebno po Holderovoj nejednakosti ([5, tm 6.2]) i
element prostora L' (R")) te ¢injenicu da je {4 : I € T, € € E} ortonormiran skup u L* (R").
Dakle, K, je jezgra pripadna operatoru 7T, odnosno vrijedi posljednja jednakost iz defi-
nicije [2.3.3| Preostaje jo§ provijeriti da K, zadovoljava svojstva Calderén-Zygmundove
jezgre iz iste definicije. Za sve x,y € R", x # y vrijedi

[Ko(x, )] < = D [T (2x- k)‘ 2%y (27y - k)‘
lel JEZ keZ"
ecE =lxl[=1 ccE
< 2n]Cr21+]
i ERe L+ 2x - K™ (1 + 127y — k)™
ecE

nj
=2" lC’zH'l Z i n+21 i n+l”
jetgez (L +127x = kD)™ (1 + 27y — k)
Pritom smo napravili zamjenu u sumaciji obzirom da dijadski intervali imaju jednoznacni
oblik I = [27k,27/(k + 1)) za j € Zik € Z", a u tom slucaju vrijedi y§(x) = 27y (2/x - k)
za sve € € E. Takoder, izraz u sumi u drugom redu ne ovisi o parametru € pa prijelazom
u sljedeci red koristimo jednakost |E| = 2" — 1. Koriste¢i lemu gdje za funkciju W
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1

o (1 + ™!
tocke 2/x 12’y za svaki j € Z, dobivamo

uvr§tavamo funkciju x’ — te umjesto tocki x i y u iskazu leme uvrStavamo

2ni
K.(x,yl <2"7'Ch, C ,
+1 /ZZ: (1 +2J_1 Ix—yl)"”

Oznacimo sada z; := 2/|x —y| za sve j € Z. Dobivenu sumu moZemo po monotonosti

funkcije z +—

21 svesti na sumu integrala po (do na rubove) disjunktnim segmentima
+z

oblika [Z j-15% j]. Dodatno, ti segmenti su duljine z; —zj_; = z;-1 = Ej te u uniji daju interval
(0, ). Prema tome,

oni il =™ B 7!
2 . —Z T e Y
(1 +27 = yl)" "

n+l1
jez ]GZ jez (2 +z j) ’
2 +z; )n :
J
<22 -yl Z Zp -
jez. 2 + ZJ)
3
n -n dz
=2"2 |x —y| Zf >
JeZ (2 + zj)
00 dZ
2n+2 |x yl—n f _ n+2 |x _ yl—n
]ZZ; (2 +2)? J 2+ 2)°
= 2" x — y[™
Slijedi
G, C
IKy(x, )| £ ————,
lx =yl

Sto je upravo prva nejednakost iz definicije uz Cy := 2*'C%,,C’. Druge dvije nejed-
nakosti dobivamo sli¢nim rac¢unom. Vrijedi

VK, (x,y) = Z 2wV, (2/x - k) u (27 - k)
je%,ekgz"

= Z 2 ViVt (20x - k) e (2y - k).
je%,ekEZ"
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1z ovoga, analognim postupkom kao i gore, dobivamo

n+1

(1T+2- =y 7 =y

(n+1)j 22nc2 C/
VKol <27 0y 2 <

n+1
JEZ

Druga nejednakost slijedi uz istu konstantu C, := 2*'C%, C’. Jasno, tre¢a nejednakost sli-
jedi potpuno analognim raspisom. Prema tome, K,, je uistinu Calder6n-Zygmundov ope-
rator, stoga mozemo primijeniti teorem Po tom teoremu je T,, omedeni linearni ope-
rator na L” (R"), dakle postoji konstanta C > 0 takva da vrijedi || T, (I s@ey < C S 1lLo@n)-
Potenciranjem ove nejednakosti eksponentom p te integriranjem po varijabli w € Q u od-

nosu na mjeru u dobivamo

fﬂmﬁwmmwumffwwmww:@fmww.

Q R” Q R” R

Pritom posljednja jednakost vrijedi jer je y vjerojatnosna mjera te podintegralni izraz ne
ovisi o varijabli w.
Fiksirajmo sada x € R" i promotrimo preslikavanje w +— (T, f) (x) = Z ;Wi (x)

lel
ecE

= Z ajyi(x)w;. Po prvoj Hincinovoj nejednakosti postoji C), > 0 takav da vrijedi
lel
ecE

1
2

@Mmfskﬂmmuwww>
(9]

»

4
CP z :
Iel
eeE

Potenciranjem ove nejednakosti eksponentom p te integriranjem po x € R" dobivamo

c;,ﬂfRnZ

Iel
ecE

p

2

@Mmfcugfjknﬁmmwmw.
R’l
Q

Iz ovih nejednakosti primjenom Fubinijevog teorema za apsolutno integrabilne funkcije

C
([1, pogl. 5]) te uvodeci konstantu Cy := rea slijedi
p

Iel
e€E LP(R™)

1
2
2 2
H E aj| ¥ < Collfllrgn) -
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Dobili smo jednu od dvije potrebne nejednakosti koje nam daju ekvivalenciju prvih dviju
normi iz iskaza ovog teorema. Sada koristimo drugu nejednakost iz druge Hin¢inove ne-
jednakosti, dakle za C,, > 0 vrijedi

1

[ f (Tuf) P du@)| < C,p| Y Jasusl | -
Q

lel
ecE

Sli¢no kao i ranije, iz ove nejednakosti dobivamo

f f (Tof) (D) du(w)dx < C? f >
Rn
Q

Iel
R" ecE

4

2

2
a/jl//;(x)| dx.

Primijetimo sada da je za svaki w € Q operator T,, involucija, odnosno vrijedi T2 = I 2gny.
Uistinu, za svaki I € T i za svaki € € E vrijedi T2¢/$ = T,, (T ¥¢) = wST ¥ = ? Yy =
¢, dakle T, djeluje kao identiteta na elementima baze prostora L* (R"), pa je ujedno iden-
titeta i na cijelom prostoru. Iz ovoga dobivamo nejednakost

WAl = 1To (ToNp@n < ClITwfllirgn

€
wy

iz koje slijedi

f P dx = f f P dxdy (@) < €7 f f (T f) O dxdu (@)
J

Q R» Q R

1
Uz Cj = e slijedi
p

2 2

Colllonn < | D les] w5
Iel
€€k LP(R")
Dakle, dobili smo
1
2
2 2
C(l) ||f||Lp(Rn) < Z a/; w; < CO ”f”LP(R”) ’
Iel
ecE LP(R")

odnosno prve dvije norme iz iskaza ovog teorema su ekvivalentne.
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Da bi pokazali ekvivalenciju ovih normi s preostalom, tre¢com normom, pokazat ¢emo
prvo da prethodno dokazana ekvivalencija vrijedi i za poseban tip ortonormirane vali¢ne
baze koja nije glatka. Neka je {h : I € I, e € E} Haarova vali¢na baza dana kao i u de-
finicijama i (Haarove funkcije definirane su pomoc¢u skupa E = {0,1}"\ {6}
§to u ovom trenutku nije bitno jer koristimo jo§ bazu {4 : I € I,€ € E} s proizvoljnim
skupom E kardinaliteta 2" — 1, a u ovom dokazu taj skup je isklju¢ivo u ulozi indeksa-
cije bazi¢nih funkcija). Primijetimo, obe ove baze su podskup prostora L” (R") za svaki
p € [1, co] bududi da elementi tih baza po pripadnim definicijama imaju kompaktne nosace
te su omedene funkcije.

Definiramo operator U : L* (R") — L? (R") koji je na elementima baze dan s U (h$) :=
y¢ zasve I € T izasvee e E. Primijetimo: {45 : I € T,€ € E} je baza prostora L* (R"),
ujedno i podskup od Im U, prema tome U je surjektivan operator. Nadalje, U ¢uva skalarni
produkt; tocnije, za sve g1, 8> € L2 (R") sa zapisom u Haarovoj bazi g; = Z Bihiig =

Iel
ecE

D ¥ihs, vrijedi
I'el
€'eE

Wer, Ve = (U] S0 | 0| X i ) = 30 3507 (vious) = Y%

Iel I’e[ Iel I'el Iel
ecE €€k ecE €'eE ecE
- € E
Z Zﬁl Yr hl’h =(81,82),
Iel I’EI
e€E eF

pri ¢emu smo koristili definicijska svojstva ortonormiranih baza. Buduci da je U surjekti-
van operator koji Cuva skalarni produkt, U je posebno i unitaran operator, pa i izomorfizam.

Primijetimo sljedede: za svaki I € T i e € E je h$ € H' (R"). Doista, po definiciji
2.3.5| funkcija |I|% h; je atom bududi da je supp (III% hf) C I, a vrijedi i Hlllé h;

L2(R")

£l s, = 1117 te, po definiciji Haarovih funkcija, f 12 hs(x)dx = |1]? f he(x)dx =
1

0 (raspisano u ). Sada je iz trivijalnog prikaza h; = |I |_% . |I|% h5 jasno da vrijedi

he e H' (R").

Ova &injenica opravdava promatranje operatora U : H' (R") — L! (R") koji je takoder
izomorfizam Banachovih prostora. Koriste¢i teorem interpolacije iz [4] zaklju¢ujemo da
suU,U' : L”(R") - L?(R") ograniCeni operatori, takoder izomorfizmi, za p € (1,2).
No, kako je U unitaran operator na L? (R"), vrijedi U* = U™", s tim da, ako je U omeden
operator s L” (R") u L” (R") za p € (1,2), onda je U* omeden operator s L” RM)ul” (RY),

pri emu je p’ € R dualni eksponent od p, tj. onaj koji zadovoljava jednakost — + — = 1.
p b
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To slijedi iz ¢injenice da je (L” (R")) = L” (R™), odnosno L” (R") je dual prostora L” (R").
€ (2,00). Prema tome, U™ : L” (R") —

1
Pritom, kako je p € (1,2), vrijedi p’ = -
P
, -1

L” (R") je omeden operator, no isto vrijedi i za U, buduéidaje U = (U™') = (U _1)

Sveukupno, U je omedeni operator, takoder izomorfizam, s L” (R") u L? (R") za proizvoljni
p €1, 00).

Sada kada znamo da je U, pa posebno i U™', izomorfizam na promatranom prostoru

3k

L” (R"), imamo ekvivalenciju normi Z an; iU Z ap; . Medutim,
Iel Iel
ecE LP(R") ecE LP(R™)
vrijedi
-1 erel _ err—1,,€e _ €€
U Za’ﬂ/’l = ZQ’IU gy = Za’lhp
Iel Iel Iel
ecE ecE ecE

pa po ve¢ dokazanoj ekvivalenciji prvih dviju normi za valiénu bazu {h; : I € I, e € E}
1
2

2 2

hy

(koja je vali¢ni sistem reda r = 0) dobivamo da su norme || f1ly» g 1 Z ay

Iel
eeE LP(R")

. 2 _ . y . . .

ekvivalentne. No, h;(x)| =|II""1,(x) zasve I € T, e € E i x € R", §to uvritavanjem daje
trazenu tre¢u navedenu normu iz iskaza ovog teorema. Dakle, i ta norma je ekvivalentna s
preostalim dvima navedenim normama, pa je time dokazana tvrdnja ovog teorema. O

3.2 Nehomogeni Soboljevljevi prostori

Sada smo spremni za karakterizaciju Soboljevljevih prostora W”* (R") pomocu vali¢a. Ka-
rakterizaciju je moguce napraviti u slucaju kada je r > |s| jer tada postoji Fourierova tran-
sformacija funkcije navedene u definiciji nehomogenog Soboljevljevog prostora. Dokaz
¢emo provoditi u dva dijela: kada je s > O (aondair > s) te kadaje s < 0 (a onda i
r>—s).

Propozicija 3.2.1. Neka je p € {1,00) i s € [0,r). Nadalje, neka je f : R" — R funkcija
s pripadnim vali¢nim koeficijentima o} = (f,¢7) = | fW5(x)dx za sve I € T i za sve

Rn
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€ € E. Tada je f € WP* (R") ako i samo ako vrijedi

1

2

el (11 ) 1, | eLr @?).

2l
Iel
eeE

Dokaz. Zal € I oblika I = |27k, 2/(k + 1)), za j € Z,k € Z" i za € € E dan je prikaz
YE(x) = 27 yF (ij -~ k) zasve x € R".

Zasvaki € € E i za svakiy € R moZemo definirati funkciju " koja zadovoljava JE\V &) =
|§|“/:,7/\E (&) za sve £ € R". Potrebno je naglasiti da je, u ovisnosti 0 y € R, moguce oda-
brati dovoljno glatki ortonormirani valiéni sistem {)° : € € E} takav da je za svaki € € E
funkcija ¥¢ € L™ (R") s kompaktnim nosadem, pa je ujedno i element prostora L' (R").
Stoga postoji Fourierova transformacija iste funkcije. Stovise, odabirom dovoljno glatkog
valiénog sistema moZemo posti¢i da su i novodefinirane funkcije dovoljno glatke.

Uz ovako definirane funkcije za svaki vy € R definiramo analogno familiju funkcija
{w?y :lel,ec E} formulom

Yyl (x) = Z%jlf’y (ZJx - k) za sve x € R,

Fiksirajmo sada y € R. Definirajmo operator £, : L* (R") — L* (R") koji je na elementima
baze dan s L, () := ¢;” zasve I € I i € € E. Cilj nam je pokazati da je operator L,
izomorfizam s L” (R") u L” (R") za sve p € (1, c0). Prije svega promotrimo sluéaj p = 2.
Po lemi 4. iz odjeljka 6. 2. Meyerove knjige [8] familija {l//;’y :lel,ecE } ¢ini Rieszovu
bazu u L* (R") s pripadnom dualnom bazom {w;’_y :lel,ec E} Obzirom na to, £, je
izomorfizam s L? (R") u L? (R"). No, taj operator je i Calderén-Zygmundov operator s
pripadnom jezgrom koja je dana s K,(x,y) := Z wj’y(x)m. Naime, ako je f oblika

ecE
Iel
f= E By;, onda za sve x € R” vrijedi
ecE
Iel

L, § Bt || = E By (%)
eceE ecE
ler ler

(£,f) @)

>, Y pw ) [ eowo = [ Ko,

eeE €' €E
IEI I’GI er Rl‘l
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Sli¢no kao i u dokazu teorema (3.1.2 pokaze se da ocjene iz definicije [2.3.3| vrijede 1 za
operator £,. Naime, ) je glatka i brzo opadajuca funkcija, a po svojstvima Fourierove
transformacije i " je glatka i brzo opadajuca, $to je dovoljno da bi se pokazale navedene
ocjene. Primjenom teorema zakljucujemo da je L, neprekidni operator s L” (R") u
L? (R") za sve p € (1, co).

Za isti fiksirani parametar y definirajmo operator M,, : L?(R") — L?(R") koji je na
elementima gore navedene Rieszove baze dan s M,y;” := y5zasve ] € T ie € E.
Potpuno analogno kao i za operator .L, pokaZe se da je i operator M, neprekidni Calderdn-
Zygmundov operator na L? (R"), pa je onda i neprekidni operator s L” (R") u L” (R").

Uocimo jo§ da vrijedi LM, = M, L, = Iy za sve L (R"). Naime, ova jednakost
vrijedi na elementima skupova {y; : [ € I,e € E} i {wf’y :lel,ecE } koji su generirani
funkcijama (¥°),z, a te funkcije pripadaju prostoru C. (R") € C.(R"). Uz to, oba skupa
&ine ortonormiranu bazu prostora L? (R") koji sadrzi C, (R"). Dakle, gornja jednakost ope-
ratora vrijedi i na C.(R"), a taj je skup gust u prostoru L” (R") za sve p € (1, o), Sto
je pokazano u [} prop. 8. 17.] (uz inkluzije C;° (R") € C.(R") € L?(R")). Koriste¢i
prosirenje s C, (R") na L? (R") dobivamo da vrijedi jednakost LM, = M, L, = L ,rn. A
prema ovome, kako smo i najavili, £, je izomorfizam s L” (R") u L” (R").

Za karakterizaciju prostora W”* (R") pomocu vali¢a koristimo alternativnu, ekviva-
lentnu normu navedenu u . Cilj je dakle pomocu vali¢a okarakterizirati izraz || || s+

H? [2n |§|)S¢[f]]HLp(Rn)' Norme | fll »n i Z la; P 1t 1, su ekvivalentne po
Iel

eeE LP(R")
teoremu Da bi dobili ekvivalenciju s drugom normom u ovom izrazu, primijetimo

da vrijedi

F[rle) F L]l 0 = F |Qnle)' 7| D a0 || ) (3.1)

lel
ecE

F[@rle)’ F [wi(0)]] ()

]

m ~
m m
=%

]

7 [enten o [2ur (- )] | o

m ~
s

€.
€

]

T |@rlen aq2t oy [y (27€) | o

m o~
N

€
€
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27E

=27 [(270“' @52 eIl gl 7 [y (27€) | ()

Iel
ecE

=>F [(2n)s 27552 % e ek [y (2‘@)] (x)

Iel
ecE

=Flen'F|)>. 2" e ||
Iel NS s
eck =(27)" =l

= > Qo Iy (x).

Iel
ecE

Pritom, u ovom raspisu koristili smo definicije funkcija navedenih na pocetku ovog
dokaza, lemu[2.1.2] kao i svojstva omedenih, odnosno neprekidnih linearnih operatora, od-
nosno izomorfizama koje imaju Fourierova i inverzna Fourierova transformacija. Dakle,

vrijedi H? [@r 1) F [ 1] D Z Q)" |17 a5yt . Ova norma ekvivalentna
égé L]J(Rl‘l)
je normi Z Qm)* |17 asys = (2n)° Z || asys bududi da je L, izomor-
Iel Iel
€€k LP(R) €€E Le(R™)

fizam na L” (R"), a karakterizaciju ove norme dobivamo ponovo iz teorema [3.1.2} ovoga

puta na niz koeficijenata (II | ai) jer» Pa dobivamo da je ta norma ekvivalentna normi

. ecE .
2 2
_s 2 _2s 2.0
Do et = [ D esf i
Iel Iel
e€E LP(R") ecE LP(R?)

Sve zajedno, f € W/ (R") ako i samo ako je

1

2
NI H DY

2I—=

> o a1 L, | e @),
lel Iel
ecE ecE
odnosno po lemi[2.3.1]
1
2
2 _2s —
> et (1)

Iel
ecE
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1

2

€2 e _ 2 n
= § as |1|111,+§ [~ 'L, eLP(RY).
Iel Iel
ecE eck

€
a;

Time je upotpunjen dokaz uz pretpostavku glatkoce valicnog sistema. Pomocu ovoga
moguce je pokazati tvrdnju teorema i za proizvoljni ortonormirani vali¢ni sistem. Detalj-
nije o ovom sluc¢aju moze se pronaci u [8, 170. stranica]. O

Time je pokazana karakterizacija Soboljevljevog prostora W”* (R") u slucajur > s > 0.
Preostaje jos slucaj r > —s za s < 0. a taj slucaj se moZe izvesti iz propozicije [3.2.1| na
nesto jednostavniji nain. Oznacimo s p’ konjugirani eksponent od p, tj. takav realan

1 1 ,
broj da vrijedi — + — = 1. Vrijedi (L” (R™)" = L?” (R"). Sli¢an odnos dualnosti vrijedi
p p

i za Soboljevljeve prostore, odnosno za svaki s € R vrijedi (W”*([R")) = W™ (R").
Navedena propozicija vrijedi za r > s > 0, S$to znaci da bi po dualnosti mogli dobiti
karakterizaciju upravo za one prostore s parametrom s < 01 r > —s.

Prije iskaza i dokaza druge karakterizacije treba nam joS$ jedna lema.

Lema 3.2.2. Neka je p € {1, o) te neka je p’ konjugirani eksponent od p. Neka je nadalje
(w5)1er niz pozitivnih realnih brojeva. Oznacimo s F prostor nizova realnih brojeva (@) jer
eceE ecE

za koje vrijedi
1

2

Dlesl s 1| eLr @
Iel
ecE

€
@

te koji je Banachov prostor uz normu

1

2 _
a5 will ! 1,

e =1
eeE||lF

IeT
ecE LP(R")

Tada je dualni prostor F' prostora F prostor nizova realnih brojeva (85)ier za koje vrijedi
ecE
1
2

2@ 1| e L ®?

N

Iel
ecE
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koji je Banachov uz normu

RS

Iel
ecE Lp’(R)l)

H(ﬁ;)lg i
ecE||F

Dokaz. Nekaje {y;: I € I, e € E}, kao i do sada, ortonormirana vali¢na baza reda r. Neka
su f, g : R" — R funkcije takve da za sve x € R" vrijedi

F@ =Y o (@) wi). g = Y B (W) Y.
Iel Iel
ecE ecE

Vrijedi

f F@gdx = 3" s (wh)? (wf)) f Wi (dx = . By,

R Iel I'el Iel
ecE €'eE ecE

pri ¢emu smo koristili Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji u slucaju konacnih
izraza te svojstva ortonormirane baze u L? (R"). Po definiciji prostora F i po teoremu m
dobivamo je f € L” (R").
Vrijedi (ﬂf)fgg € F’ ako i samo ako je Z aﬁ/?j < o0. Po gornjem raspisu to vrijedi
€

Iel
ecE

ako i samo ako je f f(x)g(x)dx < oo, a zbog f € L” (R") ovaj integral je konacan ako i
samo ako je g € (L (R")" = LY (RM). Zbog definicije funkcije g i teorema , to vrijedi
1
2

|I I"'1,| e L” (R"). Time je dokazana karakterizacija

ako 1 samo ako je Z lﬁ,

Iel
ecE

dualnog prostora od F navedena u iskazu teorema. O
Propozicija 3.2.3. Neka je p € (1,0) i s € (-r,0]. Nadalje, neka je f : R" — R funkcija

s pripadnim vali¢nim koeficijentima a; = (f,¥;) = ff(x)llfj(x)dx za sve l € 1iza sve

Rn
€ € E. Tada je f € WP* (R") ako i samo ako vrijedi

=

o1
o (1+17) 1 | eLr ®Y).

Iel
ecE
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Dokaz. Primijetimo po propoziciji da je karakterizacija pripadnosti funkcije f pros-
toru W”* (R") zapravo izraZena preko niza koeficijenata (|a} ) 1oy umjesto direktno preko
ecE

niza (a$)er. Nadalje, vrijedi (W”* (R") = WP (R"), pa na sli¢an na¢in pripadnost
ecE
dualne funkcije g prostoru W?"~ (R") karakterizirana je pripadnim nizom koeficijenata

(181 ey pritom je 87 = (g, ¥5) = fg(x)l//j(x)dx zasve I € I izasve e € E. Pritom je
Rn
{¥$ : I € R", € € E) kao baza prostora L* (R") dualna sama sebi.
Tvrdnja ove propozicije sada slijedi iz propozicije uz konjugirani eksponent p’
umjesto p i parametar —s umjesto s te iz leme [3.2.2|uz niz brojeva (w{)er dan jednakoscéu
eeE

_u )
wji=1+|l""zasvel e ITie€E. O

Osvrnimo se na trenutak na propozicije[3.2.1]i[3.2.3] Ove propozicije nisu medusobno
disjunktne jer ukljucuju zajednicki parametar s = 0, Sto moZe predstavljati problem zbog
moguce kontradikcije i dva neekvivalentna kriterija. No, uvrStavanjem u obe propozicije

2

dobivamo isti kriterij Z 1 1| € L” (R"). Kako je s = 0 jedini parametar koji zado-

Iel
ecE

voljava pretpostavke obiju propozicija, one nisu u medusobnoj kontradikciji.

Propozicijama([3.2.1]i[3.2.3]zakljucili smo karakterizaciju nehomogenog Soboljevljevog
prostora W”* (R") za p € (1,00) i za r > |s|. Medutim, postoji i jo$ jedan oblik karakte-
rizacije, a koji koristi zapis baze naveden u (1.3), generirane pomocu funkcija Y, € € E i
dodatno funkcije ¢, odnosno pomoéu funkcija ¢, = ¢ (- — k) za sve k € Z".

€
a;

Teorem 3.2.4. Neka je p € (1,00) i s € {—r,r). Nadalje, neka je f : R" — R funkcija s

pripadnim koeficijentima By := {f, ¢r) = ff(x)mwc zasvek € Z"iaf = (f,y)) =
o

ff(x)mdx za sve l € I za koje je|l) < 1izasvee € E. Tada je f € WP* (R") ako i

R}l
samo ako vrijedi

=

_2s5_q

. 2
Zlﬁk|p<ool Z 17| er @Y.
kezn Ie1|11<1
eeE

Dokaz. Oznalimo s 1 := {l € 1 : |I[| = 1}. Kao S§to je i raspisano u tekstu poslije defi-
nicije svaka dijadska kocka I € I veli¢ine |I| < 1 podskup je jedinstvenog ele-
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=

- ) .. .. 22 )
menta familije 7. Za svaki R € I, definirajmo funkcije wg := Z aj| ™™ g, 0 i
Iel,ICR
ecE
OR = Z asy;.
eI ICR
332

Pretpostavimo da je s > 0. Po propoziciji norma funkcije o g u prostoru W”** (R")
1

2

(1 + 117 ¥) ' 1| u prostoru L (R"). No, kako

ekvivalentna je normi izraza Z ay

IeT,ICR
cck 2s 2s 2s
jel € R, vrijedi |I| < |[R| = 1,aondail|l|"* > 1. Prema tome, 1 + |I|"" < 2|I]"" <

2

2(1 + |I|_%). ZakljuCujemo da je norma od Z a5

1€l ICR
ecE

e (1 + |I|_%) ' 1,] u prostoru

1

2

L? (R") ekvivalentna L” (R") normi izraza Z ? |7 |_%_1 1;] , odnosno L? (R") normi

Iel ICR
ecE

€
a;

od WR.

Nadalje, promotrimo li na trenutak zapis funkcije f isklju¢ivo pomocu baznih eleme-
nata y; zal € 1,|l] < 11 € € E (dakle, bez dijela izrazenog pomocu funkcija ¢y, k € Z"),
primijetimo da je po propoziciji norma funkcije f| u prostoru W”* (R") ekvivalentna

normi funkcije oy (zato Sto su ekvivalentne L? (R") normi istog izraza). Zbog || f ”5\//’»‘ & =
1

»
D Ukl gy vrijedi da je W (R") norma od f ekvivalentna s [Z ||aR||{’V,,,.¢(R,,)J , od-

ReTy Rely
nosno S
1P 1
1 p g
P 2 )
)4 _ € -=]
E ||wR||Lp(Rn) = E § a; |I| " ]11
Rely Rely ||\ IeL.ICR
3399 LP(R™)
1
2
2 2s
€ -=-1
=l D, les s, ,
Ie1 |11£1
ecE LP(R?)

pri ¢emu smo u posljednjem koraku koristili ¢injenicu da izrazi pod normom imaju nosace
R za R € I, a to su medusobno disjunktni skupovi do na skup Lebesgueove mjere nula.
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Za ekvivalenciju s uvjetom navedenom u iskazu teorema potrebno je joS odrediti uvjete
na niz koeficijenata (8y),cz»- No, zbog invarijantnosti Lebesgueovog integrala obzirom na
translaciju vrijedi [|¢illwe,s@ny = Pllwems@n 28 sve k € Z" (koristi se definicija Soboljev-
ljevog prostora W”* (R") te prva jednakost iz leme 2.1.2). Pritom, ¢ € W?*(R") obzi-
rom da je 0°¢ € L™ (R") i s kompaktnim nosacem za sve @ € Nj za koje je |a| = r.

p
Uz to, || > Bit je ekvivalentno s " 1IBilliypscary = Il D, 1B Dakle,

kezZn WPss(R") kezZ" kezZn
f € WPH(R") je ekvivalentno ve¢ izvedenom uvjetu te dodatno uvjetu Z 1Bl < o0.
kez"
Time smo dokazali ovaj teorem u slucaju s > 0. U slucaju s < 0 dokaz je analogan uz
koriStenje propozicije[3.2.3] O

3.3 Homogeni Soboljevljevi prostori

Preostaje nam jo§ karakterizacija homogenih Soboljevljevih prostora W”* (R") za p €
(1,00) 1§ € {(—r,r). Za ove prostore promatramo karakterizaciju temperiranih distribucija
F € 8 (R") s dodatnim pretpostavkama koje omogucuju sami dokaz. Uz ve¢ navedenu
pretpostavku |s| < r, potrebno je da je F distrubucija reda manjeg ili jednakog od r. Uz

to, konvergenciju reda a5y; prema distribuciji F' promatramo u topoloskom prostoru

Iel
eceE

distribucija u slutaju kada je s < =, dok u slucaju kadaje 2 +m < s < L +m+1za
p p

neki m € Ny konvergenciju promatramo u kvocijetnom prostoru distribucijé)kog prostora
po prostoru polinoma stupnja manjeg ili jednakog od m.

Jo$ jedna nejasnoca u interpretaciji problema jest vrijednost koeficijenta a; = (F,y7)
zal € I 1€ € E, bududi da F nije funkcijsko preslikavanje (u kojem slucaju je ovo obicni

skalarni produkt u L? (R"), odnosno | F (x)mdx) nego opceniti antilinearni funkcional
R

nad prostorom funkcija iz C;° (R"). U tom slucaju definiramo (F, ) := F(¢) za sve ¢ €
Co (R"). Dodatno, kako je F distribucija reda m’ < r, po propoziciji 3.1, odjeljak 7.3A iz
knjige [[/] moze se na jedinstven nacin proSiriti do antilinearnog funkcionala na prostoru
C™ (R™), a u tom sluéaju moguce je po teoremu odabrati ortonormirani vali¢ni sistem
{y$:1el,ec E} CC" (R"). Tada ima smisla promatrati F (y¢)zasve I € Tiec Eiu
tom slucaju dobro je definiran koeficijent a := (F,y;) = F ().

S ovim pretpostavkama mogucde je pokazati sljedeci rezultat:

Teorem 3.3.1. Neka je p € (1,0) i s € {—r,r). Neka je nadalje F temperirana distribucija
reda manjeg ili jednakog od r s pripadnim vali¢nim koeficijentima o := (F,y5) = F (¢/7)
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za sve I € I iza sve € € E. Tada F pripada prostoru W* (R") ako i samo ako vrijedi

2,

Iel
ecE

1

LU 1| e ®Y).

Dokaz. Dokaz ovog teorema je analogan dokazu teorema uz iznimku S§to proma-
tramo koeficijente o za sve I € 7 i € € E, a ne samo dijadske kocke za koje je |I| < 1.
To¢nije, promatramo koeficijente uz ¢lanove ortonormirane baze kao u (I.2) umjesto or-
tonormirane baze sa zapisom kao u (I.3). Naime, fiksiramo j € Z te postupak provo-
dimo uz kocke R € I za koje je |Rl = 27/. Norma u prostoru W”* (R") distribucije
F ekvivalentna je Z loRllyrssmny-  Za svaki takav R W (R™) norma od o ekviva-

Rel
IRI=2"/
lentna je, koristeci definiciju prostora W”* (R") te raspis u propoziciji pocevsi od
T

2

(3.1) na dalje, ekvivalentna je L” (R") normi izraza Z as ? |1 |_275_1 1;| . Nastavljamo

IeI,ICR
ecE

sli¢no kao u dokazu teorema m te dobivamo da je F € W”* (R") ako i samo ako je
2
Iel |I|<2~/
ecE

P51, | e LP (R i to vrijedi za sve j € Z. Nadalje, L” (R") norma od

€
a;

;
2 25
| o= >

2 2s 2 2s
€ € —-=—1 € -=-1
§ a 1T+ Z 1T,
Iel Iel |l|<277 Iel \I|>277
ecE ecE ecE
. o .
zbog leme ekvivalentna je L” (R") normi od
1 1
2 2
2 2s 2 2s
€ —-=—] € —-=—]
> e L [ > e L (32)
el |12 1T |11>277
ecE ecE
a uz to vrijedi
%
2
> el 50

IeT |I|>277
eeE LP(R?)
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kada j — —oco. Prema tome, postoji j € Z za koji je

2

2 25 _
DO N Y I VO
Ieq ) |>277
ecE
Pustanjem j — —co u (3.2) slijedi tvrdnja teorema. O

3.4 Pregled karakterizacija

Karakterizacije koje su izvedene u ovom poglavlju navedene su u tablicama [3.1]i[3.2] U
prvoj tablici zapisujemo karakterizacije istom notacijom i oznakama kako smo 1h iskazali
u odgovaraju¢im propozicijama i teoremima. Druga tablica koristi alternativnu notaciju.
Naime, svaka dijadska kocka / jednoznacno se moZe zapisati u obliku [Z‘jk, 27 (k + 1)>,

pri¢emusu j € Zik € Z". U tom slu¢aju volumen te dijadske kocke je |/| = 27/, Uvedemo
li alternativnu oznaku &5, := @ za sve € € E, dobivamo karakterizaciju pomoc¢u sume s
parametrima j € Zik € Z".

Primijetimo da vali¢na karakterizacija Lebesgueovog prostora L” (R") vrijedi samo za
p € (1, 00). Zbog problema vezanog uz jednakost|l.2) ne moZemo ponuditi sli¢nu karakte-
rizaciju za prostore L' (R") i L™ (R"). Medutim, moZe se pokazati da je norma u prostoru
L' (R") (dakle, za p = 1) istog izraza upravo valiéna karakterizacija Hardyjevog prostora
H' (R") kojeg smo naveli u definiciji
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funkcijski prostor

ekvivalentna norma

L7 (R"), H 7= 1 \2
p (1) (; A L)
eeE .
1 n € 2 —1 2
H ®Y) H(; a;| 1l 11) LIR")
eeE
W2S(R™M), 2 _2s . \?
p el o). sel0.r H(IZ_; ai (et L)
33
WP (R, H 2 2\l
p € <1, 00> , 8 € <—r, 0] (; @ (1 + |I| ) |I| ILI) LP(RM)
e€eE
WP (RM, » ) 2l m R g
pe(l,o0),s€{~r7) Z Bil” < co1 H( Z a I‘ L) LP(R")
kezZn Iel |I|I<1
- ecE
WP R H 225 3
9 € I n ]l
pel o), se(-nr (; il L)
eceE

37

Tablica 3.1: Karakterizacija funkcijskih prostora pomocu vali¢nih koeficijenata uz para-

metre € I,e€ E.
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funkcijski prostor ekvivalentna norma
L? (R") H e 12 Ani 3
’ . 2nj]12—j kk+1 )
(S ( Z J’k [ Kt ) p(RN
p (1,00 j€Z keZr LoD
ecE :
1 2 Anj 2
H! @) IOl 27t o,
JEZ keZ"
ecE
Wp,s (Rn) H( Z . 2 . . %
’ . 1+ 43])27!]]]_271, kk+1 )
€ j’k ( [ K+ > n
pe(l,c0),5€[0,r) i LP(R")
ecE
WP (R”) H( Z . 2 R B i
’ o, [ (1+479) 2771,
— ik ( 27k k+1) .
p€(l,00),5€(-r0] P LP(R")
ecE
WP,S (R”) ] ) N ] %
’ |,8k|p <01 H( Z ka 2( Hn)l]lz—j[k k+1))
c Cern | 2 ; , n
p <17 OO) » S < r, r> ez eZ.720 LP(R™)
kezZ"
- ecE
WP2S (Rn), H( Z at 2 2(2s+n)j:ﬂ_2 Tk 1))%
_ ik Ik k+ .,
pe(l,o0),s €(-r,r) P LP(R)
ecE

Tablica 3.2: Karakterizacija funkcijskih prostora pomocu vali¢nih koeficijenata uz para-
metre j € Z,ke€Z", e € E.
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Sazetak

Ovaj rad bavi se dokazima karakterizacije nehomogenih i homogenih Soboljevljevih pros-
tora izrazene preko koeficijenata funkcije ili opéenitije distribucije u prikladnoj vali¢noj
bazi.

Uz uvodenje pojmova valicne baze 1 Soboljevljevih prostora definiraju se joS neki os-
novni objekti te navode rezultati 1 dokazi potrebni za rad.

Navodi se iskaz i dokaz karakterizacije Lebesgueovog prostora L” (R"). Uz taj rezul-
tat dokazuju se karakterizacije nehomogenog Soboljevljevog prostora W”* (R") izrazene
preko koeficijenata dva tipa valiénih sistema, a zatim 1 karakterizacija homogenog Sobo-
ljevljevog prostora WP (R).



Summary

This thesis deals with the proofs of characterizations of inhomogeneous and homogeneous
Sobolev spaces expressed through the coefficients of a function, or in general a distribution,
in an appropriate wavelet basis.

Along with the introduction of notions of a wavelet basis and Sobolev spaces, some
other basic objects are defined and the results and proofs needed in the thesis are given.

The statement and the proof of the characterization of the Lebesgue space L” (R")
is given. Along with that result the characterizations of inhomogeneous Sobolev space
W7 (R") expressed through coefficients in two types of wavelet systems are established
and then also the characterization of the homogeneous Sobolev space WP (R") is given.
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