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Uvod

U ovome radu e se prikazati neki temeljni rezultati o topoloskim bazama Banachovih
prostora. Topoloske baze se razlikuju od obi¢nih ili Hamelovih baza vektorskih prostora
po tome Sto se dopusStaju beskonacne (prebrojive, indeksirane po N) sume pri zapisu vek-
tora preko baze pa su zato one prirodniji alat za proucavanje beskona¢nodimenzionalnih
prostora. Konvergenciju tih suma definiramo preko norme pa topoloSke baze promatramo
na normiranim prostorima. U ovome radu promatrat ¢e se samo topoloSke baze na normi-
ranim prostorima koji su potpuni, tj. na Banachovim prostorima.

U prvom poglavlju ¢e biti navedeni temeljni rezultati iz teorije normiranih prostora
koji €e biti glavni alati za dokazivanje teorema u kasnijim poglavljima te joS neki pomoc¢ni
rezultati koji e biti koriSteni.

U drugom poglavlju ¢e biti navedeni i dijelom dokazani rezultati vezani uz konvergen-
ciju redova u normiranim prostorima. Bit ¢e opisane medusobne veze izmedu sumabilnosti,
apsolutne konvergencije i bezuvjetne konvergencije. Ti rezultati ¢e biti kljucni za sadrZaj
cetvrtog poglavlja.

U treCem poglavlju bit ¢e izloZen glavni dio ovoga rada. Bit ¢e dokazani temeljni
rezultati vezani uz topoloSke baze na Banachovim prostorima i neke druge nizove koji
su bliski topoloskim baza po svojstvima. Na pocetku ¢e biti dokazano kljucno svojstvo
topoloskih baza, Cinjenica da za sve topoloSke baze vrijedi da su koeficijenti pri zapisu
vektora preko baze neprekidni (s obzirom na te vektore), tj. da su sve topoloSke baze
Schauderove baze. To svojstvo Ce biti presudno za ostale rezultate.

U cCetvrtom poglavlju bit ¢e predstavljena jedna posebna klasa topoloskih baza: bezu-
vjetne baze, tj. one baze za koje konvergencija ne ovisi o poretku elemenata baze.



Poglavlje 1

KoriStene oznake, definicije i teoremi

Napomena 1.0.1. Osnovni pojmovi iz teorije normiranih prostora koristeni u ovom radu
(poput polje F, norma, skalarni produkt, potpunost, Banachov prostor, Hilbertov prostor,
neprekidnost/ogranicenost linearnih operatora, itd.) e biti koristeni u smislu u kakvom su
definirani u [1].

1.1 Osnovni rezultati teorije normiranih prostora

Teorem 1.1.1. Neka je X normiran prostori* : X — X** definirano s X(f) = f(x), Vf € X7,
Vx € X. Tada vrijedi:

(a) Im?,") je upotpunjenje od X.

(b) Ako je X unitaran prostor onda je njegovo upotpunjenje Hilbertov prostor.

(c) Ako su (Y1, ¢1) i (Y2, do) upotpunjenja od X onda postoji jedinstveni izometricki izo-
morfizam 0 : Y, — Y, takav da vrijedi 0, = ¢.

Dokaz. |1, str. 20, Teorem 1.4.2 1 str. 66] O

Teorem 1.1.2. (Banach-Steinhausov teorem, princip uniformne ogranicenosti) Neka je
X Banachov i Y normiran prostor i neka je ¥ C B(X,Y) proizvoljan. Pretpostavimo da
vrijedi sup{||Tx|| : T € F} < +oo, Vx € X. Tada vrijedi i sup{||T|| : T € F} < +oo.

Dokaz. |1, str. 86, Teorem 5.3.2] O

Teorem 1.1.3. (Teorem o inverznom preslikavanju) Neka su X i Y Banachovi prostori i
neka je A € B(X,Y). Tada je i A~' ogranicen.

Dokaz. |1, str. 100, Teorem 6.1.3 1 str. 101, Teorem 6.1.9] m]
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1.2 Hahn-Banachov teorem i neke posljedice

Teorem 1.2.1. (Hahn-Banachov teorem) Neka je X normiran prostor i Y < X pravi pot-
prostor od X. Za svaki fy € Y™ postoji f € X* takav da vrijedi f|y = fo L1l = llfoll-

Dokaz. |1, str. 63, Teorem 4.1.5] |

Korolar 1.2.2. Neka je X normiran prostor i x € X. Tada je ||x|| = sup{|f(x)| : f €
XN fIl = 1} pri cemu se supremum postiZe.

Dokaz. |1, str. 64, Korolar 4.2.2] O

Korolar 1.2.3. Neka je X, potprostor normiranog prostora X i neka je x; € X takav da
je d = d(x1,Xy) > 0. Tada postoji f € X* takav da je ||f|| = 1 i da vrijedi f(x;) = d i
f(x) =0, Vx € X,.

Dokaz. |1, str. 65, Teorem 4.2.3] m|

Korolar 1.2.4. Neka je X, zatvoreni potprostor normiranog prostora X i neka je x; € X\ Xo.
Tada postoji g € X* takav da vrijedi g(x;) = 1i g(x) =0, Vx € Xj.

Dokaz. X je zatvoren i x; ¢ Xy paje d = d(x;,Xo) > 0. Sada primjenimo pa je
g= 3—1 f traZeni funkcional. O

Korolar 1.2.5. Podskup E normiranog prostora X je fundamentalan ako i samo ako je

e oy

Dokaz. |1, str. 65, Korolar 4.2.4] O

1.3 Adjungirani operatori na Banachovim prostorima

Teorem 1.3.1. Neka su X i Y Banachovi prostori i T € B(X,Y). Tada postoji jedinstven
operator T* € B(Y*, X*) takav da vrijedi:

f(Tx) = (T f)(x), VxeXVfeY (1.1)

Tada je ||T*|| = |IT|| i T se naziva adjungirani operator od T.
Ako je T izomorfizam, onda je i T* izomorfizam.

Dokaz. Za f € Y* proizvoljan definiramo funkcional g : X — Fs g = fT pa je g nepreki-
dan linearni funkcional. Neka je sada 7* : Y* — X* definiran preslikavanjem f +— g. Tada
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vrijedi T*f = fT,Vf € Y* pa T* zadovoljava (I.I). T* je ocito linearan. Vrijedi za f € Y*
proizvoljan:

" f11 = ISTIE < IANTI = NT AL

paje ||T7|| < ||T||. Takoder je za x € X proizvoljan:

ITxl_=_sup|f(Tx)| = sup|(T* @) < suplIT*|| NI [Ixll = 17*]lllxd],
22 f1=1 = =l —=—

pa vrijedi [|T]| < ||I7"||. Dakle, [|T1| = |IT"]l.
Pretpostavimo da postoji S € B(Y*, X*) koji zadovoljava (1.1)). Tada je:
SH@X =T f)x), VxeXVfeY

=Sf=T"f, VfeY"

=S =T,
pa je zato T* jedinstven.
Zbog jedinstvenosti za identitetu vrijedi /* = I (na odgovarajuéim prostorima) jer zadovo-
ljavaju (I.1). Ako su A i B ograniCeni linearni operatori koji se mogu komponirati onda iz
(I.T)) imamo f(ABx) = A*f(Bx) = A*B* f(x) pa zbog jedinstvenosti vrijedi (AB)" = B*A*.
Konacno, ako je A izomorfizam, tada:

AA' =1 AT A=] = @A@YA =LAAY =1,

pajeiA* izomorfizam. O

1.4 Carathéodoryjev teorem

Teorem 1.4.1. (Carathéodoryjev teorem) Neka je S € RY i x € conv(S). Tada postoje

ClyeoesCar1 200 xy,...,x001 €8 takvi da vrijedi:
d+1 d+1
chzl I X:chxk.
k=1 k=1
Dokaz. [2, str. 10, (2.3)] O

Korolar 1.4.2. Neka su Ay,...,Ay € R takvi da za svaki vrijedi |A,| > 1. Tada postoje
cz20ig,e{-1,+l}zak=1,....,N+1in=1,...,N takvi da vrijedi:

N+1 N+1
chzl I ZGk,an=/ln zasven=1,...,N.
k=1 k=1

Dokaz. Primjenimo [I.4.91]zad = N, x = (4y,...,Ay) 1 S = {(€,....€x) : €1,..., €y €
{—1, 1}}. Sada joS samo ozna¢imo x; = (€1,...,&n)zasvek=1,...,N + 1. O
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Konvergencija redova

2.1 Sumabilnost

Definicija 2.1.1. Ureden par (A, <) naziva se usmjeren skup ako je A neprazan skup i <
binarna relacija na A za koju vrijedi:

(a) < je refleksivna, tj. @ < a, Ya € A,

(b) < je tranzitivna, tj. « < Bi B < ypovlaCi a <y, Va,B,y € A,

(c)Va,B € A, Ay € A takav da vrijedi « <y i <.

Propozicija 2.1.2. Neka je J beskonacan skup i F familija svih njegovih konacnih pod-
skupova. Neka je < binarna relacija na ¥ definirana za F,, F, € F s: Fi < F, ako i samo
ako Fy C F,. Tada je (¥, <) usmjeren skup.

Dokaz. < je trivijalno refleksivna i tranzitivna. Neka su F, F, € F proizvoljni. Tada
je F3 = F; U F, konacan podskup od J jer je konana unija kona¢nih podskupova od J.
Vrijedi F| C F31 F, C F3 paje (¥, <) usmjeren skup. |

Definicija 2.1.3. Neka je (A, <) usmjeren skup. Svako preslikavanje x : A — X naziva se
hiperniz u X i oznacavamo ga s (Xy)qea-
Za normiran prostor X kaZemo da hiperniz (x,)qeca konvergira ako Ax € X takav da vrijedi:

Me>0)dapyeAd), ay<a=|lx—x,| <e.

Tada pisemo x = limyey X,
Za normiran prostor X kaZemo da je hiperniz (x,)qca Cauchyjev ako vrijedi:

Ve > 0)dap € A), ap < aj,a = |[|x,, — Xo,ll < €.

Propozicija 2.1.4. Hiperniz u normiranom prostoru ima najvise jedan limes.
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Dokaz. [, str. 47, Napomena 3.1.4. (a)] |

Propozicija 2.1.5. Neka su X i Y normirani prostori i neka je f : X — Y. Funkcija f je
neprekidna u xo € X ako i samo ako za svaki hiperniz (x,)qea 4 X koji konvergira prema x

vrijedi f(xo) = limgea f(Xo).
Dokaz. [, str. 47, Napomena 3.1.4. (f)] m|

Definicija 2.1.6. Neka je x : J — X gdje je J proizvoljan beskonacan skup i X normiran
prostor. Neka je F familija svih konac¢nih podskupova od J. Tada je za < kao u2.1.2/(F, <)
usmjeren skup. KaZemo da je familija {x; = x(j) : j € J} sumabilna i da je njena suma
xo € X ako je xo limes hiperniza (sp)rer gdje je sp = X jer Xj. Tada pisemo xo = ) jc; X;.

Propozicija 2.1.7. Neka je X Banachov prostor. Familija {x; : j € J} u X je sumabilna ako
i samo ako zadovoljava Cauchyjev kriterij:

Ve>0)3dG(e)eF), FeF,FCJ\Gle = IIZ xjll <e.

JEF

Dokaz. [, str. 48, Propozicija 3.1.7.] m]

2.2 Bezuvjetna konvergencija

Definicija 2.2.1. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Kazemo da red Y2 x,, ko-
nvergira bezuvjetno u X ako za svaku permutaciju o od N red Y,'%| Xy konvergira.

Teorem 2.2.2. Neka je (c,) niz u F. Tada Y% ¢, konvergira apsolutno ako i samo ako
konvergira bezuvjetno.

Dokaz. |1, str. 51, Teorem 3.2.2.] |

Korolar 2.2.3. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Ako Y% x,, konvergira apso-
lutno onda konvergira i bezuvjetno.

Dokaz. |1, str. 53, Korolar 3.2.3.] O

Teorem 2.2.4. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Tada je familija {x, : n € N}
sumabilna ako i samo ako '] x, konvergira bezuvjetno.

Dokaz. |1, str. 54, Teorem 3.2.6.] |

Korolar 2.2.5. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Ako Y,'%] x, konvergira bezu-
vjetno onda je Y%\ Xomy = Duneq Xn 2a Svaku permutaciju o od N.
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Dokaz. |1, str. 55, Korolar 3.2.7.] |

Definicija 2.2.6. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Za njega definiramo:

Rr = sup{IIZ x|l : F € N konacan},
neF

Re = SUP{”Z €x,l : F €S Nkonacani & = (g,) s g, € {—1, +1}},
neF

Ra = sup{ll > Ayl : F C N konacan i A = (4,) s 14,] < 1},

neF

Ocito vrijedi 0 < Rr < Rg < Rp < +00 jer je supremum skupa manyji ili jednak supremumu
njegovog nadskupa.

Teorem 2.2.7. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Tada vrijedi:
(Cl) RF < Rg < ZRF,

(b) Rg = Ra ako je F =R,

(c) Re < Rp < 2Rg ako je F = C.

Ako tvrdnje vrijede onda iz njih slijedi da je svaki od Rp,Rg, Ra konacan ako i samo
ako su sva tri konacna.

Dokaz.

(a) Rr < Rg jer je supremum skupa manji ili jednak supremumu njegovog nadskupa. Neka
je konacan F C N proizvoljan i niz (€,) proizvoljan takav da je €, € {—1, 1}, Vn € N. Neka
suFt={n:e,=1}NnFiF ={n:¢ =—-1}NF,tada su oba konac¢na jer su podskupovi
od F, te ocito vrijedi F*NF~ =@1F*UF~ = F. Vrijedi:

1D @l =1 &x+ > exl =1 %= > xl <D wll+1 ] %l < 2Ry

neF neF+ nelF- nelF+ nelF- neF+ nelf~
————— N’
<Rp <Rp

Pa kada uzmemo supremum po skupu {F C N konacani & = (¢,) s €, € {—1,+1}} slijedi
Re < 2Rp.

(b) Pretpostavimo da je F = R. Neka je konacan F' C N proizvoljani A = (4,) proizvoljan
niz skalara takvih da je |4,| < 1, Vn € N. Ozna¢imo N = card(F). Prema|l.4.2(slijedi da
postojecy > 01 g, €{—1,+1}zak=1,...,N+ 11in € F takvi da vrijedi:

N+1 N+1

chzl 1 ZGk,an:/ln, Vn € F.

k=1 k=1
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Tada slijedi:
N+1 N+1
IIZ x| = IIZ Z €..CrXnl| = [konacne sume komutiraju] = IIZ Ck Z €nXnll <
neF neF k=1 neF
N+1 N+1 N+1 N+1
< D lle ) el = Zmnz Enall = Z el &l < Z cxRe = Re.
k=1 neF neF neF
\/—/
<Rg =1

Pa kada uzmemo supremum po skupu {F C N konacani A = (4,) s |1,| < 1} slijedi Ry <
Rs. Vrijedi 1 Rg < Rp jer je supremum skupa manji ili jednak supremumu njegovog
nadskupa, pa konacno Rg = Ra.

(c) Pretpostavimo da je F = C. Neka je konaCan F C N proizvoljan 1 neka je A = (4,)
proizvoljan niz skalara takav da je |4,|] < 1, Vrn € N. Definiramo «,,5, € R takve da je
Ay = @, +1B,, Yn € N. Tada vrijedi |a,| < 11|B,| < 1, Yn € N. Sada analogno kao u dokazu

tvrdnje (b) slijedi:
D el <Re i 1D Bl <R

ner ner
Sada vrijedi:
1" Al = 1) (e + Bxll = 1w+ D" Buall 1D anall +11) ] Buxall < 2R
neF neF neF neF neF neF

<Rg <Rsg

Pa kada uzmemo supremum po skupu {F' € N konadani A = (4,) s |4,| < 1} slijedi Ry <
2Rs. Vrijedi 1 Rg < Rp jer je supremum skupa manji ili jednak supremumu njegovog
nadskupa, pa kona¢no Rg < Rp < 2Rs. |

Teorem 2.2.8. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Ako Y.’ x, konvergira bezu-
vjetno onda su Rr, Rg i Rp konacni.

Dokaz. Pretpostavimo da Y2} x,, konvergira bezuvjetno. Prema dovoljno je dokazati
da je R konaCan. Za svaki konacan F' C N i svaki niz skalara A = (4,) za koji vrijedi
|4,] < 1, Vn € N, definiramo funkcional Tp4 : X* — F's:

Tralf) = FQ dux), Vf €X',
neF
Tr je o€ito linearan i vrijedi:

ITeAll = sup|Tea(f) = suplf(Y Aol = ||Z A5

IIfll=1 Ifl=1 - 47



POGLAVLIJE 2. KONVERGENCIJA REDOVA 9

Zato imamo:

RN megs SO0 Arall = SUpITal
nefl

definicija F

Neka je sada f € X* proizvoljan. Iz bezuvjetne konvergencije od Y.'%] x, slijedi da za
proizvoljnu o~ permutaciju od N, %] Xy konvergira pa vrijedi:

+00 +00
D Fow) = [neprekidnost od f] = £ xow) € F.
n=1 =

eX

Zbog proizvoljnosti od o slijedi da Y, f (x,) konvergira bezuvjetno. Kako je ( f (x,)) niz
skalara slijedi prema n slijedi da Y% f(x,) konvergira i aspolutno, tj. > '21|f(x,)| <
+00. Sada imamo:

SUPIT ()] = SUPLF(Q Aux)l = SUpL ) | Auf (i)l < SUp D I (i)l =

nelF FA nekF FA nelF
=sup D Ll IfCal < sup ) [l < Z|f(xn>|<+oo.
nEF <1 FA neF
<ES Gl

Zbog proizvljnosti of f € X* po principu uniformne ogranicenosti [I.1.2] sada slijedi Ry =
suppAllTEAll < +00. O

Teorem 2.2.9. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Tada su sljedece tvrdnje ekvi-
valentne:

(a) Y¥.r2 x, konvergira bezuvjetno.

(b) Familija {x, : n € N} je sumabilna.

(c) Ve > 0, AN € N takav da vrijedi:

F C N konacan, minF >N —= ||Z x| < €.
neF

(d) X025 X, konvergira za svaki rastuci niz prirodnih brojeva (ny)ien-

(e) Z;“’l €,X, konvergira za svaki niz skalara (€,) takav da je €, € {—1, 1}, Yn € N.
(f) X121 Aux, konvergira za svaki ogranicen niz skalara (1,,).

(g) Vrl]edz.

hm sup Zlf(x,,)l fexiiflil<1y=
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Dokaz.
(a)=(b)=(c)
Slijedi iz[2.2.4]i[2.1.7]
(c)=(g)
Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (c). Neka je € > 01 neka je N € N koji za € postoji prema
(c). Neka su L, K € N proizvoljni takvi da vrijedi L > K > N ineka je f € X" proizvoljan
takav da je || f|| < 1. Sada definiramo sljedeée skupove:

F*={neN:K<n<LRe(f(x,) >0},
F ={neN:K<n<L,Re(f(x,) <0}.

Vrjedi FFNF- =@iF"UF ={K,...,L}. Vrijedi min(F*) > K > N i slijedi:

DURe(FG)l = > Re(f(x) = Re( Y f(u)) = Re(f( D x) < IFO. %)l <

neF* neF+ neF+ neF+ neF+

< AN xll <e
~——
<1

neF+

>0

<€, prema (c)

Analogno se za F~ dobije };,.r-IRe(f(x,))| < €, pa je zajedno:

L
D IRe(f(e)l = D IRe(fx))l+ D IRe(fx))l < 2€.

n=K neF+ neF~-

<€ <€

A analogno promatrajuéi imaginarne dijelove se dobije - [Im(f(x,))| < 2e, pa slijedi:
L L L
DGl = > Re(f(x) + Im(f(x))] < D (Re(fGx)| + [Im(f(x,))) =
n=K n=K n=K

L L
= YIRe(fr)+ Y m(FCe))] < de.
n=K n=K

<2e <2e

Zbog proizvoljnosti od f € X* takvog da || f|| < 1 slijedi:

L
sup{ Y If (el : £ € X" IIfIl < 1} < de.
n=K
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Kako to vrijedi za sve K, L > N moZemo uzeti prvo L — 400 paondai K — 400 pa se
dobije:

+00
Jim sup{ZK|f<xn)| L feXIfl< 1) < de
Zbog proizvoljnosti od € > 0 sada je konacno:

Jim Sup{;lf(xn)l feXIfll<1)=0.

(g)=()
Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (g). Neka je (4,) proizvoljan niz skalara za koji vrijedi
|4,] < 1, Vn € N. Neka je € > 0 proizvoljan, tada prema (g), AN, € N takav da vrijedi:

+00
VN > N, sup{ ) If (el fe XIIfIl< 1) <.
n=K

Neka su M, N € N proizvoljni takvi da je N > M > N,. Prema korolaru Hahn-Banachovog
teorema|l.2.2} 4f € X* takavdaje||f|| = 11:

N N
” Z ﬂnxn” = f( Z /ln-xn)
n=M+1 n=M+1
Sada slijedi:
N N N N N
1)) Al =FC Y Ax) = D) Afla) < D ALIFGI< D) 1f()] <
n=M+1 n=M+1 n=M+1 n=M+1 <1 n=M+1
+00
< D Ifl<e
n=M+1

Zbog proizvoljnosti od M, N > Ny, YV, 1,x, je Cauchyjev pa je i konvergentan.

(H=(e)

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (f). Trivijalno slijedi (e).

(e)=(d)

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (e). Neka je (n)ren proizvoljan rastuci niz prirodnih bro-
jeva. Nekajee, = 1,Vn € N,ineka je f, = 1 ako je n = n, zaneki k € Ninekaje f, = -1
akojen # m zasve k € N. Y ' e,x, 1 Y00 fuX, konvergiraju prema (e) pa konvergira i
Z]tj Xnp = %(Z:{S e X, + Z:ﬁ fnxn)-
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(d)=(c)

Pretpostavimo da ne vrijedi tvrdnja (c). Tada de > 0 takav da za VN € N postoji konacan
Fy C N takav da je min(Fy) > N 1|2,cr, Xull > €. Neka je sada G| = F 1 Ny = max(G)),
G, = Fy, 1 N, = max(G,) i tako dalje Gx = Fy,_, 1 Ny = max(Gg), VK € N\ {1, 2}. Sada
za niz konacnih skupova (Gg), YK € N vrijedi:

max(Gg) < min(Ggs,) i ||Z x|l > e 2.1)

neGg

Neka je (ny)ren rastui niz svih elemenata od KUNGK. Pretpostavimo da je > ;_; x, Cauc-
€.

hyjev. Tada postoji takav Ny € N da za sve N > M > N, vrijedi ||ZkN=M+1 X |l < €. Postoji
K € N takav da je Ny € Gk pajetadally, cc,., Xl < € $to je u kontradikeiji s (2.1). Dakle
Yi-1 X, nije Cauchyjev pa Y, x,, ne konvergira $to znaci da tvrdnja (c) ne vrijedi. Sada
po kontrapoziciji (¢) povlaci (d). O



Poglavlje 3

Topoloske baze

3.1 Osnovne definicije i svojstva

Definicija 3.1.1. Niz (x,) u Banachovom prostoru X je topolosSka baza za X ako Yx € X
postoji jedinstven niz skalara (a,(x)) takav da vrijedi:

x = Z a,(X)x,. (3.1)
n=1

Napomena 3.1.2. Zbog jedinstvenosti od (a,(x)) slijedi da x,, # 0, Yn € N, jer ako An € N
takav da je x, = 0 onda bi a,(x) mogao poprimiti bilo koju vrijednost u F pa (a,(x)) ne bi
bio jedinstven.

Propozicija 3.1.3. Niz (a,) definiran s (3.1)) je niz linearnih funkcionala na X.

Dokaz. Za proizvoljne @, € F te proizvoljne x,y € X vrijedi po (3.1) vrijedi:

+00

ax+fy =) aax+ By,

n=1
te

+00 +00 +00
ax+ By =a ) a()n +B ) a0 = Y (aay(x) +fa,(y))x,
n=1 n=1 n=1
pa zbog jedinstvenosti zapisa (3.1) primjenjenog na ax + By slijedi:

an(ax + By) = (aa,(x) + Ba(y)).

13
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Definicija 3.1.4. Neka je (x,) topoloska baza Banachovog prostora X. Tada niz linearnih
funkcionala (a,) definiran s (3.1)) nazivamo pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala od

(Xn).

Definicija 3.1.5. Ortonormiran niz (e,) u Hilbertovom prostoru H je ortonormirana baza
za H ako V¥ x € H postoji niz skalara (c,(x)) takav da vrijedi:

+00
X = Z c(x)e,.
n=1

Tada pomocu skalarnog produkta slijedi c,(x) = {(x,e,), Yn € N, pa je niz (c,(x)) jedins-
tveno odreden te je stoga (e,) takoder i topoloska baza za H.

Definicija 3.1.6. Neka je X Banachov prostor i neka su dani nizovi (x,) € X i (a,) C X".
Kazemo da je (a,) biortogonalan s (x,) ako vrijedi a,,(x,) = 6,,, Ym,n € N.

Definicija 3.1.7. Neka je (x,) topoloska baza Banachovog prostora X i (a,) niz njenih
pridruZenih koeficijentnih funkcionala. Sada, YN € N definiramo preslikavanje Sy : X —

X s:
N

Sn(x) = Z a,(0)x,, VxeX. (3.2)

n=1
Ta preslikavanja nazivamo operatori parcijalne sume. Operatori parcijalne sume su line-
arni funkcionali jer su a, linearni funkcionali Vn € N.

3.2 Neprekidnost koeficijentnih funkcionala

Definicija 3.2.1. Neka je (x,) topoloska baza Banachovog prostora X i (a,) njen pridruZeni
niz koeficijentnih funkcionala. KaZemo da je (x,)n,en Schauderova baza za X ako je a,
neprekidan Yn € N.

Primjer 3.2.2. Neka je (e,) ortonormirana baza Hilbertovog prostora H. Tada za njen
pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala (a,) vrijedi a,(x) = {x, e,) pa su svi a, neprekidni.

Lema 3.2.3. Operatori parcijalne sume iz (3.2) S y su neprekidni YN € N ako i samo ako
su a, neprekidni ¥n € N.

Dokaz.

Pretpostavimo da su a, neprekidni Yn € N. Sada iz (3.2) slijedi neprekidnost od S y,
YN e N.



POGLAVLIJE 3. TOPOLOSKE BAZE 15

Pretpostavimo da su S y neprekidni YN € N. Vrijedi:
aj(x)x; = S1(x),

azan > 2 vrijedi:

n n—1

()%, = D ai(x)xi = > ai(x)xi = $,(0 = S, () = (S, = Su)®)  (33)

i=1 i=1

pa zbog neprekidnosti od S 5, YN € N, slijedi da su preslikavanja x — a,(x)x, neprekidna
Vn e N.

Za proizvoljni n € N definiramo preslikavanje span{x,} — F s ax, — «@. Za proizvoljne
a, 5 € F vrijedi:

1 1
la — Bl = —|Ix,llle — Bl = llax, — Bx,|l < —|lax, — Bx,|
[|x, | [|x,,|] (|2,

pa je ax, — a neprekidno. Koristili smo da x,, # 0 premampa zato Hx_lnll postoji.
Kompozicija neprekidnih preslikavanja x — a,(x)x, i ax, — « je preslikavanje x — a,(x)

koje je zbog toga neprekidno. O

Teorem 3.2.4. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X za koji vrijedi da x,, # 0, Vn € N.
Neka je

n=0

+0o0
Y = {(an) CF: Z a,x, konvergira u X}

i neka je |||ly : Y — R definirano s:

N
l@nly = supll Y awxll,  V(a,) € Y.

NeN n=1

Tada vrijedi:

(a) Y je Banachov prostor uz normu ||||y.

(b) Ako je (x,) topoloska baza za X, onda je preslikavanje T definirano s (a,) — ),
izomorfizam izmedu Y i X.

+00

n=1CnXn

Dokaz. (a)Y je podskup vektorskog prostora F" pa je zbog linearnosti limesa i sam vektor-

ski prostor. Za (a,) € Y limy_, ZnN:1 a,x, = Y13 a,x, konvergira pa jer su konvergentni
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nizovi ograniceni slijedi ||a,|ly < +oo0. Dakle, |||y je dobro definirano.
Zaa €Fi(a,), (b, €Y vrijedi:

leanlly = ll(aa,)lly = suanaanxnn - supuaZanxnn = sup|a|||Z a,x, | =

NeN NeN NeN

n=1 n=1 =

= lal Supllz anx,ll = lelll(@n)lly

Nean

@) +Bly = i@y +bolly = suan(an +b)xll = suan a %, + Z bul <

NeN NeN

n=1 n=1

su anXx,|| + b, x,
Neg(nz I ||Z ||)

n=1

= [supremumi jednakih skupova] = sup (HZ a, x| + ||Z byx,|ll <

WN)ENXN\ 7T

< [supremum skupa je manji ili jednak od supremuma njegovog nadskupa| <

< sup (IIZ il + ||Z b xnn] = suan a2l + supnz buxll =

(M,N)eNxXN =1 NeN =1

= [l(@nlly + 1G)lly.

Nadalje, ako je ||(a,)|ly = O onda je ||Z,ZN=1 a,x,|| = 0, VN € N. Dakle za N = 1 je tada
llaixil] = 0, tj. |ailllxi|] = O pajer x; # O slijedi a; = 0. Pretpostavimo da za neki N € N
vrijedi da Yn < N vrijedi a, = 0. Tada iz IIZNJ]1 anx,|| = 0 slijedi |lays+1xy+1]] = O pa zbog
xy+1 # O slijedi ay,; = 0. Sada po principu matematicke indukcije slijedi da je a, = O,
VneN,t. (a,) =0

Dakle, |||y je norma na Y.

Preostaje pokazati da je Y potpun s obzirom na nju. Neka je (Ay) Cauchyjev niz u Y i
Ay = (a Jnents YN € N. Za proizvoljne M, N € N i fiksni n > 2 vrijedi:

lay’ = aYlllxll = (@ = a)xll < [po definiciji od |1lly] < Ay — Anlly < 2114y — Anlly
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n n—1

M N M N M N M N

a)! = allxll = @) = adyx,ll = 1) (@ = al'yxi = > (@l - )il <
i=1 i=1

n n—1
M N M N
<Y (@' = a)xll + 11> (@ = a)xll < 2014y - Axlly.
i=1 i=1

<|[Ay—Anlly po definiciji  <||Ap—Anlly po definiciji

Dakle, za proizvoljne M, N € N i fiksni n € N koristeci joS da je x, # 0 dobije se:

2
lAm — Anlly.

la” - aV| <
" Ixall

Sada zato $to je (Ay) Cauchyjev slijedi da je i (a)yay Cauchyjev Vn € N. Zbog potpunosti
od F slijedi da ¥n € N, Ja,, € F tako da limy_,. @) = a,.
Neka je € > 0. (Ay) je Cauchyjev pa zato postoji Ny € N tako da vrijedi:

L
VM,N > No,  IlAy — Ally = supll Y (@) — al)x,ll < e.
LeN T

Za fiksni L € N 1 proizvoljne M, N € N definiramo:

L

L
vy = ) (@ =a)x i yy =) (@ —a))x.
n=1

n=1
Vrijedi:
L

lim yyy = lim E (@ — a")x, = [limes i konacna suma komutiraju] =
M—+oc0 > M—+oc0 .
n=

L L
_ . M _ Ny, _ Ny, _
= Zl Mlggoo(an a, )x, = Z_;(an a, )x, = yn.
Dakle, limy;—+co Yun = yn. Uz to takoder za M, N > N, vrijedi |[yunll < ||Ay — Anlly < €,
pa zajedno slijedi da VN > N vrijedi:
= i = 1 <L €.
[yl ||A}L1}rloo yunll A}LIEOOH))M,N” €
Dobili smo nejednakost |[yy|| < €, YN > Ny, t]. ||25:1(an —aMx,|l < €, YN > Ny. Kako N

1 € ne ovise o L, moZemo uzeti supremum po L pa dobijemo:

L
supll  (a, — ad)xll < e, YN > N, (3.4)

LeN =1
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v . N, . N N . .
Zato §to je Ay, = (@, )neny € Y, limy_,,o Zﬁ:’:] a,’x, = Y15 a,"x, konvergira. Svaki

konvergentan niz je Cauchyjev pa AM, € N tako da VM,N € N takveda N > M > M,

vrijedi:
N N M
1 aoxl =1 alox, - Y alixll < e (3.5)
n=1 n=1

n=M+1
Sada ako je N > M > max{M,, Ny} onda:

N M N M N
N N N
1 @, = Y @l = 11 (@ = )%, = > (@ —ay)x, + > alx,ll <
n=1 n=1 n=1

n=1 n=M+1
N M N
N N, N
<UD (@ —a)xll +11D (@ —al)xli+1 ) alxll <
n=1 n=1 n=M+1
<e prema (3.4) <e prema (3.4) <e prema (3.3)

< e+ e+ € =3e.

Dakle, niz parcijalnih suma (3", a,x,)var je Cauchyjev u X, a X je potpun pa slijedi da
Yool anx, konvergira u X. Stoga je (a,) € Y po definiciji od Y. 1z (3.4) jos slijedi:

L
lAy = (a)lly = ll(a,) — Anlly = SMPLeNHZ(Gn —ax,ll<e, YN =N,

n=1

paje limy_. Ay = (a,) € Y Sto pokazuje da je Y potpun.

(b) Pretpostavimo da je (x,) topoloSka baza za X. Uvjet teorema da je x, # 0, Vn € N
zadovoljen je prema[3.1.2] Vrijedi T((a,)) = Y12 @nXn, ¥(a,) € Y. Slika od T je u X po
definicijiod Y paje T : Y — X. Za proizvoljne a, 8 € F i proizvoljne (a,), (b,) € Y vrijedi:

T(a(ay) +Bby) = T((aa, + Bby)) = D (@ay +Bb)x, = @ ) @y +B ) byxy =
n=1 n=1 n=1
= aT((ay) + BT (by)

pa je T linearno. Za x € X proizvoljan postoji prema [3.1.1] niz (a,(x)) u F takav da je
Yors an(x)x, = x pa je stoga (a,(x)) € Y jer prethodni red konvergira. A sada T'((a,(x))) =
Yo an(x)x, = x paje T surjektivno. Ako za neke (a,), (b,) € Y vrijedi T((a,)) = T((b,))
tada za Y, a,x, = >.o] b,x, pa kako su ti redovi elementi od X prema jedinstvenosti iz
B.1.1]slijedi (a,) = (b,) pa je T injektivno. Dakle, T je bijektivan linearni operator.
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Za (a,) € Y vrijedi:

IT (@)l = ||Z @)l = | lim Z a,%| = [neprekidnost norme] = lim ||Z anxall <

n=1

supnz a, %1 = ll@y)lly

Nean

pa je T ograniCen linearni operator. T stoga zadovoljava uvjete Teorema o inverznom
preslikavanju[I.1.3] pa je T izomorfizam. O

Korolar 3.2.5. Neka je (x,) topoloska baza Banachovog prostora X, (a,) njeni pripadni
niz koeficijentnih funkcionala i Sy njeni operatori parcijalne sume. Neka su Y, ||-|ly i T
definirani kao u[3.2.4]i oznacimo C = supy oIS nll. Tada vrijedi:

(a) C <||IT7|| < +o0, tj. Sy je neprekidan YN € N,

(b) ixll2 = supyellS vxI| definira normu na X za koju vrijedi ||| < |l < CIll, #j. ona je
ekvivalentna pocetnoj i vrijedi C > 1,

(c) a, je neprekidan i 1 < ||a,||||x,|| < 2C, Yn € N te su (x,) i (a,) biortogonalni,

(d) (x,) je Schauderova baza za X.

Dokaz. (a) Neka je x € X, tada je x = Y, '°] a,(x)x,. T~! postoji i ogranien je premam
pa zbog jedinstvenosti iz vrijedi T~'x = (a,(x)). Slijedi za N € N proizvoljan:

IS wxll < supl|S ax|| = SUPIIZ (X)Xl = l@n)lly = 1T xlly < 1T~ 1ll1x]].
MeN MeN =1
Dakle, vrijedi ||Sy]| < |IT7!Y|| < +o0 pa je Sy ogranicen i zbog proizvoljnosti od N € N
slijedi C = supyllSwll < IT7Y| < +o0.
(b) Za x € X proizvoljan vrijedi:
l|lxll2 = supllS nx|| < supllS yllllxl] < Cllx]| < +o0
NeN NeN
paje ||| : X = R dobro definirano. Za @ € F, x,y € X vrijedi:
llexlls = supl|S n(ax)l| = supllaS yxI| = suplalllS yx|| = || supllS yx|| = lall|x]l
NeN NeN NeN NeN

te

llx + yll2 = supllS y(x + Y| = supllS yx + S yyll < sup([IS yxll + 1S wyll) =
NeN NeN NeN
= sup  ([ISyxll +ISwylD <
(N,N)eNXN
[supremum skupa manji je ili jednak supremumu njegovog nadskupa] <

<
< sup (IS mxll + [ISwyll) = supllS pxll + supllS xyll = [lxll> + [yl
(M,N)eNXN MeN NeN
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Nadalje, za x € X vrijedi:

llxll2 = supllS v xl| < supllS wlll|xll = Clix]

NeN NeN

lIxll =1l im Syxll = lim [IS yx|| < supllS yx]| = [lx]]2.
N—+0c0 N—+co NeN
Sada ako je ||x|l, = O iz prethodne nejednakosti slijedi da je ||x|| = O pa je x = 0. Stoga
je |I|l. norma na X, a iz prethodne dvije nejednakosti slijedi i da je ekvivalentna s ||-||. 1z
prethodne dvije nejednakosti slijedii C > 1.
(c) Neprekidnost od a,, Vn € N slijedi iz (b) i[3.2.3] Za x € X proizvoljan i n > 2 vrijedi:

lan COlllxall = Nlan(O)xall = NS w(x) =S -1 CONl < IS nOI| + (1S -1 (OI] < 2C ] x]]
@I) —_——— O ———
<ClIxl <Clixl
Takoder vrijedi:
lar Colllx [ = llar Cox |l = IS x| < Clixl] < 2C1Ix|

pa jer prema x, # 0, Vn € N, slijedi:

2C
la,(x)] < HHXH, VYn € N.
Xn

To povlaci da Vn € N vrijedi ||a,|| < % tj. lanllllx|l < 2C.
Za n € N proizvoljan vrijedi x, = 1x, pa zbog jedinstvenosti iz [3.1.1] slijedi da su (x,) i
(a,) biortogonalni te je a,(x,) = 1, aiz toga slijedi 1 = |1| = |a,(x,)| < |la,||l|lx,||. Dakle,

dobili smo da vrijedi:

1 < Jlallllxall € 2C, VYn e N.

(d) (x,) je Schauderova baza jer je prema (c) a, neprekidan, Yn € N. O

Napomena 3.2.6. Prethodni korolar pokazuje da je svaka topoloska baza Banachovog
prostora nuZno Schauderova.

Definicija 3.2.7. Neka je (x,) topoloSka baza Banachovog prostora X. Tada C = sup IS vl
nazivamo bazna konstanta. Prema[3.2.5|vrijedi 1 < C < +00. Ako je C = 1, onda se (x,)
naziva monotona baza.
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Napomena 3.2.8. Bazna konstanta nije nuZno neovisna o izboru norme, odabir neke druge
ekvivalentne norme moZze promijeniti baznu konstantu.

Teorem 3.2.9. Svaka topoloska baza (x,) Banachovog prostora (X) je monotona s obzi-
rom na ekvivalentnu normu ||-|[, = supyellS v°ll (4. monotona je u Banachovom prostoru

X, 1))

Dokaz. Prema[3.2.5] |||, je norma koja je ekvivalentna pocetnoj. Neka su x € X te M, N €
N proizvoljni, tada:

S S v = SM@ a,(x)x,) = Z S wlan(0%,) = Z Z (@ (X)) %, =

n=1 n=1 m=1
N

n=1

Mg M=

an(X)an(x,)x, = [po[3.2.5](x,) i (a,) su biortogonalni]| =

N N M min{M,N}
= Z ay mnxn = Z Z 5m,n apXp, = Z apX, = Smin{M,N}(x)~
n=1 m=1 n=1 m=1 n=1
—_———
=1, ako n<M, inace =0
Zatojezax € X1 N € N proizvoljne:
IS vxll2 < supl|S yxll2 = sup supl|S xS x|l = sup supllS pingmmxll = sup IS mingemyxll =
NeN NeN MeN NeN MeN (M,N)eNxXN
= supllS yxl| = [|x[2.
NeN

To povlaci da je [|S y|l» < 1 pa zbog proizvoljnosti od N € N vrijedi da je supyellSwnll2 < 1
A posljednje znaci da za baznu konstantu baze (x,) u (X, [|]|2) vrijedi C = supyllSnllz < 1.
Prema[3.2.7)je C > 1 paslijedi C = 1, tj. (x,) je monotona s obzirom na ||-||,. O

Primjer 3.2.10. Ne postoji u svakom Banachovom prostoru (promatranom uz fiksnu normu)
monotona baza. Stovise, postoji Banachov prostor X takav da (s obzirom na fisknu normu)
vrijedi inf{Cp bazna konstanta od B:B topoloska baza za X} > 1.

Dokaz. [4] O

3.3 Ekvivalentne topoloske baze

Propozicija 3.3.1. Neka su X i Y Banachovi prostori, (x,) topoloska baza za X i (a,)
njen pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala te T : X — Y izomorfizam. Tada je (T x,)
topoloska baza za Y i (a,T") je njen pridruzeni niz koeficijentnih funkcionala.
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Dokaz. Neka je y € Y proizvoljan. T je izomorfizam pa postoji izomorfizam 7-!. Vrijedi
T'yeXpajeT 'y =3"5 a, (T 'y)x, = 2i3 an(T'y)x,. Sada:

+0o0

y=TT"y =T a(T'y)x) = Y T(@(T~'y)x) = > a(T™y)Tx,
n=1 n=1

n=1

Neka je (b,) niz skalara takav da y = >.*%] b, T x,,. Tada vrijedi:

T 'y = T‘l(i baTx,) = i b, T 'Tx, = i bnXp.
n=1 n=1 n=1

Sada zbog jedinstvenosti od a,(T~'y) u zapisu od T~'y preko topoloske baze (x,) slijedi
b, = a,(T"'y), Vn € N. Dakle (b,) je jedinstven pa zbog proizvoljnosti od y € Y slijedi da
je (T'x,) topoloska baza za Y i (a,T~") je njen pripadni niz koeficijentnih funkcionala. O

Definicija 3.3.2. Neka su X i Y Banachovi prostori. KaZemo da je topoloska baza (x,) za
X je ekvivalentna topoloskoj bazi (y,) za Y ako postoji izomorfizam T : X — Y takav da
vrijedi Tx, = y,, Yn € N.

Napomena 3.3.3. Ako je X = Y onda ekvivalentnost topoloskih baza (x,) i (y,) oznaca-
vamo s (x,) ~ (y,). Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu svih topoloskih baza Ba-
nachovog prostora X. Refleksivnost slijedi pomocu identitete, simetricnost pomocu inverza,
a tranzitivnost pomocu kompozicije.

Teorem 3.3.4. Neka su X i Y Banachovi prostori te (x,) i (y,) redom njihove topoloske
baze. Tada su sljedece dvije tvrdnje ekvivalentne:

(a) (x,) je ekvivalentna (y,),

(b) Za svaki niz skalara (c,), Y,\2] cax, konvergira ako i samo ako Y, ¢y, konvergira.

Dokaz.
(a) = (b)
Pretpostavimo da je (x,) ekvivalentna (y,). Tada postoji izomorfizam 7 : X — Y takav
da je Tx, = y,, Yn € N. Dovoljno je pokazati jedan smjer od (b) jer ¢e drugi onda
slijediti analogno. Neka je (c,) neki niz skalara takav da Y,'°] ¢,x, konvergira. Tada je
(XN, ¢,x,)var Cauchyjev. Neka je € > 0 proizvoljan, pa za njega postoji N, € N takav da
Vm,n > Ny vrijedi || 2} .1 CnXnll < €. Tada za Vm,n > N, vrijedi i:

n

1D el =11 D enTxll = ITC Y el I D eaxall < T,

k=m+1 k=m+1 k=m+1 k=m+1

a to znaci da je (ZnNzl cnyn)nen Cauchyjev, a kako je Y Banachov onda je (Zf:’:l CnYn)Nen 1
konvergentan, tj. ».'%] ¢,y, konvergira.
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(b) = (a)

Pretpostavimo da za svaki niz skalara (c,), Y. 2] ¢,x, konvergira ako i samo ako Y2} ¢y,
konvergira. Neka su (a,) 1 (b,) redom nizovi koeficijentnih funkcionala za (x,) 1 (y,). Neka
je x € X proizvoljan. Tada x = Y/ a,(x)x, konvergira pai '] a,(x)y, konvergira po
pretpostavci. Stoga ako definiramo preslikavanje 7 : X — Y s Tx = Y77 a,(x)y,, ono e
biti dobro definirano.

Neka su x,y € X te @, 8 € F proizvoljni. Tada:

+00

T(@x+BY) = ) ax(@x+Bya = ) (@a,(x) +Ba,())y, =
n=1

n=1

=a() a0y + B a()yn) = aT(x) + BT (),
n=1 n=1

pa je T linearno.
Neka je x € X takav da je Tx = 0. Tada:

+00

0="Tx= > ax)y,

n=1

ali takoder i:

n=1

pa zato $to je (y,) topoloska baza za Y slijedi a,(x) = 0, Vn € N. Stogaje x = Y% a,(x)x, =
> 0x, = 0 paje T injektivno.
Neka je sada y € Y proizvoljan. Tada y = >'%] b,(y)y, konvergira pa i X, ] b,(y)x, ko-
nvergira. Oznac¢imo x = Y% b,(y)x, € X, tada je takoder x = .2} a,(x)x, iz Cega slijedi
b,(y) = a,(x), Yn € N . Sada je:

Tx = T(i b,(y)x,) = i by(Y)yn =y,
n=1 n=1

paje T isurjektivno. Dakle, T je bijektivno linearno preslikavanje.
Za VYN € N definiramo Ty : X — Y s Tyx = 2. | a,(x)y,. Ta preslikavanja su neprekidna
jer su a, neprekidni Yn € N. Za x € X proizvoljan vrijedi:

+00

N
Tx= Z an(X)y, = Nlirgoo Z an(X)y, = Nlirpm Tyx
n=1 n=1
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pa je niz (Tyx) stoga ogranicen. Sada po principu uniformne ogranicenosti[I.1.2]slijedi da
je iniz (Ty) ograniCen, tj. AC € R takav da je supyenl||Ty|| < C < +00. Sada slijedi:

ITxll =l lim Tyx|| = lim [[Tyx]| < supl[Tyxl| < supl|Tnllllx]| < Cllx|| < +oo.
N—+co N—-+oc0 NeN NeN
Dakle T je ogranicen. Konacno, T je izomorfizam. O

Lema 3.3.5. Neka je (e,) ortonormirana baza Hilbertovog prostora H. Tada za svaki niz
skalara (c,), 3.'2] cpe, konvergira ako i samo ako Y2 lca|? konvergira.

Dokaz. Neka je (c,) proizvoljan niz skalara. Definiramo sy = ZnNzl Cpenlty = ZnNzllcnlz.
Za M,N € N takve da N > M vrijedi:

N N N N N
2 2 -
”SN - SM“ = ” § Cnenn = < § Cn€n, E Cmem> = § Cn E Cm <em em> =
~——

n=M+1 n=M+1 m=M+1 n=M+1 m=M+1 =5y m
N N
— - _ 2 _ —
= CnCp = leal™ = tn =ty = ltn — tul.
n=M+1 n=M+1

To znadi da je Y] ¢,e, Cauchyjev ako i samo ako je 3% |c,|* Cauchyjev. A kako su H i
R potpuni to znaci da Y%} c,e, konvergira ako i samo ako Y '%|c,|* konvergira. O

Korolar 3.3.6. Svake dvije ortonormirane baze (e,) i (f,) Hilbertovog prostora H su ekvi-
valentne.

Dokaz. Neka je (c,) proizvoljan niz skalara. Pretpostavimo da Y% c,e, konvergira. Tada
po Sorleal* konvergira pa opet po Yo enfn konvergira. Analogno se dobije
da konvergencija od Y2} ¢, f, povlaci konvergenciju od Y% ¢,e,. Zbog proizvoljnosti od
(c,) sada prema [3.3.4]slijedi da su (e,) i (f,) ekvivalentne. O

3.4 Minimalnost i biortogonalnost

Definicija 3.4.1. Niz (x,) u Banachovom prostoru X je fundamentalan ako je spani{x,} = X.

Definicija 3.4.2. Niz (x,) u Banachovom prostoru X je minimalan ako x,, ¢ span{x,},m,
Vm € N . Niz koji je minimalan i fundamentalan naziva se egzaktan.

Primjer 3.4.3. Neka je C [T] prostor svih neprekidnih kompleksnih 1-periodicnih funkcija
na R (s normom uniformne konvergencija). Za niz (e,)nez u C [T] definiran s e,(t) = e*™™,
Vn € Z, u poretku (e, e_y,e1,e_a,e,,...) vrijedi da je fundamentalan i da postoji njemu

biortogonalan niz u C [T]", ali nije topoloska baza.
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Dokaz. [6, str 153., Example 5.1., str. 458, Theorem 14.3.] m|

Teorem 3.4.4. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Tada vrijedi:
(a) Postoji (a,) koji je biortogonalan s (x,) ako i samo ako je (x,) minimalan.
(b) Postoji jedinstveni (a,) koji je biortogonalan s (x,) ako i samo ako je (x,) egzaktan.

Dokaz.

(a)

Pretpostavimo da je (a,) koji je biortogonalan s (x,). Neka sum € N iz € span{x,},zm
proizvoljni pri ¢emu je z = Z?’zl Cn;Xn; gdje je N €N, ¢, ..., €y € Nteny, ..., ny € N\ {m}
medusobno razliciti. Tada vrijedi:

N N
a2 =a,( ) c,.x,) = Cp. Ap(x,) =0.
Z o) Z ) anl)

=0 jer je m#n;
Zbog proizvoljnosti od z € span{x,},:, slijedi da je a,, = 0 na span{x,},+, pa zato §to
je a, neprekidan slijedi da je a,, = 0 na span{x,},zn. A vrijedi a,(x,,) = 1 pa je zato
X & Span{x,}nzm. Zbog proizvoljnosti od m € N slijedi da je (x,,) minimalan.
Pretpostavimo da je (x,) minimalan. Neka je m € N proizvoljan i E = span{x,},:,. Tada
je E zatvoren potprostor od X koji ne sadrZi x,, pa po korolaru Hahn-Banachovog teorema
[1.2.4]slijedi da postoji a,, € X* takav da je a,(x,,) = 1 i a,,(x) = 0, Vx € E. Provodeci ovaj
postupak ¥Ym € N dobivamo niz (a,) koji je biortogonalan s (x;,).
(b)
Pretpostavimo da postoji jedinstven niz (a,) koji je biortogonalan s (x,). Prema (a), (x,) je
minimalan. Pretpostavimo da je f € X* takav da je f(x,) =0, Vn € N. Tada je zam,n € N
proizvoljne:

(f + am)(xn) = f(xn) + am(xn) = 5m,n,
=0 =6m,n

pa je (f + a,) biortogonalan s (x,). Zbog jedinstvenosti biortogonalnog niza sada slijedi
daje f +a, = a,, Yn € N, tj. f = 0. Pa prema korolaru Hahn-Banachovog teorema [1.2.5]
slijedi da je (x,) fundamentalan.

Pretpostavimo da je (x,) egzaktan. Egzaktan niz je i minimalan pa prema (a) postoji neki
niz (a,) koji je biortogonalan s (x,). Neka je (b,) proizvoljan niz koji je biortogonalan s
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(x,). Tada za m, n € N proizvoljne vrijedi:

(@n = b)(xn) = ap(xn) = bi(x,) = 0

:6m,n :6m,n

Dakle a,, — b,, iS¢ezava na (x,) koji je fundamentalan, Ym € N pa slijedi iz korolara Hahn-
Banachovog teorema[I.2.5|da je a,, — b, = 0, tj. a,, = b,,, Ym € N. Dakle niz (a,) koji je
biortogonalan s (x,) je jedinstven. O

Korolar 3.4.5. Za svaku topolosku bazu (x,,) Banachovog prostora X vrijedi da je egzaktna
i jedini njoj biortogonalan niz je njen pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala (a,).

Dokaz. (x,) i (a,) biortogonalni prema [3.2.5 pa je prema [3.4.4] (x,) minimalan. A (x,) je
topoloska baza pa je po definiciji fundamentalna. Dakle (x,) je egzaktna pa iz [3.4.4]slijedi
da je (a,) jedini niz koji je biortogonalan s (x,). O

Teorem 3.4.6. (Miintz—Szdszov teorem) Neka je (k,) niz cijelih brojeva takav da je 0 <
ki <k, <k; <....C[0,1] promatramo s normom uniformne konvergencije. Tada je (x*)
je fundamentala u C [0, 1] ako i samo ako je k; = 0i Y% 1

n=1f,

Dokaz. |3, str. 194 1 str. 196, Exercise 1.] O

= +o00.

Primjer 3.4.7. (x"),s0 je prema fundamentalan u C [0, 1] (s normom uniformne ko-
nvergencije), ali je prema i (x*),50 fundamentalan u C [0, 1] pa stoga (x"),so nije
minimalan pa ni topoloska baza.

3.5 Nezavisnost

Definicija 3.5.1. Niz (x,) u Banachovom prostoru X je:

(a) konacno nezavisan ako ZnNzl cx,=0=>c1=...=cy =0,
(b) w-nezavisan ako Y2 c,x, = 0= ¢, =0, ¥n €N,

(c) bazni ako je topoloska baza za span{x,}.

Teorem 3.5.2. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Tada vrijedi:
(a) (x,) je bazni niz = (x,) je minimalan,

(b) (x,) je minimalan = (x,) je w-nezavisan,

(c) (x,) w-nezavisan = (x,) je konacno nezavisan.

Dokaz. (a) Pretpostavimo da je (x,) bazni niz. Tada je (x,) baza za M = span{x,} pa
postoji (a,) € M* koji je biortogonalan s (x,,).

Neka je m € N proizvoljan. Tada je a,, = 0 na span{x,},+. pa je zbog neprekidnosti od a,,
onda a,, = 0 na span{x,},». Kako vrijedi a,,(x,,) = 1, slijedi da x,, ¢ span{x,},zm.- Zbog



POGLAVLIJE 3. TOPOLOSKE BAZE 27

proizvoljnosti od m € N imamo da je (x,,) minimalan.
(b) Pretpostavimo da je (x,) minimalan. Neka je (c,) niz skalara takav da je Y’ ¢,x, = 0.
Pretpostavimo da (x,) nije w-nezavisan, tj. da Im € N takav da c,, # 0. Tadaiz )% c,x, =
0 slijedi:

l +00

Z CnXn € span{xn}nim’

n=1
n+m

Xm =

m

pa (x,) nije minimalan Sto je kontradikcija. Dakle, pretpostavka je pogresna i (x,) je w-
nezavisan.

(c) Pretpostavimo da je (x,) w-nezavisan. Neka su N € Ni ¢y, ..., cy € F proizvoljni takvi
da je ZnN:1 ¢uX, = 0. Definiramo (c,) takoda ¢, = 0, VYn > N. Tadajei ), 2] c,x, = 0 pa je

c, =0, Vn € N, zbog w-nezavisnosti od (x,). Atoznatidajec; =--- =cy = 0paje (x,)
konacno nezavisan. |

Primjer 3.5.3. Niziz (e,) u C[T] iz Jje fundamentalan i minimalan, ali nije topoloska
baza. Tvrdnja slijedi iz[3.4.3|i 3. 4.4(a).

Primjer 3.5.4. Niz (x"),5o u C[0,1] iz Jje fundamentalan i w-nezavisan, ali nije topo-
loska baza. Prema(3.4.7)znamo da je fundamentalan i da nije topoloska baza pa preostaje
samo vidjeti da je w-nezavisan.

Dokaz. [6, str. 160, Example 5.10. (b)] O

Primjer 3.5.5. Postoji Banachov prostor koji sadrZi niz koji je fundamentalan i konacno
nezavisan, ali nije w-nezavisan.

Dokaz. [6, str. 160, Example 5.11.] |

3.6 Karakterizacija topoloskih baza

Definicija 3.6.1. Neka je niz (x,) u Banachovom prostoru X minimalan. Tada prema
postoji njemu biortogonalan niz (a,). Sada YN € N moZemo definirati definirati operatore
parcijalne sume:

N
Snx = Z a,(x)x,, VYxeX

n=1

Operatori parcijalne sume su linearni funkcionali jer su a, linearni funkcionali Vn € N.
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Napomena 3.6.2. Iz prethodne definicije se vidi da za dani (x,) operatori parcijalne sume
nisu jedinstveno odredeni nego ovise o izboru biortogonalnog niza (a,). Ako je niz (x,)
topoloska baza onda je prema (x,) minimalan i (a,) je jedinstveno odreden te je zato
prethodna definicija uskladena s prijasnjom definicijom operatora parcijalne sume|[3.1.7]

Teorem 3.6.3. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Tada su sljedece tvrdnje ekvi-
valentne:

(a) (x,) je topoloska baza za X,

(b) postoji (a,) biortogonalan s (x,) takav da za njihove operatore parcijalne sume S y
vrijedi:

x= lim Syx, VxeX
N—+oo

(c) (x,) je fundamentalan i postoji njemu biortogonalan (a,) takav da za njihove operatore
parcijalne sume S y vrijedi:

lim S yx konvergiraVx € X,
N—+oo

(d) (x,) je egzaktan i za operatore parcijalne sume S y vrijedi supyollS nx|| < 400, Vx € X,
(e) (x,) je egzaktan i za operatore parcijalne sume S y vrijedi supyllS x|l < +oo.

Dokaz.

(a)=(b)
Pretpostavimo da je (x,) topoloska baza za X. Za (a,) uzmemo niz koeficijentnih funkci-
onala od (x,) pa tada tvrdnja slijedi po definiciji topoloske baze.

(b)=(c)
Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (b). Za x € X proizvoljan tada je:

+00

X = NlirJIrlooSNx = ; a,(x)x, € span{x,}
pa slijedi da limy_, ;. S yx konvergira i da je X = span{x,}, tj. (x,) je fundamentalan.
(©=(d)

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (c). Prema pretpostavci postoji biortogonalan niz za (x,,)
pa je po [3.4.4] (x,) minimalan. Nadalje, prema pretpostavci je (x,) fundamentalan pa
je i egzaktan. Takoder, za Vx € X vrijedi da (S yx)yen konvergira pa je ogranicen, tj.
SUP v 1S nx|| < 400.

(d)=(e)

Pretpostavimo da je (x,) egzaktan i da supy.llSyxl| < +o0, Vx € X. Pretpostavka ima
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smisla jer je (x,) egzaktan pa je minimalan pa po [3.4.4] postoji neki njemu biortogonalan
(a,) tako da moZemo definirati operatore parcijalne sume S 5. Sada po principu uniformne
ogranicenosti [I.1.2] slijedi supyellS vl < +oo.

(e)=(b)

Pretpostavimo da je (x,) egzaktan i da je supycllS vll < +o0. Kao u prethodnom slucaju
pretpostavka ima smisla jer je (x,) egzaktan. Neka je sada x € span{x,} proizvoljan pa
AM e N, dcy,...,cy € Ftakvida x = ZM cmXn. Tada za N > M proizvoljan vrijedi:

m=1
M M M
SNx = SN(Z mem) = Z CmSNxm = Z CnXm = X.
m=1 m=1 m=1

Zbog toga je x = limy_100S yX jer (S yX)yen postane staticni niz s vrijednoS¢u x nakon
kona¢no mnogo ¢lanova. Dakle, x = limy_, ;.S yx, VX € span{x,}.

Neka je sada x € span{x,} proizvoljan i C = supyen||S vl| pa je po pretpostavci 0 < C <
+00. Kako je span{x,} gust u span{x,}, za € > 0 proizvoljan dy € span{x,} takav da je
lx =yl < ;g inekasu M €N, cy,...,cy € Ftakvidajey = Z,’Z’:l CuXy. Tadaza N > M
proizvoljan vrijedi:

lx=Swxll =llx—y+y—Syy+Syy = Saxll <llx=yll+ |ly=Swyll +[ISny—Snxll <
=0 jer je yespan{x,} <IIS Mlllly==l
Slx=yll+  ISNll lx=yI<A+O)x-yll<[C>0pajeil+C>0]<
——
<supnenllS nlI=C

< E.

Dakle x = limy_,S nX, VX € span{x,}, a (x,) je egzaktan pa i fundamentalan pa vrijedi
X = span{x,}. Stoga konacno imamo x = limy_, ;S yx, Vx € X.

(b)=(a)

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (b). Tada za x € X proizvoljan vrijedi:

+00

x= lim Syx= Zl a,(X)x,. (3.6)

Pretpostavimo da postoji niz skalara (c,) takav da vrijedi:

X = i CpXp. (3.7)

n=1
Tada vrijedi:

+00

+00
Z a,(x)x, = x = Z CnXn
n=1

n=1
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pa je za m € N proizvoljan:

> ) = anl >
n=1 n=1

Koristeci neprekidnost od a,, dobivamo:

+00 +oo

E an(-x) am(-xn) = § Cn am(-xn)
—— ——

n=1 :6mﬁ n=1 :6mm

pa jer su (x,) i (a,) biortogonalni slijedi a,,(x) = ¢,,. Zbog proizvoljnosti od m € N slijedi
(a,(x)) = (c,) pa je zapis od x oblika (3.7) jedinstven, a znamo da takav zapis postoji zbog
(3.6). Zbog proizvoljnosti od x € X sada slijedi da je (x,) topoloska baza za X. O

3.7 Karakterizacija minimalnih nizova i topoloskih baza

Teorem 3.7.1. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X takav da je x, # 0i Vn € N.
Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(a) (x,) je minimalan,

(b)VYM € N, ACy, takavdaje 1l < Cy < +00 i VYN > M, Vcy,...,cy € Fvrijedi:

M N
1> cwxall < Cull Y eaall.
n=1 n=1

Dokaz.

Pretpostavimo da je (x,) minimalan. Po [3.4.4] postoji (a,) biortogonalan s (x,) pa postoje
1 operatori parcijalne sume. Neka su M, N € N proizvoljni takvi da je N > M 1 neka su
co,--.,cy € F. Tada je:

M N N
1> cxll = [S %, = x, ako je n < M, inade je = 0] = 1) e xnll = IS (D cuxn)ll <

n=1 n=1 n=1

N
< IS wll Y eaeull
n=1

Sada je dovoljno definirati Cy; = [|S y| jer je Cy > 1 oCito zadovoljeno iz dobivene nejed-
nakosti.
(b)=(a)
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Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (b). Neka je E = span{x,} 1 Cy = 0. Neka je x € E
proizvoljan pa AN € N, dcy,...,cy € F takvi da je x = 3, ¢,x,. Sada za proizvoljan
M € N takavdaje 1 < M < N vrijedi:

M M-1 M M-1
leallieall = llewxull = 1) enxa = > cuxall <1 el + 1 cuxall <
n=1 n=1 n=1 n=1

N N
< [prema pretpostavei] < Cy Il ) e, ll +Caut 11D caall = (Cor + Cor-)ll
=1 =1
N N
=IIx| =I|x|

Prema uvjetima teorema je x,; # O pa slijedi:

Cy+Cy_ )
lewl < %lell, VM €N takav daje 1 < M < N. (3.8)
Xm
Ako je x = 0z (3.8) slijedi ¢; = --- = cy = 0 pa je (x,) konacno nezavisan. S obzirom na

to da je E = span{x,} onda slijedi da je (x,) Hamelova baza za E.

Tada za svaki x € E postoji jedinstven niz skalara (a,(x)) takav da vrijedi x = Y% a,(x)x,
gdje je samo kona¢no mnogo elemenata od (a,(x)) razli¢ito od 0. Ocito su s a, definirani
linearni operatori na E. Nadalje vrijedi a,(x) = c,zal < n < Nia,(x) =0zan >N
zbog jedinstvenosti zapisa. Zato a,, Yn € N, zadovoljava (3.8) (za n > N vrijedi a, = 0 pa
zadovoljava nejednakost trivijalno), tj. vrijedi:

C
la,(x)] < WHXH-

Zbog proizvoljnosti od x € E slijedi da su a, neprekidni Vn € N. Sada za svaki n € N
po Hahn-Banachovom teoremu ?? postoji neprekidno proSirenje od a, na X koje ¢emo isto
oznaliti s a,. Iz jedinstvenosti zapisa od x = Y1) a,(x)x, i jednakosti x, = 1x,, ¥n € N,
slijedi da su (x,) i (a,) biortogonalni pa je (x,) minimalan prema [3.4.4] O

Teorem 3.7.2. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Tada su sljedece tvrdnje ekvi-
valentne:

(a) (x,) je topoloska baza za X.

(b) (x,) je fundamentalan, x, # 0, Vn € N, i AC > 1 takav da VN, M € N takve da N > M
iVey,...,cn € Fvrijedi:

M N
1D ell < CIY enxill (3.9)
n=1 n=1

Kada tvrdnje vrijede najbolja (najmanja) konstanta C u (3.9) je bazna konstanta C =
supyenllS wll-
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Dokaz.

(a)=(b)

Pretpostavimo da je (x,) topoloSka baza za X. Tada je x, # 0, Vn € N. Neka je C =
supyen|lS vl njena bazna konstanta, a znamo da vrijedi 1 < C < +oco. Neka su M,N € N
proizvoljni takvida je N > M 1 neka su cy, ..., cy € F proizvoljni. Tada je:

M N N
1 cuxall = [S %, = x, ako je n < M, inace je = 0] = 1) e pxnll = ISu (D cuxn)ll <

n=1 n=1 n=1
N N
< ISwl D el < I cnxll
——
<supyarliSyll=C "= n=1

(b)=(a)

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (b). Tada je prema (x,) minimalan pa prema [3.4.4]
postoji (a,) biortogonalan s (x,). Takoder, prema pretpostavci (x,) je fundamentalan pa je
egzaktan. Sada je prema [3.6.3]dovoljno pokazati da je supyqllS vl| < +oco.

Nekaje x = XY ¢,x, € span{x,}. Za N € N proizvoljan vrijedi:

n=1

N M
N<M = |Syxll= IIZ cpXxn|l < [prema pretpostavci] < CIIZ CrXnll
n=1

n=1

M
N>M = |ISyxll= IIZ cnXll = Ixll = _1_Ixll < Clix]l.

n=1 <C

Dakle, imamo da vrijedi IS yx|| < C||x||, Vx € span{x,}. Kako je S y neprekidan, span{x,}
gust u span{x,} te je span{x,} = X jer je (x,) topoloSka baza, slijedi da je ||S yx|| < C||x||,
Vx e X, tj. ||ISnll < C. Zbog proizvoljnosti od N € N slijedi da je supyenl|Snll < C < 400
Sto je i trebalo pokazati.

Iz dokaza prvog smjera slijedi da C = supyayl|S v|l zadovoljava (3.9), a iz dokaza drugog
smjera slijedi da za svaki C koji zadovoljava vrijedi C > supyenl|Snll pa je zato
C = supyenllS yl| najbolja (najmanja) konstanta. O

3.8 Topoloske baze duala

Definicija 3.8.1. Neka je” : X — X** definirano s Xf = f(x), Vx € X, Vf € X*. Nazivamo
ga kanonsko preslikavanje izmedu X i X**. Prema[l.1.1]* je neprekidan linearni operator.
Ako je * surjekcija, onda kaZemo da je X refleksivan.

Lema 3.8.2. Neka je (x,) minimalan u Banachovom prostoru X i neka je (a,) biortogonalan
s (x,). Tada je (a,) minimalan u X* i (X,,) je biortogonalan s njim.



POGLAVLIJE 3. TOPOLOSKE BAZE 33

Dokaz. Za m,n € N proizvoljne vrijedi:

fnam = am(-xn) = 6m7n-
Dakle, (X,) je biortogonalan s (a,) pa je stoga prema [3.4.4] (a,) minimalan. O

Napomena 3.8.3. U [3.8.2] se ne mogu zamijeniti pojmovi minimalan i egzaktan. Stan-
dardna topoloska baza (e,) za I' je egzaktna, ali njoj biortogonalni niz je opet (e,), a on
nije fundamentalan u 1° = ['".

Napomena 3.8.4. Adjungirani operator oznacava adjungirani operator na Banachovim
prostorima definiran u[l.3.1} a ne standardni adjungirani operator na Hilbertovim prosto-
rima.

Teorem 3.8.5. Neka je (x,) topoloSka baza Banachovog prostora X. Tada je njen pridru-
Zeni niz koeficijentnih funkcionala (a,) baza za spani{a,} u X* ¢iji pridruZeni niz koefici-
Jjentnih funkcionala je (X,) (promatran u span{a,}").

Dokaz. Topoloska baza (x,) je minimalna prema pa je prema i (a,) minimalan.
Kako je (a,) trivijalno fundamentalan u spani{a,}, on je i egzaktan u span{a,}. Sada za
m,n € N proizvoljne slijedi:

-fnam = am(xn) = 5m,n,

pa je zato (X,,) (promatran u span{a,}*) u biortogonalan s (a,). Sada je prema dovoljno
pokazati da su operatori parcijalne sume 7y koji su pridruZeni nizu (a,) pomocu njemu
biortogonalnog (X,,) uniformno ograniceni. Za VN € N1V f € span{a,} vrijedi:

N N

Tv(f) = D 5uPan = ) fuan. (3.10)

n=1 n=1
Neka su Sy operatori parcijalne sume pridruZzeni topoloskoj bazi (x,), tada za njih vrijedi
supyeyllS vl < +00 prema[3.6.3] Svaki S y je neprekidan linearni operator X — X pa prema
1.3.1|postoje adjungirani operatori S y* : X* — X*. Sada za N € N proizvoljan te Vx € X i
Vf e X" vrijedi:

N N
SN(Hx=fSyx)=f (Z a,(x)x,) = Z a,(x)f(x,) = [mnoZenje u F je komutativno| =

n=1 n=1

N N
= HZ:; J(xn)an(x) = (; J(x)an)(x) &1 Tn(f)x.

Dakle, vrijedi Ty = Sy" pa je tada ||Ty|| = ||S 5*||. Kako prema|l.3.1|vrijedi ||S ™| = IS vl
slijedi || Tl = |IS vll- Sada je supyllTnll = supyallS all < +00 Sto je i trebalo pokazati.
Zbog jedinstvenosti iz[3.4.4] (X,) su pridruzeni koeficijentni funkcionali od (a,). |
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Korolar 3.8.6. Neka je (x,) topoloska baza refleksivnog Banachovog prostora X. Tada je
njen pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala (a,) baza za X.

Dokaz. Prema (ay) je topoloska baza za span{x,} pa je dovoljno pokazati da je (a,)
fundamentalan u X*. Neka je f € X™ takav da vrijedi f(a,) = 0, Vn € N. Kako je X
refleksivan, onda je f = X za neki x € X pa zato vrijedi:

+00

= Y e = 3 i = S flan 0.
n=1 n=1

n=1

Zatoje f = £ = 0 = 0 pa je prema korolaru Hahn-Banachovog teorema (a,) funda-
mentalan Sto je i1 trebalo pokazati. O

Korolar 3.8.7. Neka je X refleksivan Banachov prostor. Neka su (x,) i (y,) topoloske baze
od X te (a,) i (b,) redom njihovi pridruzeni nizovi koeficijentnih funkcionala. Ako vrijedi
(xn) ~ (yn) onda Vrijedi (an) ~ (bn)

Dokaz. Prema[3.8.6|(a,) i (b,) su topoloske baze od X*. S obzirom da je (x,) ~ (y,) slijedi
da postoji ograniceni izomorfizam 7T : X — X takav da vrijedi Tx, = y,, Yn € N. Tada
je prema [I.3.1] adjungirani operator 7% : X* — X* takoder ograni¢eni izomorfizam. Za
m,n € N proizvoljne vrijedi:

(T*(bn))(-xm) = bn(T(xm)) = bn(ym) = 6m,n = an(xm)-

Zbog fundamentalnosti od (x,) odavde slijedi 7*(b,) = a,, Vn € N pa je zato (a,) ~
(Dn). m



Poglavlje 4

Bezuvjetne baze

4.1 Definicije i osnovna svojstva

Definicija 4.1.1. Topoloska baza (x,) Banachovog prostora X naziva se bezuvjetna baza
za X ako red u[3.1|konvergira bezuvjetno, Vx € X. Tada je za (a,) njen pridruZeni niz koefi-
cijentnih funkcionala prema za o proizvoljnu permutaciju od N, x = Y,'% Ao Xeom),
Vx € X. Topoloska baza koja nije bezuvjetna baza naziva se uvjetna baza.

Lema 4.1.2. Neka je (x,) niz u Banachovom prostoru X. Tada su sljedece tvrdnje ekviva-
lentne:

(a) (x,) je bezuvjetna baza za X.

(b) (Xon)) je topoloSka baza za X za svaku permutaciju o od N.

Kada vrijede ove tvrdnje, za (a,) pridruzeni niz koeficijentnih funkcionala od (x,) vrijedi
da je (ayn) pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala od (xy,)), Yo permutaciju od N.

Dokaz.

(a)=(b)

Pretpostavimo da je (x,) bezuvjetna baza za X. Neka je o proizvoljna permutacija od N.
Neka je x € X proizvoljan. Tada je po definiciji x = Y% dow)(X)Xom. Neka je (c,) niz

35
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skalara takav da x = Y.’ ¢, Xp(n). Za m € M proizvoljan tada vrijedi:

+00 +oo
Z aa'(n)(x)xa'(n) =X= Z CnXo(n)
n=1 n=1

+0o +0o0
:)atr(m)(z Ao (n)(X) X)) = ao‘(m)(z CnXer(n))
n=1 n=1

Ao (m) (-

+00 +00

o Z ao-(n)(x) a(r(m)(xcr(n)) = Z Cn ao'(m)(xo'(n))
neprekidnost dq () —_—— —_———

n=1 n=1

:(srr(m),rr(n) :60'(111),0'(/1)

= Ar(m)(X) = Cpy-

Dakle, (c¢,) = (aru)(x)) pa je zadovoljen uvjet jedinstvenosti iz definicije topoloSke baze.
Zbog proizvoljnosti od x € X 1 0, (X)) je topoloSka baza za X, za svaku permutaciju o od
N. Sada iz jednakosti x = Y2 Ao (X)Xo slijedi da je topoloSkoj bazi (x4 ,)) pridruzen
niz koeficijentnih funkcionala (a,)).

(b)=(a)

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (b). Neka je za svaku o permutaciju od N, (dg.o(n)) pri-
druZeni niz koeficijentnih funkcionala topoloske baze (x,(,). Tada je prema[3.4.4)za svaku
o permutaciju od N, (ds ) jedini niz koji je biortogonalan s (X)), tj. (ds,) je jedini
niz koji je biortogonalan s (x,). Dakle za bilo koje o 1 o, permutacije od N vrijedi
(@g,n) = (as,n). Neka je id identiteta na N 1 neka je o proizvoljna permutacija od N.
Tada Vrijedi (aid,n) = (a(r,n) pa je X = Z;ﬁ aG',O'(n)(x)xo'(n) = Z;ﬁ aid,o’(n)(x)x(r(n)' ZbOg
proizvoljnosti od o red Y'%] aiq,.(x)x, konvergira bezuvjetno. Dakle (x,) je bezuvjetna
baza. O

Lema 4.1.3. Neka su X i Y Banachovi prostori, (x,) nizu X i T : X — Y izomorfizam. Ako
je (x,) bezuvjetna baza za X, onda je (T x,,) bezuvjetna baza za Y.

Dokaz. Pretpostavimo da je (x,) bezuvjetna baza za X. Neka je (a,) njen pridruZeni niz
koeficijentnih funkcionala. Prema (Tx,) je topoloska baza za Y i (a,T") je njen
pridruZzeni niz koeficijentnih funkcionala. Neka je o proizvoljna permutacijaod Niy € ¥
proizvoljan, tada postoji x € X takav da je Tx = y pa vrijedi:

+00 +o00 +00
y=Tx T(Z_; Ao (n)(X) X (n)) = Zl Aoy X)T (Xo(n)) = Zl Aony(T ' NT (Xrimy)-

pa zbog proizvoljnosti od o red X' a(T~'y)T(x,) konvergira bezuvjetno, tj. (Tx,) je
bezuvjetna baza za Y. O
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Definicija 4.1.4. Neka je (x,) bezuvjetna baza Banachovog prostora X i (a,) njen pridru-
Zeni niz koeficijentnih funkcionala.
Za svaki konacan F C N, definiramo operator parcijalne sume S : X — X sa:

S p(x) = Z a,(x)x,, VxeX.

neF

Za svaki konacan F C N i svaki skup & = (€,),cr takav da je €, € {—1,+1}, Vn € F,
definiramo operator parcijalne sume S g : X — X sa:

Sre(x) = Z €.a,(x)x,, VYxeX.

neF

Za svaki konacan F C N i svaki skup skalara A = (A,),cr takav da je |4, < 1, Vn € F,
definiramo operator parcijalne sume Spp : X — X sa:

SEa(x) = Z Aa,(x)x,, VYxeX.

neF

Svi ovako definirani operatori parcijalne sume su neprekidni jer su svi a, neprekidni i jer
su sve sume konacne.

Teorem 4.1.5. Neka je (x,) bezuvjetna baza Banachovog prostora X. Tada vrijedi:
(a) Za svaki x € X vrijedi:

llxllr = supllS (DI < +o0,
F
lixlle = supllS re(x0)l| < +o0,

F&

lixlla = supllS pa(0ll < +o0.
FA

(b) Vrijedi:
Kr = supllS || < +oo,
F
Ke = supllS rgll < +oo,

F&

Ka = sup|lS pall < +oo.
FA

(c) Vrijedi ||'|lr < ||l < 2|llr | Kr < Kg < 2KF.
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(d) Ako je F = R vrijedi ||||s = ||'lla i Ks = K-
(e) Ako je F = Cvrijedi |||lg < |I'lla < 2|Ills i Ke < Ka < 2Ke.
) I-les I-lle T 1I-l|a su norme na X koje su ekvivalentne normi ||-|| jer vrijedi:

I-llr < KM,
I-lle < Kelll,
[Illa < Kalll-

N ININ

Dokaz. O

Dokaz.

(a) Slijedi iz[2.2.8]

(b) Slijedi iz (a) i principa uniformne ograni¢enosti[I.1.2]

(¢) Slijedi iz (a).

(d) Slijedi iz (b).

(e) Slijedi iz (c).

(f) Svojstva norme za ||||r, ||lls 1 ||/|a slijede iz svojstava norme od |-, a nejednakosti
slijede iz (a) 1 (b). O

Definicija 4.1.6. Neka je (x,) bezuvjetna baza Banachovog prostora X. Tada za nju defi-
niramo Kr, Ke, K, I, I1lle i IIla kao ud.1.5]

Definicija 4.1.7. Neka je (x,,) bezuvjetna baza Banachovog prostora X. Tada Kg nazivamo
bezuvjetna bazna konstanta.

Napomena 4.1.8. Bezuvjetna bazna konstanta nije nuZno neovisna o izboru norme, odabir
neke druge ekvivalentne norme moZe promijeniti baznu konstantu.

Propozicija 4.1.9. Neka je (x,) bezuvjetna baza Banachovog prostora X. Tada je 1 < C <
K.

Dokaz.
1 < C=sup|lSyll = sup ISl <
B2 NeN F&
F={1,..,N},NEN
8:(1)/1€F

< [supremum skupa je manji ili jednak supremumu njegovog nadskupal < sup||S || =
FE

=Ks.
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4.2 Karakterizacija bezuvjetnih baza

Teorem 4.2.1. Neka je (x,) fundamentalan niz u Banachovom prostoru X takav da x, # 0,
Vn € N. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(a) (x,) je bezuvjetna baza za X.

(b) AC, > 1, YN € N, Vcy,...,cy € E Ve, ..., ey € {—1, +1} vrijedi:

N N
1 @caxall < Y el (4.1)
n=1 n=1
(c)AC> > 1, YN € N, Vby,...,by,c1,...,cn € Fvrijedi:
N N
Ibil < el oyl <lewl = 1) baxll < Call Y eal
n=1 n=1
(d) 0 < C3< 1 <Cy<+00, YN €N, Vey,...,cy € Fvrijedi:

N N N
Gl leabtall 1) enxall < Call ) leall.
n=1 n=1 n=1

(e) (x,) je topoloska baza za X i za svaki ogranicen niz skalara A = (A,) postoji neprekidan
linearni operator Ty : X — X takav da vrijedi Tx(x,) = A,Xx,, Yn € N.

Dokaz.

(a)=(b)
Pretpostavimo da je (x,) bezuvjetna baza za X. Neka je (a,) njen pridruZeni niz koeficijent-
nih funkcionala. Nekasu N € N, ¢y,...,cy € Fie,...,ey € {-1,+1} proizvoljni. Neka

jex= ZnN:1 cpXxp. Tadaza F ={1,--- ,N}1E ={ey,..., ey} vrijedi:

N

l E €CnX,ll = [jer je suma konacna] = || E €CnXall = IS Fell < supllS rell = [lxlle <

F.&
n=1 neF i

N
S Kellxll = Kell ) | caxall.
o 2,
Dakle, tvrdnja (b) vrijedi za +c0 > C; =Kg > 1.
EL3b) E1o

(b)=(c)
Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (b). Neka su N € Ni by,--- ,by,cy, -+ ,cy € F pro-
izvoljni takvi da |b| < |cyl,- - ,|bn| < |en]. Za svakin = 1,--- , N definiramo A, na nacin
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da uzmemo 4, = 0 akoc, =0 (tadjei b, = 0)i 4, = ? ako ¢, # 0. U oba slucaja je
b, = A,¢, 1|4,] < 1. Definiramo i «,, = Re(4,,) te 8, = Im(4,,).
Svi @, su realni i vrijedi |a,| < |1,] < 1, pa po Carathéodoryjevom teoremu [1.4.2] postoje

skalarit,, >01ie) e {-1,+1}zam=1,...,.N+1in=1,...,N takvi da vrijedi:
N+1 N+1
Ztm: i Ze,’;tm:an, zan=1,...,N.
m=1 m=1

Sada vrijedi:

N N+1 N+1 N+1
||Zancnxn||—||zz mrmcnx,,u—nz Ze el < Znt Ze el =
n=1 m=1
N+1 N+1 N+1

= anmz el = Z mnz enentll < Zt clnzcnxnn =

:1

N
= CillY. el
n=1

Analogno vrijedi i kada promatramo S, pa se tako dobije:

N N
1Y Bucaxall < CLlD el
n=1 n=1

Pa slijedi:

N N N N N
1" Bl = 1 Auenall = 1) (@ + Babdeaall = 11D @ncay +i ) Bucarall <
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
N N N
<UD ancuxll + 11 Bucwrall < 2C11D . cuxll
n=1 n=1 n=1

Dakle, tvrdnja (c) vrijedi za C, = 2Cy > 2.

(c)=(a)

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (c). Neka je o proizvoljna permutacija od N. (x,) je
fundamentalan pa je i (x,(,) fundamentalan te je x,(,) # 0, Vn € N, jer je x, # 0, Vn € N.
Prema [3.6.3|da bi (x,(,) bila topoloska baza dovoljno je pokazati da 3C, > 1 takav da za
M, N € N proizvoljne takve da N > M i proizvoljne ¢y, . .., o € F vrijedi:

M N
1 comXomll < Coll D ComXoumll
n=1 n=1
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Neka su stoga M, N € N proizvoljni takvidaje N > M 1 ¢y, ..., csn) € F proizvoljni.
Definiramo ¢, = 0, Yrn ¢ {o(1),...,0(N)}, L = max{o(l),...,0(N)} 14, = 1 ako je
nefo(l),...,o0N)}id,=0akojen ¢ {o(l),...,0(N)}. Tada vrijedi:

M L L N
1" comxomll = 1" Aucatall < Coll Y eaxiall = Call Y. otmXrinll
n=1 n=1 © n=1 n=1

Sada je dovoljno uzeti C, = C, > 1. Dakle, (x,) je topoloSka baza za X pa zbog pro-
izvoljnosti od o slijedi da je (x,) bezuvjetna baza.

(c)=(d)

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (c). Neka je N € N proizvoljan i cy,...,cy € F pro-
izvoljni. Neka je b, = |c,/ zan = 1,...,N. Tadaje N > N, |b,| < |c,| 1 |c,| < |b,| za
n=1,...,N pa vrijedi:

N N N
2
1 buxall < Call Y. earall < C2Y. bl
a © — © =
n=1 n=1 n=1
1 N N N
= > bl <) exl <Gl buxi
ZC2>0 C2
n=1 n=1 n=1

1 N N N
= ) el <1 eaxall < Call Y lealxll
bu=lenl C2 n=1 n=1 n=1

Sada je dovoljno uzeti C3 = & < ljerje C; > 1iCy = Cy > 1.

(d)=(b)

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (d). Nekasu N e N, cy,...,cy € Fie€,...,ey € {—1,+1}
proizvoljni. Tada vrijedi:

N N N N
Cill ), @cntall £ CsCall ) lawcnlvll = CaCsll Y Jenlll  Call ) ol
n=1 n=1 n=1 n=1

N N
Cy
= ” § Encn-xn” < ” § Cnxn”-
ZC3>0 C3 '

n=1

Sada je dovoljno uzeti C; = & > 1jerje C4 > 11 c% >12zbog0<(C;<1.

C3

Pretpostavimo da je (x,) bezuvjetna baza za X. Tada je (x,) topoloSka baza za X. Neka
je (a,) njen pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala, A = (4,)) proizvoljan ograniceni niz
skalarai0 < M = sup,|d,| < +00. Za M # Onekaje A, = (%"), tada je I%I = M—M' < % =1.
Neka je x € X proizvoljan. Sada jer je (x,) bezuvjetna baza, x = Y,'% a,(x)x, konvergira
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bezuvjetno pa prema >orsl Apnan(x)x, konvergira. Zato mozemo definirati 7 : X — X
s:

+00
Ta(x) = Z Aa,(x)x,, VYxeX.

n=1

T je ocito linearan. Ako je M = 0 onda je T, = O pa je neprekidan. A za M # 0 vrijedi:

+00 +00 N
/ll'l . /ln
ITAGON = 1) Awan()xll = MY, Tran(0xll = M| Jim > an(0ll =
n=1 n=1

n=1

N
. An .
= MNEIPM”Z; 20Ol = M Jim 1S 1.0 CONl < M SUPIS 1.0 <

[supremum skupa je manji ili jednak supremumu nadskupa] <

<
< M supl|S pa(0)|] < M supl|S gallllx]| +00.
FA FA b

= MKl _<
B.T3(b) B.L3(b)

Dakle, T je uvijek neprekidan. A za n € N proizvoljan vrijedi:

+00 too
TA(-xn) = Z /lmam(-xn)xm = Z /lm(sm,n-xm = /ln-xn-
m=1 m=1

(e)=(a)

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (e). Neka je (a,) pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala
od (x,). Neka je A = (4,) proizvoljan niz skalara za koje vrijedi |4,] < 1, Vn € N.
Prema pretpostavci postoji neprekidan linearni operator 75 : X — X takav da vrijedi
Ta(x,) = A,x,, Yn € N. Sada za x € X proizvoljan vrijedi:

TA() = TAQ | @(0)%) = 3" ai(OTa() = ) an() A%, =
n=1 n=1 n=1

= i At (X)X,
n=1

pa slijedi da Y.'%] 4,a,(x)x, konvergira. Zbog proizvoljnosti od A prema sada slijedi
da x = Y/ a,(x)x, konvergira bezuvjetno. A zbog proizvoljnosti od x € X slijedi da je
(x,) bezuvjetna baza za X. O
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4.3 Schauderov sustav

Primjer 4.3.1. Scahuderov sustav u C [0, 1] (s normom uniformne konvergencije) je niz
funkcija iz podskupa od C [0, 1]:

u poretku (x, 1, $00, S1.05 S1.1> 52,05 - - - » 23, . - . ) gdje su funkcije definirane s:

x(@) = x0.11(0),

I(t)=t,
k+4
L, t= 3
1 1
—J kK k3] . k+3 K+l
Snk = 4 linearna, na [2—,,, 2n2] i na [ T ],
0, inace.

Schauderov sustav je uvjetna baza za C [0, 1].

Dokaz. |6, str. 142, Definition 4.22 1 str. 184, 6.3] O
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Sazetak

U ovome radu su izloZeni neki temeljni rezultati o topoloSkim bazama na Banachovim
prostorima. Glavni alati koji se pritom koriste su osnovni rezultati iz teorije normiranih
prostora poput Hahn-Banachovog teorema i principa uniformne ogranicenosti. Kljucno
pokazano svojstvo topoloskih baza je neprekidnost koeficijenata iz zapisa vektora preko
baze (s obzirom na te vektore). Opisane su veze izmedu topoloSkih baza i njima po svoj-
stvima sli¢nih nizova. Posebno je opisana jedna posebna klasa topoloskih baza: bezuvjetne
baze za koje konvergencija ne ovisi o poretku elemenata baze.



Summary

In this thesis we have presented some fundamental results about topological bases in
Banach spaces. Main tools used for that are fundamental results from theory of normed
spaces such as Hahn-Banach theorem and uniform boundedness theorem. We have presen-
ted key property of topological bases which states that the coefficients from basis represen-
tations of vectors are continuous (with respect to those vectors). We have described some
relations between topological bases and some other types of sequences that are similar to
topological bases. In the end one special class of topological bases was described: uncon-
ditional bases for which convergence doesn’t depend on the ordering of the elements in the
basis.
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