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Uvod

U ovom radu se bavimo kvadrati¢nim problemom svojstvenih vrijednosti (QEP - Quadratic
Eigenvalue Problem). To¢nije, za zadane matrice M, C, K € C™" Zelimo izraCunati skalar
A € Civektor z € C", z # 0 tako da vrijedi

Oz = (M + AC + K)z = 0. (1)

Ovaj problem ima primjenu u mnogim podrucjima, kao Sto su analiza i1 kontrola vibracija
mehanickih sustava i linearnoj stabilnosti toka u mehanici fluida.

Predlozit ¢emo nekoliko metoda za rjeSavanje ovog problema. Takoder ¢emo proucavati na
koji nac¢in moZemo izraCunati samo odredeni dio spektra, npr. onaj sa najve¢im, odnosno
najmanjim realnim dijelom. Promatrat ¢emo 1 slucaj kada nas zanimaju svojsvene vrijed-
nosti koje su blizu nekoj unaprijed zadanoj vrijednosti o

Osnovna ideja za rjeSavanje ovakvih problema je konstrukcija potprostora u C" koji sadrze
Zeljenu spektralnu informaciju. Te prostore moZemo efikasno zadati ortonormiranim ba-
zama. Jedna klasa takvih potprostora su Krilovljevi potprostori. Arnoldijeva metoda daje
ortogonalnu projekciju opéenite matrice na Krilovljev potprostor zadane dimenzije, koja je
najceS¢e manja od ukupne dimenzije problema. Metoda prvotno sluzi za svodenje matrice
u Hessenbergovu formu, no ona takoder daje dobru aproksimaciju za neke od svojstvenih
vrijednosti zadane matrice. Stoga, u prvom poglavlju, definiramo Krilovljeve potprostore i
njihova osnovna svojstva, te definiramo Hessenbergovu formu matrice.

U drugom poglavlju opisujemo Arnoldijev algoritam za linearni problem svojstvenih vri-
jednosti. Uvest ¢emo implicitno restartani algoritam, koji na osnovu trenutnog znanja o
svojstvenim vrijednostima, aZurira pocetni vektor u svrhu bolje aproksimacije traZzenih
svojstvenih vrijednosti. Takoder se bavimo problemom deflacije, te metodama purginga
(odbacivanje svojstvenih vrijednosti koje su iskonvergirale, no nisu nam od interesa) i
lockinga (zakljuCavanje svojstvenih vrijednosti koji su iskonvergirale 1 pripadaju skupu
traZzenih vrijednosti).

U tre¢em poglavlju Zelimo iskoristiti Arnoldijev algoritam za rjeSenje kvadrati¢nog pro-
blema. Ideja je poCetni, nelinearni problem, linearizirati te novodefinirani problem rijesiti
opisanim metodom. Prvo definiramo generalizirani problem tako da definiramo matrice
G, L € C*™?" za koje vrijedi



2 SADRZAJ

Gy = ALy

iy= [/lzT ZT]. Jedan primjer takve linearizacije je

C K -M 0
e=[i o) 13"
Zatim iz generaliziranog problema definiramo standardni problem svojstvenih vrijednosti

Sy =21y,

tako da definiramo matricu

g _|-M'c Mk
|1 0 |

U cetvrtom poglavlju opisujemo SOAR metodu. To je metoda Arnoldijevog tipa, koja
umjesto linearizacije, koristi direktno matrice M, C, K pa samim time ¢uva strukturu pro-
blema. Vidjet ¢emo da postoji veza izmedu Arnlodijevog algoritma i SOAR-a. Naime,
dokazat ¢emo da dolazi do deflacije u istom koraku i jednog i drugog algoritma. Peto
poglavlje predstavlja generaliziranu SOAR metodu. Ona nam omoguéava da napravimo
implicitno restartanje, te da odabiremo koji dio sprektra Zelimo raCunati. 1 ovdje, kao 1
kod Arnoldijevog algoritma, moramo definirati na koji ¢e na¢in nasa metoda tretirati defla-
ciju. Konacno, u zadnjem poglavlju donosimo numericke rezultate, te primjere iz primjene
naSeg problema.



Poglavlje 1

Krilovljevi potprostori i Hessenbergova
forma

1.1 Krilovljevi potprostori

Teorija Krilovljevih potprostora i Hessenbergove forme matrice je detaljno razradena u [[1]]
i sljedece definicije i teoremi su radeni prema toj referenci. Kako su matrice koje defi-
niraju problem (1)) velike dimenzije, reda veli¢ine 10° i veée i rijetko popunjene (tj. veci
dio elemenata matrice je nula) bilo kakve transformacije nad takvim matricama su skupe.
Takoder transformacije naj¢eSce narusavaju formu matrice, pa ona vise nije rijetko popu-
njena. Medutim, operacija mnoZenja matrice sa vektorom se obavlja vrlo efikasno i dozvo-
ljava iskoriStavanje strukture matrice u svrhu ubrzanja izvrSavanja operacije. MnoZenjem
matrice A s vektorom x dobivamo vektor Ax, na kojeg opet mozemo efikasno primijeniti
matricu A te dobiti vektor A%x i tako redom. Prema tome, prirodno je uvesti sljedeéu defi-
niciju:

Definicija 1.1.1. Neka je A € C™" i b € C". Krilovljeva matrica reda i je definirana s
K; = K{(A,b) = [b,Ab, ...,A7'b], a i-ti Krilovijev potprostor K; je definiran kao slika od
K;, K; = Ki(A, b) = R(K;) = span{b, Ab, ..., A" 'b}.

Svojstva Krilovljevih potprostora su:

1. Invarijantnost na skaliranje: K;(A, b) = Ki(BA, ab), a,B # 0,

2. Invarijantnost na translacije: K;,(A — ol, b) = K;(A, b),

3. Zamjena baze: Ako je U unitarna matrica, tada vrijedi UK;(U*AU, U*b) = Ki(A, b).

3
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Zaista,

Ki(A,b) = [x,Ax, ..., A7'b]
= U[Ub,(U*AU)U*D, . ..,(U*'AU)"'U"b]
= UK(U*AU, U*b)

Ocito je da su za n X n matricu A stupci Krilovljeve matrice K,,; linearno zavisni, jer
potprostor od C" ne moZe biti dimenzije vece od n. Takoder postoji m < n takav da vrijedi

K CKy S C Koy = Kopar = ...
Za takav m je

Km+1(A, b) = [b, Ab, ... ,Amb] c CnXm+1.

1.2 Hessenbergova forma
Defincije i dokazi iz ove i sljedece sekcije su radeni prema [2].

Definicija 1.2.1. KaZemo da je n X n matrica H u Hessenbergovoj formi ako je H;; = 0 za
i > j+ 1. Hje strogo Hessenbergova ako je Hj,1 j # 0za sve j=1,...,n— 1.

Sljedeci teorem definira Hessenbergovu formu opcenite matrice.

Teorem 1.2.2. Neka je A € C™". Postoje nxn unitarna matrica Q i Hessenbergova matrica
H, tako da je A = QHQ". Ako je A realna matrica, onda Q moZemo izabrati da bude realna
ortogonalna, a H realna Hessenbergova. Ako je u dekompoziciji A = QHQ" matrica H
strogo Hessenbergova, onda je ta dekompozicija jedinstveno odredena u sljedecem smislu:
Ako je A = QHQ" takoder dekompozicija s unitarnom Q i Hessenbergovom H, onda §, =
€1 gy poviaci Q = QO, gdje je ® = diag(ei‘pk)zzl. U slucaju realnih dekompozicija realne
matrice A su svi e € {-1,1}.

Dokaz. Hessenbergovu formu ¢emo dobiti tako da poniStavamo elemente na pozicijama
(i, j) si > j+ 11to dobro odabranim unitarnim transformacijama sli¢nosti. Pri tome ¢emo
koristiti Householderove reflektore. U matrici A uo¢imo elemente A(2 : n, 1) i konstru-
irajmo (n — 1) X (n — 1) reflektor Ql tako da je

01AQ2 : n,1) = ||AQ : n, Dllhe; =
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Odavde slijedi, da je transformacija slicnosti

1 0 1 0
T

jedan korak prema Hessenbergovoj formi. Sada se koncentriramo na elemente A,(3 : n,2)
i na isti na¢in konstruiramo (n — 2) X (n — 2) reflektor O, koji ¢e ponisiti pozicije 4 : n, tj.
Q2A2(3 :n,2) = [|A2(3 : n,2)|,e;. Zajedno sa transformacijom 1) imamo

L 0|1 0 1 011 0] _
[0 Q;] [O QAI]A [O Ql] [0 Qz] =43, (1.2)

gdje odmah uocavamo A;3(4 : n,3). Shema se sada ocita: odredimo (n — 3) X (n — 3)
Householderov reflektor Q5 tako da je 03454 : n,3) = ||[A3(4 : n,3)|he; i primijenimo
novu transformaciju sli¢nosti

I 01| 01 0 1 0 1[1L 0 1[5 0]
5 ol all sl alls alls af-ae 0o

Opcenito imamo n —2 koraka, i u k-tom koraku konstruiramo unitarnu matricu Qy tako dau
1

matrici Agy = Qp A O vrijedi Agy1(k+2 : n, k) = 0. Matrica Q je oblika Oy = [6‘ 3 ],
k

gdje je O (n — k) x (n — k) Householderov reflektor koji zadovoljava OAk+1:nk) =

l[Ax(k + 1 : n,k)|l,e;. Time je zavrSena konstrukcija Hessenbergove forme: matrica Q =

0:10;...0,, ima svojstvo da je H = Q*AQ gornje Hessenbergova.

DokaZimo sada jedinstvenost. Prvo uoéimo da H = Q*AQ i H = Q*AQ, zajedno sa

g1 = Gy, povlae hi, = hy;. Citanjem prvih stupacau AQ = QH i AQ = QH dobijemo

Aqy = qihi + @har, Aqie? = qihy e + Gohay
odakle slijedi g2k = e G,hy,. Kako je po pretpostavci by, # 0, zakljuCujemo da je
lho1| = |hal 1 G2 = Clz%eiqjl = ¢, Odavde je hyy = hy, by = Iy, hyy =
h12€" 7). Nastavljamo induktivno: pretpostavimo da smo za m < n vektora dobili §; =
g;e?i, j=1,...,m. Sada iz relacija
qm+1hm+1,m = AQm - er'n:] qjh.lhm’
q;n+1ﬁm+1,m = AQm - Z;'nzl qjh;m = Aqmei(pm - ZT:] Qjeiqjjhjmei((pm_qﬁj)

zakljuCujemo da je G+ s 1m = Gmi1hme1 me®. Ostatak slijedi kao u slu€aju §: Hypy1m # 0

povlaci fzmH’m #01

~ _ Mstm i S i,
Gl = Qa1 7220 = Gppyp @0

h/11+ 1,m
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1.3 QRiteracije

Kod metode implicitno restartanog Arnoldijevog algoritma koristit ¢emo QR iteracije,
prema tome u ovom odjeljku definiramo QR iteracije, sa naglaskom na iskoriStavanje He-
ssenbergove forme matrice pri racunanju iteracija. Za matricu A QR iteracije su dane
algoritmom

Algoritam 1: [A*, k] =QR iteracije(A)

1 A = A;
k=1;
do konvergencije ponavljaj
A® = 9WR® (QR faktorizacija);
Ak = R o),
k=k+1;

QA U1 A W N

Teorem 1.3.1. Matrice izracunate u algoritmu (1)) imaju svojstva

*
e Za svaki k je A&V = (Q(k)) APQW 1 algoritam generira niz unitarno slicnih
matrica.

o Za svaki k je A& = (Q<1>Q<2> . Q(k))*A (Q(1>Q<2> o Q(k))_

o Ako definiramo QU1 = QWQ@ .. QW j R = RORE=D RV onda je AP =
QUHMRIK OR faktorizacija potencije A*.

Dokaz. o AktD = R OB = (Q(k>)* QWRW QK = (Q(k>)* AbQ®,
e Induktivno, koristeci prethodnu tvrdnju, imamo:
Al+D) (Q(k>)* AR QB = (Q<k>)* (Qac—l))* Ak=D k=D o)
e Proucavanjem prvih nekoliko potencija vidimo da vrijedi tvrdnja
A2 = QR QMR = (R(I)QU) —A® = Q@RQ))
= O QPRORD = glAIRII2]
A3 = QORO D OO RARD
= OV QPROQORARM = (Ra) 0? = A® = g® R<3>)
= 0D QP QIORORARM = QUBIRIIS]
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Pretpostavimo da je dana Hessenbergova matrica H. Ako je H = QR QR faktoriza-
cija matrice H,tada vrijedi da su matrice Q i RQ takoder Hessenbergove. Pogledajmo na
primjeru 5 X 5 matrice

X X X X X
* X X X X
H={0 = x x x|,
00 = x x
00 0 * x

gdje trebamo ponistiti elemente oznacene sa *. Za poniStavanje pozicije (2, 1) koristimo
Givensovu rotaciju GV

ct st 0 0 O][x x x x x X X X x x
=51 ¢ 0 0 Ol* x x x x 0 x x x x
0O 0 1 0 O0l|0 = x x x[=]0 = x x x|=HD,
0O 0 O 1 0|0 0 = x x 00 = x x
O 0 0 O 1[0 0 0O x x 0 00 % x
H" = GVYH, i odmah prelazimo na poniStavanje pozicije (3,2) u H
1 0 O O O[x x x x x X X X X x
0 ¢ s, 0 Of[0 x x x x 0 x x x x
0 -5 ¢ 0 0[]0 = x x x[=[0 0 x x x|=H®,
0O 0 O 1 Off0 0 = x «x 0 0 = x x
0O 0 0 O 1]]10 0 O = «x 00 0 = x
H® = G®PHWY. Dalje ratunamo H® = GO H®
10 0 0 O][]x x x x x X X X X X
01 0 0 Off0 x x x x 0 x x x x
00 ¢35 s3 0[]0 0 x x x|=|0 0 x x x|=H?,
0 0 —535 ¢35 O[O0 O = x x 00 0 x x
00 O O 1110 0 0 = x 00 0 = x
i kona¢no H® = GWGPIGPG® =R
1 00 O Of[x x x x x X X X X Xx
01 0 0 Off0 x x x x 0 x x x x
001 0 0|00 x x x|=|0 0 x x x|=H%.
0 0 0 ¢4 540 O 0 x x 00 0 x x
0 0 0 —-54 c4/[0O O O = x 000 0 x
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Dakle matrica Q je oblika

ec st 0O 0O Oft 0O O 0 Of1 0 O o0 o[t 0 0 O o[t o0 0 0 07
=51 ¢ 0 0 Ol|0 e s2 0 Of (0 1 0 0 010 1 0 0 0,10 1 O 0 0

0=|0 0O 1 0 0[]0 =5 ¢ 0 Off|0 0 ¢ s3 0 [0 0 «¢3 s3 O [0 O 1 0 0
0 0O 0 1 0]]0 0 0O 1 0|0 0 =53 ¢ 0|0 0O =53 ¢3 O[O0 O O ¢4 S4
0 0O 0 0 1] 10 0 0O 0 1110 O 0 0 1110 0 0 0O 110 0 0 -3 «c4
¢l —S1C2 §152C3 —515253C4 515253854
§1 C1C2 —52C1C3 §2853C1Cq —8525354C

=(0 5 CaC3 —53C2Cq §3854C2

0 0 53 C3Ca —54C3
0 0 0 54 Cq

1 vidimo da je ona Hessenbergova. Produkt gornje trokutaste i Hessenbergove matrice je
opet Hessenbergova matrica, pa je prema tome RQ Hessenbergova. Iz ovih razmatranja
vidimo da, ako na matricu H primjenimo QR iteracije, svaka od matrica H® i Q® ée biti
Hessenbergova.

Korak QR iteracija H**D = (Q("))* H®Q® je transformacija unitarne sli¢nosti izmedu
dvije Hessenbergove matrice. To moZemo shvatiti i kao redukciju na Hessenbergovu formu
matrice koja je 1 sama ve¢ Hessenbergova, pri ¢emu unitarna matrica koja realizira tu re-
dukciju ima i svojstvo da ratuna QR faktorizaciju matrice H®. Sada nas zanima moZemo
li matricu H**V dobiti direktno kao (Q(k))* H®Q® aneu dva koraka kao u linijama (4) i
(5) algoritma (I)). Metoda koja nam to daje je bulge-chasing ili naganjanje kvrge. Metodu
¢emo ilustrirati na primjeru 5 X 5. Uzmimo

X X X X Xx cit s 00O
X X X x x -51 ¢ 00 O
H=|10 x x x x|, Q’{ =0 0 1 0 0f
0 0 x x x 0O 0 010
000 x x 0O 0 0 01
gdje je O, proizvoljna rotacija. Nakon transformacije sli¢nosti
X X X X X
X X X X X
Q’l‘H O =+ x x x x|
0 0 x x x
00 0 x x
poziciju (3, 1) poniStavamo pomocu
1 0 0 0O X X X X X
0O ¢ s, 00 X X X X X
0;,=10 =5 c 0 0f, Q; ~’{HQ]QZ— 0 x x x x|,
0O 0 010 0 + x x «x
0O 0 0 01 00 0 x «x
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sada poziciju (4, 2) poniStavamo s

1 0 0 0 O X X X X X
01 0 0O X X X X X
Q~§ =10 0 ¢ 53 Of, Q;Q;QTHQ1Q2Q~3 =0 x x x x
0 0 =53 5 O 0 0 x x x
00 0 01 00 + x x

i konac¢no element na poziciji (5, 3) poniStavamo s

1 00 0 O X X X x x
010 0 O X X X x x
0,=[0 01 0 0|, 0;0;0;0;H010:0:04=0 x x x x
0 0 0 ¢4 54 0 0 x x x
0 0 0 -5 cs 00 0 x x

Dakle, prva rotacija je u Hessenbergovoj matrici stvorila izboc€inu ili kvrgu na poziciji (3, 1)
(koju smo oznacili s +) 1 time pokvarila Hessenbergovu formu. Nakon toga, nizom rotacija
smo tu kvrgu spustali uzduz dijagonale, dok je nismo stjerali do donjeg desnog kuta, gdje
je i nestala.

Ako ozna¢imo Q = 0,0,050,, onda je matrica O* HQ ponovno Hessenbergova matrica i
ona ima istu strukturu kao i matrica dobivena QR transformacijama. Prema teoremu (1.2.2)
o jedinstvenosti Hessenbergove forme, ako se te dvije matrice razlikuju, do na mnoZenje
kompleksnim brojem modula jedan, u prvom stupcu, onda se one na isti nacin razlikuju i
u ostalim stupcima. Dakle, jedan korak QR algoritma moZemo izvesti tako da matrica 0,
bude ista ona rotacija koja se koristi pri ratunaju QR faktorizacije matrice H®, a ostatak
je samo bulge-chasing, odnosno korigiranje Hessenbergove forme nizom rotacija. Teorem
o jedinstvenosti garantira da ¢emo dobiti esencijalno isti rezultat kao i u algoritmu ().






Poglavlje 2

Arnoldijev algoritam

Neka je zadana matrica A € C™", Zelimo nadi skalar A i vektor x € C", x # 0 tako da
vrijedi
Ax = Ax. (2.1)

U tom slu€aju, A zovemo svojstvena vrijednost matrice A, a vektor x zovemo svojstveni
vektor pridruZzen svojstvenoj vrijednosti 4. Ako je matrica reda n, onda ona ima n svoj-
stvenih vrijednosti, s tim da one ne moraju biti nuZno razli¢ite. Ovaj problem jo§ zovemo
standardni problem svojstvenih vrijednosti (SEP - Standard Eigenvalue Problem). MoZemo
promatrati i takozvani generalizirani problem svojstvenih vrijednosti (GEP - Generalized
Eigenvalue Problem)

Ax = ABx. (2.2)

Kod ovog problema zahtijevamo da je jedna od matrica A i B regularna, te ga svodimo na
SEP na sljedeci nacin
B 'Ax = Ax. (2.3)

Arnoldijev algoritam je metoda koja se koristi za racunanje podskupa svojstvenih vrijed-
nosti matrice A, pri ¢emu je A velikog reda 1 najcesce rijetka matrica, tj. ima puno vise nul
od nenul elemenata. Arnoldijev algoritam nakon k koraka formira gornje Hessenbergovu
matricu Hy, Cije se svojstvene vrijednosti onda koriste za aproksimaciju podskupa svoj-
stvenih vrijednosti velike matrice A. Matrica H; je ortogonalna projekcija matrice A na
zadani Krilovljev potprostor. Svojstvene vrijednosti matrice Hy se zovu Ritzove vrijednosti
ili Ritzove aproksimacije. U ovom poglavlju ¢emo opisati Arnoldijev algoritam, te Impli-
citno restartani Arnoldijev algoritam (IRA). Takoder, proucavat ¢emo i tipove deflacije koji
se mogu desiti tijekom IRA iteracija. Naime, implicitno restartirani Arnoldijev algoritam
racuna podskup svojstvenih vrijednosti koje imaju odredena svojstva (npr. najvece ili naj-
manje realne dijelove). Taj traZzeni podskup ¢emo nazivati traZene svojstvene vrijednosti,
dok ¢emo sve ostale zvati neZeljene svojstvene vrijednosti. Iteriranjem se moze dogoditi

11
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da neke Ritzove aproksimacije konvergiraju puno prije nego je Citav skup Zeljenih svoj-
stvenih vrijednosti izracunat. Ovisno o tome da li su one u skupu traZenih ili neZeljenih
vrijednosti primijenjuje se locking (zakljuCavanje), odnosno purging (¢iS¢enje). Kako sam
naziv kaze, locking zakljuCava Zeljenu svojstvenu vrijednost, ona je sadrzana u narednim
faktorizacijama. Purging, s druge strane, izbacuje nezZeljene svojstvene vrijednosti, koje su
konvergirale, iz sljedecih faktorizacija.

2.1 Opis Arnoldijevog algoritma

Ova sekcija je radena prema [1] gdje je detaljno opisan Arnoldijev algoritam. Ako proma-
tramo Krilovljev potprostor Ki(A, b), odmah uocavamo da je prirodna baza za taj potpros-
tor upravo {b,Ab,...,A*'b}. Medutim, vektori A*b konvergiraju u smjeru svojstvenog
vektora koji odogovara najvecoj svojstvenoj vrijednosti matrice A, kako k raste. Prema
tome, A*b zatvara sve manje kuteve sa linearnom ljuskom vektora A’b, i = 0,1,...,k — 1
Sto povecava osjetljivost QR faktorizacije na pogreske racunanja u konacnoj aritmetici.
Ideja je ortonormirati tu bazu. Ortonormiranu bazu za Krilovljeve potprostore nam daje
Arnoldijev algoritam.

Pretpostavimo da je {vy,. .., v;} ortonormirana baza za K, i < k. Gram-Schmidtovim pos-
tupkom konstruiramo vektor v, na sljedec¢i nacin:

k * Yk
v = Ao — Y viviARD, v = —.
[yl
Norma ||.|| predstavlja Euklidsku normu ||.||,. Tada je {vy,..., vxs1} ortonormirana baza za
Ki+1(A, b). Vektor v, se moZe raCunati ekonomicnije jer vrijedi

Kis1(A, b) = R (|, Ab, ..., Ab|) = (vi = b/|Ibl))

= ([vl,Avl, .. ,Akvl]) = (Av; = av] + oava, ap £ 0)
= ([vl, vy + v, A( vy + @), ..., AN (v + azvz)])
= R([vl, Vo, Avy, . .. ,Ak_lvz])

= R([V],Vz, e ,Vk_l,AVk]) .

Dakle, umjesto da ortogonaliziramo vektor A*v; u odnosu na vy, ..., v; da dobijemo v,
dovoljno je ortogonalizirati Av; u odnosu na vy, ..., v,. Komponenta r;, vektora Av, koja je
ortogonalna sa vy, ..., je dana sa

k
re = Avy — Z vi(ViAv). 2.4)

i=1
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Ako je r, = 0 postupak staje, Sto znaci da smo nasli invarijantni potprostor span{vy, . ..

Ako je ||ri]l > 0, vy dobijemo normalizacijom

Tk
Vigl = ——.
ST
Neka je
hik = V?Avk.

Tada jednakosti (2.4)) i (2.5) moZemo pisati u obliku
k+1
Avk = Z V,’h,‘k.

Time dolazimo do algoritma

13

3 Vi)

(2.5)

(2.6)

Algoritam 2: [V, H,[] =Arnoldi(A, b, k)

1 vy = b/|Ibll2;

2 for j=1:kdo

3 r=Avj

4 fori=1:jdo

5 ‘ hij=virir=r—vhyj;
6 end

7 hj+1,j = [rll;

8 if hj,,; = 0 then

9 l=j;,V=_[,...,v
10 H = (hij)q+1yx> STOP;
11 end

12 Vit1 = hj:l,j’

13 end

14 [=k;

15V =[vi,...,vlls H = (hij)s1)xks

Ako definiramo V; = [vy,...,v], jednadzbu (2.6) za j = 1, ..., k moZemo zapisati kao

AVk = V.H; + rke,f.

(2.7)

Matrica H; je Hessenbergova, prema tome, Arnoldijev algoritam moZemo shvatiti i kao
algoritam za raCunanje Hessenbergove forme matrice A. Pri tome, r; predstavlja rezidual.
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2.2 Implicitno restartani Arnoldijev algoritam

Ova metoda je detaljno razradena u [3], te je ova sekcija radena prema navedenom c¢lanku.
Neka je (y, ) svojstveni par matrice Hy, odnosno Hy = 6€y. Taj par aproksimira svojstveni
par (x, #) matrice A, gdje je x = V}y. Naime, iz (2.7) vidimo da vrijedi

|Ax = x0ll = (AVi = ViHyll = |Be; vl (2.8)

gdje smo sa B oznacili ||r||. Dakle, nakon k koraka Arnoldijevog algoritma, imamo k aprok-
simacija za svojstvenu vrijednost matrice A. Za hermitske matrice A u [[14] su dokazani
sljedeci teoremi o aproksimacijama svojstvenih vrijednosti:

Teorem 2.2.1. Neka je V € R™* matrica sa ortonormiranim stupcima. Neka je H = V*AV
i R = AV — VH rezidual. Ako su 1, > 1, > ... > A, svojstvene vrijednosti matrice A i
01 > 6, > ... > 0, svojstvene vrijednosti matrice H tada postoje indeksi i, 1, . . . i takvi da

max {16 = A} < IRl i (2.9)

2.6 ) < V2IRIlr. (2.10)
J

Ovaj teorem nam govori da, u hermitskom slu¢aju, imamo aproksimaciju k razliCitih
svojstvenih vrijednosti. Dakle, ne moZe nam se desiti da nam sve svojstvene vrijed-
nosti matrice H aproksimiraju samo jednu svojstvenu vrijednost matrice A. Ako imamo
viSestruke vrijednosti 6; tada matrica A takoder ima viSestruke svojstvene vrijednosti.
Implicitno restartani algoritam Zeli iskoristiti vezu reziduala i pocetnog vektora o kojem
govori sljedeci teorem:

Teorem 2.2.2. Neka (2.7) definira Arnoldijevu faktorizaciju matrice A nakon k koraka.
Tada je r, = 0 ako i samo ako je vi = Qyy, gdje je AQ, = ROy, Q,ka = Iy i Ry je gornje
trokutasta matrica reda k.

U teoremu (2.2.2)), linearna ljuska & stupaca od Qy predstavlja invarijantni potprostor za
A. AQy = R Qy predstavlja realnu Schurovu dekompoziciju reda k za matricu A. Dijago-
nalni blokovi matrice Ry sadrZe svojstvene vrijednosti matrice A. Kompleksno konjugirani
parovi se nalaze u 2 X 2 blokovima, a realne svojstvene vrijednosti se nalaze na dijago-
nali. Ovaj teorem zapravo govori da ako je pocCetni vektor linearna kombinacija k linearno
nezavisnih svojstvenih vektora, tada je rezidual nakon k koraka jednak nuli. Prema tome
zaklju€ujemo, da ¢emo imati bolju aproksimaciju ako je pocetni vektor linearna kombina-
cija svojstvenih vektora. Medutim, kako je nas zadatak zapravo naci svojstvene vektore, ne
mozemo ocekivati da ¢emo na pocetku moci zadati takav vektor. Medutim, kroz iteracije,
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dobivamo bolju sliku o tome kako oni izgledaju, te to Zelimo iskoristiti u svrhu poboljSanja
algoritma. Ideja sljedeceg pristupa je nakon nekoliko koraka promijeniti vektor g, te po-
noviti iteracije sa tim promijenjenim vektorom. Dozvolit ¢emo viSe koraka Arnoldijevog
algoritma (npr. k + p), od trazenog broja svojstvenih vrijednosti. Izdvojiti éemo one svoj-
stvene vrijednosti koje nas ne zanimaju (npr. ako nas zanima k najvecih svojstvenih vrijed-
nosti, onda su nam ostalih p svojstvenih vrijednosti nepotrebne) i na neki nacin prigusiti
njihov doprinos u pocetnom vektoru g;. Ovaj proces Zelimo napraviti implicitno, to jest,
da ne moramo svaki put iznova raditi Arnoldijeve iteracije sa novim pocetnim vektorom.
Fiksirajmo broj iteracija k, i neka je p neki drugi broj, te pretpostavimo da smo izveli k + p
Arnoldijevih iteracija, i dobili ortogonalnu matricu Vy,, takvu da

— T
AVk+p - Vk+ka+p + rk+pek+p

Hk+
= [V, P,
[ k+p Vk+p+1] [Bk+pelz‘+p]

Neka je u svojstvena vrijednost koja nam nije od interesa i neka (Hy., — ul) = OR, gdje je
Q ortogonalna i R gornje trokutasta. Tada vrijedi

(A - /l])Vk+p - Vk+p(Hk+p - /JI) = rk+pe]{+p’ (2.11)

(A= u)Viep = Vi pOR = rispey, . (2.12)
Ako jednadzbu (2.12)) pomnozimo sa Q, dobijemo

(A = uD)(Vip Q) = Viry QIRQ) = 114 pei, , 0 (2.13)

AWVipQ) = (Vi yOYRQ + pl) = 114 pe;, , O (2.14)

OznaCimo sa V, = Vi,,01 H, = RQ + ul. Tada je H, gornje Hessenbergova. Ako
na matrice (2.12)) primijenimo vektor e, kako bismo vidjeli odnos izmedu prvih stupaca,
dobijemo

(A —uDvy =vip11,

gdje je p1; = elTRel ivi = V.e;. Dakle, poCetni vektor v; zamijenili smo vektorom
(A - /.1] )Vl.

Ova ideja se proSiruje na slucaj kada imamo p pomaka (H —u;1),i = 1,..., p. QR iteracije
primjenjene na matricu (H — y;I) daju gornje Hessenbergovu ortogonalnu matricu Q; reda
k + p tako da

"Hy,p O
AViipQi = [ViepQis Visps] [ﬁQk; e";”gﬂ].
PT k+p =t
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Nakon primjene p implicitnih pomaka, dobijemo

H+
AV];:'[) = (V]:—+p’ Vk+p+1) |:ﬁk+p§]%:p QA:| ) (215)
+p

gdje su V,:jrp = Vk+pQ, H,:jrp = QTHk+pQ i0=00;... 0,, uz to da je Q; ortogonalna
matrica koju daje QR faktorizacija matrice H — ;1.

Napravimo particiju

N H} M
Vl:'+p = [V]j’ VP], Hl-:+p = [ﬁkelke]{ I:Ip:| : (216)

Kako su matrice Q; dosle iz QR transformacije Hessenbergove matrice, one su takoder
Hessenbergove. To znaci da matrica Q u zadnjem retku ima prvih k£ — 1 elemenata jednakih
nuli, dok ostali ne moraju nuzno biti nula. Iz toga slijedi sljedece:

ﬁk+pe]€+pQA = (07 O’ e ’Bk+[)7 bT) .
k p

Uvrstavajuéi u (2.15)), dobivamo

Hf M
AVE, D)1 = 1VE, Vs viapet] |Brerel ). 2.17)
po. T bT
k+p€y
Izjednacavajudi prvih k stupaca u (2.17)) dobivamo
AV = Vi H; +rlef, (2.18)
pa je
H+
v =1 i | | @.19)
k €k

1

gdje je vy, = gri. 1y = (VoerBi + VispiiBrsp) i B = IIrfll. Algoritam bi izgledao ovako
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Algoritam 3: [V, H, r] =Implicitno restartirani Arnoldi(A, k, p, tol, vy)

1 v, 1) =vi; H=viAv;r = Avy — v H;

2 Arnoldijev algoritam nad trenutnim podacima, vra¢a V, H, r;
sform=1,2,... do

4 if ||7|| < tol then

5 | STOP;

6 end

7 Arnoldijev algoritam nad trenutnim podacima, vraéa V, H, r;
8 u= Shifts(H, p);

9 Q = lip;

10 for j=1,2,...,pdo

11 H = Q’;H 0Oj;

12 0=00;

13 end

1 | v=VQern;V=(V0);

15 r=(ve, Hey + re,inek);

16 end

Linija (11) predstavlja bulge-chasing koji daje isti rezultat kao QR iteracija zbog te-
orema o jedinstvenosti Hessenbergove forme. Kao sto smo ve¢ rekli, svaka primjena im-
plicitnog pomaka u; zamjenjuje pocCetni vektor v; sa (A — u;I)v;. Prema tome, nakon
zavrSenog ciklusa petlje u koraku (3) algoritma (3|) imamo

Ver =vi = Yy(A)vy,

gdje je ¥(1) = %H?Z] (A —m;), a T je normalizirajuci faktor.
Postoji mnogo nacina da se odabere p pomaka, jedan od njih je sljede¢i
Algoritam 4: [u] =Shifts(H, p)
1 izraCunamo svojstvene vrijednosti matrice H;
2 izaberemo p svojstvenih vrijednosti koje nam nisu od interesa,
w(j) =p;:1<j<p}co(H);

Neki od kriterija za odabir u(j) mogu biti da sortiramo spektar od H u odnosu na
najvece realne dijelove svojstvenih vrijednosti i odaberemo p svojstvenih vrijednosti koje
imaju najmanje realne dijelove za shiftove, ili sortiramo u odnosu na najvece po modulu,
te izaberemo p najmanjih za shiftove.

Na sljedecoj slici je prikazan tipi¢ni polinomijalni filer koji je konstruiran tijekom IRA
iteracija.
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Slika 2.2.1: Polinomijalni filter

Cilj je bio izraCunati 4 svojstvene vrijednosti, s najve¢im realnim dijelovima, slu¢ajno
generirane matrice A reda 500. Na slici je nacrtan log(Jy(4)|) iznad podrucja koje prestavlja
spektar od A. ¢ je produkt svih polinomijalnih filtera konstruiranih tijekom iteracija.

Cebisevljevi polinomi

Opisali smo kako napraviti polinomijalni filter koriste¢i pomake koje opisuje algoritam
. Jos jedan nacin konstrukcije polinomijalnih filtera su CebiSevljevi polinomi. Ta ideja
je detaljno opisana u [4] i ova sekcija je radena po tom Clanku. Pretpostavimo da su
Ay, Az, ..., A, svojstvene vrijednosti matrice A poredane od najmanje do najvece i pret-
postavimo da je A; realna svojstvena vrijednost. Neka je zadan vy = pr(A)v,, gdje je px
polinom stupnja k. Zelimo izabrati p; tako da vektor v; konvergira prema svojstvenom vek-
toru koji priprada svojstvenoj vrijednosti A;. Ako pretpostavimo da je A dijagonalizabilna,
V1 mozZemo zapisati u bazi svojstvenih vektora {x;}

n
Vi = Z 0;xi,
i=1
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Sto daje sljedeci raspis za vy = pp(A)vy
Ve = ) 0ipe ) = O peA)xs + > Oipi ). (2.20)
i=1 i=2

Iz (2.20) vidimo da ée v; biti dobra aproksimacija za svojstveni vektor x; ako je drugi ¢lan
mnogo manji u odnosu na prvi ¢lan. To znaci da svaki pi(4;), j # 1 mora biti malen u
odnosu na p(4;). Dakle, moramo naci polinom koji poprima male vrijednosti na skupu

R = {/12’/135” ’An}
1 koji zadovoljava normalizirajuéi uvjet
pi(A1) = 1. (2.21)

Takav polinom bi morao minimizirati sup-normu na diskretnom skupu R svih polinoma
stupnja k koji zadovoljavaju uvjet (2.21). Medutim, takav polinom ne mozemo izracunati
bez da znamo sve svojstvene vrijednosti od A. Alternativa tome je traZiti polinom koji
minimizira sup-normu na neprekidnom skupu koji sadrzi R, ali ne sadrzi 4. Oznacimo taj
skup sa E i neka P, predstavlja skup svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog k. Tada je
polinom koje trazimo zadan s

min  max |p(1)]. (2.22)

pePrp(d)=1 AcE

Ovaj problem se rjesava tako da se E restringira na elipsu ¢iji je centar na realnoj osi i
sadrzi nezeljene svojstvene vrijednosti 4;, i = 2,3,...,n. Neka je E(c,e,a) elipsa koja
sadrzi skup R = {15, 43, ..., 4,}, gdje je c centar, ¢ + e 1 ¢ — e su fokusi, a je velika poluos
elipse. Kada je A realna matrica, spektar je simetrican s obzirom na realnu os, pa mozemo
zahtjevati dai E(c, e, a) bude simetricna. Velika poluos elipse je ili realna os ili je paralelna
s imaginarnom osi. Prema tome, a i e su ili realne ili imaginarne (s realnim dijelom nula).
U [4] je takoder pokazano da je polinom koji najbolje aproksimira rjeSenje problema (2.22))

dan jednadzZbom
Ci[(A-o) /el
D)= ————— 2.23
PO = C =0 Jel (229

gdje je C; Cebisevljev polinom stupnja k koji je dan rekurzijom

Co() =1,
Ci(D) =4,
Cit1(A) = 2AC(D) = Cra (D), k=1,2,...

Oznacimo p; = C; [(1; —¢) Je], k =0, 1,.... Dobivamo
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Pir1Pk+1(A) = Cry [%] = 22 pi(d) — pr1 pr-1 (D).

Ako definiramo o1 = pr/pi+1 dobivamo jednostavniju formulu

Pit(A) = 2011 EE () — 0T i1 Prat ().
Sada se o; mogu racunati rekurzijom

_ e

_/ll—C
1

2 b

o O

(OB

Ok+l =

Time dolazimo do algoritma za raCunanje vektora vy

Algoritam 5: Cebisevljeve iteracije

1 Izaberemo proizvoljni vektor vy i raCunamo
2 01 = 50

3 v =2H(A = cl)w;

4 fori=1:kdo

5 Tisl = 3752077

6 Virl = 2% (A-=ch)v; - 0iTiVi1;

7 end

Kod ovog pristupa prvo pokrenemo Arnoldijev algoritam, te nakon m koraka dobijemo
aproksimacije za svojstvene vrijednosti (6;,y;). Izdvojimo k svojstvenih vrijednosti koje
su nam od interesa, te definiramo skup R kojeg Cine preostalih m — k svojstvenih vrijed-
nosti. Ako je doslo do konvergencije proces staje, a ako nije izraCunamo parametre e i
c elipse koriste¢i R. Zatim izratunamo vektor v, za CebiSevljeve iteracije kao lineranu
kombinaciju vektora y;, i = 1,...,k. Provedemo k koraka CebiSevljevih iteracija da bi
dobili v;. Definiramo novi pocetni vektor ¥; = v;/||vi|| 1 pokrenemo ponovno Arnoldijev
algoritam sa novim pocetnim vektorom koji ima bolju informaciju o trazenim svojstvenim
vrijednostima nego pocetni.

2.3 Deflacija unutar IRA iteracija

Problem deflacije, te metode purginga i lockinga su detaljno razradeni u [J] te je nastavak
ovog poglavlja raden prema tom Clanku. Kao Sto smo rekli, definirat ¢emo dvije vrste de-
flacije: locking i purging. Prije toga, dobro je vidjeti kako dode do deflacije. Pretpostavimo
da nakon m koraka Arnoldijevog algoritma imamo
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H
AlVi Vol = [V) V3 [ﬁellg H,

J

T
+ re,,

gdjeje Vi e R™/, H, €e R 1 < j < m. Ako je B dovoljno mali, faktorizacija se razdvaja
u smislu da je Ritzov par (y, ) za H, aproksimacija za svojstveni par (V,y, 6) uz ocjenu
greske I,BejT.yl. Deflacijom nazivamo postavljanje 8 = 0. Ako je S dovoljno mali, svojstvene
vrijednosti od H; se mogu gledati kao Ritzove vrijednosti koje su iskonvergirale.

Ako je doslo do deflacije, stupci matrice V; se smatraju zaklju€anima, tj. doslo je do loc-
kinga. To znaci da se naredna implicitna restartanja provode na V5, tj. podmatrice koje ¢e
se mijenjati su G, H, i V,. Medutim, u fazi iteracija u kojoj se Arnoldijeva faktorizacija
prosSiruje sa k na k + p koraka, sudjeluju svi stupci matrice [V V,], kao da i nije doSlo do
deflacije. Ovo osigurava da su novi vektori ortogonalizirani u odnosu na Ritzove vektore
koji su konvergirali, te spreCava ponovno nalaZenje istih svojstvenih vrijednosti u sljede¢im
iteracijama.

Ako je doslo do deflacije, no neke od Ritzovih vrijednosti nisu u skupu Zeljenih svojstvenih
vrijednosi, potrebno ih je zajedno sa pripadnim svojstvenim vektorima ukloniti iz faktori-
zacije. To je CiS€enje, odnoso purging.

Realizacija deflacije

Tijekom Arnoldijevih iteracija, Ritzova vrijednost moZe dobro aproksimirati svojsvenu vri-
jednost matrice A, bez da se na sporednoj dijagonali matrice H nalazi mali element (blizu
nuli). Pogledamo jednadzbu (2.8)). Vidimo da ako je zadnja komponenta Ritzovog vek-
tora mala, ukupna ocjena ||[Ax — x6|| = ||[(AVy — Vi H)y|l ¢e biti mala, $to znaci da 6 dobro
aproksimira neku sovjstvenu vrijednost matrice A. Medutim, ako dode do konvergencije,
uvijek moZemo napraviti ortogonalnu transformaciju nakon koje ¢e odgovarajuci elementi
na sporednoj dijagonali matrice H; biti nula. U nastavku teksta ¢emo ispustiti sve indekse
matrica H, V i r radi jednostavnosti i preglednosti.

Neka je y Ritzov vektor, koji pripada Ritzovoj vrijednosti 6 koja je iskonvergirala, tj.
Hy = 6y. Tada y moZemo dopuniti do unitarne matrice

[yY]=W. (2.24)
Vrijedi

WTHW:[;*]H[)) ]:[Iy/] oy HY]:[(Q) ;Zﬂ

PomnoZimo li Arnoldijevu rekurziju (2.6) s W zdesna, dobijemo

A(VW) = (VW)W*HW + re, W. (2.25)
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Sada nas zanima kako izgleda matrica W. 1z definicije vidimo da mora vrijediti da
je We; = y. Kako je W unitarna vrijedi W = W* = W~! §to znaci da je y = We;. Ovo
je zapravo QR faktorizacija matrice, odnosno vektora, y. W ¢e nam biti Householderov
reflektor )
W=I-—77 (2.26)
7'z
dok éemo z dobiti iz uvjeta Wy = e;, odnosno Wy = te;. 7 je slobodni parametar ap-
solutne vrijednosti jednake 1, koji je suprotnog predznaka od y; (prve komponente vek-
tora y) kako bi se sprijecilo katastrofalno kracenje. Jednostavnim raCunom se dobije da
je 2z = 2(1 — Re(7)y,). Definiramo da je 7 = l_y%ll, odnosno 7 = 1 ukoliko je y; = 0, pa
dobijemo 7z = 2 + 2|y;|. Sada kona¢no imamo da je

1 .
W=1- (y—T1e))(y—71ey)" . (2.27)
1+ |yl
Primijetimo da (2.25) nije Arnoldijeva faktorizacija, naime matrica W*HW vise nije He-
ssenbergova, te nam je naru$en zadnji stupac re; W. IzraGunajmo prvo $to nam daje re] W.

T _ 7 _ _1 _ * _ T *
eW=e, _1+|yl|yk(y Te) = e +wh
Kako vrijedi

[kl

— v R
il = T V2 T+l = \/l—%ll < V2lyil,

vidimo da ¢lan rw* moZemo zanemariti jer je on po normi manji od \/§||r|||e,{y|, Sto je, po
pretpostavci da je y Ritzov vektor koji je iskonvergirao, dovoljno malo.

Sada jo§ matricu W*HW moramo vratiti u Hessenbergovu formu. To radimo uzastopnom
primjenom Householderovih transformacija, s tim da moramo paziti da ne smijemo narusiti
zadnji ¢lan re] . Prema tome imamo uvjet da za Householderovu matricu Y; vrijedi e] | Y; =
e;_,. Oznatimo sa Y matricu

wll> =

= [(1) Y\Ys 0 YH] ' (2:28)
Sada mnoZenjem (2.25) zdesna s Y dobijemo Arnoldijevu faktorizaciju
AVWY = VWY(Y*W HWY) + rej Y + rw'Y, (2.29)
odnosno
AV = VH + re], (2.30)

uz zamjenu V = VWY, H = Y*"W*HWY i odbacivanjem zadnjeg ¢lana za kojeg smo rekli
da je po normi malen.
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Sada Zelimo ovaj koncept prosiriti na sluc¢aj kada imamo viSe Ritzovih vrijednosti koje su
iskonvergirale, tj. koje treba zakljucati.

Pretpostavimo da smo obavili m koraka Arnoldijevog algoritma, te da smo ve¢ zakljucali j
svojstvenih vrijednosti, odnosno prvih j stupaca matrice V razapinju invarijantan potpros-
tor za A. Napravimo particiju

|

Pretpostavimo da imamo i novih Ritzovih vrijednosti matrice H,,_; koje su iskonvergirale,
i ozna¢imo sa X; € C"~/7% matricu ¢&iji su stupci pripadni svojstveni vektori. Tada vrijedi

+rel +(rw"). (2.31)

A,_;X; = XD,

gdje je D; dijagonalna matrica, sa svojstvenim vrijednostima na dijagonali.
Napravimo li QR faktorizaciju matrice X;

Xi= Q[If)i] = [Ql Qz] [ISI] = O1R;,
mozemo pisati
ﬁm—le =0 (RiDiR,'_l)~

Zbog ortgonalnosti matrice Q je Q;ﬁm_ ;01 = 0. Prema tome imamo

A DR s
0,0 = [RID(SRZ Hm_i_j]
Sada napravimo zamjenu
Vi = Vi 0,
H, ;= QH, ;0
G, =G,0.

Matrica H,,_;_ ; viSe nije Hessenbergova stoga je moramo vratiti u Hessenbergovu formu,
§to zna¢i da moramo odrediti unitarnu matricu P takvu da je P*H,,_; ;P Hessenbergova,
pri ¢emu moramo paziti da ne pokvarimo zadnji stupac re’. To zna¢i da nam matrica P
mora imati jedinicu u donjem desnom kutu, pa prema tome Householderove transformacije
radimo nad retcima, umjesto nad stupcima. Napravimo zamjenu

I:Im—i—j = P*I:Im—i—jp’
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‘A/m—i—j = ‘A/m—i—jPi
Gj+i = Gj+iP-

Time je zavrSen proces zaklju¢avanja odnosno lockinga.

CiS¢enje (purging)

Tijekom IRA iteracija se moZe desiti da nam iskonvergiraju Ritzove vrijednosti koje nam
nisu od interesa. Zelimo takve svojstvene vrijednosti izbaciti iz faktorizacije, odnosno
Zelimo napraviti purging. Pogledajmo kako bismo napravili purging u slucaju da imamo
samo jednu neZeljenu svojstvenu vrijednost koja je iskonvergirala.

Neka smo napravili k koraka Arnoldijevog algoritma, te neka je prvi element na sporednoj
dijagonali mali, tj. prvi stupac matrice V Cini invarijantan potprostor za A

_ H, T
Al vl =l |t | 232)
Oznacimo H; = «a;. Izjednacavajuéi prve stupce dobijemo
Avy = viag + eVsey.
Odavde slijedi da je
lAv) —viaill> = lel. (2.33)
Ako izjednac¢imo preostale retke dobijemo
AV, = ViG + VoHy +rel . (2.34)

Kada bi nam A bila simetri¢na matrica, ¢iS¢enje bi se jednostavno realiziralo tako da za G
uzmemo G = ge] . No §to ako A nije simetri¢na? Pitamo se da li postoji matrica E tako da
vrijedi
(A+E)V, = VoHy +re! . (2.35)

Ako uzmemo E = —gv; (Voe))! — s(VZel)vlT ¢e biti zadovoljeno. Kako je
lEll = lel jednadzba (2.35) definira Arnoldijevu faktorizaciju duljine m — 1 za matricu
koja je blizu pocetne matrice A. Svojstvena vrijednost a; se moZe izbaciti iz faktorizacije
akouzmemodajeV =V,, H=H,1G = 0.
Ako imamo matricu A koja nije simetricna, onda trebamo napraviti odredene transforma-
cije kako bismo postigli da je G = 0. Oznacimo sa Z matricu

| A
2=l 7]
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*

1 primijetimo da je njezin inverz matrica [ ] Zelimo naci vektor z tako da vrijedi

Z
0 I
1 -z|[6 A |[1 2] _[6 O
o I1|lo Allo 1| |0 H|

(I:I* - 91)2 = h.

Odnosno, treba vrijediti

Ova jednadzba Ce imati rjeSenje ukoliko je matrica (I:I Y- ?)) regularna, odnosno ukoliko

6 nije svojstvena vrijednost od H*, tj. ukoliko € nije svojstvena vrijednost od A. Dakle
pretpostavljamo da je svojstvena vrijednost koju Zelimo izbaciti jednostruka.

Pomnozimo sada relaciju (2.6) sa Z zdesna

0 I

AVZ =VZZ! [O I Z + re,{Z +rw*Z.

Primijetimo da je e, Z = e/, prema tome taj dio Arnoldijeve faktorizacije je ostao ne-
naruSen. IzjednaCavajuéi zadnjih k — 1 stupaca dobivamo

Z* Z*
AV =V
[lk—l} [Ik—l

H+rel | +rw [ . } . (2.36)
k-1

*

. Z . v . .
Matrica 7| mije ortogonalna, pa smo narusili ortogonalnost matrice V. Stoga ¢emo
k=1

napraviti QR faktorizaciju
Z* q*
=Q0R= R. 2.37
[Ik—l] ¢ [QZI] @37
Iz jednadzbe (2.37) odmah izlazi da je R™' = Q,,. Supstitucijom u (2.36) dobivamo
AVQOR = VORH + rel_| + rw*QR.

MnoZzenjem s R~! zdesna dobijemo

AVQ = VORHR™ + re] \R™' +rw*Q. (2.38)
Moze se pokazati da je |Ry_1x-1| > 1. To znaci da se rezidual nije povecao, samo se mogao
smanjiti.
Prema tome, ¢iS€enje, odnosno purging zavr§avamo supstitucijama

r

V=VQ, H=RHQ,, r= .
Ri—1 k-1
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Ova ideja se proSiruje na slucaj kada imamo vise svojstvenih vrijednosti (neka ih je i) koje
su iskonvergirale, a nisu nam od interesa. Dakle, sada trazimo transformaciju oblika

I, -Z o L, Z| |H 0
0 Im—i " 0 Im—i - 0 ﬁm—i '
Ovo se svodi na rjeSavanje Sylvesterove jednadzbe

ZH, .- HZ = G,. (2.39)

Sada, kao i prije, napravimo QR faktorizaciju

Z|_ _| @i
[Im—i] - QRm—i - [Qm—i] Rm—i- (240)

Purging zavrSavamo nizom zamijena

H,_;= Rm—iﬁm—iQm—i Vin-i = VmQ Vm—-i = V-

Time smo dobili Arnoldijevu faktorizaciju reda m — i. Treba napomenuti da se prije ovog
procesa moraju zakljucati svojstvene vrijednosti koje Zelimo izbaciti, te se moraju nalaziti
u vrhu matrice H,,.

24 ARPACK

ARPACK je biblioteka za MATLAB koja racuna svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore
za velike matrice. U MATLABU postoji funkcija eigs koja ra¢una zadani broj svojstvenih
vrijednosti odredenog tipa. Ona koristi implicitno restartani Arnoldijev algoritam. ViSe o
ARPACKU se moze procitati u [6]. Jedan primjer izvedbe ove rutine je dan na [7] pod
nazivom arpack_test®1.m. On rauna 5 svojstvenih vrijednosti najveceg i 5 svojstvenih

vrijednosti najmanjeg modula matrice A ¢iji je spektar prikazan na slici (2.4.1)). Spektar je
realan 1 svojstvene vrijednosti su prikazane na y-osi.
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1 1
a0 100 120 140

Slika 2.4.1: Spektar matrice A

Kao rezultat su dobivene sljedece svojstvene vrijednosti

Najmanje po modulu

Najvece po modulu

5.519736907587849¢-01

7.866584200423666¢e+00

4.787118036070203e-01

7.732433336220810e+00

3.468930344689255e-01

7.653106965531071e+00

2.675666637791856e-01

7.521288196392966¢e+00

1.334157995763294e-01

7.448026309241232e+00
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Poglavlje 3

Linearizacija QEP-a

Nakon §to smo razradili Arnoldijev algoritam za linearni problem svojstvenih vrijednosti,
prirodno je pokusSati kvadratni problem linearizirati, te ga rijeSiti sa ve¢ razvijenim algo-
ritmom. Dakle umjesto da rjeSavamo problem (I) s matricama M, C i K koje su reda n,
rjeSavamo problem oblika

(G — AL) [AZZ] - 0. (3.1)

Tri su problema koja nastaju kod koriStenja Arnoldijevog algoritma. Prvo, problem nam se
udupla, prema tome potrebno nam je viSe memorije za spremanje podataka. Drugo, tipi¢na
struktura svojstvenih vektora se gubi linearizacijom. Trece, Ritzove vrijednosti se raCunaju
iz male Hessenbergove matrice, a ne za manji kvadrati¢ni svojstveni problem.

Te probleme ¢emo pokusati rijesSiti SOAR metodom koju ¢emo predstaviti u sljedeCem
poglavlju. Najveéi problem kod SOAR metode je $to ne znamo kako izracunati Schurovu
formu lineariziranog problema.

Svojstveni vektori kvadratiénog problema se pojavljuju dva puta u svojstvenim vektorima
od (3.1)), kao z i kao Az. Oni su u principu razli¢iti, stoga moramo definirati koji od njih
odabrati.

Linearizacija se obavlja u dva koraka. U prvom koraku transformiramo QEP u ekvivalentni
generalizirani problem svojstvenih vrijednosti

Gz = ALz 3.2)
Drugi korak reducira generalizirani svojstveni problem u linearni svojstveni problem
Sx=Ax (3.3)

gdjeje S = G'Lili S = L™'G. Nakon linearizacije, nas problem se udvostru¢uje, tj.
matrica s kojom radimo je reda 2n X 2n. Ovo nam na neki nacin ogranicava probleme koje

29
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mozemo rijesiti jer nam se povecavaju zahtjevi za memorijom. Prilikom biranja lineariza-
cije moramo paziti na to da moZemo efiksano i to¢no izracunati S. Problem linearizacije
je detaljno obraden u [8] i prema tom ¢lanku su radene sekcije o linearizaciji.

3.1 Linearizacija pridruZenom formom

Kod ove linearizacije biramo

D 0 0 D Ax
A
gdje je D proizvoljna regularna matrica. Time smo definirali generalizirani problem (3.2).

Da bi presli na linearni problem (3.3) moramo zahtijevati da je matrica K invertibilna kako
bi G~! imalo smisla, jer je

D 0
-1 _
G ‘[ 0 K‘l]'

Napomenimo da je proizvoljnost matrice D opravdana ¢injenicom da u konacnici S

o, |0 I
S=G L—[_K_lM _kC 3.5)

ne ovisi o D. Ovu formu zovemo prva pridruZena forma.
Kao alternativu ovoj linearizaciji moZemo promatrati

-M 0 C K Ax
T R

s tim da u ovom slu¢aju S ra¢unamo kao S = L™'G, pa prema tome moramo zahtijevati da
je M regularna. Ovaj pristup daje

-M~'C -M'K
S = [ 7 0 ] . (3.7)
Ovu formu zovemo druga pridruZena forma.
Jos neke linearizacije
Promatramo vektorski prostor linearizacija oblika
A _ [meW)
L =qG—-AL: (G- AL = , €eCyp. 3.8

NapiSimo G i L kao
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Gll G12 Lll L12
G = s L = D
[G21 Gzz] [L21 Lzz]

gdje su matrice G;; i L;j reda n X n. Sada izjednaCavanjem faktora uz potencije od 4 u

_ [ﬂz(nl)M +A(m C) + mK]

—ALy + AGy — Lip) + Gz _
X)M + A:C) + mK

=Ly + AGay — Ly) + G

dobivamo

G = Gn mK - -mM G, —-nC
Gy  mK -mM Gy —mC|

gdje su Gy, Gy, 1 1 172 proizvoljni. Uo¢imo da je ovo generalizacija prve pridruzZene
forme (uz n; = 0,7, = 11 Gy = 0 dobivamo (3.4))).
Sada promatramo prostor

Lo(Q) = {G - AL: [ 1[G - L) = [ QW) mOW].f2eC).  (3.9)
Kao u prethodnom primjeru, linearizaciju
G=|%n  Gu|.,_| -IM —inM
mkK  ipK Gu-mC  Gp-mCY
0 -MK™!
-1 _
wref )

dobivamo rjesavajuci
[—/12L11 + UGy — Ly) + Gy — AL+ AGpy — L) + Gzz] =
|2 M) + A C + 7K P([M) + AC + K |.

Ovo je generalizacija druge pridruZene forme (3.6). Uo¢imo da G™'L ovisi o parametrima
G11, G2 111,. Presjek prostora L, i L, je prostor DL(Q) ¢ija je opéenita forma

G:[mC—nzM mK] Z.L_[—mM ~mM ] (3.10)

mK mK |-mM -nC +mK

Kada odaberemo linearizaciju, s matricom S ulazimo u Arnoldijev algoritam (2). Dakle,
dobijemo sljedecu faktorizaciju

SV = ViH, + rie; (3.11)

za k koraka algoritma.

Algoritam moZemo napraviti efikasnijim za na$ uduplani problem sa matricom S . Pretpos-
tavimo da smo odabrali linearizaciju (3.5). Napravimo dekompoziciju j-tog Arnoldijevog
vektora, tj. j-tog stupca matrice V; u (3.11)
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o= |V
gdje sunam v;, w; € C".
Sada Arnoldijevu rekurziju moZemo zapisati kao

0 1 Vi B Vi _ Virl | T
L i sl o

gdje nam je By = ||r«l|. IzjednaCavajuéi prvih k redaka iz gornje jednadzbe dobivamo

Wy = ViHy + B [V"“]e,{. (3.13)
Wi+l

Sada vidimo da u Arnoldijevom algoritmu trebamo spremati samo vektore Vi, vii1 1 Wiy

kako bi dobili faktorizaciju (3.T1).

Ovo razmatranje sada uklopimo u algoritam (2)), s tim da za ulazne podatke sada imamo

dva vektora v 1 w; reda n koji zadovoljavaju ||v1||§ + ||w1||§ = 1 kako bi osigurali da su

vektori u Vj normirani.

3.2 Beskonacne svojstvene vrijednosti

Ova sekcija je radena prema [9] u kojem je detaljno razraden problem izdvajanja svojstvene
vrijednosti co. Za kvadrati¢ni problem (1)) definiramo inverzni problem

rev(Q(Q)) = (%K + %C + M)z =0. (3.14)
Dakle svojstvene vrijednosti prvog problema su recipro¢ne svojstvene vrijednosti drugog
problema, i obratno. Ako je 0 svojstvena vrijednost problema onda je matrica M
singularna, i obratno. Dakle, ako je matrica M singularna problem ¢e imati co kao
svojstvenu vrijednost (definiramo da je oo recipro¢an nuli). Takoder, ako problem (I)) ima
svojstvenu vrijednost nula, to ¢e znaditi da inverzni problem ima svojstvenu vrijed-
nost oo, te da je matrica K singularna.

Jedan primjer kvadrati¢nog problema koji ima za svojstvenu vrijednost co je

01 00
Q(/l):/lz[o 0]+/1C+[1 0]'

Dakle, matrica M je singularna, pa zakljuCujemo da je oo jedna svojstvena vrijednost.
Matrica K je takoder singularna pa zakljuCujemo da je i O jedna svojstvena vrijednost.
Ovisno o rangu matrica M i K mijenja se 1 kratnost svojstvene vrijednosti co. Ako je
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ro = rank(K) < n, tada na$ problem ima barem n — r, svojstvenih vrijednosti jednakih 0, a
ako je r, = rank(M) < n tada problem ima barem n — r, svojstvenih vrijednosti co. Neka
su

ro n—rn I n—n
(0) ©) 7 0) (2) (2) (2)
_To Ry Ry |[_|R _n Ry Ry |[_|R
QoKPO‘n—ro[o 0o | ]o] CMP= " | o 0o | |0
QR faktorizacije s pivotiranjem matrica K i M. Promatrajmo linearizaciju oblika
[-M 0 Cc -I
L_>O —I]’ G—[K 0]. (3.15)
Zelimo napraviti transformaciju nad matrica G i L Tako da dobijemo matrice oblika
G G G Ly L Lis
QGV = 0 G22 G23 N QLV =(0 On—rz L23 . (316)
0 0 0,y 0 0 0,

Ako matrica Gy, nije singularna iz vidimo da na$ problem ima n — ry svojstvenih
vrijednosti jednakih nula, te n — r, svojstvenih vrijednosti jednakih beskona¢no. Preos-
taje izraCunati svojstvene vrijednosti generaliziranog problema (G, — ALy;)z = 0, koje
predstavljaju ostatak svojstvenih vrijednosti pocetnog problema (I)). Dakle, na ovaj nacin
particioniramo linearizaciju na dijelove s svojstvenim vrijednostima 0, oo i ostale svoj-
stvene vrijednosti. U ovisnosti o rangu matrica M i1 K se za linearizaciju definiraju
matrice Qi V.

ro=r=n
U ovom sluc¢aju nemamo ni svojstvenih vrijednosti oo, niti svojstvenih vrijednosti
nula.

ro<rmnm=n

U ovom slucaju postoji barem n — ry svojstvenih vrijednosti jednakih nula, koje
mozemo particionirati tako da definiramo

ool 3} vl )

0 0 QO
Sto daje
n o n—ro
n X11 X12 X13 —R(z) 0 0
QGV = 1y X21 0 0 , QLV = 0 —I,O 0 ,

n—ro| O 0 0 0 0 =1
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gdje je X1 = Q;CP,, [Xlz X13] = —0;00 1 Xo1 = ROP;P,. Sada ostale svoj-
stvene vrijednosti racunamo rjeSavajuci generalizirani problem s matricama G;; =

Xu Xil. -R® 0
1L11 = .
X5 O 0 -1

1o

ro<mrn<n
U ovom slucaju postoji barem n — ry svojstvenih vrijednosti jednakih 0 i n — r, svoj-
stvenih vrijednosti jednakih co. Definirajmo sada

~_Q§ 0 - |1, 0
Q‘[O Qz;]’ V‘[O Qo]‘

Time dobivamo faktorizaciju

r n—rnr ro n—ro

r Xll X12 X13 X14 Yll Y12 0 0
Aty =N X21 X22 X23 X24 Arir _ 0 0 0 0
QGV B ro X31 0 0 0 ’ QLV - 0 0 _Iro 0 ’

n—ry| 0 0 0 0 0O 0 0 -1

Xo1 X» X235 Xou
~R?P,. Napravimo potpunu QR faktorizaciju

Xy X X3 X )
gdje Je[ = 12] = 05C, [ 5 14] = =05 0o, [X31 X32] = ROP) i [Yu le] =

r n—rnr 1o n—ry, rop+nrn
n—r [le X2 X23] =0; [ Ry 0 ]Z3,
i kona¢no definirajmo
L, 0 0 O n+ryp n—rp
" 0 I_ 0
_ 0 0 I,O 0 ~ i Z;‘ 0 n-rp

Q - O Q; 0 O Q, V - V |: 0 In—ro :| Irz(—)H”o 8 IO

0 0 0 I, o

Sada QGV i QLV imaju oblik (3.16).

Dakle, prije nego po¢nemo rjesavati linearizirani problem, dobro je provjeriti rangove ma-
trica M 1 K. U odnosu na njihov rang treba napraviti faktorizaciju matrica G 1 L kako
bi izdvojili dio koji predstavlja svojstvene vrijednosti 0, odnosno co. Nakon toga dobi-
vamo generalizirani problem definiran matricama Gy, i L;; koji rjeSavamo Arnoldijevim
algoritmom.
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3.3 Primjena pomaka

Pretpostavimo da Zelimo izraunati svojstvene vrijednosti QEP-a koje su blizu neke oda-
brane vrijednosti o. Ideja je pocCetni QEP transformirati, tako da novi problem ima
svojstvene vrijednosti blizu vrijednosti . Nakon rjeSavanja transformiranog QEP-a na-
pravimo transformaciju i nad izraCunatim svojstvenim vrijednostima.

Pomaknuti problem bi izgledao

(f<+u—a)é+(/1—a)2M)u:o, (3.17)
gdje su
K=K+0cC+0*M, C=C+20M, M=M.

Bez smanjenja opéenitosti, mozemo pretpostaviti da je o = 0 te zamijeniti redom K, C, M
saK,C,Midl—osA.

Nakon Sto izraCunamo svojstvene vrijednosti pomaknutog problema A, svojstvene vrijed-
nosti pocetnog problema su 4 + o

3.4 Rjesenje kvadraticnog problema

Konacno, Zelimo vidjeti koji svojstveni vektor izabrati kao aproksimaciju za svojstveni
vektor kvadrati¢nog problema. Radi jednostavnosti napiSimo S kao

0 I
s=|g g

Ritzovi vektori koji pripradaju Ritzovoj vrijednosti 6 su oblika

¥ = X1 _ VkZ
X2 WkZ ’
gdje je Hyz = 6z. Ako uzmemo u obzir definiciju matrice Wy (3.13) vidimo da je x, = 6x;.
Prema tome imamo dvije opcije za odabir Ritzovog vektora, x,/6 ili x;.

Zelimo vidjeti koji od ovih vektora je bolje izabrati. Rezidual Ritzovog para izradunatog
sa Arnoldijevim algoritmom je

riy_ 0 1 X1 x| _ Xy — 6)(:1

[rz] ) [Sl SZ] [x2] H[Xz] - [Slxl +Sox — exz]' (3.18)
Ako odaberemo x; za Ritzov vektor problema (IJ), Ritzov vektor za linearizirani problem
je tada
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~_ | %1
X = ox, |

0 1 X1 9 X1 | _ 0
S] Sz 0x; B Ox, B —(S2—91)r1+r2'

Ako pak odaberemo x,/6, Ritzov vektor za linearizirani problem ce biti

' [9_1 xz:|
X= .
X2
Rezidual je u ovom slucaju

0 1 Q_IXQ —0 9_1)62 _ 0
S1 S, x> X7 - 9_1517’1 +
Iz ove analize zakljucujemo da za velike 6 biramo vektor x,/6, dok za male 6 biramo x;.

Primjetimo da, ako je x dovoljno blizu svojstvenog vektora, tada je ||X|| ~ ||x||. Takoder u
donosenju odluke o odabiru Ritzovog vektora mozemo uzeti u obzir i norme ||S || 1 ||S 2||.

Rezidual je




Poglavlje 4
SOAR metoda

Sada ¢emo opisati Arnoldijev algoritam za kvadratni problem (SOAR - Second Order Ar-
noldi Algortihm) koji direktno koristi matrice M, C i K za rjeSavanje problema (I)). Algo-
ritam je detaljno razraden u [10], te je prema tom Clanku radeno ovo poglavlje. No prije
nego pocenom opisivati algoritam, moramo definirati Krilovljeve potprostore drugog reda.

4.1 Krilovljevi potprostori drugog reda

Definicija 4.1.1. Neka su A i B kvadratne matrice reda n, i neka je u # 0 vektor duljine n.
Niz ro, ri,ra, ... Ii-1, gdje je

rp=u,
ry = Al’o,

rj=Arj.1+Brj, za j> 2,
zovemo Krilovljev niz drugog reda s obzirom na A, B i u. Prostor
Gi(A, Byu) = span{rg, ri, 1, ..., Ii—1}
se zove k-ti Krilovljev potprostor drugog reda.

Primjetimo da je ovo generalizacija strandardnog Krilovljevog potprostora K (A, u) u
smislu da je

Gi(A, 0;u) = Ki(A, u).

Pogledajmo sada na koji nacin primjenjujemo ovako definiran potprostor u svrhu rjeSavanja
QEP-a (I). U prethodnom dijelu smo razmatrali linearizaciju QEP-a (3.6). Krilovljev
potprostor pridruzen tom problemu bi bio

37
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Ki(S,v) = span{v, Sv,S?v,...,S* v}

gdje je v pocetni vektor duljine 211 S je kao u (3.7). Ozna¢imosA = -M~'C,B=-M"'K
iv = [uT O] . Sada vidimo da su Krilovljevi vektori drugog reda {r;} duljine n i standardni

Krilovljevi vektori {S J v} duljine 2n vezani formulom

[rf]:sfv zaj>1. 4.1)
rj_l
Prema tome, generalizirani Krilovljev niz {r;} definira Citav standardni Krilovljev potpros-
tor u odnosu na S i v. Jednadzba sugerira da ¢e nam potprostor G;(A, B; u) dati do-
voljno informacija da radimo direktno sa QEP-om, a ne da korisitimo potprostor K;(S, v)
za linearizirani problem. Primjetimo da su vektori koji Cine potprostor G (A, B; u) duljine
n, dok su oni koji ¢ine K;(S, v) duljine 2n. Sada, kao kod Arnoldijevog algoritma, Zelimo
naci ortogonalnu bazu {g;} za G;(A, B; u), tj.

span{qi,qz,....q;} = Gi(A,B;u) za j > 1.

Sljedeci algoritam pokazuje kako da iskoristimo vektor {r;} da generiramo ortonormiranu
bazu {qi,¢>,...,q;}. Kasnije ¢emo vidjeti da je ovo algoritam Arnoldijevog tipa. Ovaj
algoritam zovemo SOAR (Second order Arnoldi).

Algoritam 6: [P, O, T] =SOAR(A, B, u, m)
1 OC, 1) = u/llull;

2 P(:;,1)=0;

sforj=1,2,...,kdo

4 r=AQC, j) + BP(, j);
s | s=06));

6 fori=1,2,...,jdo

7 T, )) = QC.)'r;

8 r=r—0G0DT3,j);
9 s=s5—- PG, 0T34, j);
10 end

| TG+ 1)) = Il
12 if 7(j+ 1, j) = 0 then

13 ‘ STOP;

14 end

15 oC,j+ 1) =r/T(+1,));
16 PG, j+ 1) =s/T(j+1,));
17 end




4.1. KRILOVLJEVI POTPROSTORI DRUGOG REDA 39

Vrlo je vazno da matrice A i B sudjeluju jedino u liniji (4) algoritma (6), i to preko
mnoZenja s vektorom. Prema tome, to je pogodno za velike i rijetke matrice, jer se ta
struktura moZze iskoristiti u svrhu efikasnijeg izvodenja operacije mnoZenja s vektorom.
For petlja algoritma u linijama 6-10 predstavlja ortogonalizaciju u odnosu na vektore {g;}.
Vektori {p;} su pomocni vektori. Kasnije cemo komentirati kako se algoritam moZe po-
boljSati, u smislu da ne moramo spremati vektore {p;}. To ¢e nam smanjii potrebe za
memorijom za barem pola.

Algoritam (6] staje kada je norma vektora r, koja se racuna u liniji 12, dovoljno mala.
U tom slucaju dolazi do deflacije ili prekida. Zelimo naéi odnos izmedu objekata koji se
racunaju u algoritmu (6)) slicnu onoj u (2.7).

Algoritam generira matricu Q dimenzije n X k, pa ¢emo je prema tome oznaCavati s Oy,
a njene stupce Q(:, i) sa ¢g;. Sli¢no, matrica P je dimenzije n X k i njene stupce P(:, i)
oznaavamo sa p;. Matrica T je k X k gornje Hessenbergova matrica, uvodimo oznaku
Ty = ()i j- Algoritam nam daje sljedeci odnos

AQy + BPy = OyTy + qrsi1€] tisi s 4.2)
Ok = P Ty + pk+le/7;tk+1,k- (4.3)
Takoder, skup vektora {gi, ..., ¢k} je ortonormiran. Neka je T} (k + 1) X k gornje He-
ssenbergova matrica oblika 7} = eTtTk . Tada relacije li 1 (4.3) mozemo zapisati
i ket 1k
kao
A B Qk _ Qk+1 2
5 alla] =2 o4

Upravo u ovoj relaciji vidimo sli¢nost sa Arnoldijevim algoritmom. Zaista, ako Arnoldijev
algoritam startamo sa matricom S, definiranom kao u (3.7), dobivamo matricu V; reda
2n X k i gornje Hessenbergovu matricu Hy reda k X k tako da vrijedi

SV = ViHy + Vis1€] hier g

ili jos bolje
[A B

] O] Vi = Vi He. 4.5)

Sada, usporedujuci jednakosti (.4)) i (4.5) vidimo da je osnovna razlika izmedu Arnoldije-
vog algorirma i SOAR-a u tome §to kod SOAR-a nenegativne elemente matrice 7% biramo
da osiguramo ortogonalnost vektora {g;} koji su dimenzije n, dok kod Arnoldija, nenega-
tivne elemente matrice H, biramo da osiguramo ortogonalnost vektora {v;} dimenzije 2n.
Sljedeci zadatak je pokazati da opisani algoritam uistinu generira ortonormiranu bazu za
Krilovljev potprostor G;(A, B; u). Prvo nam je potrebna sljedeca lema:
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Lema 4.1.2. Neka je A proizvoljna n X n matrica. Neka je Vi1 = [Vk vk+1] matrica reda
n X (k + 1) koja zadovoljava

AV, = Vi Hy,

gdje je Hy (k+1)xk gornje Hessenbergova matrica. Tada postoji gornje trokutasta matrica
Ry takva da vrijedi

ViR, = [vi Avy ... A (4.6)

Nadalje, ako je prvih k — 1 subdijagonalnih elemenata od Hy razli¢ito od nule, Ry je regu-
larna i

span{V;} = Ki(A,v). 4.7)

Dokaz. Prvo dokazujemo indukcijom po k. Za k = 1, vrijedi uz Ry = 1. Pret-
postavimo da tvrdnja vrijedi za k — 1. Tada za k imamo

[v1 Avy ... Akilvl] = [vl A [v1 Avy ... Akfzvl]]
= [vi AVi-1Ry-1]
= [Vkel Vkﬁk—le—l]
=Vi [61 ﬁk—le—l] = ViRx.

Cinjenica da je R, gornje trokutasta izlazi iz same definicije R, = [e; H._R.4]. Dijago-
nalni elementi od Ry su jedinica i produkti prvih k — 1 subdijagonalnih elemenata od H,.
Prema tome, ako pretpostavimo da je prvih k — 1 subdijagonalnih elementa od H; razli¢ito
od nule, odmah slijedi da je R regularna.

Sada (4.7) slijedi iz (4.6) i Cinjenice da je R, regularna.

Time je lema dokazana. O

Uz pomo¢ ove leme dokazujemo da algoritam (6]) generira ortonormiranu bazu za
Gi(A, B;u).

Teorem 4.1.3. Ako je tj.1; # 0 za j > 0 u algoritmu (6), tada niz vektora {q.,q>, . .., q;}
cini otronormiranu bazu za Krilovljev potprostor drugog reda G (A, B; u), tj.

span{Q;} = Gi(A,B;u) za j> 1. 4.8)
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Dokaz.
G(A, B;u) = span{rg, r1,...,rj1}
_ ro ... Fji
_span{[l()]»O —_— i‘j_z]}
= span{[/ O][v\ Hv, ... H 'v]} prema (#.1)

= span{[[ 0] %] Rj} prema (#.4) i lemi (4.1.2))
J

= span {[I 0] IQDj ]} uz pretpostavku da je R; regularna
|1

= span{Q}

Ortogonalnost vektora slijedi iz ortogonalizacije u for petlji (linije (6-10)) i normalizacije
u koraku 15 u algoritmu (6). O

Postoje dva razloga zbog kojeg dolazi do prekidanja algoritma (), to jest do toga da
je llrll, = 0. U prvom slucaju imamo da je niz vektora {r;} linearno zavisan, no niz vek-

Ty . .. . . o . .
tora {[rlT rl.T_l] je linearno nezavisan. U ovom sluc¢aju imamo da je G;.1(A, B;u) =

G(A,B;u), no K. (S,v) # K;(S,v) i Arnoldijev algoritam ne staje. Ovu situaciju nazi-
vamo deflacija. Tada modificiramo podatke u algoritmu i proces moZe nastaviti.

Drugi slu¢aj je da su oba niza vektora {r;} i {[rlT rr

]T} linearno zavisni. U tom slucaju
staju 1 Arnoldijev 1 SOAR algoritam. Ovu pojavu nazivamo prekid. Arnoldijev algoritam

staje ukoliko je norma, koja se raCuna u liniji 7, jednaka nuli. U tom slu€aju je niz vektora

: T
{H'v} = { [rlT rl.T_l] } linearno zavisan. Dakle, doslo je do prekida. Pokazat ¢emo da pos-
toji veza izmedu prekida u Arnoldijevom 1 SOAR algoritmu. Razlika je u tome da je kod
Arnoldijevog algoritma prekid pozeljan, jer to znaci da smo nasli invarijantan potprostor za
mali broj iteracija, i svojstvene vrijednosti matrice H dobro aproksimiraju svojstvene vri-
jednosti matrice A. No kod SOAR metode to nije poZeljno jer nismo dobili ortonormiranu

bazu, a proces se ne moze nastaviti.
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Deflacija

Sljedeci algoritam pokazuje na koji nacin se podaci aZuriraju ukoliko dode do deflacije.
Algoritam 7: [P, O, T] =SOAR(A, B, u, m)
1 OC, 1) = u/llull;
2 P(:,1)=0;
sforj=1,2,...,kdo

4 | r=AQ0C, j)+BP(, )

5 s =0GC, ));

6 fori=1,2,...,jdo

7 T(, j) = Q¢ D)

8 r=r—00TGa));

9 s=s— PG, DT>, ));

10 end

1 TG+ 1,0 =lIrlk;

12 if 7(j+ 1, j) = 0 then

13 if s e span{p;|i:q; =0, 1 <i< j}then
14 ‘ prekid;

15 end

16 else

17 deflacija;

18 T(+1,))=1;

19 0G,j+1)=0;

20 PG, j+1)=s;

21 end

22 end

23 else

24 OC,j+ 1) =r/T(j+1,));
25 PG,j+ 1) =s/T(G+1,));
26 end

27 end

Treba napomenuti da uz ovu modifikaciju, algoritam i dalje daje ortonormiranu bazu za
Krilovljev potprostr Gx(A, B; u), s tim da moramo izbaciti one vektore g; koji su u koraku
19 stavljeni na nulu.

Prekid

Kao $to smo rekli, postoji veza izmedu prekida kod Arnoldijevog i SOAR algoritma. O
tome govori sljedeci teorem:
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Teorem 4.1.4. Algoritam (/) sa ulaznim matricama A i B i ulaznim vektorom u staje u
koraku j ako i samo ako Arnoldijev algoritam sa ulaznom matricom S i pocetnim vektorom
v staje u istom koraku j.

Da bi dokazali ovaj teorem, potrebna nam je sljedeca lema:

Lema 4.1.5. Neka za niz linearno nezavisnih vektora {vi,va, ..., vy}, sa particijom v;
[qiT piT]T}, postoji podniz {q;,,qi,, - - .,q;) linearno nezavisnih vektora i q;,., = q;,., =
- =¢q; = 0. Tada je v = {[O pT]T} € span{vy,va,...,V,} ako i samo ako je p €
Span{Pi,,s Pivrs - - - » Pin -

Dokaz. Ako je v € span{vy,vy,...,V,}, onda postoje skalari a;, i = 1,...,m takvi da je

v =", ;. Pretpostavimo da je v = {[O pT]T} € span{vy, vy, ..., Vv,} 1da postoji podniz
k

niza {q;} takav da je q;,, = g;,., = -~ = q;,, = 0. Tada je 0 = 3., a;q; = Y| @;,q;;- Sada
linearna nezavisnost vektora g, , g,, . . ., q;, povlaci da je a;; = O za j = 1,...,k. Prema
tome v = 31, @;vi; Sto znacida je p = YL, @, pi; Sto je dalje ekvivalentno s tim da je
JZBS Span{pik+]’pik+2’""pim}' o

Sada mozemo dokazati teorem ({.1.4)

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je Arnoldijev algoritam stao u koraku j. To znaci da je

dim(K,(S,v))=j i S"veKi(S,v) zam> j. 4.9)

span{[%]} = K;(S,v).
J

Kako je dim (7( (S, v)) = J, [IQJJ] je punog stupCanog ranga. Iz leme (4.1.2) i jednadzbe

(4.9) slijedi '
r 0;
[s] € span {[P;]} (4.10)

Pokazujemo da je r = 0 (u liniji 11 algortima (7). Pretpostavimo suprotno, tj. da r # O.
Kako je, po konstrukciji, 7'g; =0, zai=1,..., j, slijedi da

Iz (4.4) i leme (4.1.2)) slijedi

ré span{ql,qz, . ..,qj},

e[}

Sto povlaci da
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Ovo je u kontradikciji s (4.10), prema tome » = 0. Prema tome, algoritam (/) prelazi na
liniju 13. 1z (4.10) i leme (@.1.5) sada slijedi da je
sespan{pli:q;=0, 1 <i<j},

Sto znaci da dolazi do prekida i u algoritmu (7)) (linija 14).
Obratno, pretpostavimo da je u nekom koraku j algoritma doslo do prekida. Tada

vrijedi
0 .
[Z] = H € span{[gj{]}. 4.11)

Uocimo da (#.4) i dalje vrijedi uz odabir #;,; ; = 1. Prema tome, iz leme (#.1.2) slijedi da

je
span{[IQ)j]} =K;(S,v) i span{[%}’::]} = K;1(S,v).

;]
Pj
uzmemo u obzir, zajedno sa (4.11)), imamo da je dim (WJ(S, v)) = jiKi(S,v) = Ki1(S,v).
Ova dva uvjeta osiguravaju da u Arnoldijevom algoritmu dolazi do prekida u istom koraku

j. i

Po konstrukciji matrice [ u algoritmu H vidimo da je njen rang jednak j. Ako to

Kada dode do prekida u Arnoldijevom algoritmu, to znaci da Krilovljev potprostor
K;(S,v) Cini invarijantan potprostor za H i niz vektora {vl, Va,...,Vj{ je ortonormirana

baza za taj potprostor. Ovakav prekid kod Arnoldijevog algoritma je poZeljan. Sto se
% takoder razapinju

J
invarijantan potprostor za 7', ali oni nisu ortonormirana baza. Prema tome, prekid kod
SOAR-a nije poZeljan.

tice SOAR-a, iz (4.4) znamo da stupCani vektori 2n X j matrice

Usteda memorije
Ako uzmemo u obzir da je p; = 0, tada iz formule @) dobivamo

O = Peui Ty = Prot (2 1k + DT ik + 1,1 2 k).
Sada moZemo zapisati kao

AQy + BOLF) = Ok Ty + qus1€] tis s (4.12)
gdje je Fy k X k gornje trokutasta matrica oblika

0 T.2:k1:k=1"

Fe=1 0
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Jednadzba nam daje metodu raCunanja vektora g, preko vektora qi,qs, ..., q;. To
nam daje sljedeéi algoritam, koji koristi upola manje memorije jer ne treba spremati ma-
tricu P.

Algoritam 8: [P, Q, T] =SOAR(A, B, u, m)

1 0C, 1) = u/llull;

2 f=0;

3forj=1,2,...,mdo

4 r=AQC,j) + Bf;

5 fori=1,2,...,jdo

6 T, j)=0C.)'r;

7 r=r—0G0DT3,J);

8 end

9 TG+ 1j)=lIrlk;

10 if T(j+1,j) =0 then

1 if f u linearnoj ljusci od prethodno izracunatih f then
12 ‘ prekid;

13 end

14 else

15 deflacija;

16 TG+1,)=1;

17 oG, j+1)=0;

18 f=0CHTQ:j+1,1:j) e
19 end

20 end

21 else

22 0C,j+ D =r/T(j+1,));

23 f=0CHTQR:j+1,1:j)"e;
24 end

25 end

Da bi provjerili liniju 11, koristimo Gramm-Schdmitov postupak. Prije izraCunate f
moZzemo spremati u matricu Q na onim mjestima gdje je g; = 0.

Rjesenje QEP-a

Zelimo naéi aproksimativni svojstveni par (6,z), gdje je 6 € Ciz € Gu(A, B;u) primje-
njujuci sljedeéi uvjet ortogonalnosti reziduala

(6°M +60C + K)z L Gnu(A, B;u)
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Sto je ekvivalentno s
VI(@*M +6C + K)z =0 zasve v € G,(A, B, u). (4.13)
Kako je z € G..(A, B; u), mozemo ga zapisati kao

7= g, (4.14)

gdje je n X m matrica Qy ortonormirana baza za G,,(A, B; u) generirana algoritmom (8) i g
je vektor duljine k, k < m. Iz i slijedi da 6 i g moraju zadovoljavati reducirani
QEP:

(*M; + 6C, + K)g = 0, 4.15)

gdje je
M; = Q[MQ, Ci=Q[CQ K= QKO (4.16)

Svojstveni par (6, g) problema (4.15) definira Ritzov par (6, z). Ritzovi parovi aproksimi-
raju svojstvene parove QEP-a (I]). Vazno je napomenuti da transformirane matrice My, Cy,
K Cuvaju strukturu polaznih matrica M, C, K. Na primjer, Ako je M simetri¢na pozitivho
definitna, onda je i M. Prema tome, esencijalna svojstva trazenih svojstvenih vrijednosti
ostaju sauvana.

Time moZemo definirati konac¢ni algoritam za direktno rjeSavanje kvadraticnog svojstvenog
problema

Algoritam 9: SOAR metoda za direktno rjesSavanje QEP-a

1 Pokrenuti SOAR algoritam (7)) sa ulaznim podacima A = -M~'D, B= -M'K i
pocetnim vektorom u kako bi dobili n X k ortogonalnu matricu Qy ¢iji stupci
razapinju ortonormiranu bazu za G,,(A, B; u).;

2 IzraCunati matrice My, Dy 1 K; kako je definirano u (4.16)).;

3 Rijesiti reducirani QEP 1i Za dobivene parove (6, g) izraCunati Ritzove parove

(0,2), gdje je z = ngkkjlz';

4 Provjeriti to¢nost Ritzovih parova (6, g) raCunajudi relativnhu normu reziduala:

I(6*M + 6D + K) 2]l
o1FlMI1: + 16llDI + 1K1

(4.17)

Koja je interpretacija od (4.17)?. Pretpostavimo da smo nasli svojstveni par (6, z) koji
aproksimira svojstveni par za problem (I]). Tada je rezidual r jednak

(02M+0C+K)z: .
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Zanima nas, da li je moZda par (0, z) egzaktni svojstveni par za neki drugi problem, koji
je jako blizu nasem pocetnom problemu, tj. ako malo promijenimo matrice M, C i K,
mozemo li re¢i da je za takve matrice ovaj svojstveni par egzaktan. Pretpostavimo da
vrijedi

(92(M +AM) +6(C + AC) + (K + AK))Z =0. (4.18)

Tada mora vrijediti da je (/leM + AAC + AK) z = r, odnosno A’AM + AAC + AK = —rz".

Kako vektor z uzimamo da je norme 1, vrijedi da je ||[A?’AM + AAC + AK]| =||r||. Dakle,
jednadZba relativna norma reziduala (4.17) nam govori da svojstveni par (6, z) moZda nije
egzaktan svojstveni par za problem (1)), ali je egzaktan za pomaknuti problem (#.18].






Poglavlje 5
GSOAR. Implicitno restartani GSOAR

Ovi algoritmi su detaljno razradeni u [L1], te je prema tome radeno ovo poglavlje. Kao
1 kod Arnoldijevog algoritma, Zelimo razviti metodu koja ¢e nam racunati odreden broj
svojstvenih vrijednosti, koje imaju zajednicko svojstvo. Dakle, Zelimo algoritam restartati,
te ponoviti iteracije sa pocetnim vektorom koji ima bolja svojstva nego onaj prije. Takoder,
Zelimo da se to odvija implicitno, tj. da ne moramo iteracije obavljati od pocetka.
Implicitno restartanje nije moguce provesti na SOAR metodi, jer je pocetni vektor p; = 0
Sto se gubi prilikom restartanja. Prema tome, Zelimo razraditi metodu u kojoj pocetni vek-
tor p; moze biti razli¢it od nule. Ovakvu metodu zovemo generalizirani SOAR (GSOAR).
Ideja implicitno restartanog GSOAR-a je sli¢na kao ona kod implicitno restartanog Arnol-
dija. Nademo aproksimacije svojstvenih vrijednosti pocetnog problema, te uz odredene
pomake u Hessenbergovoj matrici, Zelimo priguSiti doprinos onih svojstvenih vrijednosti
koje nam nisu od interesa. Medutim, kod GSOAR metode, radimo direktno sa kvadrat-
nim problemom, $to zna¢i da nakon k koraka GSOAR algoritma, imamo aproksimaciju
za 2k svojstvenih vrijednosti. To znaci da moramo izabrati p Ritzovih vrijednosti za shift
izmedu njih 2k —m. Objasnit ¢emo na koji nacin se biraju ovi shiftovi. Takoder uvest cemo
novi Krilovljev potprostor drugog reda, koji ukljucuje situaciju da su oba pocetna vektora
razlicita od nul-vektora.

5.1 Opis GSOAR metode

Sada ¢emo proSiriti definiciju (4.1.1) Krilovljevog potprostora drugog reda time §to ¢emo
omoguditi da imamo dva pocetna vektora razli¢ita od nule umjesto jednog.

Definicija 5.1.1. Neka su A i B kvadratne matrice reda n i neka su u, # 0 i u, dva vektora
duljine n. Niz ro, 11,12, ..., 1, gdje je

ro=u;, r =Au + Bu,, rj:Arj_1+Brj_2 zajZZ

49
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zovemo generalizirani Krilovljev niz drugog reda s obzirom na A, B, u; i u. Prostor

Gi(A, Byuy, up) = span{ro, ri, 72, . .., -1}
se zove k-ti generalizirani Krilovijev potprostor drugog reda.

Primijetimo da je generalizirani Krilovljev potprostor drugog reda Gi(A, B; uy, u,)
poopéenje Krilovljevog potprostora Gi(A, B; u;) u smislu da je vektor u, nul-vektor, tj.

gk(A’ Ba Ml,()) = gk(Aa B» l/l])-

Sada, kao kod Krilovljevog potprostora drugog reda, ako oznalimo v = [ulT uy ]T, A=

-M™'Di B = -M™'K, dobijemo odnos izmedu generaliziranog Krilovljevog potprosotra
drugog reda i standardnog Krilovljevog potprostora

[”]:Sw,jZL (5.1)

rj_l

gdjeje S kaoiprije § = [? g] Prema tome, opet zakljuCujemo, da ¢emo dobiti dovoljno

informacija ako budemo radili direktno sa QEP-om umyjesto sa lineariziranim problemom.

GSOAR metoda je ista kao SOAR metoda, uz iznimku da je u koraku (2) algoritma (6))

vektor p; uvijek stavljen na nulu, Sto nije slucaj kod GSOAR. Algoritam je sljedeci
Algoritam 10: [P, Q, T] =GSOAR(A, B, u, m)

0C, 1) = uy/llul23

P, 1) = uy/llualla;

for j=1,2,...,mdo

W N

4 r=AQC, j) + BP(, ));
5 s =0, ));

6 fori=1,2,...,jdo

7 T(i, )) = Q¢ )'r;

8 r=r—00TGa ));
9 s=s5—PC, 0T34, j);
10 end

11 T3+ 1)) =lIrlls

12 if 7(j+ 1, j) =0 then

13 | STOP;

14 end

15 G, j+ 1) =r/T(+1,));
16 PG,j+1)=s/T(G+1,));
17 end




5.1. OPIS GSOAR METODE 51

Vrijede isti odnosi i kao kod SOAR metode.

Takoder, konacno rjesenje kvadrati¢nog problema se svodi na algoritam (9). Opet uzimamo
u obzir, da ako je doslo do deflacije, Q,, se sastoji od vektora koji su razliciti od nule, pa
prema tome imamo da je dimenzija problema (4.15) manja od m.

Pogledajmo jo§ For petlju u linijama (6-10) u algoritmu (10). Taj dio predstavlja Gram —
Schmidtovu ortogonalizaciju novog vektora r u odnosu na prije izracunate vektore Q(:, i),
i =1,...,j. Prilikom testiranja primjera 3 (6.poglavlje, Numericki eksperimenti) ortogo-
nalizacija se nije provela, to¢nije norma ||I; — Q*Q|| ~ 1072 nije bila dovoljno mala. Zbog
toga smo ortogonalizaciju proveli u jednom koraku, to jest vektore Q(:,7) smo poredali u
stupce matrice te ortogonalizaciju proveli na matrici, ¢ime se izbjeglo konstantno oduzi-
manje u linijama (8) 1 (9) koje mozZe dovesti do katastrofalnog kra¢enja. Takoder smo uveli
reortogonalizaciju (linije 10-12 u algoritmu (I1])). Novi algoritam bi izgledao ovako

Algoritam 11: [P, Q, T] =GSOAR(A, B, u, m)

1 OC, 1) =u/|lull2;

2 PC, 1) = ua/l|usll;
sforj=1,2,...,mdo

4 r=AQC,j) + BP(, j);

s | s=0G));

6 | T(1:j)=0C1:)r

7 r=r—0C1: HTA:jj);
8 s=s—-PC,1:)HTA:jj);
9 Yo Reortogonalizacija

10 c=0G1: )l xr;

11 r=r—0G1:jc;

12 s=s5—-PC,1: jc;

13 TA:j,)H=T1:jj)+c;
14 TG+ 1) =l

15 if 7(j+ 1, j) = 0 then

16 | STOP;

17 end

18 OC,j+1)=r/T(j+1,));
19 PC,j+ 1) =s/T(j+1,));
20 end

Nakon ove promjene, greska ortogonalizacije ||I; — Q* Q|| je bila reda veli¢ine 1071,
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5.2 Implicitno restartanje

Pretpostavimo da smo napravili £ koraka GSOAR algoritma, te da nije dosSlo do deflacije.
Broj m ¢e nam oznacavati broj svojstvenih vrijednosti koje Zelimo naci, dok je p = k — m,
tj. broj dodatnih iteracija GSOAR algoritma. Sljedeci teorem opisuje proces implicitnog
restartanja.

Teorem 5.2.1. Neka je zadano p shiftova pi, s, . . ., 1, Pretpostavimo da smo obavili p
OR transformacija nad pomaknutom matricom T — u;. Neka je y(Ty) = ViR, Y(u) =
]_[?:1(;1 — 1)) OR tranformacija. Definirajmo Qi = QxVy i T} = VI T\Vy. Tada dobijemo
novu dekompoziciju oblika ({.4)

A B||Q,| _ |9
1 ol|p:|~|P:
+

L] Odnosi medu matricama su Q;, = QyVi(:,1 : m), P} =
1

PV, 1:m), Ty =T/(1:m,1:m)i

[q:m] — L
+ ~ mo
pm+1 r

m+1,m

> qm+1
5= r;H,m[ ‘
pm+1

+
T, + ZTm+1,m |:qn+1+1] ez;;’ (52)

m
m+1

koja za pocetni vektor ima 1

+ tis1 4 Vi(k, m) [%H] ,
Di+1

f]‘/’:-}-]’m = ”t:r—wl,quw] + tk+1,kvk(k, m)QkH”-

Dokaz. Pretpostavimo da smo napravili m + p = k koraka GSOAR algoritma, te da nije
doslo do deflacije. Neka smo dobili dekompoziciju

o || = [

Py Py

Neka je u; jedan od odabranih p shiftova. Napravimo QR dekompoziciju T — u1 I = ViR.
Iz (5.3)) vidimo da vrijedi

T, + Trv1 k [Zk+l] 612_1. (5.3)

k+1

Qk] _ [Qk

L L i+ | T
S ’u’I)[Pk Pk](Tk ﬂll)+tk+l,k[pk+l]ek+1- (5.4)

Pomnozimo li tu relaciju sa V; dobivamo

Ok Ok _ Gi+1 | 1
(S — i) [Pk] Vi - [Pk] VIRV = tis1x [pkﬂ] e Vi, (5.5)
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Sto daje

O O _ Gre1| T
S [Pk] Vi— [Pk] ViRV + ) = tipx [pkH] e Vi (5.6)

. oy Ok
Oznacimo [ PS] = [ P,
bergove matrice, matrica V; je Hessenbergova, pa je i T Hessenbergova kao umnoZak
Hessenbergove 1 gornje trokutaste matrice (uz oduzimanje dijagonalne matrice).

Ovaj postupak se proSiruje na p shiftova. Ozna¢imo sa Vi = V,V, ... V,. Ako pomnozimo

(5.3) s Vi zdesna dobivamo

[5)-13
Pl 1Py

] ViiT,; = RV, + ul. Kako je ViR QR dekompozicija Hessen-

Ty + e [Zk“] eri Vi (5.7)

k+1

4
gdje smo oznacili [IQ)JE] = [IQ)k] Vii T = V;T\V,. Napravimo particiju
k k

or|_[e O o[ Ta D

P}: P;:l PP k t;—1+l,melenTl TP
1 primijetimo da je

tirixel Vi = (0,0,..., 5, b")
————— ——
m p

jer je matrica V;, umnoZzak p Hessenbergovih matrica i 7, = f; * Vi(k, m). Uvrstimo li ovo u
(5.3) dobivamo

n Qp = |9n Q” T, D - i1 | T
’ [P;r" IA)p B Ligt pl’ t:r_z+1,meler{1 Tp * Bk DPi+1 G- (5:8)
Izjednacavajuéi prvih m stupaca dobivamo relaciju (5.2). .

Teorem (5.2.1) tvrdi da smo nakon p QR iteracija nad matricom 7} zapravo obavili m
koraka GSOAR metode, uz pretpostavku da nije doslo do deflacije. Ovo je dakle implicitno
restartirani GSOAR. (5.2)) se dalje prosiruje na k koraka metode, pocevsi od koraka m + 1,

+
a ne od pocetka. Sljedeci teorem nam daje formulu za novi pocetni vektor [qﬂr]
1

Teorem 5.2.2. Vrijedi

q; :1 q1
[pf] T!/I(S)[pl], (5.9)

gdje je y(A) = le(/l.,u i), a T je faktor normalizacije.
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Dokaz. Neka je u shift i neka je T — ul = QR QR dekompozicija. 1z (4.4) slijedi

S —ul) [Q"] [Qk] Ty — D) = o1 [qk“] o,
Pi+1

(S — ul) [Qk] [Qk] OR =t [Zkﬂ] e,{.

k+1

Neka je [Q" ] [Qk] Q. PomnoZzimo li drugu relaciju sa e¢; dobivamo

Py
Cll 1 qi
4= s a4

gdjeje P11 = Q?Rel. O

5.3 Odabir pomaka

Sada nas zanima koje vrijednosti izabrati za pomake u teoremu (5.2.1)). Za linearni problem
svojstvenih vrijednosti smo vidjeli da Sto pomaci bolje aproksimiraju neke od neZeljenih
svojstvenih vrijednosti, novi pocetni vektor ima bolje informacije o trazenim svojstvenim
vrijednostima, pa time i rezultirajuci Krilovljev potprostor ima bolje informacije o traZenim
svojstvenim vektorima i ocekuje se da ¢e implicitno restartani Arnoldi konvergirati brze.
Na koji na¢in biramo pomake za GSOAR? Rije§imo projicirani QEP (4.15) i izaberimo
m Ritzovih vrijednosti 6; za aproksimaciju trazenih svojstvenih vrijednosti. Sada mozemo
iskoristiti preostale Ritzove vrijednosti kao pomake. Problem je u tome $to sada imamo
2k Ritzovih vrijednosti. Ako bi iskoristili sve neZeljene Ritzove vrijednosti za spomake,
to bi znacilo da smo primijenili 2k — m > p pomaka na k X k matricu T,. Medutim, za
k-koracnu GSOAR metodu, broj pomaka u implicitnom restartanju ne smije precéi p, inace
se restartanje ne¢e moci provesti. Prema tome, moramo naci nacin kako odabrati p = k—m
pomaka, medu njih 2k — m.

Kako za kvadrati¢ni problem reda n imamo 2n svojstvenih vrijednosti, skup svojstvenih
vektora nije linearno nezavisan, pa se prema tome moze desiti da dvije razliite svojstvene
vrijednosti imaju isti svojstveni vektor. Dakle, ako pomak i traZena Ritzova vrijednost
imaju iste svojstvene vektore, restartanjem ¢emo izgubiti informaciju o traZenom svojstve-
nom vektoru, pa se takvi pomaci ne smiju primjenjivati. Da bi to izbjegli, projiciramo QEP
(1) na ortogonalni komplement od span{y;,ys,...,V,} u odnosu na Gi_|(A, B u;,uy) =
span{rg, 11,72, ..., ..., 2}, gdje su yy, y2, ..., y, traZeni Ritzovi vektori. Zatim izvedemo
projicirani QEP reda p i izraCunamo njihovih 2p svojstvenih vrijednosti. Sada moZemo
iskoristiti p svojstvenih vrijednosti za pomake. Mozemo, na primjer, izabrati one koji su
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najdalji od traZenih svojstvenih vrijednosti 6;,i = 1,...,m.

Neka su z; = Qigi, i = 1,...,m aproksimacije traZenih svojstvenih vektora i oznacimo
Gn = [g1, g---, gu]- Ako su neka dva stupca g;, g;+1 kompleksno konjugirani, zamje-
nimo ih sa njihovim normaliziranim realnim, odnosno imaginarnim dijelom, tako da je
kona¢na matrica G,, realna. Napravimo QR faktorizaciju

G = Uy U] [’B’"]

gdje su U, 1 U, k X m 1 k X p stupano ortogonane matrice. Tada je Q,U, ortogo-
nalna baza ortogonalnog komplementa od span{g;, ..., g,} u odnosu na G;_1(A, B; u;, uy) =
span{ro, 71,2, ...,..., k). Projicirani QEP pocetnog problema (I]) na span {Q, U, } je za-
pravo projicirani QEP manjeg problema (4.15) na span {U, }. Sada izratunamo 2p njegovih
svojstvenih vrijednosti i izaberemo njih p za pomake.

Time smo dosli do kona¢nog algoritma za implicitno restartani GSOAR

Algoritam 12: Implicitno restartani GSOAR

1 Za zadane pocetne vektore g; 1 py, broja Zeljenih svojstvenih vrijednosti m i broja
shiftova p, p < k — m pokrenimo k koraka GSOAR algortma kako bi generirali
matricu Qy.;

2 Do konvergencije

3 Projiciramo QEP (1) na span{Q;} da dobijemo QEP , izaberemo m Ritzovih
parova (6;, y;) kako aproksimacije za Zeljenih m svojstvenih vrijednosti i odredimo
gresku kao u ;

4 Ako nije doslo do konvergencije, izracunajmo p pomaka i implicitno restartajmo
GSOAR;

Sto se ti¢e konvergencije, nju ispitujemo na isti nagin na koji smo radili kod SOAR-a,
dakle prema definiciji (4.17).
Ako trazimo m svojstvenih vrijednosti koje su najblize zadanoj vrijednosti o, koristimo
transformaciju p = ﬁ uz uvjet da je det(Q(o)) # 0, koja nam daje novi QEP

Qs (p)x = (p*My + pCy + Ky ) x =0, (5.10)
gdje je
M, =0’M +0C +K, (5.11)
C,=C+20M, (5.12)
K, =M. (5.13)

Matrica M,, je regularna jer je det(M,,) = det(Q(c)) # 0. Zatim primjenimo algoritam (12])
na (5.10). Kod implicitnog restartanja, svojstvene vrijednosti sortiramo prema najvecoj
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vrijednosti po modulu. Time izdavajamo one svojstvene vrijednosti pocetnog QEP-a koje
su najbliZe vrijednosti 0. Neka je (p, y) izraCunati svojstveni par za Q,(p). Tada je pripadni
svojsveni par za pocetni problem (ﬁ + o, y).

Sto se ti¢e odabira broja p, tj. broja pomaka u implicitno restartanom GSOAR-u, nije
nuzno da je on jednak p = k — m. Naime dovoljno je da vrijedi p < k — m. Drugaciji
izbor broja p daje drugacije rezultate, medutim ne postoji odredeno pravilo kako se ponasa
algoritam u odnosu na odabir broja p.

5.4 Tretiranje deflacije tijekom implicitnog restartanja

Teorem (5.2.1)) zahtjeva da nije doslo do deflacije tijekom implicitnog restartanja. Ako pak

dode do deflacije u koracima my, my, ..., m; < k, tada je odgovarajuci j-ti stupac g,,; u Qi

nula. Ozna¢imo sa Oy i Vi redom matrice koje smo dobili brisanjem nul stupaca u Qy i

odgovarajucih redaka my,m, ..., m;u V;. Tada je Q] = OQyVi, = Qka. Ako joS uzmemo u

obzir jednadZbu dobivamo

[A B] [QAka] [Qka
I Of|PVy P, Vi

T+ + L1k [qk+1] esz, (5.14)
pp+1

gdje jeT,” = V; T\ Vy.

Iako rPatrice Oy jo§ uvijek ima ortonormirane stupce, matrice O; = O« Vi nema, jer ma-
trica V; viSe nije ortogonalna, kako smo joj izbrisali neke retke. Prema tome, matrica
o = O:Vi(:, 1 : m) nema ortonormirane stupce, pa lb viSe nije m-koratna GSOAR
dekompozicija. To znaci da implicitno restartanje nije moguce provesti ukoliko je doslo do
deflacije.

Pokazat éemo nacin na koji se ovo moZe popraviti. Primjetimo da je V; matrica reda
(k—j)xkidaje njen rang k — j. Bez smanjena 0pcen1tost1 pretpostavimo da je prvih
k — j stupaca matrice V; linearno nezavisno, tj. matrica Vk1 koja se sastoji od prvih k — j
stupaca matrice Vi nije singularna. Napravimo particiju Vi = kal, sz]. Napravimo QR

dekompoziciju matrice V;; kako bi dobili

(5.15)

Vk _ UkRk _ [Uk—j, 0] [Rk—j R12] ,

0 1
gdje je Vi = Ur_ Ri-j 1Ry = U;_jf/kz. Matrica I je jedini¢na matrica reda j. Matrica Ry

nije singularna i gornje je trokutasta.
Iz (5.15) vidimo da je Uy = V;R;!. Uzimajuéi to u obzir, ako pomnozimo (5.14) sa R;!

dobivamo
A B|[ QU
I 0P Vlezl

OuUy +p-1 Gre+1

p+1

]e,{ka,;l. (5.16)
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Kako je R;' gornje trokutasta, matrica R, T R;" je Hessenbergova. Primjetimo da matrica
Vi ima samo p = k — m ne nul subdijagonalnih elemenata. Prema tome, prvi mogudi
element 3 koji je razli¢it od nule u e] V; je na poziciji m i

tk+1,ke;€VkR]:1 =(0,...,0,3,b"),

gdje je B = tei14Vi(k,m)/el Ree,,. 1zjednadavanjem prvih m stupaca jednadzbe 1} do-

bivamo . .
A B(|Q,| _ |9
ol 5

pri cemu je Q;;l = 0 UG, 1 : m), 15:;1 = PVi(:, 1 : m)R;!, gdje smo sa R,, oznatili vodecu
m x m podmatricu od Ry, a s T vodeéu m x m podmatricu matrice R(T;R;'. Definirajmo
jo§ 1 zadnji dio

75+ +
Tm +ﬁm m
p+l1

q’;l] e’ (5.17)
r, '

q++1 1 + QkUk = | dk+1
= —f = f el + , 5.18
[p;“] B;me m+1,m PkaRlzl €m+1 :8 Dial ( )
B = s 1.m O Ukemsr + Baisill: (5.19)

Jednadzba (5.15) pokazuje da matrica Uy(:, 1 : m) ima ortogonalne stupce ako je m < k— j,
tj. j < k—m. To zna¢i da O, = Q;U(:,1 : m) ima ortogonalne stupce ako broj j, koji
oznacava u koliko koraka GSOAR-a je doSlo do deflacije, ne prelazi k—m. Ako je m > k—j,
prvih k — j stupaca matrice Q0 je ortonormirano i zadnjih m — (k — j) stupaca od U su nula,
stoga su zadnjih m — (k — j) stupaca od O}, nula. To zna¢i da u (5.17) imamo m — (k — j)
deflacija. Kako vrijedi da je (Q;;)*q:; =0, definira dekompoziciju dobivenu nakon
m koraka GSOAR-a.






Poglavlje 6

Numericki eksperimenti

U ovom poglavlju éemo napraviti Cetiri numeric¢ka eksperimenta. U svakom eksperimentu
je red matrice 1000. Slike koje predstavljaju svojstvene vrijednosti problema su dobivene
koristenjem MATLABove funkcije polyeig.

6.1 Slucajno generirane matrice

U ovom primjeru smo generirali tri slucajne matrice M, C 1 K. Svojstvene vrijednosti za
taj problem izgledaju kao na slici (6.1.1)).

20

20 1 1 1 1 1
=20 -10 0 10 20 30 40

Slika 6.1.1: Svojstvene vrijednosti za sluCajno generirane matrice M, C1 K

Pokrenuli smo implicitno restartani GSOAR, dakle algoritam (12)). Racunali smo 6

59
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svojstvenih vrijednosti s najve¢om apsolutnom vrijednos¢u. Broj pomaka nam je bio 3,
dok je ukupni broj iteracija za GSOAR metodu, tj. maksimalna dimenzija Krilovljevog
potprostora Gi(A, B; uy, uy), bila 10. Tolerancija na vrijednost reziduala je stavljena
na +/eps, gdje je eps strojna tocnost.

Za ovaj primjer, GSOAR metodi je trebalo 11 iteracija. Prilikom izvedbe algoritma, nije
doslo do deflacije.

Radi usporedbe brzine konvergencije u ovisnosti o broju pomaka, isti problem smo pokre-
nuli uz broj pomaka jednak 10. Maksimalna dimenzija potprostora je 16. U tom slucaju su
nam trebale tri iteracije da dodemo do Zeljene konvergencije.

Na slikama i su redom nacrtani reziduali ovisno o broju restartanja.
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restart restart
Slika 6.1.2: m =6, p =2 Slika 6.1.3: m =6, p = 10

Za isti primjer smo proveli i implicitno restartani Arnoldijev algoritam. Koristili smo
linearizaciju drugom pridruZzenom formom (3.7). Trazili smo takoder 6 svojstvenih vri-
jednosti sa najveom apsolutnom vrijednoS¢u. Broj pomaka nam je bio p = k — m, dakle
maksimalni broj iteracija manje broj traZenih svojstvenih vrijednosti. Za k = 10 nam je
trebalo 56 iteracija. 4 svojstvene vrijednosti su zaklju¢ane. Tolerancija na vrijednost re-
ziduala je takoder bila 4/eps. Isti problem smo pokrenuli uz k=20. Za konvergenciju su
trebale samo 3 iteracije, a zakljuCane su 2 svojstve vrijednosti. Na slikama (6.1.4) i (6.1.5)
vidimo kako se rezidual ponaSao tijekom restartanja.
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Slika 6.1.4: k =10 Slika 6.1.5: k =20

Dakle GSOAR se bolje ponasa i u sluc¢ajevima kad nam je maksimalna dimenzija pot-
prostora manja.
U tablici (6.1]) vidimo ukupne rezultate koje smo dobili

Metoda | tol m | p | k | br. iteracija
GSOAR | +/eps | 6 10 | 11

GSOAR | +feps |6 |10 |16 | 3

Arnoldi | +/eps | 6 10 | 56

Arnoldi eps |6 | 1420 |3

Tablica 6.1: Prikaz ukupnih rezultata

Slucajno generirane matrice

6.2 Ziroskopski sustav

Kod ziroskopskog sustava matrica M je simetricna pozitivno definitna, C je antisimetri¢na,
dok je K simetri¢na negativno definitna.
Generirali smo sluc¢ajne matrice M, C i K tog oblika. U ovo primjeru Zelimo na¢i m = 10
svojstvenih vrijednosti sa najve¢im modulom. Spektar Ziroskopskog sustava izgleda kao

na slici (6.2.1]).
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Slika 6.2.1: Svojstvene vrijednosti za Ziroskopski sustav

Dakle, one su simetri¢ne s obzirom na realnu i imaginarnu os. Ta struktura je oCuvana
u algoritmu GSOAR.
U prvoj primjeni implicitno restartanog GSOAR-a smo za broj pomaka uzeli p = 6. Mak-
simalna dimenzija potprostora nam je k = 20. Tolerancija na rezidual je 107'°. Tijekom
procesa nije doslo do deflacije, a ukupni broj restartanja je bio 6. Kada smo povecali broj
pomaka na p = 10, broj restartanja se smanjio, i iznosio je 4. Na slikama (6.2.2) i (6.2.3)
vidimo kako se ponaSao rezidual tijekom restartanja za oba slucaja.
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restart restart
Slika 6.2.2: m=10,p =6 Slika 6.2.3: m =10, p = 10

Kod Arnoldijevog algoritma, za m = 10 i k = 20 bilo je potrebno 8 iteracija, te je
svih deset trazenih vrijednosti zaklju¢ano. No, kada smo povecali maksimalnu dimenziju
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na k = 30, broj iteracija se smanjio na njih 3. Takoder, svih deset svojstvenih vrijednosti

je zakljuc¢ano. Toleranciju smo zadali na +/eps. Na slikama (6.2.4) i (6.2.5) su prikazani
reziduali za oba slucaja.

rezidual
3,
rezidual

L L L L L L L L L L L L L L L
1 2 3 4 5 g 7 g 1 12 14 168 18 2 22 24 2B 28 3
restart restart

Slika 6.2.4: k = 20 Slika 6.2.5: k = 30

Primijetimo da iako se Cini da algoritmi podjednako dobro rade, na Arnoldijev algori-
tam smo imali vecu toleranciju. Rezultati koje smo dobili su sumirani u tablici (6.2).

Metoda | tol m | p | k | br. iteracija
GSOAR | 107 |10 |6 |20 |6
GSOAR | 1071 | 10 | 10 | 20

4
Arnoldi | +/eps | 10 | 10 | 20 | 8
Arnoldi | /eps | 10 | 20 | 30 | 3

Tablica 6.2: Prikaz ukupnih rezultata
Ziroskopski sustav

6.3 NeprigusSeni sustav

Diferencijalni sustav, gdje su M, C i K realne simetri¢ne matrice se zove prigusen ukoliko
je zadovoljen uvjet

min |(x"Cx)” — 4 (x"Mx) (x'Kx)| > 0. 6.1)

lIxll2=1

Vibracijski sustav je odreden diferencijalnom jednadZzbom drugog reda

Mg(e) + C4() + Kq(r) = f(2), (6.2)
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gdje je matrica M dijagonalna 1 predstavlja masu. Matrice C i K su tridijagonalne i redom
predstavljaju prigusenje i krutost.
U ovom primjeru matrice su definirane kao

M=1
C = tridiag(-3,9,-3)
K = tridiag(-5, 15, -5)

Ovo je primjer neprigusenog sustava. Svojstvene vrijednosti izgledaju kao na slici (6.3.1).

PP Y

-2
14 -12 -10 B 5 -4 2 i
Slika 6.3.1: Svojstvene vrijednosti za nepriguseni sustav

Kod ovo primjera smo koristili pomak o = —13, te su nam nove matrice definirane
kao u (5.11). Racunali smo m = 6 svojstvenih vrijednosti najbliZih vrijednosti o koriste¢i
implicitno restartani GSOAR. Broj pomaka je bio p = 3, dok je maksimalna dimenzija
potprostora bila k = 10. Toleranciju na rezidual smo stavili na 107'°. Broj restartanja
za ovako postavljen problem je bio 8, i nije doSlo do deflacije. Kada smo broj pomaka
povecali na p = 10 i k = 20, broj restartanja se smanjio i iznosio je 2. Na slikama (6.3.2)) i
(6.3.3)) su prikazani reziduali tijekom restartanja.
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rezidual
=]

Slika 6.3.2: m=6,p =3

restart

L . L L . . . L L
7 a 1 1.1 12 13 14 15 16 17 18 18 2
restart

Slika 6.3.3: m =6, p = 10

Kod Armoldijevog algoritma, za isti problem, nam je uz maksimalnu dimenziju pot-
prostora k = 10 trebalo 15 restartanja. Slika (6.3.4)) prikazuje rezidual tijekom restartanja.

rezidual

++ P G P P I

1
=3 10 15
restart

Slika 6.3.4: k =10

Opet primijetimo da je tolerancija na rezidual kod Arnoldija bila veca, tj. /feps. Na-

ime, za toleranciju 107'° ovaj primjer nije iskonvergirao u prvih 200 restartanja. Ukupni
rezultati za ovaj primjer su prikazani u tablici (6.3)
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Metoda | tol m | p | k | br. iteracija
GSOAR [ 1079 |6 |3 |20 |8
GSOAR [ 10719 [ 6 [ 10|20 |2
Arnoldi | \feps |6 |4 | 10|15

Tablica 6.3: Prikaz ukupnih rezultata
Nepriguseni sustav

6.4 PriguSeni sustav

U ovom primjeru definiramo matrice M, C i K na sljedeci nacin:

M=1,
C = tridiag(-10, 30, —-10),
K = tridiag(-5, 15, -5).

Ovo je primjer prigusenog sustava. Svojstvene vrijednosti za ovaj problem izgledaju kao

na slici (6.4.1]).

25 F

30k

35 F

a0k

a5k
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0 200 400

1 1 L 1 1 1 1
600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Slika 6.4.1: Svojstvene vrijednosti za priguseni sustav

U ovom primjeru smo trazili m = 6 svojstvenih vrijednosti koje su najblize vrijednosti
o = —40. U prvom slucaju smo uzeli da je broj pomaka p = 2 i maksimalna dimenzija
potprostora k = 10. Do deflacije nije doslo, a bilo je potrebo 14 restartanja. U drugom
slu¢aju smo stavili da je p = 101 k = 16 te su nam bilo potrebo samo 2 restartanja 1 nije
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doslo do deflacije. Tolerancija je u oba slu¢aja stavljena na 107'°. Na slikama (6.4.2)) i
(6.4.3) su prikazani reziduali tijekom restartanja.

rezidual

rezidual

restart

Slika 6.4.2: m=6,p =2

L L L L
15 16 17 18
restart

L L
13 14

Slika 6.4.3: m =6, p = 10

L
19

2

Kod Arnoldijevog algoritma, za isti problem, nam je uz maksimalnu dimenziju pot-
prostora k = 10 trebalo 6 restartanja. Slika (6.4.4) prikazuje rezidual tijekom restartanja.

rezidual

1
35 4
restart

Slika 6.4.4: k = 10

Ukupni rezultati su zapisani u tablici (6.4).

4.5 5

5.9 B
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Metoda | tol m | p | k | br. iteracija
GSOAR [ 10796 |2 |10 14

GSOAR | 1079 |6 | 10|16 |2

Amoldi [ 107 |6 [4 | 106

Tablica 6.4: Prikaz ukupnih rezultata
PriguSeni sustav

6.5 Zakljucak

GSOAR metoda je pokazala jako dobre rezultate s obzirom na veliinu problem te maksi-
malnu dimenziju potprostora koji koristimo. Naime, za velike n = 1000 smo k povecavali
do najviSe 16, Sto je relativno malo. Takoder, za mali broj pomaka p, smo dobili jako
dobre rezultate uz mali broj iteracija. Poveavanjem broja p, ocekivano dobivamo bolje
rezultate. Sto se ti¢e Arnoldijevog algoritma, imao je takoder dobre rezultate, no pri ma-
njoj toleranciji ne bi doslo do konvergencije u prvih 200 restartanja. Takoder, potreban je
vedi broj pomaka i ve¢a maksimalna dimenzija potprostora nego kod GSOAR-a da dode
do konvergencije.

Uspjesnost GSOAR metode moZemo pripisati tome Sto se konacne svojstvene vrijednosti
dobivaju iz manjeg kvadratnog problema, a ne kao kod Arnoldija, gdje svojstvene vri-
jednosti dobivamo iz manje Hessenbergove matrice. Kao Sto smo rekli prije, svojstva
svojstvenih vrijednosti su oCuvana prjektiranjem na manji potprostor (kao Sto radimo kod
GSOAR-a), dok se kod Arnoldija ta svojstva gube linearizacijom.

Treba napomenuti da smo za zadnja dva primjera koristili pomake u pocetnom problemu,
jer su svojstvene vrijednosti gusto rasporedene. Kako bi ubrzali konvergenciju napravili
smo pomak u spektru. Novodefinirani problem ima svojstvene vrijednosti koje su blizu
zadanom pomaku.
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Sazetak

U ovo radu smo proucavali kvadrati¢ni svojstveni problem (QEP - Quadratic Eigenvalue
Problem). To¢nije, zanimalo nas je kako naéi skalar 4 € C i vektor z € C" tako da za
zadane matrice M, C i K, reda n vrijedi

(M +aC +K)z=0.

U zadnjem poglavlju smo vidjeli neke primjere iz primjene koje rjeSava ovaj problem.
Predlozili smo dvije metode za rjeSavanje ovakvog problema. Prva metoda se svodi na
to da nelinearni problem lineariziramo, tj. svedemo ga na standardni problem svojstvenih
vrijednosti, te novodefinirani problem rijeSimo Arnoldijevim algoritmom. Ovdje nastaje
problem, jer se dimenzija problem linearizacijom udvostruc¢uje pa nam se povecavaju zah-
tjevi za memorijom prilikom implementacije programa.

Arnoldijev algoritam nalazi odreden broj svojstvenih vrijednosti i najcesée se koristi kada
imamo velike rijetke matrice S. On racuna ortgonalnu bazu Q za Krilovljev potprostor
zadane dimenzije, te Hessenbergovu matricu H cCije svojstvene vrijednosti aproksimiraju
svojstvene vrijednosti matrice S. Naveli smo teorem koji kaze da rezidual u Arnoldijevom
algoritmu ovisi o pocetnom vektoru, u smislu da je rezidual manji $to je pocetni vektor
bliZi svojstvenom vektoru trazene svojstvene vrijednosti. Tu ¢injenicu smo iskoristili kako
bi opisali implicitno restartani Arnoldijev algoritam. U tom algoritmu dozvoljavamo vise
iteracija nego Sto nam je potrebno. Nakon k iteracija imamo k aproksimacija za svoj-
stvene vrijednosti. Izdvojimo m svojstvenih vrijednosti koje su nam od interesa. Ostale
svojstvene vrijednosti koristimo kako bi napravile pomake u matrici H, te time prigusili
doprinos svojstvenih vrijednosti, koje nam nisu od interesa, u po¢etnom vektoru. Taj pos-
tupak smo napravili implicitno, tj. Arnoldijev algoritam ne pokre¢emo ponovno od prvog
koraka, ve¢ od m-tog. Razradili smo metode lockinga odnosno zakljuavanja svojstvenih
vrijednosti koje su nam od interesa a iskonvergirale su ranije, te purginga odnosno izbaci-
vanja svojstvenih vrijednosti koje su iskonvergirale a nisu nam od interesa.

Mana metode linearizacije je u tome Sto se problem udupla, te se izgubi poCetna struktura
problema. Kako bi ocuvali tu strukturu moramo raditi direktno sa matricama M, C i K.
Zbog toga smo opisali SOAR (Second Order Arnoldi Method) metodu. Ta metoda pro-
jicira pocetni QEP velike dimenzije, na QEP puno manje zadane dimenzije koji ima istu
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strukturu, a lakSe je izracunati njegove svojstvene vrijednosti. Vidjeli smo da postoji veza
izmedu SOAR-a i Arnoldija. Naime, do deflacije dolazi u istom koraku algoritama. Kako
bi razvili algoritam koji koristi istu ideju kao implicitno restartani Arnoldijev algoritam,
bilo je potrebno modificirati SOAR metodu. Definirali smo generaliziranu SOAR metodu
(GSOAR) te na njoj proveli implicitno restartanje. Problem nastaje kod odabira pomaka.
Naime, kvadrati¢ni problem ima 2n svojstvenih vrijednosti, pa prema tome i 2n svojstvenih
vektora. To znaci da skup svih svojstvenih vektora nije linearno nezavisan. Prema tome,
postoje svojstvene vrijednosti koje su mozda razlicite, a imaju iste svojstvene vektore. To
znaci da nakon k koraka GSOAR algoritma imamo 2k aproksimacija za svojstvene vek-
tore. Ako trazimo m svojstvenih vrijednosti imamo 2k — m kandidata za pomake. Medu tih
2k — m kandidata moZe se desiti da postoje svojstveni vektori koji odgovaraju svojstvenim
vektorima nekih od m traZzenih svojstvenih vrijednosti. Ako te vrijednosti iskoristimo za
pomake, izgubit ¢emo informaciju o Zeljenoj svojstvenoj vrijednosti. PredloZili smo nacin
na koji se taj problem rjesava.

Na kraju smo dali nekoliko primjera iz primjene 1 na njima proveli opisane metode. GSOAR
se pokazao kao bolji rjeSavac, jer za mali broj pomaka daje jako dobre rezultate. Kod Ar-
noldijevog algoritma smo imali primjer u kojem metoda nije konvergirala za prvih 200
restartanja.



Summary

This thesis presents numerical methods for solving quadratic eigenvalue problem (QEP):
find scalar A € C" and vector z € C" so that, for given matrices M, C and K

(M +aC+K)z=0.

In last chapter we saw few examples in which we apply this problem. Two methods are
presented for solving this problem. First method finds linearization for nonlinear problem.
That linearization defines standard eigenvalue problem which is solved using Arnoldi al-
gorithm. The problem is that new linearized problem has double dimension.

Arnoldi algorithm finds a specifed number of eigenvalues and is used for large, sparse ma-
trices S. It computes an orthogonal basis Q for Krylov subspaces K of given dimension,
and Hessenberg matrix H which represents projection of S onto K. The eigenvalues of H
are approximate eigenvalues of S. The residual is smaller if the initial vector is closer to
eigenspace for wanted eigenvalues. That fact is used to describe implicitly restarted Ar-
noldi algorithm. That algorithm has more iterations than needed. After k iterations we have
k approximations for eigenvalues. We define m wanted eigenvalues. The remaining eige-
nvalues are used for shifts that define polynomial filter in implicit restart. The algorithm
is implicit, which means that Arnoldi iterations start from step m and not from first step.
Locking and purging are described. Linearization doubles the dimension of inital problem,
and the inital structure of problem is lost. If we want to preserve the structure of the pro-
blem, we use matrices M, C and K and project them onto the search subspace, which is
the key idea of the SOAR procedure. Beacuse of that, SOAR method is introduced. This
method projects inital QEP (of large dimension) onto smaller QEP so we can easier find
its eignvalues. It is shown that there exists a conection between Arnoldi and SOAR proce-
dure, meaning they deflate at same step. If we want to develop idea of implicit restarting
as in Arnoldi procedure we need to define generalized SOAR. The problem in restarting is
choosing the shifts. Beacuse there are two eigenvalues, that can be different, and have the
same eigenvector. After k steps of GSOAR we have 2k approximations of eigenvalues. If
we need m eigenvalues, than we have 2k — m candidates for shifts. It is discussed how to
choose the shifts and not use the one with eigenvector for one of the wanted eigenvalues.
We used selected numerical examples to illustrate preformances of the described methods.
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GSOAR has good results, even for small number of shifts. There is example for wich
Arnoldi iterations did not converge in first 200 restarts.
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