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Uvod

Za Riemannove dvodimenzionalne mnogostrukosti poznato je da dopustaju to¢no jednu
od tri geometrijske strukture - euklidsku E2, sfernu S? ili hiperbolicku H?. Zanimljivo je
da u slu¢aju trodimenzionalnih mnogostrukosti ova klasifikacija postaje slozenija. William
Thurston je 1982. godine iznio geometrizacijsku hipotezu prema kojoj za trodimenzionalne
mnogostrukosti postoji to¢no 8 geometrijskih struktura: E3, S3, H3, S2xR, H2 xR, SR,
Nil i Sol. Cilj ovog rada je uvesti temeljne pojmove potrebne za razumijevanje Thurstono-
vih geometrija te istraZiti neke od tih geometrijskih struktura.

U prvom poglavlju najprije se definiraju neki osnovni pojmovi diferencijalne geome-
trije: (glatka) mnogostrukost, tangencijalni svezanj glatke mnogostrukosti te pojam ten-
zora. Ovi su pojmovi potrebni za definiciju Riemannove metrike na glatkoj mnogostru-
kosti te Riemannove mnogostrukosti - jednog od centralnih predmeta proucavanja ovog
rada (svih 8 Thurstonovih geometrija su zapravo posebni primjeri trodimenzionalnih ho-
mogenih Riemannovih mnogostrukosti). Nakon toga se definiraju neki pojmovi iz algebre
1 algebarske topologije (djelovanja grupa, prostori natkrivanja) kako bi se mogao defini-
rati pojam geometrijske strukture 1 iskazati Thurstonov rezultat. Glavna literatura za ovo
poglavlje jest skripta [7] i ¢lanak [3]].

U drugom poglavlju napravljen je pregled geometrijskih struktura. Iskazuje se unifor-
mizacijski teorem za plohe (najavljen i na pocetku ovog uvoda) i navode se sve tri ge-
ometrijske strukture u 2 dimenzije. Za svaku od njih se ukratko opisuje grupa izometrija.
Nakon toga se navode i ukratko opisuju neke karakteristike svih 8 Thurstonovih geometrija.
Literatura koriStena za ovo poglavlje je ¢lanak [3].

Nakon opisa svih 8 Thurstonovih geometrija nastavljaju se proucavati dvije od njih,
Sol i Nil. U treéem poglavlju odredujemo neke klase krivulja u tim geometrijama. Geodet-
ske su krivulje, kao krivulje koje lokalno minimiziraju udaljenost, generalizacija pojma
pravca na “zakrivljene prostore” te ih nalazimo rjeSavanjem odredenog sustava obic¢nih di-
ferencijalnih jednadzbi. KoriStenjem posebno definiranih grupovnih operacija u Sol i Nil
geometriji (koje generaliziraju translacije) definirat ¢emo i odrediti translacijske krivulje
- krivulje kojima se tangencijalni vektor u proizvoljnoj toc¢ki podudara sa slikom nekog
unaprijed zadanog vektora pri translaciji u tu to¢ku. Glavna literatura za ovo poglavlje su
Clanci [12]], [8] 1 [9].
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U cCetvrtom poglavlju odredujemo minimalne translacijske plohe u Sol i Nil geometriji.
Najprije se definira pojam koneksije na mnogostrukosti pomocéu kojeg se definira pojam
srednje zakrivljenosti te pojam minimalne plohe kao plohe Cija je srednja zakrivljenost u
svakoj tocki jednaka nuli te se izvodi diferencijalna jednadZzba koja daje kriterij odredivanja
minimalnosti plohe. U euklidskoj geometriji translacijske plohe nastaju translacijom jedne
krivulje duz neke druge. Generalizirajuci pojam translacije pomoc¢u ve¢ spomenutih gru-
povnih operacija, translacijske plohe ¢emo podijeliti na 6 tipova i u svakom od njih odrediti
minimalne plohe (ukoliko nije tehnicki presloZeno). Glavna literatura za ovo poglavlje su
¢lanci [4]] 1 [6].



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i rezultati

1.1 Glatke i Riemannove mnogostrukosti

Najprije ¢emo definirati pojmove potrebne za razumijevanje osnovnog objekta ovog rada -
pojma Riemannove mnogostrukosti.

Glatke mnogostrukosti

Definicija 1.1.1. Topoloska mnogostrukost M dimenzije n je topoloski prostor M za koji
vrijedi:

1° M je Hausdorffov, tj. za svaki par tocaka p,q € M postoje disjunktni otvoreni skupovi
UV cMtakvidaxe U, yeV,

2° M zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti (postoji prebrojiva baza topologije na M),

3° za svaku tocku od M postoji njena okolina koja je homeomorfna nekom otvorenom
podskupu od R" (tj. M je lokalno euklidski dimenzije n).

Definicija 1.1.2. Koordinatna karta na topoloskoj mnogostrukosti M je ureden par (U, ¢),
gdje je U otvoren podskup od M, a ¢: U — U Jje homeomorfizam sa U u otvoren skup
U= e(U) c R". Skup U zovemo koordinatnom okolinom ili domenom, a preslikava-
nje ¢ (lokalnim) koordinatnim preslikavanjem. Koordinatne funkcije (x',...,x") od ¢
definirane s

¢(p) = (x'(p),....x"(p)), p R,

zovemo lokalne koordinate na U.
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Definicija 1.1.3. Za dvije koordinatne karte (U, ), (V,¥) topoloske mnogostrukosti M
kaZemo da su glatko povezane ako je U NV = (0 ili ako je preslikavanje

o i pUNV)—>y(UNV)

glatki difeomorfizam (otvorenih podskupova od R").

Atlas A je familija koordinatnih karata ¢ije domene prekrivaju M. Atlas A zovemo glatkim
ako su svake dvije karte u A glatko povezane. Glatki atlas A je maksimalan ako nije
sadrzan niti u jednom striktno vecem glatkom atlasu.

Glatka mnogostrukost je ureden par (M, A), gdje je M topoloska mnogostrukost, a ‘A
maksimalan glatki atlas na M.

Tangencijalni sveZanj

Definicija 1.1.4. Neka je M glatka mnogostrukost. Funkcija f: M — R* se naziva glat-
kom ako za svaku tocku p € M postoji glatka karta (U, ¢) od M ¢ija domena sadrZi p te
takva da je preslikavanje

fogeieU) - R

glatka funkcija. Skup svih realnih glatkih funkcija na M oznacavamo C*(M).

Pomocu glatkih karata mozemo 1 opéenito definirati glatke funkcije na glatkim mno-
gostrukostima.

Definicija 1.1.5. Neka su M i N glatke mnogostrukosti. Preslikavanje f: M — N naziva
se glatkim ako za svaku tocku p € M postoji glatka karta (U, ¢) od M koja sadrZi p i glatka
karta (V,y) od N koja sadrZi f(p) takve da je f(U) C V ida je preslikavanje

yofop i gl) - w(V)
glatka funkcija.

Definicija 1.1.6. Neka je M glatka mnogostrukost i p € M. Linearno preslikavanje
X: C*(M) — R naziva se derivacijom u p ako vrijedi

X(fe) = f(p)Xg +g(pXSf, f.g € C*(M).

Skup svih derivacija u p je vektorski prostor koji se naziva tangencijalnim prostorom od
M u p i oznacava T, M. Elemente tangencijalnog prostora T,M zovemo tangencijalnim
vektorima u p.
Tangencijalni sveZanj glatke mnogostrukosti M, TM, je disjunktna unija tangencijalnih
prostora u svim tockama od M

™ =|_|T,M.

pPEM

Za element (p,X) € TM (gdje je p € M, X € T,M) pisemo (p,X) = X,,.
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Sada ¢emo definirati pojam vektorskog sveznja.

Definicija 1.1.7. Neka je M glatka mnogostrukost. (Glatki) vektorski sveZanj ranga k nad
M je glatka mnogostrukost E zajedno s glatkim surjektivnim preslikavanjem n: E — M
koje zadovoljava

1° za svakip € M, skup E, = n~'(p) C E (vlakno nad p) je snabdjeven strukturom realnog
vektorskog prostora,

2° za svaki p € M postoji okolina U od p u M i difeomorfizam ®: n~'(U) — U x R* tako
da vrijedi
m==0om,

(gdje je | projekcija na prvi faktor) i restrikcija od ¢ na E, je linearni izomorfizam
Qlg,: E, - {p} xRX.

Mnogostrukost E naziva se totalnim ili ukupnim prostorom, mnogostrukost M bazom, a
preslikavanje nt projekcijom. Svako preslikavanje ® se naziva lokalnom trivijalizacijom
od E nad U. Lokalnu trivijalizaciju nad cijelom mnogostrukoséu M (ako postoji) zovemo
globalnom trivijalizacijom, a E u tom slucaju zovemo trivijalnim sveZnjem.

Prethodna dva pojma povezuje sljedeci rezultat.

Propozicija 1.1.8. Tangencijalni sveZanj T M glatke n-mnogostrukosti M je glatki vektor-
ski sveZanj ranga n.

Definicija 1.1.9. Neka je E glatki vektorski sveZanj nad M i n: E — M projekcija sveZnja.
Prerez od E (prerez preslikavanja rt) je neprekidno preslikavanje o: M — E za koje je
moo = Idy.

Tenzori i Riemannove mnogostrukosti

Definicija 1.1.10. Neka je V realan vektorski prostor dimenzije n. Kovarijantni k-tenzor
na 'V je multilinearno preslikavanje

F: Vx..-xV->R.
N—————
k

Broj k zovemo rangom tenzora F. Prostor svih kovarijantnih k-tenzora na V oznacavamo
T(V).

Ako je M glatka mnogostrukost, promatramo tenzore na tangencijalnom prostoru 7, M.
Prostor kovarijantnih k-tenzora u tocki p € M oznalavamo T*(T,M). Vektorski svezanj
kovarijantnih k-tenzora je

TH(M) = U T, M).
PEM
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Definicija 1.1.11. Tenzorsko polje T*(M) je glatki prerez nekog tenzorskog sveznja T*(M).
Sada moZemo definirati pojam Riemannove mnogostrukosti.

Definicija 1.1.12. Neka je M glatka mnogostrukost dimenzije n. Riemannova metrika na
M je glatko kovarijantno 2-tenzorsko polje g € T>(M) koje je

1° simetricno: g(X,Y) = g(Y,X) za sve X,Y € T, M,
2° pozitivno definitno: g(X,X) > 0za X # 0.
Ureden par (M, g) zovemo Riemannova mnogostrukost.

U ovom ¢emo radu koristiti i pojam izometrije koji ¢emo takoder definirati. Za to e
nam biti potreban pojam povlaka.

Definicija 1.1.13. Neka su M i N glatke mnogostrukostii F: M — N glatko preslikavanje.
Za svaku tocku p € M definiramo push-forward F . preslikavanja f kao preslikavanje

F.: T,M — Tr,N, (F.X)(f) = X(f o F), f € C*(N).

Nadalje, za svaki k > 0 i p € M definiramo povlak (pullback) F* preslikavanja F kao
preslikavanje F* : Tk(TF(p)N) — Tk(TpM),

F*(S)(Xl,,Xk) = S(F*Xl,...,F*Xk), S e Tk(TF(p)N), X],...,Xk S TpM

Definicija 1.1.14. Neka su (M, g) i (M’, g’) Riemannove mnogostrukosti. Izometrija je di-
feomorfizam f: M — M’ takav da g = f*g’ (gdje f* oznacava povlak preslikavanja f).
Ako je f lokalni difeomorfizam, kaZemo da je f lokalna izometrija.

KaZemo da su mnogostrukosti M i M’ izometricne i piSemo M ~ M’ ako postoji izometrija
fiM—- M.

Skup svih izometrija sa M u M s operacijom kompozicije ¢ini grupu koju oznacavamo
Isom(M).
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1.2 Djelovanja grupa, prostori natkrivanja

U ovom ¢emo odjeljku sazeto izloziti pojmove i rezultate iz algebre i algebarske topologije

koji su potrebni za definiranje pojma geometrijske strukture.

Djelovanja grupa

Definicija 1.2.1. Neka je G grupa, a M skup. Lijevo djelovanje G na M je preslikavanje
GXM-—->M, (ggm—g-mgeG,meM,

takvo da vrijedi

1° g1-(g2-m)=(8182)-m, 81,82 € G, me M,

2° e-m=m, m € M (e je neutralni element grupe G).

Analogno definiramo desno djelovanje G na M.

Definicija 1.2.2. Neka je dano lijevo djelovanje grupe G na skupu M. Orbita elementa
m € M je skup
orb(m) ={g-m: g € G},

a stabilizator (ili izotropna podgrupa) elementa m je skup
stabm) =G,, ={geG: g-m=m} <G.
Sada moZemo definirati relaciju na M na sljedeci nacin:
m; ~ my, & my € orb(m,) .

Lako se vidi da je ovime definirana relacija ekvivalencije na M te da su orbite elemenata
skupa M pripadne klase ekvivalencije. Odgovarajuci kvocijentni skup oznac¢imo sa M/G.

Definicija 1.2.3. KaZemo da je djelovanje grupe G na skup M tranzitivno ako za sve
m,n € M postoji g € G takav da
m=g-n.

Drugim rijecima, grupa G djeluje tranzitivno na M ako je skup MG jednoclan.

Mi ¢emo promatrati slucaj kada je M Riemannova mnogostrukost 1 G grupa izometrija
od M (koju ¢emo oznaciti sa I'). Definiramo djelovanje grupe I' na M s

Y- q=v¢q,vel,geM.
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Prostori natkrivanja

Definicija 1.2.4. Neka su X i Y topoloski prostori te p: Y — X neprekidna surjekcija.
Za uredeni par (Y, p) kazemo da je prostor natkrivanja od X ako za svaki x € X postoji
otvorena okolina U od x u X i indeksirana familija (V,)qea otvorenih podskupova od Y
tako da vrijedi

1° VQOVBZQZQCY?&,B,
2° p_l(U) = U(ZEA Vm
3° plv,: Vo = U je homeomorfizam za svaki o € A.

Preslikavanje p zovemo natkrivajuce preslikavanje.

Ako je (Y, p) prostor natkrivanja topoloskog prostora X, onda se grupa svih homeomorfi-
zama . Y — Y takvih da p = p o (4. takvih da donji dijagram komutira) zove grupa
natkrivanja i oznacava C(Y, p, X).

Y v Sy
NU/
X

Neka je X topoloski prostor 1 xo € X. Sa m;(X, xo) oznaCavamo fundamentalnu grupu
od X u xg, a sa [u] oznacavamo klasu pridruZenu petlji u u X oko x, (tj. element [u] €
(X, Xo))-

Definicija 1.2.5. Neka su X i Y topoloski prostori, xo € X, yo € Y te h: X — Y neprekidna
funkcija takva da h(xy) = yo. Definiramo preslikavanje

h.: w1 (X, x0) = 1 (Y, y0), h.([u]) = [hou].

Definicija 1.2.6. Neka je (Y, p) prostor natkrivanja topoloskog prostora X, xo € X, yp € Y
i p(yo) = xo. Definiramo grupu

Hy = p.(m(Y, y0)) .

KaZemo da je p regularno natkrivajuce preslikavanje ako je H, normalna podgrupa od
71 (X, xo)-

Teorem 1.2.7. Neka je p: Y — X regularno natkrivajuce preslikavanje i C odgovarajuca
grupa natkrivanja. Tada postoji homeomorfizam k: Y/C — X takav da p = k o m, gdje je
n: Y — Y/C projekcija.
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Mi ¢emo promatrati prostore natkrivanja mnogostrukosti. Budu¢i da je natkrivajuce
preslikavanje (prema svojoj definiciji) lokalni homeomorfizam, prostor natkrivanja (to-
poloske, Riemannove) mnogostrukosti takoder ¢e biti (topoloSka, Riemannova) mnogos-
trukost (zgodno je napomenuti i da obrat ove tvrdnje opéenito ne vrijedi).



POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJIMOVI I REZULTATI 10

1.3 Geometrijska struktura

Pojam geometrijske strukture najprije ¢emo definirati za 2-mnogostrukosti.

Definicija 1.3.1. Neka je X jedno od E? S? ili H?, gdje je E* euklidska, S? sferna, a
H? hiperbolicka ravnina. Neka je T podgrupa od Isom(X). Ako je F 2-mnogostrukost
takva da F ~ X/T i projekcija X — X/I je natkrivajuce preslikavanje, kaZemo da F ima
geometrijsku strukturu modeliranu na X.

Ovu ¢emo definiciju iskoristiti za generalizaciju pojma geometrijske strukture u tri di-
menzije. No, postoji 1 opCenitija definicija geometrijske strukture u proizvoljnoj dimenziji.

Definicija 1.3.2. Metrika na mnogostrukosti M je lokalno homogena ako za sve tocke
X,y € M postoje okoline U,V od x,y respektivno i izometrija f: U — V.

Metrika na mnogostrukosti M je homogena ako za sve tocke x,y € M postoji izometrija
od f: M — M takva da f(x) = y.

Riemannova mnogostrukost M je potpuna ako je potpuna kao metricki prostor (tj. svaki
Cauchyev niz u M konvergira).

Definicija 1.3.3. Mnogostrukost M dopusta geometrijsku strukturu ako se moZze snabdjeti
potpunom lokalno homogenom metrikom.

Ukoliko je mnogostrukost Riemannova, definicija [I.3.3] povlaci definiciju [1.3.1} Prije
iskaza 1 dokaza samog rezultata navodimo joS$ jednu definiciju vezanu uz prostore natkri-
vanja.

Definicija 1.3.4. Neka je (Y, p) prostor natkrivanja topoloskog prostora X. KaZemo da
je (Y, p) univerzalan prostor natkrivanja od X ako je Y jednostavno povezan topoloski
prostor (svaka petlja u Y je nul-homotopna).

Lema 1.3.5. Neka je M Riemannova n-mnogostrukost koja dopusta geometrijsku struk-
turu u smislu definicije i (X, p) univerzalan prostor natkrivanja od M. Tada postoji
podgrupa I od Isom(X) takva da je M ~ X/T'. Posebno, I je grupa natkrivanja od X.

Dokaz. Neka je d potpuna lokalno homogena metrika na M i neka je (M, Pp) neki prostor
natkrivanja od M. Tada M na prirodan nacin nasljeduje metriku povlacenjem, tj. na M
mozemo definirati metriku

d=pd
tako da je p: M — M lokalna izometrija. Ovako definirana metrika d je takoder potpuna 1
lokalno homogena.
Sada ¢emo iskoristiti ¢injenicu da je lokalno homogena metrika na jednostavno pove-
zanoj mnogostrukosti homogena ([3, lema 2.3.1.]). Iz ove ¢injenice slijedi da je metrika d’
na X naslijedena od M homogena.
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Znamo da za svake dvije to¢ke x,y € X postoji y € Isom(X) tako da y(x) = y. U
terminima djelovanja grupe Isom(X) na X, vidimo da se svaka tocka iz X nalazi u istoj
orbiti. Dakle, ako M dopusta geometrijsku strukturu u smislu definicije[1.3.3] onda grupa
izometrija univerzalnog prostora natkrivanja X djeluje tranzitivno na X.

Neka je C odgovarajuca grupa natkrivanja. Ako je ¢ € C, onda je ¢ lokalna izometrija.
Naime, za proizvoljnu tocku x € X postoji otvorena okolina U C X od X takva da je p|y
izometrija. Sada na tom skupu imamo

y'd =y'pd=(poy)yd=[yecCl=pd=d.

No, budu¢i da je ¢ difeomorfizam, ¥ mora biti (globalna) izometrija. Dakle, grupa natkri-
vanja od X je podgrupa grupe izometrija od X, C < Isom(X).

Bududi da je (X, p) univerzalan prostor natkrivanja, fundamentalna grupa m;(X, x¢) je
trivijalna pa je grupa Hy = p.(m(X, xo)) takoder trivijalna, a time i normalna podgrupa od
Isom(X) (za svaku tocku xy € X). Dakle, p je regularno natkrivajuce preslikavanje pa su
prema teoremu M 1 X/C izometri¢ni. Zato I' = C zadovoljava tvrdnju teorema. O

Sada pojam geometrijske strukture moZemo definirati na sljedeci nacin.

Definicija 1.3.6. Geometrija je ureden par (X, G), gdje je X jednostavno povezana, pot-
puna i homogena Riemannova mnogostrukost, a G grupa izometrija od X.

Mnogostrukost M ima geometrijsku strukturu modeliranu na X ako je M ~ X/I', gdje je
I" podgrupa od Isom(X).

Ovu definiciju mozemo prosiriti s nekoliko (tehnickih) uvjeta.

Definicija 1.3.7. Geometrije (X,G) i (X', G’) su ekvivalentne ako su grupe G i G" izomor-
Jne i postoji ekvivarijantno preslikavanje ¢: X — X', tj. preslikavanje takvo da

pg-x)=g ¢, xeX,geq,
gdje je g’ izomorfna slika od g u G'.

Definicija 1.3.8. Geometrija (X, G) je maksimalna ako ne postoji geometrija (X, G") takva
daG GG

Definicija 1.3.9. Geometrija (X, G) dopusta kompaktni kvocijent ako postoji podgrupa
H < G koja djeluje na X kao grupa natkrivanja i ima kompaktan kvocijent, tj. projekcija
X — X/H je natkrivajuce preslikavanje i kvocijent X/H je kompaktan.

Ove su definicije potrebne za klasifikaciju svih moguéih geometrijskih struktura u da-
noj dimenziji. Thurston je identificirao postojanje osam geometrijskih struktura u 3 dimen-
zije.
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Teorem 1.3.10 (Thurston). Svaka maksimalna, jednostavno povezana, trodimenzionalna
geometrija koja dopusta kompaktni kvocijent ekvivalentna je geometriji (X, Isom(X)), gdje
je X jedno od E°, S°, H?, S? xR, H*> X R, S L,R, Nil ili Sol.

Dakle, za shvacanje geometrija u danoj dimenziji potrebno je odrediti mogucée uni-
verzalne prostore natkrivanja X i1 njihove grupe izometrija. Zanima nas koje ¢e podgrupe
grupe izometrija generirati Riemannovu mnogostrukost s geometrijskom strukturom mo-
deliranom na X. Takve ¢emo grupe zvati diskretnima. U tu svrhu uvodimo sljedeée defini-
cije.

Definicija 1.3.11. Grupa G djeluje adekvatno diskontinuirano na topoloskom prostoru X
ako je za svaki kompaktni podskup K C X skup

{geG: gKNK +# 0}

konacan.

Napomena 1.3.12. Ako G djeluje adekvatno diskontinuirano na X i x € X, onda je sta-
bilizator od x, stab(x), konacan skup. U suprotnom bi za kompakt K C X koji sadrZi x
postojalo beskonacno mnogo g € G takvihda x € Ki x € gK.

Definicija 1.3.13. KaZemo da grupa G djeluje slobodno na topoloskom prostoru X ako je
za svaki x € X stabilizator stab(x) trivijalna grupa.

Teorem 1.3.14. Neka je X povezana glatka mnogostrukost i I konacna ili prebrojivo be-
skonacna grupa s diskretnom topologijom koja djeluje glatko, slobodno i adekvatno di-
skontinuirano na X. Tada je kvocijentni prostor X/T topoloska mnogostrukost i ima je-
dinstvenu glatku strukturu takvu da je n: X — X/I" glatko normalno natkrivajuce presli-
kavanje.

Dokaz ovog teorema (u nesSto opcenitijoj verziji) moze se naci u [3, teorem 21.10.]
(teorem o kvocijentnoj mnogostrukosti).

Ako G djeluje slobodno 1 adekvatno diskontinuirano na mnogostrukosti X, onda je
projekcija r: X — X/G natkrivajuée preslikavanje s grupom natkrivanja G.

Napomena 1.3.15. Neka su X i Y topoloski prostori i C(X,Y) skup svih neprekidnih funk-
cijasa X u'Y. Neka je K C X kompaktan, a U C V otvoren. Stavimo

V(K,U) = {f € C(X,Y): f(K)c U}.

Na C(X,Y) moZemo definirati kompaktno-otvorenu topologiju kao topologiju cija je pod-
baza familija {V(K,U): K C X kompaktan, U C Y otvoren}.
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Neka je C(X) prostor svih neprekidnih funkcija f: X — X s kompaktno-otvorenom
topologijom. Ako G djeluje adekvatno diskontinuirano na X, onda je G diskretan podskup
od C(X).

No ako je X potpuna Riemannova mnogostrukost, a G grupa izometrija od X koja je
diskretan podskup od C(X), tada G djeluje adekvatno diskontinuirano na X.

Dakle, ako je X potpuna Riemannova mnogostrukost, tada je podgrupa grupe izometrija
od X diskretna ako i samo ako djeluje adekvatno diskontinuirano. Zato uvodimo sljedecu
definiciju.

Definicija 1.3.16. Diskretna grupa G je podgrupa grupe izometrija mngostrukosti X takva
da G djeluje slobodno i adekvatno diskontinuirano na X.



Poglavlje 2

Pregled geometrija u 2 i 3 dimenzije

2.1 Dvodimenzionalne geometrije

Za kompaktne povezane plohe (2-mnogostrukosti) poznato je da dopustaju tocno 3 geome-
trijske strukture. Preciznije, vrijedi sljedeci rezultat.

Teorem 2.1.1 (Uniformizacijski teorem). Svaka kompaktna povezana ploha dopusta ge-
ometrijsku strukturu modeliranu na E*, S* ili H>.

Dokaz koji se temelji na topoloskoj klasifikaciji ploha moze se naéi u [3, teorem 3.1.1.].
Kako bismo opisali ove geometrije na 2-mnogostrukostima, potrebno je poznavati grupu
izometrija prostora (za Sto je potrebno poznavanje metrike), njene diskretne podgrupe te
odgovarajuée kvocijentne prostore.

Metrika na Riemannovim mnogostrukostima

Neka je (M, g) Riemannova mnogostrukostic: I — M dopustiva (po dijelovima regularna)
krivulja (/ C R je interval). Tada duljinu luka krivulje ¢ moZemo definirati kao

L(c) = f V&(e®), e®)dt .
1

Pomocu ovog pojma mozemo definirati metriku d na M tako da za dvije tocke p,q €
M stavimo da je d(p, g) jednako infimumu duljina luka svih dopustivih krivulja od p do
q. Pokazuje se da se topologija inducirana ovom metrikom podudara s topologijom na
mnogostrukosti M.

Ovu ¢emo ideju precizirati uvodenjem pojma prve fundamenalne forme.

14
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Definicija 2.1.2. Neka je (M, g) Riemannova mnogostrukost i p € M. Prva fundamen-
talna forma je preslikavanje

I, T,M - R, I,w)=gww).

Zav,w € T,M pisat Cemo g(v, w) = (v, w),,.

Neka je sada w € T,S gdje je S neka ploha. Tada je w tangencijalni vektor neke
krivulje c¢: I — S takve da ¢(0) = p. Krivulju ¢ moZemo parametrizirati u koordinatnoj
karti x plohe S tako da c(t) = x(u(t), v(¢)) za svaki t € I (gdje su u i v lokalne koordinate
na S). Imamo p = ¢(0) = x(u(0), v(0)) i w = ¢(0) = x,(u(0), v(0)u'(¢) + x,(u(0), v(0)V'(2).
Zato je prva fundamentalna forma vektora w jednaka

I,(w) = {c(0), ¢(0))
= (X X,)p (U (00)% + 2(%,,, X,), (1 (0)V(0)) + (X, X,), (v (0))?
= Eu'(0))’ + 2F (' (0)V'(0)) + G(/'(0))*,

gdje su
E = <Xuaxu>p , F= <Xu’xv>p , G= <Xvaxv>p

fundamentalne veli¢ine prvog reda (koeficijenti prve fundamentalne forme u bazi {x,, X, }
prostora 7,5 ).

Prvu fundamentalnu formu mozemo iskoristiti za odredivanje udaljenosti na plohi bez
referiranja na ambijentni prostor. Naime, ako je c¢: [0, 1] — S krivulja na plohi § parame-
trizirana s c(t) = x(u(t), v(¢)), tada je duljina luka te krivulje

s(t) = f VI,(e(T)dT = f VE@' (1))? + 2F (w' (t)v' (1)) + G(v'(1))3d,
0 0

Sto zapisano u obliku diferencijala daje

ds®> = Edu* + 2Fdudv + Gdv* .

Euklidska geometrija E?

Prostor E? je opskrbljen standardnom euklidskom metrikom ds* = dx* + dy*. Znamo
da su izometrije euklidskog prostora translacije, osne simetrije, rotacije i klizne simetrije
(kompozicije osne simetrije s obzirom na pravac [ i translacije duz tog pravca). Svaka se
izometrija @ € Isom(E?) moZe zapisati u obliku a(x) = Ax + b, gdje je A ortogonalna
matrica reda 2, a b € R? vektor translacije. Zato moZemo na prirodan nacin definirati
homomorfizam grupa ¢: Isom(E?) — O(2) &ija je jezgra grupa translacija od E?.
Zanimaju nas diskretne podgrupe od Isom(E?). Neka je G < Isom(E?). Ako G djeluje
slobodno na E?, onda niti jedna izometrija g € G koja nije identiteta nema fiksnih to¢aka.
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Zato G ne sadrZi osne simetrije ni rotacije. Prema [3]], postoje 4 tipa diskretnih podgrupa
od Isom(E?). Prvi tip su podgrupe generirane jednom translacijom, i odgovarajuéa kvo-
cijentna mnogostrukost je beskonacni cilindar. Drugi tip su podgrupe generirane dvjema
translacijama s torusom kao rezultirajuom kvocijentnom mnogostrukosti. Treci tip su
podgrupe generirane jednom kliznom simetrijom, a kvocijentna mnogostrukost je Mobi-
usova vrpca. Cetvrti tip su podgrupe generirane jednom translacijom i kliznom simetrijom
te je u ovom slucaju kvocijentna mnogostrukost Kleinova boca.

Sferna geometrija S

Sfera se moze uloziti u R? pa je zato metrika na S inducirana iz R?, tj. ds* = dx*+dy*+dz>.
Restrikcija svake izometrije od E* koja fiksira ishodiste jest izometrija od S2 i obratno,
svaka izometrija od S? moZe se prosiriti do izometrije od E* koja fiksira ishodiste. Buduéi
da je svaka izometrija od E* koja fiksira ishodiste reprezentirana ortogonalnom matricom
reda 3, imamo Isom(S?) = O(3).

Svaka izometrija od S? koja Cuva orijentaciju mora fiksirati pravac kroz ishodiste ili
neku glavnu kruZnicu sfere. Zato je jedina izometrija od S koja djeluje slobodno na S?
antipodalno preslikavanje. Podgrupa G generirana ovim preslikavanjem je reda 2 i kvoci-
jentna ploha S2/G je projektivna ravnina.

Hiperboli¢ka geometrija H>

H? moZemo definirati kao gornju kompleksnu poluravninu C* = {x + iy: y > 0} zajedno s
metrikom ds®> = 5(dx* + dy?). Grupa Isom(H?) sadrZana je u skupu Mobiusovih tranfor-
macija, preslikavanja oblika

az+b

bl ,
cz+d

gdje a, b, c,d € C. Pokazuje se da je skup svih izometrija od H? koje ¢uvaju orijentaciju

{ZHaZ+b:a,b,c,d€R, ad—bc>0}.
cz+d

Promotrimo dvije diskretne podgrupe od Isom(H?). Prva je grupa G koja je generirana
izometrijom z — Az za A > 1. Orbita toc¢ke w € H? je orb(w) = {z € H*: z = Aw}
i ovaj se skup tocaka nalazi na zraci koja prolazi ishodiStem i tockom w. Kvocijentna
mnogostrukost H?/G je kruzni vijenac. Ukoliko za G odaberemo podgrupu generiranu
izometrijom z — Az za A4 > 1, umjesto kruZnog vijenca dobit cemo Mobiusovu vrpcu.
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2.2 Trodimenzionalne geometrije

Euklidska geometrija E3

Euklidski prostor E je prostor R?® zajedno s metrikom ds? = dx* + dy* + dz*.

Svaka se izometrija od E* moZe zapisati kao preslikavanje x — Ax + b, gdje je A
ortogonalna matrica reda 3, a b € R? vektor translacije. Zato moZemo na prirodan na¢in
definirati homomorfizam grupa ¢: Isom(E*) — O(3) &ija je jezgra grupa translacija od E°.

Prema Bieberbachovom teoremu, ako je G diskretna podgrupa od Isom(E"), tada G ima
slobodnu Abelovu podgrupu konacnog indeksa u G i ranga ne veceg od n. U slucajun = 3
moze se pokazati da to znaci da je ili translacijska podgrupa od G konacnog indeksa u G,
ili je G konacno prosirenje od Z, gdje Z = {g: g je translacija}.

Sferna geometrija S

Sfernu geometriju ¢ine 3-sfera i njena grupa izometrija. S° se moZe uloZiti u R* pa je zato
metrika na S3 inducirana iz R*, tj. ds* = dx* + dy* + dz* + dw*.

Grupa izometrija od S* je O(3), grupa ortogonalnih matrica reda 3. Svaka izometrija
od S* koja mijenja orijentaciju ima fiksnu to¢ku; zato se diskretne podgrupe od Isom(S?)
svode na podgrupe od S O(3).

Hiperboli¢ka geometrija H>

Hiperboli¢ki se prostor moze definirati kao gornji poluprostor euklidskog prostora, R? =
{(x,y,2) € R?: z > 0}, zajedno s metrikom ds* = % (dx* + dy* + dz?).

Grupa izometrija od H> je generirana zrcaljehjima s obzirom na ravnine okomite na
xy-ravninu i inverzijama s obzirom na sferu sa srediStem na xy-ravnini. Svaka izometrija
od H* koja Cuva orijentaciju moZe se identificirati s Mdbiusovom transformacijom. Ako
tocku (x,v,z) € H* identificiramo s kvaternionom w = x + yi + zj, tada je Mdbiusova

transformacija preslikavanje
aw+b

W
cw+d’

edie a,b,c € Ciad —be #0.

Geometrija S2 x R

Prostor S2 X R je Kartezijev produkt jedini¢ne 2-sfere i realnog pravca s produktnom me-
trikom. Grupa izometrija od S2 X R se identificira s produktom grupa Isom(S?) i Isom(R),
tj. Isom(S? x R) = Isom(S?) x Isom(R). Postoji to¢no 7 mnogostrukosti bez ruba koje
imaju geometrijsku strukturu modeliranu na S x R.
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Geometrija H> x R

Prostor H? x R je Kartezijev produkt hiperboli¢ke ravnine i realnog pravca s produktnom
metrikom. Njegova je grupa izometrija Isom(H? x R) = Isom(H?) x Isom(R).

Ako je H je hiperbolicka ploha, tada H x S' i H X R imaju geometrijsku strukturu
modeliranu na H? x R. Buduéi da postoji beskonaéno mnogo hiperboli¢kih ploha, postoji
beskona¢no mnogo mnogostrukosti koje imaju geometrijsku strukturu modeliranu na H* x
R.

Geometrija m

Grupa S LR je grupa realnih matrica reda 2 ¢ija je determinanta jednaka 1 (i to je Li-
ejeva grupa), a prostor SR je univerzalni prostor natkrivanja te grupe. Metriku na SR
moZemo izvesti na sljede¢i nacin: jedini¢ni tangencijalni sveZanj od H*> moZe se identifi-
cirati s PS L,R = S L,R/{+1I} (gdje I predstavlja jedinicnu matricu reda 2) kOJl je pokriven
s S L,R. Sada povladenjem metrike na H> moZzemo inducirati metriku na SLR.

Nil geometrija
Nil geometrija je trodimenzionalna Liejeva grupa realnih gornje trokutastih matrica reda 3
oblika

1 x z

01 vy

0 01

zajedno sa svojom grupom izometrija. Geometrija se zove Nil jer je ova Liejeva grupa
nilpotentna. Nil se moZe identificirati s R® zajedno s metrikom ds® = dx*+dy*+(dz—xdy)>.

Sol geometrija

Sol je takoder Liejeva grupa. Sol mozemo identificirati s R zajedno s mnoZenjem danim s
(), XY, 7)) = (x+ e X, y+ ey, 2+ 7).

Metrika je tada dana s ds® = e%dx* + e *dy* + dz*. Geometrija se zove Sol jer je ova grupa
rjesiva.



Poglavlje 3

Geodetske i translacijske krivulje

3.1 Uvod

U diferencijalnoj geometriji pojam geodetske krivulje generalizira pojam pravca u ravnini.

Definicija 3.1.1. Neka je (M, g) Riemannova mnogostrukost. KazZemo da je y: I — M
geodetska krivulja ako je vektorsko polje t — y(t) paralelno duZ vy (u smislu Levi-Civita
koneksije na M ).

Za geodetske je krivulje na Riemannovim mnogostrukostima poznato da lokalno mini-
miziraju duljinu luka izmedu dvije svoje tocke (koje su dovoljno blizu). Takoder, duljina
vektora brzine geodetske krivulje je konstantna duz Citave krivulje, tj. |y(?)|, = const.

Koristeéi Einsteinovu konvenciju o indeksima (i, j,k,I € {1,2,3}, u' = x, u> = y,
u> = z), moZe se pokazati da geodetske krivulje zadovoljavaju sljedeéi sustav obi¢nih

diferencijalnih jednadZbi drugog reda

d*ut _, du' du
4+ =0, 3.1
af " idr d ©G-1)

gdje su u', u* i u’ koordinatne komponente parametriziranih geodetskih krivulja, a T},
Christoffelovi simboli druge vrste koje raCunamo prema izrazu

l(% N 0gii ‘98&/) e

5 ot ol

= 4 .
H ou  ouw  ou

(3.2)
gdje (g') oznacava inverz matrice g = (g;).

Translacije se na Riemannovim 3-mnogostrukostima mogu uvesti na prirodan nacin.
Ukoliko je zadan jedini¢ni vektor u ishodiStu te geodetska krivulja koja pocinje u smjeru
tog vektora, svaki se drugi vektor u ishodiStu moZe translatirati duz te krivulje i na ovaj su
nacin geodetske translacije definirane kao lokalne izometrije duz geodetskih krivulja.

19
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No ukoliko je Riemannova mnogostrukost homogena (u smislu definicije [1.3.2), pos-
toje izometrije koje svaku tocku mogu preslikati u proizvoljnu odabranu drugu tocku. Po-
sebno, u homogenim Thurstonovim geometrijama S 2xR, H>XR, Nil, Sol i § LR translacije
se mogu uvesti na prirodan nacin, ukljucujudi i invarijantnu Riemannovu metriku (Sto je za
neke od tih geometrija i opisano u prehodnom poglavlju).

Geodetske Ce se translacije u S LR, Nili Sol geometriji razlikovati od gore spomenutih
specifi¢nih translacija u tim geometrijama te ¢emo uz ove translacije vezati posebnu klasu
krivulja blisku geodetskima ¢iji naziv preuzimamo iz [9].

Definicija 3.1.2. Neka je zadan jedinicni vektor u ishodistu. KaZemo da je y: 1 — M
translacijska krivulja ako se tangencijalni vektor u svakoj njenoj tocki podudara sa slikom
prethodno zadanog vektora pri translaciji u tocku te krivulje.

Iz ove definicije vidimo da se problem nalaZenja translacijskih krivulja svodi na rjeSavanje
sustava obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi prvog reda - zato su translacijske krivulje jednos-
tavnije od geodetskih.

U ovom ¢emo poglavlju odrediti geodetske i translacijske krivulje u Sol 1 Nil geometriji.

Napomena 3.1.3. Zbog homogenosti Sol i Nil geometrije (kao i svih 8 Thurstonovih ge-
ometrija), bez smanjenja opcenitosti pretpostavljat cemo da sve krivulje koje traZimo pocinju
u ishodistu u smjeru nekog zadanog jedinicnog vektora.
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3.2 Geodetske krivulje u Sol geometriji

Kao §to je ve¢ spomenuto u prethodnom poglavlju, Sol geometriju moZemo identificirati s
R? pri ¢emu je grupovna struktura dana sljede¢om operacijom mnoZenja

(a,b,c)(x,y,2) = (x+ae*,y+ be*,z+ ) (3.3)

koje predstavlja translacije u ovoj geometriji (u ovom slucaju, translaciju tocke (a, b, ¢) za
vektor (x,y, z)). U afinim koordinatama ovu operaciju moZemo zapisati kao desno djelova-
nje

1 x y z
—Z
[1 a b c] 8 eo Sz 8 :[1 X+ ae y+ be z+c]. (3.4)
0 0 0 1

Dakle, translaciju 7" u Sol geometriji moZemo zapisati kao preslikavanje

1 x y z
0 e* 00
[IOOO]H[IOOO]OOeZO:[lxyz]. (3.5)
0O 0 0 1
Inverz ovog preslikavanja dan je s
1 —xe¢ —ye™ -z
0 € 0 0
[lxyz]o 0 o 0 =|100 0| (3.6)
0 O 0 1

te definira povlak koordinatnih diferencijala (0, dx, dy, dz) u to¢ki (1, x, y, z) na (0, dx, dy, dz)
u ishodisStu (1,0, 0, 0) tako da vrijedi

1 —xe¢ —ye™ -z
Z
| 0 dx dy dz | 8 % e(fz 8 =0 dx ay dz|. 3.7)
0 0 0 1

Odavde za Riemannovu metriku g dobivamo
g = (dx)* + (dy)* + (d2)* = ¥ (dx)” + e *(dy)” + (d2)’,

drugacije zapisano,
e 0 0
(&ij) = [ 0 e* 0 } . (3.8)
0 0 1
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Sada iz (3.2) direktnim racunom dobivamo da su ne-nul Christoffelovi simboli jednaki

F%3 = F;1 =1,
1"%3 = rgz =-1,
I, = -,

5 =e™,

pa iz sustava diferencijalnih jednadzbi (3.1)) za geodetske krivulje dobivamo

d*x(1) N 2a’x(t) dz(r)

dr? dt dt 0,
Iy L dy®dn) _
dr’ dt dt ’
@ _ eZz(t)@@ + e—Zz(l)MM =0
dr? dr dt dr dt ’
tj. u skracenoj notaciji
X+2xz=0, (3.9a)
5—2y2=0, (3.9b)
- ()’ +eF@)?=0. (3.9¢)

Dobiveni sustav rjeSavamo uz pocetne uvjete

x0)=0,  %0)=u,
y0)=0,  y0)=v,
200=0,  0)=w,

tj. pretpostavljamo da krivulja prolazi ishodiStem i da je u ishodiStu zadan tangencijalni
vektor (u, v, w) na tu krivulju. Pretpostavimo dodatno i u?> + v* + w? = 1 (odakle zapravo
slijedi da je krivulja parametrizirana duljinom luka).

Pretpostavimo najprije uvw # 0. Tada iz jednadzbi i dobivamo

= -2z, 2 =2

na nekoj okolini ¢ = 0. Uvazivsi poCetne uvjete, slijedi
X=ue ™, (3.10)

odakle dobivamo

!
x(t) = uf e Fdr. (3.11)
0
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Sli¢no, imamo
y = ve*, (3.12)

odakle slijedi
!
ﬂn:{feMWh. (3.13)
0
UvrStavanjem (3.10) 1 (3.12) u (3.9¢) slijedi

P—ute F +17e* =0,

MnoZenjem ove jednadzbe sa 2z, integriranjem i koriStenjem pocetnih uvjeta dobivamo
jednadzbu
@+l +ve =1 (3.14)

koja se svodi na sljedecu jednadZbu sa separiranim varijablama

s
V1 — u2e % — y2e%

dz, (3.15)

C¢ije rjeSenje nije elementarna funkcija (vidjeti [2]).

Pretpostavimo sada uv # 01w = 0. Iz te u> +v* = 1 slijedi z = 0 pa zbog
pocetnih uvjeta imamo z = 0. Koriste¢i formule i dobivamo da je u ovom
slucaju rjesenje dano s

x(t) = ut,
() =vt, (3.16)
z2(t)=0.

Promotrimo sada slu¢aju # 0iv = 0, tj. u>*+w? = 1. TraZzimo y u obliku y(¢) = c(t)e*®.
Iz (3.9b) dobivamo ¢(f) = 0 pa zbog pocetnih uvjeta slijedi c¢(f) = 0, tj. y(r) = 0. Sada
uvritavanjem (3.10) u dobivamo jednadzbu

P—ute ¥ =0.
MnozZenjem ove jednadZbe sa Z, integriranjem te uvaZavanjem pocetnih uvjeta dobivamo
(Z)2 _ M2€_2Z =1,

a zbrajanjem ove posljednje dvije jednadzbe slijedi

P+ ()P =1.
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Uvodenjem supstitucije a(f) = ¢ imamo
a(r) = ei(1),
a(t) = €0 0)* + €V5()
= &0 (20 + o))
=a(t).

Dakle, a je zadovoljava Cauchyjevu zadacu

a-a=0,
al0)y=w,
a(0)=1

Cije je rjeSenje a(t) = cht + wsht.

Uvedimo jos i funkciju b(t) = x(t)a(t). Prema Leibnizovom je pravilu

b =Xa+2xa+ xa.

S druge strane, iz (3.10) slijedi a® = u pa deriviranjem ove jednakosti dobivamo

Xa+2%a =0,

a odavde dobivamo b = xi = xa = b. Dakle, b zadovoljava Cauchyjevu zadadu

b-b=0,
b(0) =u,
b0)=0

Cije je rjeSenje b(t) = usht. Zato u ovom slucaju dobivamo rjesenje

_@_ sht
M) = a(t)  chi+wshs’
=0,

z(t) = In(a(?)) = In(chz + wsht).
Sli¢nim rac¢unom u slucaju u = 01 v # 0 dobivamo rjeSenje

x(1)=0,
sht
H=v—m-—,
() vcht—wsht
z(t) = —In(cht — wshi).

24

(3.17)

(3.18)
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Konac¢no, promotrimo slu¢aj # =, v = 1, w? = 1. Tada % i y traZimo u obliku
x(1) = a(e, 3(1) = b(H)e™ .

Jednadzbe (3.94) i (3.9b) povlace a(?) = b(r) = 0 pa slijedi x(¢) = y(¢) = 0. UvrStavanjem u
i uvazavanjem pocetnih uvjeta dobivamo da je rjeSenje u ovom slucaju

x(1) =0,
¥ =0, (3.19)
z(t) = sgn(w)t .

Sve dosad izreCeno moZemo formalizirati u obliku sljedeceg teorema.
Teorem 3.2.1. Geodetske su krivulje u Sol geometriji, uz pocetne uvjete

x(0)=0, x0)=u,
y(0) =0, y(0) =v, W+ +wr=1,
7(0) =0, 20)=w,

dane sljedecim formulama:

1° u sluc¢aju uvw # 0, formulama (3.11)), (3.13) i (3.13)),
2° u slucaju uv # 0, w = 0, formulama (3.16)),

3° u slucaju uw # 0, v = 0, formulama (3.17),
4° u slucaju vw # 0, u = 0, formulama ([3.18),
5° uslucajuu =0, v =0, w? = 1, formulama (3.19).
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3.3 Translacijske krivulje u Sol geometriji

Sada ¢emo odrediti novu klasu krivulja u Sol geometriji. Za zadani vektor u ishodistu
(19 0’ O’ O)
u=x0), v=y0), w=z0),

definiramo njegovu sliku u tocki (1, x(#), y(¢), z(¢)) krivulje pomoc¢u inverza formule (3.4))
tako da vrijedi

I x() vy 20

—z(t)
8 60 egn 8 =[0 x(@) () Z(t)]. (3.20)

0 O 0 1

[Ouvw]

Odavde dobivamo sljedeci sustav diferencijalnih jednadzbi

i(t) = ue ™
(1) = ve'?, (3.21)
2 =w,

uz pocetne uvjete
x(0)=0, x(0) = u,

y(0) =0, yO0)=v,
2(0) =0, 200) =w.

1z ovog sustava direktnim racunamo dobivamo

z(t) = wt,

t
_ wr _ 1 wt
) = fo ve''dr = —(e" 1), (3.22)
! u
x(t) = f ue " dr=——(@E" -1).
0 w

Vidimo da su krivulje opisane ovim formulama jednostavnije (i prirodnije) u Sol geometriji
nego geodetske krivulje. Kao u [9], zvat ¢emo ih translacijske krivulje.

Ukoliko su translacijske krivulje parametrizirane duljinom luka, formulama (3.22)) moZemo
definirati sferu radijusa r sa srediStem u ishodiStu i parametrima duZine i Sirine ¢ i 6 tim
redom. Uvodenjem standardnih sfernih koordinata

u=cosécosyp,

“TSQYST,

v =cos@sing, bid b4
. 4 —— <6< =,

w =siné, 2 2
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dobivamo

x(6, @) = (1 — ¢7"5inf) ctgbcos g,
¥(0,¢) = ("¢ — 1) ctgfsin g, (3.23)
72(6, ) = rsiné.

Teorem 3.3.1. Translacijske krivulje u Sol geometriji koje polinju u ishodistu u smjeru

(u,v,w) opisane su formulama (3.22). Translacijske krivulje parametrizirane duljinom
luka opisuju translacijsku sferu sa sredistem u ishodistu formulama ({3.23).
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3.4 Geodetske krivulje u Nil geometriji

Nil geometrija je geometrija realne Heisenbergove grupe L(R), tj. grupe svih realnih gornje
trokutastih matrica oblika
1 x z
l 01 vy } .
0 01

Standardno definirana operacija matricnog mnozZenja

1 x z
01 vy
0 0 1

definira grupovnu operaciju medu to¢kama

01 b 0 1 b+y
00 1 0 0 1

1 a c] [1 a+x c+xb+z

(x,v,2)a,b,c) =(a+x,b+y,c+xb+2) (3.24)

koju ponovno mozemo interpretirati kao translaciju (tocke (a, b, c) za vektor (x,y, z)). Ovu
operaciju takoder moZzemo zapisati u afinim koordinatama (matri¢no) kao

I x y z
1
|1 a b c] 8 0 (1)2 =|1 x+a y+b z+bx+c|. (3.25)
0001

Iz inverza ovog preslikavanja mozemo dobiti ve¢ spomenuti povlak koordinatnih diferen-
cijala (0, dx, dy,dz) u tocki (1, x,y, z) na (0, dx, dy, dZ) u ishodiStu (1, 0,0, 0)

I —x -y xy—z

[0 dx dy dz | 8(1) (1) _Ox =0 dx dy dz | (3.26)
00 0 I

te ¢e za Riemannovu metriku slijediti
g = (dX)? + (dy)* + (dz)’
= (dx)* + (dy)* + (=xdy + dz)*
= (dx)* + (1 + x*)(dy)* — 2xdydz + (dz)*.

Drugacije zapisano,

1 0 0
(g)=|0 1+x —x|, (3.27)
0 —X 1
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a odavde za inverz imamo

10 0
@=101 =x |. (3.28)
0 x 1+x?

Sada iz (3.2)) dobivamo da su ne-nul Christoffelovi simboli jednaki
1
I, = 5(0+0—2x)-1 = —x,

1 1
=Ty =50+0-(-1) 1=,

1 1 1

r@:rﬁl=5(2x+0—0)-1+§(—1+0—0)~x:Ex,
1 1 1

r§3:r§1:5(—1+0—0)-x+5(0+0—0)-x=—5,

1 1 1

My =13 =5 Qx+0-0)-x+ 2 (-140-0)- (1 + ) = (@ - 1),
1 1 1

r§3:rgl:5(—1+o—0)-x+§(0+0—0)-(1+x2):—§x,

pa iz (3.1) dobivamo sljedeci sustav diferencijalnih jednadzbi za geodetske krivulje

¥— () x+yz=0, (3.29a)
y+iyx—xz=0, (3.29b)
2iy(x> = 1)+ xzx=0. (3.29¢)

Sustav rjeSavamo uz pocetne uvjete

x(0)=0, x0) =u,
y(0) =0, y(0) =v,
z2(0) =0, z200) =w,

te uz pretpostavku u? + v2 + w? = 1 (tj. da je krivulja parametrizirana duljinom luka). Kao
u [8]], sustav (3.29) svest ¢emo na sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda.
Mnozenjem jednadzbe (3.29b) sa —x i zbrajanjem s dobivamo
-yx+z-xy=0¢c d—t(z—xy) =0,

a odavde integriranjem i uvazavanjem pocetnih uvjeta slijedi

!
I=wH+xy S z=wt+ f x(T)y(r)dr . (3.30)
0
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UvrStavanjem ove jednakosti u (3.29a)) i (3.29b)), tim redom, dobivamo

X+wy=0,
y—wx=0,
a odavde integriranjem i uvazavanjem pocetnih uvjeta slijedi

X+wy=u,

Vy—wx=v.

30

(3.31a)
(3.31b)

Sada razlikujemo slucajeve u ovisnosti o w. Ukoliko je w = 0, iz sustava (3.31)) 1

jednakosti (3.30) direktnim ra¢unom dobivamo

x(t) = ut,
y(@) = vt,
z2(t) = %tz.

(3.32)

Ukoliko je w # 0, tada deriviranjem jednadzbe (3.3Ta) i uvrstavanjem u (3.31b) dobi-

vamo obic¢nu diferencijalnu jednadZbu drugog reda
P+wx+wr =0,

Cije je rjeSenje (uz zadane pocetne uvjete)
1 .
x(t) = — [usinwt + vcoswt — v] .
w
Sada iz direktnim ra¢unom slijedi

1 :
y(t) = —[-ucoswt +vsinwt + u] ,
w

2 2 1
- — [(u2 —v?) sin wt cos wt
w

z2(t) = wt +
+2v% sin wt + 2uv(cos® wt + cos wt — 2)] )
Teorem 3.4.1. Geodetske su krivulje u Nil geometriji, uz pocetne uvjete
x(0)=0, x(0) =u,
¥0) =0, y0) =v,
z2(0)=0, z0)=w,
dane sljedecim formulama:
1° u sluc¢aju w # 0, formulama i (3-34),
2° u slucaju w = 0, formulama (3.32)).

(3.33)

(3.34)
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3.5 Translacijske krivulje u Nil geometriji

Pomoc¢u formule (3.25) moZemo odrediti translacijske krivulje analogno kao u Sol geome-
triji. Za zadani vektor u ishodistu (1, 0, 0, 0)

u=x0), v=y0), w=z0),

definiramo njegovu sliku u tocki (1, x(¢), y(¢), z(¢)) krivulje tako da vrijedi

I =x(n —y(@) x(0)y(@) - z(1)
0 1 0 0

[0 uvw]ly o _x) =0 w0 30 2], 335)
0 0 0 1

odakle dobivamo sustav diferencijalnih jednadZbi
x(t) =u,
yn=v, (3.36)
2(t) = vx(t) +w,
uz pocetne uvjete
x(0) =0, x(0) = u,
¥0) =0, y0)=v,
2(0) =0, 20)=w.

Direktnim rac¢unom dobivamo rjesSenje
x(t) = ut,
(@) = vt, (3.37)
uv ,
)= —t" +wt.
A =F+w

Analogno se definiraju i translacijske sfere: uz u>+v*+w? = 1, stavljanjem u = cos 6 cos ¢,
v = cos #sin g, w = sin # imamo

x(0,¢p) =rcosfcos g,

y(0,¢) = rcosfsingp,
2
20, ¢) = %coszecosgosingo + rsinf.

(3.38)

Teorem 3.5.1. Translacijske krivulje u Nil geometriji koje pocinju u ishodistu u smjeru
(u,v,w) opisane su formulama (3.37). Translacijske krivulje parametrizirane duljinom
luka opisuju translacijsku sferu sa sredistem u ishodistu formulama (3.38).



Poglavlje 4

Minimalne translacijske plohe

4.1 Koneksija

Definicija 4.1.1. Neka je n: E — M vektorski sveZanj na M te EM) prostor glatkih
prereza od E. Koneksija od E je preslikavanje

V:T(M)xEM) - EM)
koje oznacavamo (X, Y) — VxY i koje zadovoljava sljedeca svojstva
1° VxY je C*(M)-linearno u X,
2° VxY je R-linearno u Y,
3% Vx(fY) = fVxY + (X/)Y.

VxY citamo kovarijantna derivacija od Y u smjeru X. Ukoliko je E upravo tangencijalni
svezanj T M, pripadnu koneksiju zovemo linearna koneksija.

Ukoliko je {E;} lokalni reper za T M na otvorenom skupu U C M, koriste¢i Einsteinovu
konvenciju o indeksima piSemo
ViE; =T} EL,

gdje su funkcije Ff.‘j Christoffelovi simboli (koriSteni za odredivanje geodetskih krivulja u
prethodnom poglavlju).

Definicija 4.1.2. Neka je (M, g) Riemannova mnogostrukost. Za linearnu koneksiju V na
M kaZemo da je uskladena ili kompatibilna sa g ako vrijedi

Vx8(Y,Z) = g(VxY, Z) + g(Y, VxZ).

32
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Definicija 4.1.3. Za glatka vektorska polja V, W na glatkoj mnogostrukosti M definira se
njihova Liejeva zagrada

[V.W]: C™(M) - C*(M), [V,W]f=VWf-WVFf.
Definicija 4.1.4. Za linearnu koneksiju kaZemo da je simetri¢na ako vrijedi
VXy - Vyx = [X, Y]

Teorem 4.1.5 (Fundamentalni teorem Riemannove geometrije). Neka je (M, g) Rieman-
nova mnogostrukost. Tada postoji jedinstvena linearna koneksija V na M koja je sime-
tricna i uskladena sa g.

Definicija 4.1.6. Linearna koneksija iz prethodnog teorema zove se Riemannova ili Levi-
Civita koneksija od g.

Dokaz teorema 4.1.5| moze se naci u [7, teorem 8.6.]. Pojam (Riemannove) koneksije
iskoristit ¢emo kako bismo u idu¢em odjeljku definirali pojmove srednje zakrivljenosti i
minimalne plohe.
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4.2 Srednja zakrivljenost i minimalne plohe

Plohe u Thurstonovim geometrijama shvacat ¢emo kao imerzirane podmnogostrukosti, tj.
slike injektivnih imerzija. Za poc€etak uvodimo sljedecu definiciju.

Definicija 4.2.1. Neka su M i N glatke mnogostrukosti. Za glatko preslikavanje F: M —
N kaZemo da je imerzija ako je push-forward tog preslikavanja, F.: T,M — Tg)N,
injektivan u svakoj tocki od M.

Neka je (M , &) Riemannova mngostrukost i v pripadna Riemannova koneksija od g (u
naSem Ce slucaju ovo biti neka Thurstonovih geometrija Sol ili Nil). Nadalje, neka je M ori-
jentabilna ploha, x: M — M izometritka imerzija. Oznacimo sa g := x*“g te V induciranu
Riemannovu metriku i koneksiju na M (tim redom). Neka je N Gaussovo preslikavanje od
M (preslikavanje koje svakoj to¢ki od M pridruZuje jedinicni vektor normale na M u toj
tocki).

Definicija 4.2.2. Uz prethodno navedene oznake, definiramo drugu fundamentalnu formu
imerzije x kao preslikavanje

oc:TMXTM->R, o(X,Y)=2(yY,N).
Vrijedi Gaussova formula
VyY = VyY + (X, Y)N. (4.1)

Definicija 4.2.3. Za p € M definiramo Weingartenovo preslikavanje (operator oblika
plohe) _
A,: T,M - T,M, A,(v)=-Vx(N),

gdje je X tangencijalno vektorsko polje na M koje proSiruje v u tocki p.

Weingartenovo preslikavanje A, je samoadjungirani endomorfizam u odnosu na me-
triku na M, tj. g(A,(u),v) = g(u,A,(v)). Takoder, veza Weingartenovog preslikavanja i
druge fundamentalne forme dana je relacijom

o(X,Y) = g(A,X,Y)
Sto je direktna posljedica relacije —§(€XN, Y)= 'g(FVVXY, N) (vidjeti [6] ili [4]).

Definicija 4.2.4. Srednja zakrivljenost imerzije u tocki p € M definira se kao

1
H(p) = Str(Ay).
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Definicija 4.2.5. Kazemo da je M minimalna ploha ukoliko srednja zakrivljenost is¢ezava
u svakoj njenoj tocki, tj. ako za svaku tocku p € M vrijedi H(p) = O.

Uzmimo sada u svakoj tangencijalnoj ravnini bazu {e;, e,} te zapiSimo
Ay(er) = =V, N =aye +ape,

Ap(€2) = —VezN = ape; + ares.

Ukoliko sa E, F 1 G oznalimo koeficijente prve fundamentalne forme na M, tj.

E =3g(ei,e)), F =3gle,er), gler,er),

mnoZzenjem gornjih jednakosti redom sa e i e, dobivamo

' —2(Ve,N,e1) F l | —g(N,Vpe1) F |
_ _g(velN’ 62) G _ —§(N, VeleZ) G
an = EG - F? - EG-F2
‘ E —g(V.,N,e) | E —Z(N,Veer)
| F —8(V.,N, ey) | F —-8(N,V,,e)
a2 = EG - F? - EG -

Dakle, srednja je zakrivljenost dana izrazom

[ P GZ(N,V,e)) - 2FZ(N, V., e;) + EZ(N, V1)
—26111 an ) G —F? )

U sluc¢aju minimalne plohe (kada je brojnik gornjeg izraza jednak nuli), vektor N moZemo
zamijeniti njemu proporcionalnim vektorom N. Tada je ploha minimalna ako i samo ako
vrijedi . _ _

GZ(N,V.e) - 2FZ(N,V.,e;) + EZ(N, V.,e;) = 0. (4.2)
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4.3 Minimalne translacijske plohe u Sol geometriji

Translacijske plohe

KaZemo da je ploha M u euklidskom prostoru translacijska ploha ukoliko je dana grafom
z2(x,y) = f(x)+g(y), gdje su f i g glatke funkcije definirane na nekom otvorenom intervalu
na R. Scherk je 1835. godine pokazao da su, uz ravnine, jedine minimalne translacijske
plohe dane grafom

1

1 1
z(x,y) = —In|cos(ax)| — —In|cos(ay)| = —In cos(ax)
a a P

cos(ay)

zaa € R\ {0}. Znamo da je u Sol geometriji grupovna struktura dana operacijom * defini-
ranom izrazom
(a,b,c) % (x,y,2) = (x +ae™*,y + be*, z + ¢).

Ova grupovna operacija omogucava definiciju translacijske plohe analognu onoj u euklid-
skoj geometriji.

Definicija 4.3.1. Translacijska ploha M(«, ) u Sol geometriji dana je parametrizacijom
x(s,t) = a(s) = B(t), gdje su a: I — Sol, B: J — Sol krivulje smjestene u dvjema koordi-
natnim ravninama od R (a I, J C R su otvoreni intervali).

Buduci da operacija * nije komutativna, za svaki izbor krivulja @ 1 § moZemo kons-
truirati dvije razlicite translacijske plohe, M(«,B) 1 M(B, ). Razlikovat éemo 6 tipova
translacijskih ploha

M(a,p)iMB,a), aci{z=0}, c{y=0}, (tipovililV),
M(a,p)iMB,a), ac{z=0}, Bc{x=0}, (tipovilliV),
M(a,Bp)iMB,a), acf{y=0}, c{x=0}, (tipovillliVI).

—_— ——

Za svaki od tipova I, I 1 III promotrit ¢emo jednadZbu koja je kriterij odredivanja
minimalnih ploha u navedenim tipovima (naravno, racun za tipove IV, V 1 VI provodi se
analogno). Za svaki od navednih tipova ploha jednadzba bit ¢e obi¢na diferencijalna
jednadzba drugog reda; za tip III, zbog kompliciranog oblika koji ta jednadZba poprima,
navest ¢emo samo primjere minimalnih ploha.

Klasifikacija minimalnih translacijskih ploha tipa I

Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da su obje krivulje « i 5 grafovi glatkih
funkcija (budu¢i da minimalne translacijske plohe proucavamo lokalno). Dakle, u ovom
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slu¢aju promatramo krivulje a(s) = (s, f(s),0) te B(¢) = (¢,0, g(¢)). Pripadna translacijska
ploha M(«a, ) dana je parametrizacijom

x(s, 1) = a(s) * B(1) = (s + 1, f(5), 8(1)).

Ortonormiran reper {E;, E,, E5} za tangencijalni prostor u Sol geometriji dan je s

Ej=e"—,
1=¢ 0x

te je Riemannova koneksija V Sol geometrije obzirom na ovaj reper dana s (vidjeti [[6])

Ve B = —E3, €E1E2 =0, €E1E3 - —E|,
FﬁEzEl = 0, FﬁEzEz = E3, F€E2E3 =—F,,

VeEi =0, VpEy=0, VpE;=0.
Za vektore baze tangencijalne ravnine plohe M imamo
e1 = x,=(1,f,0) = e*E\ + e *Es,
e =x,=(1,0,¢")=€*E| + ¢'E;,

te je vektor normale plohe dan s

N =(f'ge)E| ~ (g'¢)E; ~ [Es.
Koeficijenti prve fundamentalne forme dani su s

E=eX+ f?% F=e% G=e¥+g"

S druge strane,

AV'elel = egFVvEl(egEl + f'e ¥ E>) + f’e_gFVsz(egEl + f'e8E>)
=ef(ef(-E3)+e - 0-Ei+fle®-0+e%-0-E)

144

+fledlef-0+ef-0-E + fle®Es + € - 7 e *E,
= ["eCEy + (f7e7% — *)Es,
66162 = egﬁEl(egEl + g/E3) + f’e‘gﬁEz(egEl + g/E3)
= eg(eg(—Eg) +e%.0- E,+ g/El +e%-.0- E3)
+fle ¥ -0+e-0-E +g(—Ey)+e°-0-E3)
= §'¢*E| — f'g'¢ *E; — ¢ *E;,
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FVvezez = egFVVEI (°E1 + 2'E3) + g’FVVE3(egE1 + ¢'E3)
=e%(e(-E3)+e*-0-E\+gE +e*-0-E3)

+g’(eg-0+egE1+g’-0+g—,-E3)
8

= 2¢'¢*Ey + (" — €*)E3,

pa imamo

FN.Vee) = ~f"g — [P + [,

TN Voen) = 218" + fe®,

G, Ve =2f87 = f'g" + f'e*.
Sada iz jednadzbe (#.2)) slijedi da je ploha M minimalna ako i samo ako vrijedi

— [P = (fg + 87+ f8) + e (g% ~g") = 0. (4.3)

Promotrimo najprije neke jednostavnije slu¢ajeve. UoCimo da vrijedi (4.3) ukoliko je neka
od funkcija f ili g konstantna. Ukoliko je f konstantna, tj. f(s) = yo, tada je ploha M(«, 5)

zapravo ravnina y = y,. Ukoliko je g konstantna, tj. g(t) = zo, tada je ploha M(«, ) ravnina
Z =20

Napomena 4.3.2. Ukoliko krivulje a i B zapisemo kao a(s) = (f(s), s,0) te B(t) = (g(¢), 0, 1),
parametrizacija plohe M(a,B) dana je s x(s,t) = (f(s) + g(t), s,t). Pretpostavimo da su
obje funkcije f i g konstantne (tj. ' =01i g = 0). Tada imamo

e1 =(0,1,0) =€ ®E;, e, =(0,0,1) = Ej,

pa za vektor normale na plohu moZemo uzeti N = E,. Bududi da su odgovarajuce kovari-
Jjantne derivacije

Velel = €_g’€E2€_gE2
=e¢ % fEs+e -0-E)

= e‘ngg,

66162 = e_g§E2E3 = —e_gEz,
66262 = F€E3E3 = O’
vidimo da je o o o
?(N’ Velel) = g(N9 VeleZ) = §(N’ VEQeZ) = 0’

pa ocito vrijedi (4.2). Dakle, u slucaju da su f i g konstantne, pripadna ploha je minimalna.
Drugim rijecima, ravnine x = xo su takoder minimalne translacijske plohe tipa I.
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Od sada pa nadalje pretpostavimo da su obje funkcije f 1 g nekonstantne. Podijelimo

jednadzbu (4.3)) sa fg":
2 1/ 1 1 1 " 1 2 G
f—a—ezg(f—,g'—,ﬁ ,2'_/+g_/3'_/2)+e_zg'¥
f frogr gy g8 f g
Uocimo da su prvi i treéi pribrojnik u (4.4) redom funkcije koje ovise samo o s i r. Zato
deriviranjem obzirom na S 1t dobivamo

62 ) f// 1 1 1 g// 1
R 8L . R 2 . =0.
6saf [e (f/3 g/2 + f/2 g/ + gl3 f12

=0. 4.4)

Raspisivanjem dobivamo

f’/ 1 17 f// f// 44 / 17
(f’3)(? - §_3) " (f3)((§_3) * fgg_) =0 (+3)

Razlikujemo nekoliko slucajeva.

1. Pretpostavimo f” = 0. Tada je f(s) = as + b za neke a,b € R. Iz jednadzbe
slijedi
eZg(g// +g/2) — aZe—Zg(_g// +g/2).
Uvedimo supstituciju g(f) = h(t) + m, pri ¢emu m biramo tako da je a®> = e*",
te oznac¢imo jos () = 2h(f). Iz posljednje jednadzbe dobivamo 27”(e¢f + e7%) =
_éf/Z(e_[ - 6_'(), tj'
20" ch¢ =—-{"sh¢.

MnoZenjem ove jednadZbe sa ¢’ slijedi

((*chg) =0,
odakle dobivamo )
n_ ¢
= Va c>0.

Korjenovanjem i integriranjem imamo

f \Veh () (t)dr =ct+d, deR.
0

Uocimo da stavljanjem ¢t = 0 dobivamo d = 0. Budu¢i da je funkcija I(r) =
fot Vch tdt strogo rastuéa (jer je podintegralna funkcija pozitivna), to jednadzba
I(£(1)) = ct ima jedinstveno rjeSenje £(f) = I~ (c?).
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2. Pretpostavimo sada g” — g”> = 0. Bududi da g nije konstantna, iz ove pretpostavke
(ukoliko ju shvatimo kao obi¢nu diferencijalnu jednadZbu sa separiranim varijablama
po g’) slijedi g(#) = —In|r + A| + u, gdje su A, u € R. Sada (4.3) povlaci

(1+)f" - (t+ 1) —2e*f =0.

Lijeva strana ove jednakosti je polinom 7 pa slijedi f* = f” = 0, Sto je kontradikcija
s pretpostavkom da f nije konstantna.

3. Pretpostavimo sada f”(g” — g*) # 0. Iz (4.5) slijedi da postoji a € R takav da
L// ’
(f’3) —g= g
(ﬁ) 1
3 ¢ g

(a) Pretpostavimo a = 0. Tada je f" = bf”® zaneki b € R \ {0}. Odavde slijedi

(4.6)

1
— =-2bs+c¢, ceR.

f/2
S druge strane iz druge jednakosti u ({.6)) slijedi

” 1 4
(% _ _,) +2=0, @.7)
8§ 8
tj.
7 1

8 —=_2+d deR

8 8
Uvrstavanjem dobivenih izraza za f i g u (¢.4) imamo

2g ” 1 ” 1
- b(l + e—z) + (2bs — c)e* (g—3 + —,) — e (g—3 - —,) = 0. 4.8)
g g 4 g g

Bududi da je lijeva strana ove jednadzbe polinom u s, zbog b # 0 slijedi da mora
biti

Zajedno s (4.7) ovo daje

odnosno,
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(b)

Za slobodni koeficijent polinoma u (4.8)) sada imamo

d4 2—2(x
—b(1+€20(f—5))+ le_i =0.

2

Raspisivanjem (koriStenjem binomne formule) dobivamo polinom u 7 ¢iji je vodeci
koeficijent be*®. Dakle, mora biti b = 0, kontradikcija.

Promotrimo sada slucaj a # 0. Iz prve jednakosti u (#.6) dobivamo da postoji
b € R\ {0} takav da
JJ; = be®. 4.9)
Zato postoji ¢ € R takav da
1 b
— 2f’2 = Ze + c. (410)

Uvrstavanjem (4.9) i (4.10) u (4.4)) slijedi

1 2/(1 ’” 1 ’” 1 17
1+€2g(—/2——(—/+g,3)) +2C€2g(—,+g—)+€_2g(——g—):0
8 a\g 8

g g/3 g/ g/3
Ovo je polinom u ¢** pa oba njegova koeficijenta moraju biti jednaka nuli. Slijedi
da g rjeSava sljedece dvije diferencijalne jednadZzbe

_beas

1 2 1 77
1+ezg(_,2__(_’+ 8,3)):0, @.11)
g’ a\g g
ST T I
g g g 8

Ukoliko je ¢ = 0, iz (4.12) slijedi g” — g’> = 0. Kontradikcija, dakle, ¢ # 0. 1z
(4.6) dobivamo diferencijalnu jednadzbu za ¢ = &% - s%:

¢ +ap-2=0
¢ije je rjeSenje
1 g” 2 —at
8 & a

UvrStavanjem (4.13) u (4.12) slijedi

2 2 2
2ce*s (—, - - /le_‘”) +e % (— + /le_“’) =0.
g a a
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Odavde slijedi

1 1
— = — (=1 4 2ce™)(2e" + al). (4.14)
g 4dac

Ponovnim uvrstavanjem u (4.13) imamo
ad +4c*e* V(2" + ad) — dce*™*P(3e” + ad) = 0.

Rjesavanjem dobivene kvadratne jednadzbe u e*® slijedi

sery _ 3€” +adx V92 + dade
e = .
2c¢(2e® + ad)

Bez smanjenja opcenitosti odaberimo pozitivan predznak ispred korijena u gor-
njoj jednakosti (analogno ¢emo zakljucivati 1 ako odaberemo negativan predz-
nak). Zajedno sa (4.14) dobivamo

24e™ + 11ad + 4 V9e2a + 4ale™ + 3ale ™ V9e2a + 4ale™ = ().

Kvadriranjem 1 sredivanjem dobivamo da se gornja jednakost moZe zapisati kao
polinom u e” (vidjeti [6])

108 + 62a1e* — 14a* 22" — 9a° 1> = 0.

S jedne strane imamo polinom kojemu svi koeficijenti nisu 0, a s druge strane
imamo nulpolinom. Kontradikcija.

Ovim smo razmatranjima u potpunosti odredili minimalne translacijske plohe tipa I.

Teorem 4.3.3. Minimalne translacijske plohe u Sol geometriji tipa I su ravnine x = Xx,
Y = Yo, 2 = 20 te plohe ¢ija je parametrizacija dana s x(s,t) = (s + t, f(s), g(?)), gdje je
f(s)=as+b,a,beR a+0i

1 !
g(l) = El—l(ct) +m, 1) = f VCthT, e4m _ az.
0

Klasifikacija minimalnih translacijskih ploha tipa II

Neka sada « leZi u ravnini z = 0 i 8 u ravnini x = 0. Ponovno (bez smanjenja opCenitosti)
mozemo pretpostaviti da su obje krivulje grafovi glatkih funkcija te uzimamo a(s) =
(s, f(5),0)16() = (0,1, g(t)). Parametrizacija pripadne translacijske plohe M(«a, ) dana je
S

x(s, 1) = a(s) * B(1) = (5,1 + f(5),8(1)).
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Za vektore baze tangencijalne ravnine plohe M imamo
e1 =x;=(1,f,0) = €*E, + e * f'Ea,
e =x,=(0,1,8")=e*E, + ¢g'E;.
Koeficijenti prve fundamentalne forme su
E=e¥+ %%, F=fe* G=e*+g"

Za vektor normale na plohu M moZemo uzeti N = (f'g’¢ %)E; — g'e*E, + E;. Kovarijantne
derivacije su

Ve = egFVVE] (ePE1 + e 5 f'E>) + e_gf'FVsz(egEl +e 5 f'E»)
=8 (—E3)+e 4 -0-Ey+edf -0+ef-e*f'E,)
+e¥f(ef-0+e-0-E +eCf'E3+e-0-E)
= feSEy + (f%e 7 — e®)Es,
FVve]ez = egFVVE1 (e %E, + ¢'Ex) + e_gf’FVsz(e_gEz + ¢'E3)
=ef(e®-0+e®-0-E,+g'E +e%-0-E3)
+eff'(ePE;+ef-0-Ey+ g (—Ey)+¢®-0-E3)
= g'¢’E| — f'g'e SE> + ¢ ¥ f'E;,
€e2e2 = e_gAV-Ez(e_gEz + ¢'E3) + g’€E3(e_gE2 +¢'E3)
= €_g(€_gE3 +ef-0- E, + g,(—Ez) +e%.0- Eg)

24

+g e_g~0+(—e_g)E2+g'~0+g—I-E3
8

=-2g¢'¢*E, + (g" + e )E;.

Nadalje, o
E(N, Velel) — _f//g/ + fIZe—Zg _ eZg,

TNV, ) = 2f'g” + fle7%,
?(N, gelel) = 2g'2 +g"+ e,
Sada iz jednadzbe (@ dobivamo da je ploha minimalna ako i samo ako vrijedi
— 1787 + e H(f (g - gD - fg) + (g +87) = 0. (4.15)

Kao i slu¢aju ploha tipa I, promotrimo najprije neke jednostavnije slucajeve. Ukoliko je
f" =0, . f je konstantna, gornja se jednadzba svodi na

g// + g/2 =0.
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Ako je g’ = 0, tada je g konstantna (g(¢) = zo) 1 ploha M(a, ) je ravnina z = z,. Nekons-
tantna rjeSenja ove diferencijalne jednadZbe dana su s

gy=Inlt+A+u, Auck.

Napomena 4.3.4. Staviljanjem a(s) = (f(s), 0, s) i uzimanjem da je f konstantna analogno
kao u slucaju ploha tipa I takoder dobivamo da su ravnine x = xy minimalne translacijske
plohe tipa II (vidjeti [6] za oblik jednadzbe (#.2) u ovom slucaju).

Pretpostavimo sada da su f i g nekonstantne. Podijelimo jednadzbu (4.15) sa g
7 1 1 7 1
— f” + €_2g (f’z (g_,% — —,) — f’/ . —,2) + €2g (g—,% + —,) =0. (416)
8§ 8 8 8§ 8

Buduci da su prvi i treci pribrojnik u gornjoj jednadzbi redom funkcije koje ovise samo o
s 1t, deriviranjem po s i t dobivamo

32 ) f// f/2 g//
R e T v < B || 0
950t [e (g’z v/ g’3) '

Raspisivanjem slijedi

! ! g” ’ ! ! g” 1474 g,/ ! ! f/,/
f'f (—,3)—ff'—,2+f =S +2f f"+— =0,
8 8 8 8
odnosno,
7\’ ’” 77 1
1 ((g@) - 2) + (g—3 + —,) = 0. (4.17)
8 8 8 8

Sada ponovno razlikujemo slucajeve.

1. Pretpostavimo f”* = 0. Tada f(s) = as + b, a,b € R. 1z (4.15) slijedi
a2e—2g(g// _ gr2) + eZg(gu + g12) =0.

Supstitucijom £(f) = 2(g(t) — m), e*" = a* dobivamo
2

412_ c

= — 0,
v c>

odakle izvodimo rjeSenje analogno kao u slucaju ploha tipa I.
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2. Pretpostavimo g” + g’> = 0. Bududi da g nije konstantna, slijedi
g =Injt+A+u, AueR,
a jednadzba (4.15) postaje
(1+9f" - (t+ D) +2f =0.
Odavde slijedi f” = f” =0, tj. da je f konstantna. Kontradikcija.

3. Pretpostavimo sada f”(g” + g’*) = 0. 1z (4.17) slijedi da postoji a € R takav da

g// ’ g//
S - (i) — = +2 (4.18)
f/f// g_,’; + . .

o

(a) U slucaju a = 0 imamo f’(s) = bs + ¢, b, c € R. Jednadzba {.15]) povlaci
—bg” + e ((bs + ) (g — g») —bg) +e*(g" +¢*) =0. (4.19)

Desna strana ove jednadzbe je polinom u s pa njegov vodeci koeficijent mora
biti jednak nuli. Zato g” — g’> = 0 pa

gty=—-In(-dt+a), d,aeR,d=+0.
Budu¢i da i slobodni ¢lan u (4.19) mora bit jednak nuli, imamo

& 24
 C bd(-ar 4,
Cdirap  DdCdir o+ s

odnosno,
2d* — bd’(—dt + @) — db(—dt + a)® = 0.

Posljednja jednakost povlaci db = 0. Kontradikcija.
(b) Neka je a # 0. Prve jednakost u (4.18) daje

f///
f//

=—-af’, a€lR

odnosno,
f"=be "', b#0.

MnoZenjem sa f’ dobivamo f’f” = bf0e~*, a odavde

2b
fP=-"e4¢, ceR.
a
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Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti od f i pripadnih derivacija u (4.17) dobi-

vamo

1 2 7 1 1 1 17 1

—be 1+ezg-—,2+—(g—,3——,) +2€€2g(g—,3——,)+€2g(g—,3——,)20
8 a\g 8 § 8 8 8

Buduéidaje b # 01 f # 0, zakljuCujemo

1 2(g" 1
1+e‘2g-7+—(%—7):0, (4.20)
8 a\g- §
_2 g/l 1 2 g/l 1
2C€g—,3——, +€g—,3+—/ =0. (421)
8 8 8 8
Iz (4.18), stavljanjem ¢ = g—,’; + é%, dobivamo diferencijalnu jednadzbu
¢ —ap+2=0
Cije je rjeSenje
gll 1 2 at
~+—=-+1¢" 1€R. (4.22)
8 8 a

17 @21) § @2 shijedi
2 2 2
2ce?8 (—— + S+ /le“’) + %8 (— + Ae“’) =0.
g a a

Sada imamo
I Qc+ e*)(2 + ale™)

4.23
’ 4ac ( )

8
UvrStavanjem (4.23) u (4.22) dobivamo

ale® 8 + 4c*(2 + ale™) + 4c(3 + ale™)e* = 0.

RjeSavanjem kvadratne jednadZbe i logaritmiranjem slijedi

2 —at
ceﬂ (=3 + ale™) + VO + daled)).

a

1
g = 1 In

Racunanjem g’ i uvrStavanjem u (#.23)) dobivamo
46+ V9 + dadem) + ade”(11 + 3 V9 + dalde) = 0,
Kvadriranjem 1 sredivanjem dobivamo
36a° &> + 560> 2e* — 248ae” — 432 = 0,

odakle dobivamo kontradikciju kao i u slucaju ploha tipa I.
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Teorem 4.3.5. Minimalne translacijske plohe u Sol geometriji tipa Il su ravnine x = xy i
z = zq te plohe cija je parametrizacija x(s,t) = (s,t + f(s),g(?)), gdje su mogucnosti za
funkcije fig:

I° f(s)=aigl®)=Int+ A +u, a,Au R,
2° f(s) =as+b,aec R\{0}igk = %I‘l(ct) + m, gdje je I(t) = fol Vchtdr, ¢ > 0,

e = a2,

Primjeri minimalnih translacijskih ploha tipa III

U ovom slucaju promatramo krivulje a(s) = (s, 0, f(s)) 1 8(¢) = (0,¢, g(¢)). Pripadna trans-
lacijska ploha M(e,8) parametrizirana je s

x(s,1) = (s,te’Y, f(s5) + g(1)).

Za ovaj tip ploha racun je neSto kompliciraniji u odnosu na one za prva dva tipa. Na-
vest ¢emo samo konacne rezultate racuna (vidjeti [6]]) i opisati neke posebne slucajeve za
dobiveni oblik jednadzbe (4.2). Vektori baze za tangencijalnu ravninu plohe M su

e1 = (1,tf'el, f)=eE, +tf'e*E, + f'Es,

e, = (0, ef,g') =e¢*E, + ¢'E;.

Koeficijenti prve fundamentalne forme (fundamentalne veli¢ine prvog reda) su
E=U" 12 f%e % F=tf'e®+fg, G=e2+g"
Vektor normale je dan s
N = f'(1 —tg)e V*OF, + g'e®E, — E;.
Kovarijantne derivacije su

Veoer = Qf e )E +1(f" = [P Ey+ (f7 = &V + £ e *)E;,

Ve = g’ef+gE1 —tf'g'eE, + tf'e_ng3,

Ve,e20 =-2¢"¢¥E, + (g" + e 28)E;.
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MnoZenjem sa N slijedi

Fg’(ﬁ, 66161) - 2f’2 _ 3tf/2gl + tf//g/ _ f/leZ(f+g) _ t2f/28—2g’
§(ﬁ, 6elez) =fg - 2tf’g’2 - tf’e—Zg,

2N, Vp,e0) = 287 — g — e,

Jednadzba (#.2)) postaje

_ 62(f+g)(g” + g/2) + e—2g(t2f12g/2 + f/2 _ l_2f/2g// _ 3tf/2g/ + tf”g' _ fr/)
_ 2f/g/2 + tf/2g/3 + tf//g/3 _ f//g/Z _ f/2g// =0. (424)

Kao sto je vec receno, zbog kompleksnosti dobivene jednadzbe promotrit ¢emo samo neke
posebne slucajeve.

1. Neka je f konstantna. Tada iz (4.24) slijedi g”” + g’> = 0. Iz prija¥njeg ratuna znamo
da su rjeSenja ove jednadZbe dana s g(t) =k (ke R)te g(t) = In|t + A| + u (A, € R).
Takoder znamo da je u slucaju da je g konstantna ploha M zapravo ravnina z = z;.

2. Ako je g konstantna, iz (4.24) dobivamo e/*~/" = 0. Analogno kao u prethodnom
slu¢aju dobivamo rjesenja f(r) = k za k € R (i ploha M je ravnina z = zg) te f(s) =
—Inls+ A +uzad,uekR.

3. Uslucajutg’—1=0,t. g®) = Inlt| + u, u € R, (4.24)) vrijedi za svaki izbor funkcije
f.

4. Nekaje f” =0, tj. f(s) = bs +c, b,c € R. Jednadzba (#.24) postaje
_62(f+g)(g/2 + g//) + bZ(_ng + z,g/3 _ g//) + b2€_2g(1 _ 3tg/ + tzg/z _ tZg//) = 0.

Iz ove jednadZbe slijedi da je e 2/ *8)(g” + g’*) funkcija koja ovisi samo o t. Zbog
b # 0, slijedi g” + g> = 0, tj. g(t) = In|t + A + u, A, u € R. Uvritavanjem dobivenih
izraza za f i g u (4.24)) dobivamo

Ab*e (1 + et + A(e* — 1)) = 0.

Dobiveni izraz je polinom u ¢ pa slijedi 4 = 0. Tada je 71g" — 1 = 0 pa se ovaj slucaj
svodi na prethodni.
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5. Nekaje g’ + g% =0,tj. gt) = In|t + A| + u, A, u € R. Jednadzba (4.24)) postaje
AQAEL+ )+ A+ f?+ L+ )t + ) f) = 0.

Ukoliko je 4 = 0, imamo #g" — 1 = 0, tj. problem smo ponovno sveli na 3. slucaj.
Ukoliko je 4 # 0, lijeva strana gornje jednadzZbe je polinom u ¢ pa dobivamo dvije
diferencijalne jednadzbe

(~1+Mf2+ (A +e*)f" =0, f'+f*=0.

Shvacanjem ovih jednadzbi kao sustava dvije linearne jednadzbe s nepoznanicama
i f? dobivamo f"* = 0, tj. f je konstatna funkcija. Ovime smo ovaj slu¢aj sveli
na prvi.

Propozicija 4.3.6. Neke minimalne translacijske plohe tipa u IIl u Sol geometriji su rav-
nine x = xo i z = zo te plohe ¢ija je parametrizacija x(s,t) = (s, te’®, f(s) + g(1)), gdje su
mogucnosti za funkcije f i g:

I° f(s)=aiglt)=Inlt+ A +u, a,,ueR,
22 f(o)=—=Inls+ Al +p gt) =a a,,ueR,

3° g(t) = Inlt| + u, f proizvoljna glatka funkcija.
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4.4 Minimalne translacijske plohe u Nil geometriji

U ovom ¢emo odjeljku model Nil geometrije koriSten u prethodnom poglavlju reparame-
trizirati (i time redefinirati grupovnu operaciju potrebnu za definiciju translacijskih ploha).
Oznacimo sa g = dx*> + dy* + (—xdy + dz)* Riemannovu metriku u modelu Nil geometrije
koriStenom u prethodnom poglavlju, tj.

1 0 0
g=|0 1+x* —-x|.
0 —x 1

Propozicija 4.4.1. Preslikavanje
1
d: (R, g) » Rg), d(x,y,2) = (x,y,z— Exy) ,

Jje izometricki difeomorfizam, pri Cemu je

2

y o1 Y
_ IT 4 rRO
= -1 X _X
8 Xy 1+3 2
y _x

2 2

Metriku g moZemo zapisati i kao

_ 1 ’
g =dx* +dy* +|dz + E(ydx— xdy)| .

Dakle, (R?,g) moZemo shvacati kao novi model Nil geometrije.

Napomena 4.4.2. U ovom, tzv. linearnom modelu Nil geometrije, translacijske krivulje
postaju pravci (ova tvrdnja direktno slijedi iz definicije preslikavanja © te jednadZbi tran-
slacijskih krivulja iz prethodnog poglavlja; za vise detalja vidjeti [I)]). Zato je ovaj model
Nil geometrije pogodan za njenu laksu vizualizaciju.

Propozicija 4.4.3. U linearnom je modelu Nil geometrije grupovna operacija *, tj. trans-
lacija tocke (a, b, ¢) za vektor (x,y, 7) dana izrazom

—xb
(a,b,c)*(x,y,z):(a+x,b+y,c+z+ay ~ )

Dokaz ove propozicije moze se naci u [1, 3. poglavlje] gdje se uvodi linearni model Nil
geometrije. Do kraja ovog odjeljka sve racune izvodit ¢emo (bez naglaSavanja) iskljucivo
u ovom modelu.

Definicija translacijske plohe u Nil geometriji potpuno je analogna onoj u Sol geome-
triji (do na grupovnu operaciju).
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Definicija 4.4.4. Translacijska ploha M(«, ) u Nil geometriji dana je parametrizacijom
x(s,t) = a(s) = B(t), gdje su a: I — Nil, B: J — Nil krivulje smjestene u dvjema koordi-
natnim ravninama od R (a 1, J C R su otvoreni intervali).

Prema [4]], ponovno ¢emo razlikovati 6 tipova translacijskih ploha

M(@,B)iMB,a), ac{y=0}, Bc{x=0}, (tipovililV),
M(a,)iMB,a), ac{y=0}, Bc{z=0}, (tpovilliV),
M(a,B)i M(B,a), ac{x=0}, Bc{z=0}, (tipovillliVI).

Minimalne translacijske plohe odredit ¢emo potpuno analogno kao u Sol geometriji - za
svaki od tih tipova ponovno ¢emo promotriti oblik koji poprima jednadzba (4.2)).

Ortonormiran reper {E1, E,, E3} za tangencijalni prostor u Nil geometriji (obzirom na
metriku g) dan je s (vidjeti [4]])

0o yo 0 x0 0
1= 7=—3 2 =

= ox 207

= — + -, E =
dy 207 oz
te je Riemannova (Levi-Civita) koneksija V Nil geometrije obzirom na ovaj reper dana s

Ve =0, VpE= 3Es, Vi, Es = ~3Ex,
€E2E1 = —%E:;, %’EQEZ = 0’ €E2E3 — %El’
€E3E1 = —%Ez, €E3E3 = %El, F€E3E3 - 0.

Klasifikacija minimalnih translacijskih ploha tipa I

Promatramo krivulje a(s) = (s,0, f(s)) 1 B(t) = (0,t,g(¢)). Pripadna translacijska ploha
M(a, B) dana je parametrizacijom

t
X(s.1) = (s, L F(s) + g(0) + SE) .
Vektori baze tangencijalne ravnine plohe M dani su s

t
e =X, = (1,0,f’+ 5):E1 + (f" + tE5,

s
ey = X; = (O, 1,g/ + E) = E2 +g/E3.
Za vektor normale mozemo uzeti

N = (f/ + HE, + g/Ez — E;.
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Koeficijenti prve fundamentalne forme dani su s
E=1+(f+0* F=(f+0tg, G=1+g"
Odgovarajuce kovarijantne derivacije su jednake
Veer = Ve (B + (f + DEs) + (f + OVg,(Ey + (f + DE3)

=0+ (f" + t)(—%Ez) + (f” - % . 0)E3 +(f + t)((—%Ez) +(f+1)-0+0- E3)
= ~(f +DE; + ["Es,
Veer = Vi (B2 + 8 Es) + (f + DV, (Ex + §'E3)

= lEg +g’(——E2)+(0— %-O)E3+(f’+t)(%E1 +g’-0+O-E3)

1 1
= —(f"+1E, - =¢g'E, + =E;,
2(f )E| 78 Ex+ 5Es

Veer = Vi, (Es + §'E3) + §' Vi (Ez + §'E3)
1 1
=0+g¢ -|=E +(g"+£-0)E3+g' —E;+g-0+0-E;
2 2 2
=g¢'E| + ¢"E;.
MnoZenjem sa N slijedi o
?(N’ Vélel) = _g,(fl + t) - f//’
— = 1 1 1
~N,Ve - __ /+t2__/2__’
8IN.Vee2) = = (f"+ )" = 58" = 5
eN,Vae)=g(f +t)-g".
UvrStavanjem dobivenih izraza u jednadZbu (4.2) i sredivanjem dobivamo

FrA+g)) =g (f +n+g" |1+ (f +17?]=0. (4.25)

Dijeljenjem ove jednadZbe sa 1 + g’> > 0 dobivamo

’ 7

2 / 8 8 / 2
-(f +1)- I+(f+0p°|=0.
DR s ol LR USTY
Deriviranjem obzirom na s slijedi
gl gll

f/// _ f// (f, + t)f” 0.

.—+ C—_—
1+ g 1+g?
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Pretpostavimo najprije da je f”” # 0. Dijeljenjem posljednje jednadzbe sa " imamo

fm g/ gu )
L _ +2- (f +1) =0.
f// 1+ g/2 1+ g/2 (f )

Deriviranjem ove jednadzbe obzirom na ¢ slijedi

d g/ d g// g//
2f +1) — | —— 2. =0. 4.26
( )+ 40 dr(1+g/2)+ T+ g” (4.26)

Cdr 1+ g7
d gll
— 0
dt(1+g’2):/é

slijedi da izraz f” + t ovisi samo o ¢, Sto povlaci da je f” konstantna, tj. f” = 0. Kontradik-
cija. Dakle, vrijedi

U slucaju

’7

_&
1+g7?
Uvrstavanjem ovog izraza u (4.26)) dobivamo

=a, aé€eR.

77 2 1

g 28"°g
- +
1 +g/2 (1 +g/2)2

2/2
all+-=5_)-0
1+ g
Slijedi a = 0, tj. g” = 0.

Dakle, ukoliko je M minimalna ploha, mora biti f” = 01ili g = 0. Nadalje, ukoliko je
g” =0, imamo g’(¢) = ¢, ¢ € R. Uvrstavanjem u {#.25)) dobivamo

A+ —c(f +1)=0.

+2a=0,

ili ekvivalentno,

Lijeva strana ove jednakosti (za fiksni s) je polinom u ¢ s vode¢im koeficijentom c. Dakle,
c =01 f"” = 0. Dakle, za svaku minimalnu translacijsku plohu tipa I mora biti f” = 0, tj.
f(s) = ms +n, m,n € R. UvrStavanjem u (4.25)) dobivamo diferencijalnu jednadzbu

—m+0g +g"01+m+H>)=0
Cije je rjeSenje
gty=plm+DVI+m+tP+In(m+t+ VI+m+0?)|+q. pgeR (427

Teorem 4.4.5. Minimalne translacijske plohe tipa I u Nil geometriji dane su parametriza-
cijom

t
x(s, 1) = (s, tf(s)+ g+ SE) ,
gdje je f(s) = ms +n, m,n € R, a funkcija g je dana izrazom ({4.27).
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Klasifikacija minimalnih translacijskih ploha tipa II

Promatramo krivulje a(s) = (s,0, f(s)) 1 8(t) = (g(?),t,0). Pripadna translacijska ploha
M(a, ) ima parametrizaciju

X(s.f) = (s T ()1, fs) + %t) .

Vektori baze za T,M su

t
el =X, = (1,0,f’+ E)ZEI + (f' +1)Es,

s 1 1
=X = ’,1,—): '"E1+ E, +|=tg’ — =g| Es.

Za vektor normale mozZemo uzeti

AT ’ ’ / 1 ’ 1
N=(f +t)E1—(fg + 518 +58)E2—E3~

Koeficijenti prve fundamentalne forme su

1 1 1 1\
E=1 "+1)?, F=g¢ "+ )| =te’ — = =%+ 1+=te — =g| .
+(f +1), g+(f+)(2g zg), G=g"+ +(28 2g)

Kovarijantne derivacije su jednake (sluzimo se raCunom za tip I)

V.er = —(f + NE, + f"E;,

— 1 1 —~ 1 1
Ve] ey = VE] (g,El + E2 + (Elg, - Eg) E3) + (f, + I)VE3 (g,El + E2 + (Etg, - Eg) E3)

1 1 1 1
=g “Ey+ =Es+|=tg — =g||-=E -E
g-0+0 1+2 3+(2tg 2g)( > 2)+0 3

1 1 1 1
+(f’+t)(g’(—§E2)+()-E1 +§E1 +(§tg’—§g)-0+0-E3)

1 1 3 1 1
= (f +DE -~ |f'g + 2tg — ~g|Es+ ~Es,
2(f+)1 2(fg+28 28) 2+ 5Es



POGLAVLIJE 4. MINIMALNE TRANSLACIJSKE PLOHE 55

= o ’ 1 ’ 1
Ve,ez =g VEI (g Ei+E,+ (Elg - Eg) E3)

= 1 1 1 1
\% '"E1+ E —tg' — =¢g|E —tg' — =
e s (b L)l 1

— 1 1
+ VE3 (g,El + E2 + (Elg, - Eg) E3)

1 1 1 1
e "Ei + ~E;s +|=tg — =g||-=E ‘E
8(8 0+0 1"‘2 3+(2tg 28)( 5 2)+0 3)

’ 1 1" 1 ’ 1 1 1 ”
+g (—§E3) + g E+ 0+ (Etg - Eg) (iEl) + Etg E;

+1t'1 ’1E+OE+1E+1t’1 0+0-E
28 Zgg 22 121 2g 28 3

= ”+1t’ 1+1E ’lt’ ! E+1t”E
=18 484821828282283-

MnoZenjem ovih izraza sa N, uvritavanjem u |i 1 sredivanjem dobivamo jednadzbu
28(t+ ' —1g' f) - 28 2+ +1f)
28"t +2f )1 + 2 +2tf + )
+f'(4+ g+ @ +1)g?) =0.
Uvedimo oznake
To(r) = 4+ 4g' (1 + (8(1) — 18" (1)),
Ti(1) = 2[g(1) — 1g'(1) = 2(1 + 21°)g" (1)),
T,(t) = —10tg" (1), (4.28)
T3(1) = —4g" (1),
T4(t) = 2tg(t) — 22 + 2)g'(t) — 21(1 + *)g” (v).
Prethodna se jednadZzba sada moZe zapisati kao

Tof' +Tif + Tof >+ Tsf? + T, = 0. (4.29)

Buduci daje Ty > 0, jednadzbu (4.29)) mozZemo podijeliti sa T te derivirati redom obzirom
na s1it. Dobivamo

d (T1 d (T, d (T3

/77 7 o1 12 11
alr)r o alg)rr e alg)rer=e
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Pretpostavimo sada f”* # 0. Uzastopnim dijeljenjem sa f”’ i deriviranjem po ¢ dobit cemo
d (T
—|=f"=0.
dt (To) f

Odavde (uvrStavanjem u prethodnu jednadZzbu te ponovnim dijeljenjem sa f” i deriviranjem

po t) slijedi
d (T, _ d (T, _ d (T; _0
dr\Ty B dr\Ty B dit\T, Bl

Iz oblika funkcija T, i T te dobivenih jednakosti slijedi g’ = 0, tj. g(t) = at + d, a,d € R.
Sada se pocetna jednadZba (uvjet minimalnosti plohe) svodi na

—da +2dt +2df + (4 +4a* + ) f” =0,

odakle slijedi (lijeva strana je polinomu f) d = 01

a
F = 50T ay
Preostaje komentirati slu¢aj f” = 0. Tada imamo f(s) = as + k (a,k € R) te uvjet
minimalnosti postaje

-s*+bs+c, b,ceR.

(a+g-2+ta+0]g - Ra+D[l+(a+ t)z]g” =0.
Oznacimo h(t) = (2a + t)g(t). Gornja se jednazba sada moZze zapisati kao
(a+0h =1+ (a+1)1n".

Ukoliko je h konstantna, imamo g(f) = ¢ + 2a. Ukoliko 4’ # 0, rjeSavanjem dobivene
diferencijalne jednadZzbe dobivamo

h(t):%(a+t)\/1+(a+t)2+§1n(a+t+ VI+@+1P)+b, beek.

Uocimo da je prethodnim obuhvaéen 1 sluc¢aj A’ = 0. Slijedi

g(t) = b ¢ l@+nVi+@+2+In(a+i+ V1+@+2)]. (430

+
2a+t 2QRa+1)

Teorem 4.4.6. Minimalne translacijske plohe tipa Il u Nil geometriji dane su parametri-
zacijom

t
X(s.1) = (s + g1 f(5) + SE)
gdje su mogucnosti za funkcije f i g:
1° f(s) = m -s*+bs+cig(ty=at+d, a,b,c,d €R,

2° f(s)=as+k ak eR, agjedana izrazom [{.30).
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Klasifikacija minimalnih translacijskih ploha tipa II1

Promatramo krivulje a(s) = (0, s, f(s)) 1 B(t) = (t, g(?),0). Pripadna translacijska ploha
M(a, ) ima parametrizaciju

X(s.1) = (r, X+ g(0), f(s) — Sgt)

Analognim racunom kao za plohe tipa II, koriste¢i oznake (.28)), pokazuje se (vidjeti [4])
da se uvjet minimalnosti plohe u ovom slucaju zapisuje u obliku

Tof” + Tif = Tof * + T5f” = T4y = 0.
Primjenjujudi istu tehniku kao u slucaju ploha tipa II dobivamo sljedeci rezultat.

Teorem 4.4.7. Minimalne translacijske plohe tipa Il u Nil geometriji dane su parametri-
zacijom

t
x50 = (13 + 0, £ - 5
gdje su mogucnosti za funkcije f i g:
1° f(s) = m s> +bs+c g(t)=—at+d, a,b,c,d €R,

2° f(s) =as+k,

1+(a—t)2+ln(a—t+ \/1+(a—t)2)],

b c
80 = 5 T 5Ga = (@

gdje a,b,c,k € R.

Klasifikacija minimalnih translacijskih ploha tipa IV, Vi VI

Slucajevi translacijskih ploha tipa IV, V1 VI, kao i u Sol geometriji, analogni su slu¢ajevima
translacijskih ploha tipa I, II i III respektivno. Zato ¢e i odgovarajuce jednadzbe koje
odreduju uvjet minimalnosti za ova tri tipa ploha biti sli¢ne onima za prva tri tipa i rjeSavat
¢e se istim tehnikama. Ovdje ¢emo samo navesti gotove rezultate koji su preuzeti iz [4].

Teorem 4.4.8. Minimalne translacijske plohe tipa IV u Nil geometriji dane su parametri-
zacijom

aan:@nﬂ@+gn—§y
gdje

f=dl@+nVi+@+0?+In(a+t+ 1+ @+02)|+b,

ig(t)y=—at+d, a,b,c,d e R.
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Teorem 4.4.9. Minimalne translacijske plohe tipa V u Nil geometriji dane su parametri-
zacijom

t
x50 = (54 80,1 f(9) - 5.
gdje su mogucnosti za funkcije f i g:
I° f(s)=cigl®) =%+b,a,b,ceR,

2° g(t)y=at+b,

f(s) = - S+

+d(1+a>)ln (2s +b+ VAl + @) + (25 + b)?),

as® + abs + ¢ s b
ST d(— + —) V4(1 + a?) + (25 + b)?

gdje a,b,c,d € R.

Teorem 4.4.10. Minimalne translacijske plohe tipa VI u Nil geometriji dane su parametri-
zacijom

t
x50 = (154 800 (9 + 5
gdje su mogucnosti za funkcije f i g:
I° f(s)=c, gt)=%+b,a,b,ceR,

2° g(t) =at+b,

f(s) =

as* + abs + ¢ s b
G TITE a2+ 2) VA + ad) + 25 + by
21 + ) (2+4)‘/( ta)+2s+h)

+d(1+a)In(2s+b+ A4 +a) + 25+ b)),

gdje a,b,c,d € R.
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Sazetak

Na pocetku ovog rada definiramo osnovne pojmove potrebne za razumijevanje Thursto-
novih geometrija: pojmove Riemannove mnogostrukosti i geometrijske strukture. Nakon
toga dajemo kratki pregled geometrijskih struktura u 2 1 3 dimenzije te opisujemo svih 8
Thurstonovih geometrija. U dvjema od tih geometrija, Sol 1 Nil, odredujemo neke klase
krivulja i ploha (geodetske i translacijske krivulje te minimalne translacijske plohe).



Summary

At the beginning of this thesis we define basic notions necessary for understanding Thur-
ston geometries: the notion of Riemannian manifold and geometric structure. After that
we give a short review of all geometric structures in 2 and 3 dimensions and describe all of
8 Thurston geometries. In two of them, Sol and Nil, we determine some classes of curves
and surfaces (geodesics, translation curves and minimal translation surfaces).
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