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Uvod

Tema ovog diplomskog rada je Malfattijev problem, nazvan po talijanskom matematicaru
Gian Francescu Malfattiju te glasi:

U zadani trokut upisi tri kruznice koje se ne sijeku tako da pripadni krugovi zauzimaju
najvecu mogucu povrsinu.

Malfatti je problem postavio i diskutirao u svom radu iz 1803. godine, no u mate-
matiCkoj literaturi je spominjan i ranije. Rukopis Gilia di Cecca iz Montepulciana iz 1384.
godine spominje navedeni problem te ga u 18. stoljeu postavlja i japanski matematicar
Ajima Naonobu.

Gian Francesco Malfatti je slutio kako rjeSenje problema Cine tri kruznice od kojih
svaka dodiruje dvije stranice trokuta i ostale dvije kruZnice te je uspio i konstruirati takve
kruznice.

Medutim, 1930. godine Lob 1 Richmond opovrgnuli su Malfattijevu izvornu pretpos-
tavku, opazajuci kako ve¢ u jednakostrani¢nom trokutu Malfattijeva konfiguracija ne daje
maksimalnu povrSinu. Kasnija istraZivanja pokazala su da takozvani pohlepni algoritam, u
ovom slucaju postupak u kojem se polazi od kruznice upisane trokutu i dalje u svakom ko-
raku uzima kruZnica najveceg dopustivog polumjera, za bilo koji trokut daje vecu povrSinu
nego Malfattijeva konfiguracija. Primjerice, u jednakokraénom trokutu s vrlo malenim ku-
tom nasuprot osnovice, tri kruZnice postavljene jedna povrh druge tako da dodiruju krakove
trokuta, a prva od njih je trokutu upisana kruznica, odreduju povrsSinu gotovo dvostruko
vecu od Malfattijeve konfiguracije. Potpuno rjeSenje objaviti su 1994. godine Zalgaller
1 Los, analizom svih mogucih slu¢ajeva s obzirom na raspored kruZnica unutar zadanog
trokuta.

U ovom radu bit ée prikazani najvazniji rezultati koji su proistekli iz izvornog Malfatti-
jevog problema. To obuhvaca neka konstrukcijska rjeSenja za Malfattijevu konfiguraciju te
osnovne elemente pristupa koji je doveo do konacnog rjeSenja problema najvece povrSine
tri kruga unutar trokuta.
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Detaljnu pri¢u o tom 200 godina starom problemu vrijedno je izloZiti ne samo zbog
konacnih rezultata, nego i kao primjer kako se razvija pristup odredenom matemati¢kom
problemu, kakvi su razli€iti pristupi moguci u njegovu rjeSenju i kako se pocetna slutnja ne
mora na kraju pokazati ispravnom, ali pruza poticaj za zanimljiva istraZzivanja, poopcenja i
primjene.

Gian Francesco Malfatti je bio istaknuti talijanski matemati¢ar roden 1731. u malom
naselju u talijanskim Alpama, Ala, u blizini Trenta. Najprije je studirao u isusovackoj §koli
u Veroni, zatim na SveuciliStu Bologna pod mentorstvom V. Riccatija, EM. Zanottija i G.
Manfreda. Po zavrSetku studiranja, 1754. je otiSao u Ferraru gdje je uc¢io matematiku i
fiziku. Malfatti je bio jedan od utemeljitelja Odjela za matematiku SveuciliSta u Ferrari.
Umro je u Ferrari 1807. godine.

Kao vrlo aktivni intelektualac u doba prosvjetiteljstva, posvetio se promicanju mno-
gih novih ideja i napisao brojne radove u razli¢itim podruc¢jima matematike ukljucujuéi
algebru, geometriju i teoriju vjerojatnosti. On je igrao vaznu ulogu u stvaranju Nuova
Enciclopedia Italiana (1779.), u duhu Francuske enciklopedije koju su uredili Diderot
1 d’Alembert. Njegovi matemati¢ki radovi su prikupljeni od strane Talijanskog Mate-
matickog drustva. O njegovoj povijesnoj licnosti je raspravljano u nizu radova.



Poglavlje 1

Izvorni Malfattijev problem

Pojam stereotomija u naslovu Malfattijevog rada (grcki stereo = otepeo, Sto znaci Evrsto,
kruto 1 tomija = touia, Sto znaci rezati, dio) odnosi se na umjetnost rezanja krute tvari
u odredene figure ili dijelove, kao lukove i sli¢no; to se posebno odnosi na umjetnost
klesanja.

Memoria sopra un problema stereatomico.
Memorie di Matematica ¢ Fisica della Societd Italiana, 10 p. 1% (1803) pp. 235-244 - in 4°.

3

MEMORTIA
SOPRA UN PROBLEMA STEREOTOMICO

D1 Gianrrancesco Mavparrs.

N e

Dato un Prisma retto triangolare di qualunque materia co-
me di marmo , cavare da esso tre Cilindri dell’ altezza del
Prisma e della maggior grossezza possibile correspettivamente,
e in conseguenza col minor avanzo possibile di materia avuto
riguardo alla voluta grossezza.

Slika 1.1: Naslovna strana Malfattijevog rada

Izvorni Malfattijev problem spomenut u radu odnosi se na izrezivanje tri valjka jednake
visine iz uspravne trostrane mramorne prizme tako da volumen valjaka bude maksimalan,
to jest s minimalnim otpadom materijala u pogledu volumena. Malfatti je istaknuo da
njegov problem moZe biti sveden, stereotomijom, na planimetrijski problem. Iako to nije
izri¢ito navedeno u radu, taj planimetrijski problem glasi: U zadani trokut upisi tri kruga
tako da zbroj njihovih povrsina bude maksimalan. Danas je taj problem poznat pod nazi-
vom Malfattijev problem mramora. Zatim, bez obrazloZenja, Malfatti je primijetio da se
problem svodi na upisivanje tri kruga u trokut na nac¢in da svaki krug dodiruje druga dva
i u isto vrijeme dvije stranice trokuta. Danas znamo da je Malfattijeva pretpostavka bila
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kriva. Malfattijeva konfiguracija nije rjeSenje Malfattijevog problema mramora, ali ostatak
Malfattijevog rada je ispravan. Malfatti je konstruirao jedinstvenu konfiguraciju tri kruga
na slici [I.2] koji danas nosi njegovo ime. Po njegovim rije¢ima ... traZeci rjeSenje tog
drugog problema, nasao sam se uronjen u dugacka izracunavanja i zakucaste formule...

Slika 1.2: Malfattijeva konfiguracija

Tako je pocCetni Malfattijev problem, formuliran u terminima stereometrije, zapravo
doveo do dva medusobno povezana, ali ne i ekvivalentna planimetrijska problema:

1. Konstrukcija Malfattijeve konfiguracije za zadani trokut.

2. Pronalazenje tri kruga unutar zadanog trokuta tako da njihova povrsina bude najveca
moguca.



Poglavlje 2

Problem konstrukcije Malfattijeve
konfiguracije

Definicija 2.0.1. Malfattijeve kruznice danog trokuta su tri kruZnice od kojih svaka dotice
preostale dvije kruZnice i dvije stranice trokuta.

U daljnjem, radi jednostavnosti, trokut 1 njegove tri Malfattijeve kruznice zajednicki
¢emo nazivati Malfattijevom konfiguracijom.

Problem je naoko jednostavan, ali konstrukcija nije nimalo lagana. Jasno je da se
srediSta upisanih kruznica nalaze na simetrali kutova danog trokuta. Bududéi da se sve tri
kruzZnice moraju dodirivati, pitamo se na kojoj udaljenosti od vrhova trokuta treba postaviti
srediSta kruZnica.

Dakle, postavlja se pitanje postojanja Malfattijeve konfiguracije za bilo koji zadani
trokut, a takoder 1 problem konstrukcije takve konfiguracije. Najprije ¢emo pokazati kako
konstruirati Malfattijeve kruznice.

2.1 Malfattijeva konstrukcija

Malfatti je bez dokaza naveo sljedecu konstrukciju. Ta konstrukcija je relativno komplici-
rana kao Sto ¢emo vidjeti usporedbom s drugima.

Neka je ABC dani trokut sa stranicama a, b, ¢ 1 kutovima «, 8, y. Simetrale unutarnjih
kutova a, 5,y trokuta ABC su s,, sg, s, 1 sijeku se u jednoj tocki S koja je srediSte upisane
kruznice k, tom trokutu. Tocke A, B; i C; su sjeciSta upisane kruZnice k, sa simetralama
kutova s,, s, s, redom. KruZnica sa srediStem u A polumjera |AA,| sijeCe stranicu ABuA,,
kruZnica sa sredi§tem u B polumjera |BB,| sije¢e stranicu BC u B, i kruZnica sa sredistem
u C polumjera |CC,| sijece stranicu BC u C,. Upisana kruZnica k, dira stranicu AC u
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tocki Y. KruZnica sa sredi$tem u A polumjera |AY]| sije¢e AS u D. KruZnica sa sredistem
u S polumijera |S D] sijece pravac BS u to¢ki E s time da tocka E ne pripada duZini BS
i pravac CS u tocki F s time da tot¢ka F ne pripada duzini CS. KruZnica sa sredistem
u C polumjera |CF| sije¢e duzinu BC u Bj; te kruZnica sa srediStem u B polumjera |BE|
sijeCe istu duZinu u Cs. KruZnica sa sredistem u C polumjera |CY| sije¢e duzinu CS u G.
KruZnica sa srediStem u S polumjera |S G| sijece simetralu kuta 8 u tocki H s time da to¢ka
H ne pripada duZini BS . KruZnica sa sredi$tem u B polumjera |BH| sije¢e AB u Az. Tocke
Py, P, P3 su polovista duZina A,A3, B, B3, C,C3 redom. Pravac okomit na stranicu ABu P,
sije¢e simetralu kuta @ u S ;. Okomit pravac na stranicu BC u P; sijece simetralu kuta 8 u
S, te pravac okomit na istu stranicu, ali u tocki Ps sijece kut y u tocki S ;. Tocke S, S5,,953
su srediSta Malfattijevih kruznica.

Slika 2.1: Malfattijeva konfiguracija
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2.2 Steinerova konstrukcija Malfattijeve konfiguracije

Godine 1826. Jakob Steiner je dao sljedece jednostavno konstrukcijsko rjeSenje Malfatti-
jevog rasporeda:

Dan je trokut ABC sa stranicama a,b,c i kutovima «,f,y. SrediSta Malfattijevih
kruZnica moraju se nalaziti na simetralama unutarnjih kutova trokuta. SrediSte S upisane
kruZnice zadanog trokuta se nalazi na sjeci§tu simetrala unutarnjih kutova. Duzine AB, BC,
AC dijele trokut ABC na tri trokuta ABS, BCS,ACS. Svakom od tri manja trokuta treba
upisati kruZznicu. Svaki par kruZnica ima zajednicke Cetiri tangente, no samo dvije diraju
kruZnice 1 prolaze izmedu njih. Jedna od tih tangenata je simetrala kuta. Druge tangente
nazovimo x,y, z tako da je x tangenta onih dviju kruZnica koji ne diraju stranicu a, y tan-
genta onih kruZnica koji ne diraju stranicu b te z tangenta onih kruZnica koji ne diraju
stranicu ¢. Malfattijeve kruznice su kruznice upisane Cetverokutima odredenim pravcima
abyx, aczx, bczy. Tangente x, y, z sijeku trecu kruznicu upravo u tocki u kojoj ona dodiruje
stranicu trokuta.

Slika 2.2: Steinerova konstrukcija Malfattijeve konfiguracije



POGLAVLIJE 2. PROBLEM KONSTRUKCIJE 8

Hartov dokaz

Jakob Steiner je gore navedeno konstrukcijsko rjeSenje dao bez dokaza. Postoji vise do-
kaza Steinerove konstrukcije, no ovdje ¢emo izloziti Hartov dokaz iz 1856.

Pretpostavimo da je Malfattijev problem rijeSen, to jest da su trokutu upisane tri kruZnice
koje se medusobno dodiruju u tockama Py, P,, P3 1 pritom svaka dira dvije stranice trokuta
te da im pripadni krugovi zauzimaju najveéu povrsinu. Svaki par kruZnica ima zajednicku
tangentu koja prolazi tockama Py, P,, P3 i sijeCe stranice a,b,c u toc¢kama Di, D,, Ds.
Pravci D, Py, D,P,, D;P5 sijeku se u jednoj tocki K te vrijedi |[KP;| = |KP;| = |KPs|.

Treba pokazati da kruZnice cy, 5, c3 upisane trokutima KE,E3, KESE|, KE\E,, gdje
su to¢ke Ey, E,, E5 sjeciSta pravaca DK, D,K, D;K sa pravcima na kojima leZe stranice
trokuta, diraju stranice trokuta to¢no u to¢kama Dy, D,, Ds.

Zapravo,

|E\Ds| — |E>Ds| = |[E\Cs| — |E2 B3|
= |E | Pi| — |Ey Py
= |E\K| - |ExK]|.

To pokazuje da je Ds dodirna tocka kruZnice upisane trokutu KE,E, i stranice AB.
Analogno se dokaZe za tocke D; 1 D;.

Sljedece Sto trebamo dokazati je da su pravci koji nisu D Ey, D, E,, D3 E5 takoder unu-
tarnje tangente kruznica cy, ¢, c3. Ti pravci Ly, L,, L prolaze tockom S koja je srediSte
upisane kruZnice trokuta i oni su zapravo simetrale unutarnjih kutova trokuta ABC, no to
tek treba dokazati.

Prvo pokazujemo da pravci Ly, L,, L; prolaze kroz njegove vrhove trokuta ABC. KruZznice
c1, ¢, c3 diraju pravee DE, D,E,, D3;E5 u tockama Fy, Gy, F;, Gy, F5,G3. Zbog sime-
tri¢nosti relacije pravaca L, L,, L; i pravaca D|E, D,E,, D;E5, dovoljno je pokazati da
|FF1G1| = |AD;| — |ADs| kako bi L; prolazio kroz vrh A trokuta ABC. Imamo

|AD;| — |AD;3| = |C,D,| — |B3Ds|
= |P3G3| — |PoF,|
= |F1Gyl,

Sto znaci da L, prolazi kroz vrh A. Analogno se dokazuje za L, i L.
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Slika 2.3: Hartov dokaz Steinerove konstrukcije Malfattijeve konfiguracije

Kako bismo pokazali da je L, zapravo simetrala kuta CAB, trebamo ustanoviti da se
kruzZnice ¢, 1 ¢3 vide iz tocke A pod jednakim kutom. U tu svrhu primijenit ¢emo na
c; 1 c3 pojam 1 karakteristiCna svojstva takozvane kruznice sli¢nosti dviju kruznica (vidi:
[8]). KruZnica, oznacimo je ky, ¢iji promjer je duZina koja spaja vanjski i unutarnji centar
homotetije kruZznica c; i c3, geometrijsko je mjesto tocaka iz kojih se ¢, 1 ¢3 vide pod
jednakim kutom. Svaka tocka na kruZnici k; ima karakteristicno svojstvo da ako se iz
nje povuku tangente na ¢, i ¢ koje ne razdvajaju sredista kruznica c; i ¢z, onda spojnica
diraliSta tih tangenti odsijeca tetive jednake duljine na kruZnicama c; i ¢3. Stoga je u naSem
slucaju potrebno ustanoviti da duzina D,Ds (jer su D, i D5 diraliSta tangenti iz A na ¢, 1
c3) odsijeca tetive jednake duljine na ¢, i ¢3. Taj uvjet moZe se pomocu potencije tocke
prikazati kao jednakost p(D,,c3) = p(Ds,c3), $to je ekvivalentno jednakosti |D,F,| =
|D3G3|. Ova jednakost vrijedi jer
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|D3G3| = |D3 P3| + |P3Gs|
= |D3 B3| + |D, (|
= |PyF>| + | Dy Py
= |DyF5|.

Sada mozemo reci da je pravac L; simetrala kuta CAB. Analogni postupci dovode do
toga da su pravci L, i Lj takoder simetrale preostalih dviju unutarnjih kutova trokuta ABC.

Ti argumenti pokazuju da ako postoji rjeSenje, ono se dobiva postupkom koji je predloZio
Steiner. Dalje se postavlja pitanje da li rjeSenje uopce postoji. Hart je dokazao i to.

Hartov dokaz postojanja rjeSenja

Hartov dokaz postojanja rjesenja ukljuCuje neprekidnost. Promatramo kruZnicu k; malog
polumjera koja dira stranice AB, AC i preostale dvije kruZnice k; i k3 koje diraju po dvije
stranice trokuta.

Slika 2.4: Trokut ABC

Pretpostavimo najprije da je polumjer kruZnice k; Cvrsta vrijednost r;. Nije tesko iz-
raziti polumjer r, kruZnice k, i udaljenost njezina srediSta od vrha B kao (neprekidne)
funkcije od r;. Takoder, polumjer r; i udaljenost sredista kruznice k3 od vrha C mogu se
izraziti kao (neprekidne) funkcije od ry.
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KruZnice k; 1 k3 diraju se ako je medusobna udaljenost njihovih srediSta jednaka r, + r3.
Ocito je da postoji izbor (‘mala vrijednost’) r; tako da se k, 1 k3 sijeku, kao 1 takav izbor
(‘velika vrijednost’) r da k, i1 k3 nemaju zajednickih toCaka.

Oznacimo li s d medusobnu udaljenost sredista k; i k3, moZe se d — (r, + r3) izraziti
kao neprekidna funkcija od r| koja poprima pozitivne 1 negativne vrijednosti. Stoga postoji
vrijednost r; za koju je d — (r, + r3) = 0, to jest za koju se kruZnice k, 1 k3 dodiruju. Obje
kruznice takoder diraju i k; jer to svojstvo imaju sve promatrane kruznice k; 1 k.

2.3 Schellbachova konstrukcija Malfattijeve
konfiguracije

Lema 2.3.1. Neka je dan trokut ABC sa sredistem upisane kruZnice S i polumjerom r.
Neka su x,y,z duljine odsjecaka tangenata povucenih iz vrhova trokuta na tu kruZnicu.
Tada vrijedi

xyz
r2:—y
s

b

pri cemu je s poluopseg trokuta.

Dokaz. Pokazat éemo kako se dolazi do relacije 1> = D2 14 slike [2.5|vidimo da je
s

AL +|LB| = c,
BJ| + 1JC| = a,
ICK| + |KA| = b.
Odatle slijedi da je
|AL| = s — |BC],
BJ| = s — JAC],
|CK| = s —|AB|,
to jest
xX=s-a,
y=s->b, 2.1)
z=s-c
odieie s = 0¥ 1BCI = 4 JAC| = b JAB| = ¢ i |AL| = x.|BJ| = y.|CK]| = z.

2
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Povrsina trokuta, kojem su poznate duljine svih triju stranica a, b, c raCuna se pomocu
Heronove formule

P = +/s(s — a)(s — b)(s — ¢).

PovrSina trokuta moze se izraCunati i primjenom formule

P = sr.

Sada, iz ovih dviju formula za povrSinu trokuta, slijedi

sr = \/s(s —a)(s—=b)(s —¢),

odnosno, nakon kvadriranja

s = s(s — a)(s — b)(s — ¢),
pa zbog (2.1) mozemo pisati

s°r? = sxyz.
Odavde slijedi da je 7> = 2 do Sega je valjalo doci.
S
O

Sljedece konstrukcijsko rjesenje dao je Schellbach, a objavljeno je u 45. svesku Crel-
leovog Zurnala.

Neka je dan trokut ABC sa stranicama a, b, ¢, opsega 2s i kutovima «, 3,y. SrediSta
traZzenih kruznica su S4,S5,,S3, a polumjeri ry, r, r3. SrediSte kruznice S nalazi se na
simetrali kuta @, S, na simetrali kuta 8 te srediSte S'; na simetrali kuta y. Neka su duljine
odsjeCaka tangenata od vrhova trokuta do diraliSta kruznica sa stranicom trokuta t,, t,, 3,

t.

1 =|AH| = |AG|,
1, = |BI| = |BD|,
13 = |CE| = |CF]|,

gdje su tocke D, E, F, G, H, I diralista trazenih kruZznica sa stranicama a, b, ¢ redom.

Neka je S srediSte trokutu upisane kruznice, a r njezin polumjer. Neka su, nadalje,
x,y, z duljine odsjecaka tangenata od vrhova trokuta do diraliSta kruZnice sa stranicom tro-
kuta na tu kruZnicu, tj. neka je
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x =|AL| = |AK]|,
y =|BL| =|BJ|,
z=|CJ| =|CK]|,
gdje su tocke J, K, L diraliSta trokutu upisane kruzZnice sa stranicama a, b, ¢ redom.
Trokuti AHS ; 1 ALS su sli¢ni po teoremu S KS, pa iz te slicnosti slijedi da je
riir=1:x,
odnosno
t
po= 2L (2.2)
X
Sli¢nim zakljuc¢ivanjem nalazimo da je
1
=12 (2.3)
y

S1
—
_— M%
*

Slika 2.5: Schellbachova konstrukcija Malfattijeve konfiguracije
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DiraliSta Malfattijevih kruznica sa stranicom ¢ ozna¢imo sa H 1 /. Udaljenost tih dviju
diraliSta oznac¢imo sa d = |H]I|.

Iz pravokutnog trokuta MS,S |, gdje je M tocka sjecista duzine S| H i pravca paralelnog
stranici ¢ koji prolazi kroz §,, primjenom Pitagorinog poucka, slijedi

1S1S51* = IS M + |MS,|?,

odnosno
(1’1 + r2)2 = (r1 — 1’2)2 +d2.

Iz posljednje jednakosti slijedi da je
d=2 \rir.

Uvrstavanjem vrijednosti za r; i r; iz (2.2) i 2.3) slijedi:

21t
d=2 r 12’
Xy

2
d=2+tt - r—
Qxy

Xy<Z

Buduéi da je po lemi 2.3.1. r* = L, uvrStavanjem u posljednju jednakost imamo

S
dZZVllfz' %:2\/l‘1l2'\/§.
\ sxy s

c=t+t+2Vhis- \/g (2.4)
S

Sli¢nim zaklju¢ivanjem imamo da je

odnosno, drugacije zapisano,

Dakle,

Cl:t2+l3+2vt2l3'\/E,b:l1+l3+2\/l1[3'\/§. (2.5)
S S

Uzmemo li da je polovica opsega jednaka jedinici, tj. s = 1, tada su veliCine a, b, c te
t1, 1, t3 pravi razlomci. To znaci da se mogu izraziti kao kvadrati sinusa od Sest pomoc¢nih
kuteva A, u, v, p, ¢ i € 1 to ovako

a=sin’A,b = sinz,u, ¢ = sin’v,
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f; = sin® Q.1 = sin’ W, t3 = sin’ .
1z jednakosti
x=s—-ay=s—-bz=s5-c,
+b+
adije je s = % slijedi
x=1-ay=1-b,z=1-c,
paje
cos’A=1-sin*A=1-a=x,

te
2 _ 2, _
cos“u =y,cos”v =z

Sada jednakosti (2.4)) i (2.3) poprimaju sljedeci oblik

sin® ¢ + sin* & + 2 sin@sin& cos A = sin® A,
sin® i + sin® & + 2 siny sin & cos u = sin” p, (2.6)

sin® ¥ + sin® ¢ + 2 siny sin g cos v = sin® v.

Objasnimo znacenje ovih jednakosti. Crtamo trokut MKG s unutarnjim kutovima ¢ i
¢, te A kao vanjskim kutom na treCem vrhu. Vidimo da je ¢ + & = A.
Uzmemo li da je promjer opisane kruznice tom trokutu 2r = 1, imamo da su duljine
stranica tog trokuta
IMK| = sin(180° — 1) = sin A4,

|KG| = sin ¢,
|GM| = siné.

Primjenom kosinusovog poucka na trokut MKG imamo da je
IMK> = IMG* + |KGJ* = 2IMG]| - |IKG| - cos(180° — 2),

odnosno
sin® A = sin® & + sin ¢ + 2sin £ sin @ cos &.

Dobili smo prvu jednakost u (2.6).
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180° — A

180° — A

Slika 2.6: Trokut MKG

Sli¢nim zaklju¢ivanjem nalaze se i preostale dvije jednakosti u (2.6)).

Iz ovoga moZzemo zakljuciti da nam jednakosti (2.6) daju sljedece izraze

p+é=4a,
S+y=p
v+eo=v.

+ o+

Ako uzmemo da je o = V, tada slijedi

p=0—-M,
y=0-4,
E=0 -V

Provedenim razmatranjem doSli smo do toga da se Malfattijev problem moZe rijesiti.
Konstrukcija se provodi na sljedeci nacin:

Nacrtamo tri kuta A, i, v kojih su kvadrati sinusa jednaki duljinama stranica zadanog
trokuta. Pritom pretpostavimo da je poluopseg trokuta jednak 1.
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Slika 2.7: Trokut PRT

Na promjeru |PR| = s = 1 kruZnice nanesemo duZinu PE = a. U tocki E povuéemo
okomicu koja sijece kruznicu u tocki 7. Buduéi da je

imamo da je kut PRT = A. Primjenom poznatih relacija koje slijede iz sli¢nosti pravokutnih
trokuta TPR, ETR i EPT imamo da je

.. _IPEI-|ER| _
sin“d=——— = |PE| =a.
|PR| - |ER|
Sli¢nim zakljucivanjem imamo da je
sin’ u=>n,
sin’v = c.
Dalje konstruiramo
A+u+v
o=——
2

V=0c-Adp=0c-uéE=0—-v

Na sli¢an na¢in mozemo konstruirati

sin® Y = u,sin® ¢ = v, sin* & = w.



POGLAVLIJE 2. PROBLEM KONSTRUKCIJE 18

Naime, znamo li kut i, tada je

_ |ET? _ |PE|-|ER]
~ |PTP ~ |PR|-|PE|

sin® = |ER| = 1,.

Sli¢nim zaklju¢ivanjem imamo da je

sin’ @Y =1, Sil’lzér = 13.

Slika 2.8: Trokut PRT

Dobili smo duzine odsjecaka tangenata koje su iz vrhova A, B i C povucene na Malfat-
tijeve kruznice.

Dalje je konstrukcija jednostavna. Pocevsi od vrha A trokuta ABC na stranice b 1 ¢
nanosimo duzinu ¢, i dobivamo tocke G 1 H. U tim tockama povla¢imo okomicu na stranicu
na kojoj se nalaze. Presjek tih dviju okomica je tocka §; koja je srediSte jedne od tri
Malfattijeve kruznice.

Sli¢nim postupkom nalazimo sredisSta preostalih dviju kruznica.

Time je Malfattijev problem rijeSen.
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2.4 Polumjeri Malfattijevih kruznica

Neka je dan trokut ABC sa stranicama a, b, ¢, poluopsegom s te kutovima 2a,2(,2y 1
neka je k kruZnica upisana trokutu ABC sa srediStem S radijusa r. Tada su polumjeri
Malfattijevih kruZnica dani s

s

r= 2(S_a)(s—r—(lSBl +ISC| - |SAD,
K

ry = 2(s—b)(s -r—(SC|+|SA|-I|SB), 2.7
K

r3 = 2(S_C)(s—r—(ISAl+|SB|—|SC|).

Te rezultate dao je sam Malfatti 1 objavljeni su posthumno.

Gore navedene formule takoder moZemo pisati kao

_(SBl+r=(s=D)(SCl+r—(s—0))

" 2SA|+ 7 — (s —a) ’
_(SClAr=(=)(SAl+r = (s =)
:T 2(SB| +r— (s - b)) ’
. USAL+r = (s~ a)(SBI+r—(s = b)

2(08Cl+r—=(s—0))

Formule (2.7) moZemo zapisati i u terminima trigonometrijskih funkcija

(A +ehHd+gd) -

r

b

1 +tg7
1+tgl)(1+tge
rzz( g5 i gz)_f’ 2.8)
1+tg§ 2
) (I+tgdH(1+tgh) »
3: .
1+tg? 2

Dokaz ovih formula nije nimalo lagan te ga ovdje ne€emo izloziti. PolaziSte za izraCunavanje
ri,r; 1 r; mozemo naci u relacijama na stranici 3-14 uz sliku (2.5). Naime, tamo su
izraCunate duljine odsjeCaka izmedu diraliSta Malfattijevih kruZnica i stranica trokuta:

|HI| =2 +rir,

1 analogno
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|DE| = 2\/7’2}’3,
|FG| = 2\/1’11’3.

Duljina svake stranice trokuta moZe se izraziti na dva nacina, npr.

|AB| = |AL| + |LB|
(2.9)
=|AH| + |HI| + |IB|.
Iz pravokutnih trokuta ALS 1 BLS imamo tga = ﬁ odnosno |AL| = rctgaitgf =
ﬁ, odnosno |BL| = rctgf.
Nadalje, iz trokuta AHS | imamo |AH| = rctga, a iz trokuta BIS, imamo |Bl| =
ry ctg B.

Uvrstavanjem u (2.9) dobivamo
|AB| = r(ctga + ctgfB)
=rictga + 2+rir+ rctgp.

Analogno racunamo |BC| i |CA| pa dobivamo sustav od tri jednadZbe za r, r, i r3.

Glavna poteskoca je rjeSavanje tog sustava. Primjerice, Lob 1 Richmond u [3] uvode
supstituciju 7, = x?r,r, = y*rir; = z°r kako bi pojednostavnili sustav i dobili sustav od
tri jednadZbe stupnja 2 u nepoznanicama x,y, z. Pritom, oni oznacavaju ctga = [,ctgfs =
m, ctgy = n i Koriste poznatu trigonometrijsku formulu za kotangense kutova trokuta koja

glasi

ctg% +ctg§ +ctg% = ctg%-ctg'g -ctg%.

Na taj nacin dobivaju sustav jednadzbi

IX* +2xy +my* =+ m
my’ +2yz+nz> =m+n
nZ? +2zx+Ix* =n+1,

uz koji vrijedi uvjet Imn = [+ m + n.
SloZenim postupkom, uz razliCite transformacije, dobivaju se rjeSenja u obliku [2.8

Jasno je da su x?, y? i z? pozitivni, a nije teSko vidjeti da su sve tri vrijednosti manje od
1. Odatle se zakljucuje da kruznice s ovim polumjerima leZe unutar trokuta i jednoznacno
odreduju Malfattijevu konfiguraciju.



Poglavlje 3

Opce rjeSenje i pohlepan algoritam

U uvodu ovog rada je napomenuto kako su Lob 1 Richmond prvi opovrgnuli Malfattijevu
slutnju. Oni su ustanovili da se za neke tipove trokuta, najveca povrSina dobiva pohlepnim
algoritmom: to ovdje znaci da se prvo upiSe kruZnica k; upisana trokutu, zatim kruZnica
k, koja dira k; 1 stranice uz najmanji kut u trokutu, a za k; se uzme kruZnica upisana u
podrucje najvece povrSine medu preostalih pet podrucja unutar trokuta.

No, opce rjesenje dali su Zalgaller 1 Los, pokazavsi da pohlepni algoritam uvijek daje
najvecu ukupnu povrsinu, s tim Sto se to ostvaruje kroz jednu od dvije razli¢ite konfigura-
cije, ovisno o jednom uvjetu na kutove trokuta.

Neka je dan trokut ABC s kutovima 2a, 23, 2y. Za formulaciju glavnog rezultata pret-
postavimo da vrijedi:
O<a<pB<y< g

Glavni rezultat: Tri kruga, smjeStena unutar zadanog trokuta tako da nikoja dva od
njih nemaju zajednickih unutarnjih tocaka, imaju najvecu ukupnu povrSinu ako se raspo-
rede na sljedeci naCin:

KruZnica k; je kruZnica upisana trokutu ABC. KruZnica k, dira stranice AB,AC i

kruZnicu k;. U slucaju da vrijedi sina > tg'g, kruZnica k5 dira stranice BA, BC i kruZnicu

ky. U slucaju sina < tg'g, kruZnica ks dira stranice AB, AC i kruZnicu k,. Za sina = tgg

kruznica k3 moZe se izabrati na bilo koji od spomenuta dva nacina, koji predstavljaju bitno
razliite konfiguracije.

Do ovog rezultata dolazi se tako da se najprije odrede sve moguce bitno razli¢ite kon-
figuracije. Zalgaller i Los popisali su to¢no 14 slucajeva grupiranih u 4 skupine:

21
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1. KruZnica k; dodiruje sve tri stranice trokuta, dakle ona je upisana kruznica zadanom
trokutu te trokut dijeli u tri podrucja koja nisu pokrivena njezinim pripadnim krugom.
Ako preostale dvije kruZnice leZe u razli¢itim podru¢jima, imamo konfiguraciju 1 na
slici[3.1] Ako k; i k3 leZe u istom podrucju, tada ili svaka dira dvije stranice trokuta
(konfiguracija 2 na slici 3.1]1li jedna dira dvije stranice trokuta, a druga samo jednu
(konfiguracije 3 1 4 na slici|3.1}, ovisno o tome diraju li se prve dvije kruZnice ili ne)
ili svaka dira samo jednu stranicu trokuta kao $to je prikazano u konfiguraciji 5 na

slici[3.11

EeONFZON

Slika 3.1: Prva skupina

2. Pretpostavimo da svaka kruZnica dodiruje tocno dvije stranice trokuta. Ako srediSta
svih kruZnica leZe na razliitim simetralama kutova tada ili svaka kruZnica dira
preostale dvije kruZnice (konfiguracija 6 na slici [3.2) ili jedna kruZnica dira ostale
kruZnice koje se ne diraju medusobno (konfiguracija 7 na slici [3.2). Ako sredista
dviju kruznica leZe na simetrali istog kuta, tada imamo situaciju prikazanu u konfi-
guraciji 8 na slici Situaciju da srediSta svih triju kruZnica leZe na istoj simetrali
ve¢ smo naveli u prvoj skupini i vidljiva je u konfiguraciji 2 na slici|3.1



POGLAVLIJE 3. OPCE RJESENJE I POHLEPAN ALGORITAM 23

Slika 3.2: Druga skupina

3. Pretpostavimo da dvije kruZnice diraju po dvije stranice trokuta i da tre¢a kruZnica
dira samo jednu stranicu. Tada se prve dvije kruznice ili diraju (konfiguracije 9 1 10
na slici ili ne diraju (konfiguracije 11 i 12 na slici [3.3).

TN AT
O\ N

Slika 3.3: Treca skupina
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4. Ako jedna kruZnica dira dvije stranice trokuta, a preostale dvije kruZnice diraju samo
jednu stranicu trokuta, onda imamo situaciju prikazanu u konfiguraciji 13 na slici
3.4l Ako svaka kruznica dira samo po jednu stranicu trokuta, tada imamo situaciju
prikazanu u konfiguraciji 14 na slici[3.4]

Slika 3.4: Cetvrta skupina

Nadalje, pokazuje se da samo konfiguracije 1 i 2 na slici [3.1] mogu dati maksimalnu
povrsinu, a medusobnom usporedbom tih dviju konfiguracija pokazuje se da uvjet na ku-

tove (sin a < tgg ilisina > tg 'g) naveden u glavnom rezultatu odreduje koja od njih daje

vecu povrSinu (odnosno da su u posebnom slucaju sina = tg 5 povrsine jednake za obje

konfiguracije).

Eliminacija konfiguracija 3-14 predstavlja najtezi dio rada. Medu njima posebno je
zanimljiva konfiguracija broj 6, jer upravo to je Malfattijeva konfiguracija.

Zato nju izabiremo kao primjer da konfiguracije 1 ili 2 na slici uvijek daju bolje
rjesenje.

Usporedba konfiguracija 1 i 2: U konfiguraciji 1, kruznice k, i k3 smjeStavamo u dva
manja kuta trokuta dok su u konfiguraciji 2 kruznice k, 1 k3 ‘stisnute’ u isti kut trokuta.
Ako je kruznica k polumjera r upisana u kut 29, tada kruznica upisana u isti kut, ali blize
vrhu trokuta koja pritom dira kruZnicu &, ima polumjer x koji éemo sada izraCunati

Iz dva sli¢na pravokutna trokuta imamo

0P| = —, 3.1)
sin o
i
0S| = —— (3.2)

sing’
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Udaljenost izmedu tocaka O 1§ moZemo pisati kao

|OS| = |OP|+ x+r. (3.3)
Uvrstavanjem jednakosti (3.1) i (3.2) u (3.3)) imamo

X r
—tXx+r= ——
sin o sin o
Odavde lako dobivamo
1—siné
=7r- . 34
N Csine -4)

0
Sada je povoljno preci na kut 7 Pomocu poznatih trigonometrijskih relacija lako do-
bivamo

1+tg2‘—2$'

sind =2 -

Slika 3.5: Kut 26

Sada formulu [3.4 moZemo pisati kao
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1 —sind
1 +sind
1-2.-%

SIE9

—_
+
=

ag
S
IS,

-
[us]
SIEA

1+2-

+

-

(U]
[N
[S1541

(3.5)
1+tg?2-2tg?

1+tg? +2tg?
(1-tg%)
(1+1tg$)?

Usporedba konfiguracija 1 1 2 sada se svodi na ispitivanje nejednakosti

2

1-tg?4 o 1 -sine)’

’/‘. —_—_— r. —_— .
1+tg2§ - 1 +sina

koja se zbog uvjeta 0 < @ < 8 lako pojednostavni na sina > tg g

=r-

Dakle, konfiguracija 1 je rjeSenje ako je sina > tgg, konfiguracija 2 ako je sina <
tg g, au slucaju sina = tg’g obje (bitno razli¢ite) konfiguracije daju istu ukupnu povrSinu.
Eliminacija Malfattijeve konfiguracije: Jos ¢emo ukratko izloZiti kako se pokazuje

da Malfattijeva konfiguracija daje slabiji rezultat. Iz (2.8) znamo da su polumjeri Malfatti-
jevih kruznica jednaki

. (1+tg§)(1+tg%)'z,
1 +tg7 2
rz:(1+tgg)(1+tgg)_f’
1 +tg’ 2
LU+ +igd) -
3T 1+tg? 2

. v . . 2 2 2 2
Pripadna povrSina iznosi (r; + r; + r3)"m.

2

S druge strane, povrSina za konfiguracije 1 ili 2 izrazena je pomocu r- 1 neka dva

1 —sinéd
kvadrata polumjera oblika r - s?n
1 +siné

Oznacimo s r,, rg, r,, te polumjere.

, gdje je 0 polovina odgovarajuéeg kuta trokuta.
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Dovoljno je pokazati da

2
2,22 _ .2 2, 2,2
r1+r2+r3<r+§(ra+rﬁ+ry).

Naime, ako vrijedi ova nejednakost, onda lijeva strana ne moze biti veca ili jednaka
svim trima izrazima

2, 2,2 2,2, 2 2 2 2
U R R S o o
jer u tom slucaju zbrajanjem triju nejednakosti dobivamo
3t 4715 +13) 23 + 22 + ré + ri)
2 2, 202, 2.0, 2, 2
rtrtry>r +§(rw+rﬁ+ry).
Uz pomoc¢ trigonometrijskih transformacija traZena nejednakost pretvara se u oblik

(I+tga)* + (1 +tgB)* + (1 +tgy)?
(1 +tga’)*(1 +tgp)*(1 +tgy’)?
pri ¢emu su umjesto @, 3,y uvedene oznake

2
<1+ §(tg4 o +tgtp +tgty),

T T T
2 =-—-a,28 == -B2y == —.

Uocimo da su i 2a/,28’,2y" takoder kutovi jednog Siljastokutnog trokuta, jer su i
2a,2p, 2y takvi, a pritom vrijedi

20 +B +v) = 37”—(&+ﬁ+y):7r.

Ovdje se primjenjuje nejednakost koju je Zalgaller dokazao i objavio u prethodnom
broju istog Casopisa, a glasi
(1+tga)* + (1 +tgB)* + (1 +tgy)*
(I +1tga)*(1 +1gB)*(1 +1gy')?
gdje je

2
<C+ g(tg4 a + tg4ﬂ’ + tg4 v,

2
c=—2 2. 008355<1.
(V3+12 9

Kako je C < 1, vrijedi nejednakost koju je trebalo dokazati.

Ve¢ ovaj primjer dobro ilustrira teZinu eliminacije ostalih konfiguracija koje ne daju
optimalan rezultat. Zapravo, u ¢lanku Zalgallera 1 Losa vidi se da je eliminacija preostalih
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slucajeva joS znatno teZa te se ne moZe ukratko izloZiti u ovom radu.

Na kraju, pokazat ¢emo da u slucaju jednakostrani¢nog trokuta, pohlepni algoritam
daje vecu povrsinu nego Malfattijeva konfiguracija.

Slika 3.6: Jednakostrani¢ni trokut

Za jednakostrani¢ni trokut, relacije (2.8)) daju

Kako je tg 1—7; =2 — V3, imamo r, = %(3 ~ V3).

Ukupna povrSina krugova iz Malfattijeve konfiguracije stoga iznosi

9[1 - g)r%r.

S druge strane, ako uzmemo kruznicu upisanu u jednakostrani€an trokut i dvije kruZnice
upisane u razlicite kutove trokuta, koje diraju upisanu kruZnicu, zbroj povrsina iznosi

(r2 + 2x2)7r,

pri ¢emu iz relacije (3.3)
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1-tgf; 2
xX=r- .
1+tgf;
Sada je

P +2xr =1

Izraz u uglatoj zagradi jednak je

1 —tg Z\*
1+2( g”).
1+tg%

4
3-1 1
1+2(\/_ ) =1+2-—.
3-43 9

: . 2.
Preostaje usporediti 1 + = 19(

V3
9 2 )
Dobivamo da je

12012 Y3),
9 2
jer se pojednostavljivanjem ova nejednakost svodi na

140

V3 > — ~ 1.728395.
81

Malfattijeva. Pritom, kako je

140
V3 - <7 < 0.015,

Dakle, konfiguracija dobivena pohlepnim algoritmom doista daje povrSinu veu nego

razlika povrS§ina manja je od 1.5%.

29
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Sazetak

U radu su izloZeni glavni rezultati vezani uz klasi¢ni Malfattijev problem iz 1803. go-
dine izrezivanja tri valjka iz uspravne trostrane prizme tako da njihov ukupni volumen
bude maksimalan. Ovaj stereometrijski zadatak ocito se svodi na planimetrijski problem
smjeStavanja tri kruga unutar zadanog trokuta tako da njihova ukupna povrsina bude najveca
moguca.

Malfattijeva slutnja da optimalan raspored Cine tri kruznice takve da se svake dvije
dodiruju medusobno, a svaka pritom dira dvije stranice trokuta pokazala se pogresnom, ali
je potaknula razne konstrukcije takve konfiguracije kruznica, kao i izraCunavanje njihova
polozaja primjenom algebarskih i geometrijskih metoda.

Problem najvece povrSine pokazao se vrlo teSkim te je cjelovito rjeSenje postignuto
tek potkraj 20. stoljeca, rezultatom da pohlepni algoritam uvijek daje optimalan raspored
kruznica, povrSine vece nego za Malfattijevu konfiguraciju.



Summary

In this diploma thesis we exhibit the main results related to the classical Malfatti’s problem
(1803.) of cutting out three cylinders with maximal total volume out of a triangular prism.
This stereometric riddle can obviously be reduced to the planimetric problem of placing
three circles inside a given triangle so that they cover the largest possible area.

Malfatti’s conjecture that the optimal arrangement is achieved for three circles such
that each one is tangent to the other two and to two sides of the triangle turned out to be
wrong. However, this assumption initiated various constructions of such a configuration of
circles, as well as calculations of their position using algebraic and geometric methods.

The problem of maximizing the area proved to be very hard and the complete solution
was accomplished in the late 20th century. The result shows that a greedy algorithm always
yields the optimal arrangement of circles, with the corresponding area larger than the one
obtained by the Malfatti’s configuration.
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