Modeli urni i martingalne metode

Sebek, Stjepan

Master's thesis / Diplomski rad

2014

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:623897

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-03-29

AY)
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% 5—* Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
9, Nad
% S
O‘Pﬂ/ r‘{\t’*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:623897
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:5498
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:5498
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:5498

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Stjepan Sebek

MODELI URNI I MARTINGALNE
METODE

Diplomski rad

Voditelj rada:
prof. dr. sc. Zoran Vondracek

Zagreb, 2014.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi Clanova povjerenstva:




Sadrzaj

(3.1 Bagchi-Pal modelurnel . . . ... ... ... ... ... .........
[3.2 Shema Georgea Polye| . . . . . ... .. ... ... L.

Uvod

(1  Definicije 1 teoremi|

2 Osnovno o martingalima)

3 Opis modela urni

4 Zakon velikih brojeva za urne|

[ Centralni granicni teorem za urne|
[6  Simulacije|

il

iii

12

15
15
16
17

19

35

53

56



Uvod

Pdlyine urne je zajednicki naziv za modele koji ukljuc¢uju jednu urnu koja sadrzi kuglice
jedne, dvije ili viSe razliCitih boja. Iz urne na slu€ajan nacin izvla¢imo jednu kuglicu te,
ovisno o boji izvucene kuglice, dodamo (ili oduzmemo) deterministicki ili sluc¢ajan broj ku-
glica pojedine boje u urnu i taj postupak ponavljamo. Nas prije svega zanima asimptotsko
ponasanje distribucije broja kuglica pojedine boje u urni. Jasno je da pravila treba pazljivo
definirati tako da bi uopée bilo moguée ponavljati taj postupak beskona¢no mnogo puta i
da bi uopce imalo smisla raspravljati o asimptotskim rezultatima. Pod nazivom Pdlyine
urne se podrazumijevaju iskljucivo one urne kod kojih su pravila izmjena sadrZaja urni,
nakon izvlacenja kuglice odredene boje, definirana tako da je postupak zaista moguce be-
skonacno puta ponoviti. Takve urne ¢emo zvati i odrzivima. Povijesno gledano, modeli
urni su jako stari. Urne se spominju joS u Starom Zavjetu, a u svojim radovima ih spominje
1 puno matematicara kao Sto su Huygens, de Moivre, Laplace 1 Bernoulli. Ono §to danas
nazivamo Pdlyine urne prvi uvodi matematicar Markov.

Pdlyina urna moZze sadrzavati kuglice k razlicitih boja (k € N). Promjene u sadrzaju
urne se dogadaju u diskretnim trenucima. U svakom koraku prvo dobro promijeSamo nasu
urnu i nakon toga izvla¢imo jednu kuglicu iz nje (pri ¢emu je vjerojatnost izvlacenja
bilo koje od kuglica jednaka te iznosi jedan kroz trenutni broj kuglica u urni). Kada
izvucemo kuglicu, pogledamo koje je ona boje i1 vratimo je natrag u urnu. Ako je boja
izvuCene kuglice jednaka i, gdje je i € {1,2,...,k}, onda u urnu stavljamo A;; kuglica
boje j, j € {1,2,...k}. Opcenito, A;; moZe biti deterministi¢ka ili slucajna vrijednost te
moze biti pozitivna ili negativna. Uobicajeno je pravila izmjene sadrZaja urni, ovisno o
boji izvucene kuglice, zapisati matricno. Tu matricu nazivamo shema izmjena. U ovom
op¢enitom slucaju shema izmjena izgleda ovako

Ay Ap Ak

A A A
Ao .22 2%

A A ... Ax

pri cemu elementi u i-tom retku predstavljaju koliko se kuglica pojedine boje stavlja u
urnu ako je boja izvucene kuglice i, a elementi u j-tom stupcu predstavljaju broj kuglica
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J-te boje koji stavljamo u urnu ovisno o tom koje je boje izvucena kuglica.

Modeli urni imaju dosta Siroke primjene. U [3] autor navodi dva velika podrucja u
kojima se koriste modeli urni. Prvo je informatika gdje se modeli urni, izmedu ostalog,
koriste za modeliranje stabla traZzenja, a drugo je bioznanost gdje se modelima urni mode-
lira evolucija pojedinih vrsta i Sirenje epidemija. Mi ¢emo se u ovom radu baviti iskljucivo
teorijskim aspektom tih modela te éemo postaviti temelje za daljnje proucavanje modela
urni i eventualno nekih njihovih primjena.

Kroz povijest se raznim problemima koji su mogu opisati na jeziku urni pristupalo na
razne naCine. Nama je u srediStu interesa martingalni pristup tim problemima kojeg ¢emo
ilustrirati na jednom konkretnom modelu koji se u literaturi naziva Bagchi-Pal model urne.

Rad je organiziran tako da na samom pocetku, u poglavlju |l navodimo razne rezultate
koji ¢e nam kasnije biti potrebni. Nakon toga, u poglavlju 2, donosimo vrlo kratak uvod
u teoriju martingala. U poglavlju [3 opisujemo nekoliko razli¢itih modela urni. Jedan od
njih je Bagchi-Pal model na kojem ¢emo ilustrirati martingalni pristup rjeSavanju kljucnih
pitanja koja se pojavljuju kod modela urni, a druga dva su shema Georgea Pdlye i shema
Bernarda Friedmana $to su dva najpoznatija modela urni u literaturi. Poglavlje[]posveéeno
je prvom velikom rezultatu kojeg donosimo u ovom radu, a to je jaki zakon velikih brojeva
za urne. Nakon jakog zakona velikih brojeva za urne, u poglavlju [5| dokazujemo drugi
veliki rezultat, a to je centralni granicni teorem za urne. Na kraju, teoreme dokazane u
poglavljima [] i [5] ilustriramo simulacijama. Rezultati dobiveni simulacijama prikazani su

u poglavlju[6]



Poglavlje 1

Definicije i teoremi

U ovom dijelu rada navest ¢emo najvaznije definicije i teoreme koji ¢e nam kasnije biti
potrebni, a nisu usko vezani uz samu temu rada. Neke rezultate ¢emo dokazati, a za neke
¢emo samo dati referencu na izvor u kojem su dokazani.

Prvi takav rezultat koji ¢e nam biti vaZan je asimptotski rezultat za omjer gama funkcija.

Teorem 1.1. Neka su r i s realni brojevi. Tada vrijedi

I'(x+r) _ e

—— =X+ 0", +00.

Tx+s) @), x> oo
Dokaz navedenog teorema se moze naci u [6].

Napomena 1.2. Uocimo da iz tvrdnje Teorema slijedi da je za dovoljno velike x > 0

I
(x+r) <Cx-
I'(x+s)

S
b

gdje je C > 0 neka konstanta. Naime, tvrdnja teorema zapravo znaci da postoje xq, C; > 0
takvi da vrijedi
I'(x+r)

I'(x+s) x

<SCX N x> x.

Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je x, > max{l, ||, |s|} pa imamo

Fx+r) o |[I'(x+r) |
I'(x+s) CT(x + )
< I'(x+r) s
I'(x+s)
< Clxr—s—l
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<Cix oy
=CiX°, x=x
iz ¢ega direktno slijedi

I'(x+r)
I'(x+s)

SCiX "+ x7°

= (Ci + X'

=CxX™, x2=x
§to smo i htjeli pokazati.
Sljedeci rezultat je jedna tehnika lema koju ¢emo i dokazati, a njena tvrdnja je:

Lema 1.3. Nekaje p e R, p < 1ip # 0. Tada vrijedi

n 1
li Z"T}pk” = 1. (1.1)
n—+o0o n

1-p

Dokaz. ZapiSimo prvo doti¢ni limes na sljedei nacin

n 1 n 1 n+1 1d
S s
. k=1 kp . k=1 kp f[ xP
lim ———— = lim = (1.2)
n—+oco0 NP No+too (Nt Ld n~r
1-p | waX 1-p

Razmotrimo sada posebno prvi i drugi razlomak u gornjem izrazu. Prilikom racunanja
limesa prvog razlomka koristit ¢emo Cinjenicu da je

n+1 1 k+1 1

1 (1
— = —dx + — = —d
kZ:l:kp ‘fl‘ xP X ;(kp ‘fk xP .X')

Sto se jasno vidi sa slike[I.T} Dokaz ¢emo provesti za 0 < p < 1, ali posve analogan dokaz
1
dx.

lazi i lucai 0. Izrad . v ..dkn+1
prolazi1u slucaju p < 0. 1zracunajmo prvo cemu j€ jedna fl -

n+1 1 n+1
—dx x Pdx
X 1

n+l

x—p+1

-p+1|
_(n+ Dt e

-p+1 -p+1
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Slika 1.1: Na slici je prikazan graf funkcije f(x) = xll te je oznacena razlika izmedu sume

. 1 . B .
o1 3 1 integrala fln+ 1 dx. Za ovaj konkretan graf uzete su vrijednosti p = 2 ten = 9.

+ Dl -1
it (1.3)
I-p
Sada ¢emo malo detaljnije pogledati izraz ki, - kk+1 xl, dx, k€ {l,2,...,n}. Buduci da je
1 1 1

>—>—— . Vxelkk+l
2w ke ekl

zakljuCujemo da je

1 k+1 1 k+1 1 k+1 1 1
~ = ~dx> “dx> dx = C kell.2.....n.
% L{: o k[: o \J; G+ 17 T U+ 1y { )

Koristenjem gornjih nejednakosti dobivamo

1 k+l g 1 1
< f —d ke{l,2,...,n}. (1.4)
k

< — - < — - :
k7 oS e T ket Dy
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Iz relacije (L.4) trivijalno slijedi

O<Z”:1 f"“ld <Z”:1 L T 1
S\ ), ) 4\ T kv )T T ey

k=1 k=1

Uocimo da u ovom nasem sluc¢aju kada je 0 < p < 1, za svaki n € N vrijedi

o1
Z k—p > f _p dx
k=1 X
Sto se lako vidi sa slike Sada koriStenjem (1.5)) i dobivamo

Yhet
. k=1 kr
1< lim ——*_
n—+00 fn+1 idx
1 xP

n+1 1 1 k+1 1
ﬁ ;dX'f-ZZ:l (k_l’_fk —de)

= hm n+1
n—+oo 1
fl = dx
k+1
n+1 n 1 _ 1
_ fl ﬁdx ) Zkzl(kﬂ fk X7 dx)
= lim =——— + lim

n+1 n+1
n—+oo j{ 1 dx n—+oo ﬁ 1 d.x

X
1

<1+ lim —2&
n—+oo (n+1)!-P—1
1-p
1
. (1)
=1+(1=p) lim —="
(=p) Iim = =1
1-0
=1+(1- = 1.
=P o7

Po teoremu o sendvicu iz gornjeg raspisa slijedi

Yol
. k=1 kpr _
nlirpm n+1 ld - 1'
1 w 4X
Sada joS samo treba pokazati
n+l
tim ST
1 —_— =
n—+oo n'=r

1-p

i onda ¢e iz relacije (I.2) slijediti tvrdnja leme. Koristenjem relacije (1.3]) dobivamo

n+1 n+1)!-P—1
fl Lax ' D 71 )_

(1.5)

(1.6)
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. (n+ D -1
= lim
n—+oco nl-»
=
) 1\ 7 1
= lim {1+ — -—1=1
n—+oo n nl—l’
Dakle,
n 1 n 1 n+1 1 d n 1 n+1 1 d
. kel r D=1 77 f w ax ) 2=l ) f w ax
lim lk—l kA = = lim K lim & = =1-1=1
n—+co N n—o+eo (M1 1 dx n_, n—too (M1 1 dx " n—,
1-p 1 xP 1-p 1 xP I-p
O

Sto je 1 trebalo pokazati.
Jo§ jedan rezultat koji ¢e nam kasnije biti potreban je tzv. Toeplitzova lema koja glasi

Lema 1.4. Neka je (a,; : n, j € N) dvostruki niz realnih brojeva takav da vrijedi

(@ AC>01td ) la,l<C, VneN,
j=1
(ii) lim Z a,j =1,
n—>+c>o
VjeN.

(iii) lim a,; =0,
n—+oo
n € N) niz u Banachovom prostoru (X, ||-||) takav da je lim, .., x, = x

Neka je (x, :
Definiramo niz (y, : n € N) na sljedeci nacin

Tada vrijedi
lim y, = x.

n—-+o00

Dokaz. UoCimo kao prvo da je niz (y, : n € N) dobro definiran. Naime, vrijedi

(e8] (o8]
D llancill = lanl il < (supnx ||)Z la| < +o0

Sto jasno slijedi izi Cinjenice da je svaki konvergentan niz omeden. Dakle, red 3, a,;x;
je apsolutno konvergentan pa je i konvergentan. Zbog bez smanjenja opcenitosti,
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mozemo pretpostaviti da je x = 0. Pretpostavimo da je tvrdnja dokazana u slucaju kada je
x = 0. Neka je sada lim,,_, ;, X, = x, pri ¢emu je x # 0. Definiramo

/

X, =x,—x, YneN.

Jasno je da vrijedi lim,,_, . X, = 0 pa iz pretpostavke da tvrdnja teorema vrijedi za nizove
koji konvergiraju u O slijedi

[ee] [ee]
) , )
lim apjx; =0= lim apj(x;j—x)=0
n—+oo n—+oo
J=1 Jj=1
[ee] [ee]
= lim ajxj— lim apjx =0
n—+oo n—+00
J=1 J=1
[ee] [e6]
= lim a,jxj = x lim ayj
n—+oo n—+oo
=1 j=1
(o)
@ .
= lim anjXj =X
n—+oo N

=1

Sto je upravo tvrdnja leme. Dakle, zaista je dovoljno dokazati lemu samo u slucaju kada
je x = 0, tj. dovoljno je pokazati da je u tom slucaju lim,_,, y, = 0. Neka je sada € > 0
proizvoljan, ali fiksan. Buduéi da je lim,,_,, x, = 0, jasno je da za nas € > 0 postoji N € N
takav da je ||lx;|| < 5=, j > N. Takoder, uofimo da zbog Vrijedi

€

N b
2Zj:1 ”xJ”
€

N b
22/:1 [l

dnieNnzn = |an1| <

dn, eN,n = ny, = la| <

€
S
25N Il

Neka je sada ny := max{n, ns,...,ny}. Tada n > ny povlaci

dny € N,n > ny = la,n| <

|anj|< V]€{1,2,,N}

€
N b
2Zj:1 ”x]”

Dakle, za n > ny vrijedi:

[
Ill < > Nl
J=1
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N 00
= > lanlllxll+ D lanl Il
<

j=N+1

<33T 1” i Z I/l + Z |

] =N+1

Uocimo da gornja nejednakost trivijalno vrijedi 1 u slucaju kad je izraz Z?jzl |lx;|| jednak
nuli jer je tada ||x;]| = [|Ix;]| = ... = ||xyll = O pa je prvi pribrojnik u drugom redu gornje
relacije jednak nuli. Zbog proizvoljnosti od €, ovime smo pokazali da za svaki € > 0 postoji
ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi ||y,|| < € Sto po definiciji znaci da niz (y, : n € N)
konvergira u 0 $to smo i trebali pokazati. O

Nakon same Toeplitzove leme navodimo i jednu njenu trivijalnu posljedicu 1 upravo je
to rezultat koji ¢emo iskoristiti u nastavku rada.

Korolar 1.5. Neka je (a,; : n,j € N) dvostruki niz realnih brojeva te neka vrijede pret-
postavke [()] i kao u Lemi Neka umjesto pretpostavke [(it)| vrijedi malo opCenitija
pretpostavka

(&9

lim Y a,;=a>0. (1.7)
n—+o0o
J=1

Neka je (x,, : n € N) niz u X koji konvergira prema x te neka je niz (y, : n € N) definiran sa

(o)
Vn = E aujX;j.

J=1

Tada vrijedi

lim y, = ax.

n—+oo
Dokaz. 1z dokaza Leme znamo da je niz (y, : n € N) dobro definiran. Definirajmo
sada dvostruki niz realnih brojeva (a,; : n, j € N) tako da je

a.
a.:=—2 VnjeN.
a
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Za dvostruki niz realnih brojeva (a;; : n, j € N) vrijedi

(o] (o] (o)
, ayj 1 @ C
Dlagl=> |2 == Y laj <=, VneN,
. : a a‘ a
J=1 J=1 Jj=1
[ee] [s6] (e8]
apj 1 [T7)
lim a .= lim — = — lim Za,,] = 1,
n—+oo n—+oo & a a n—+oo &
Jj=1 J= J=1
. . Qnj . iii )
lim a); = lim =~ lim anjO, VjeN.
n—+oo n—+oo (g a n—+oo

Sada iz (I.8), (1.9) i (I.10), koristenjem Leme [1.4]slijedi

[

lim a, xi=x
n—+oo nd
J=1
iz Cega trivijalno imamo
(o) (o) [
lim y, = xj=alim Yy =q li X =
yp = lim a,jX; = a lim x;=a lim a,;xj = ax

n—+oo n—+oo n—+oo - a n—+oo

J=1 J=1 J=1

Sto je 1 trebalo pokazati.

10

(1.8)

(1.9)

(1.10)

O

Sljedeci rezultat koji navodimo u ovom poglavlju govori o tome uz koje uvjete konver-
gencija po mjeri povlaci konvergenciju u srednjem reda p. Dokaz teorema se moze pronaci

u [2]] na 71. stranici (Teorem 7.8).

Teorem 1.6. Neka je (f, : n € N) niz funkcija u L? prostoru koje konvergiraju po mjeri

prema funkciji f, te neka je g € L takva da vrijedi

/(0] < 8(x), g.5.

Tada je f € L? i niz (f, : n € N) konvergira prema funkciji f u L”.

Na kraju ovog poglavlja navodimo jos jednu definiciju i jedan teorem.

Definicija 1.7. Suma reciprocnih vrijednosti prvih n prirodnih brojeva naziva se n-ti har-

monijski broj. Oznacavamo ga s H,. Dakle

anz”:%’ neN.
k=1
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Teorem koji zadnji navodimo u ovom poglavlju govori o asimptotskom ponaSanju gore
definiranih harmonijskih brojeva i trebat ¢e nam prilikom dokazivanja najvaznijeg rezultata
naSeg rada, a to je takozvani centralni grani¢ni teorem za urne.

Teorem 1.8. Za svaki n € N vrijedi
1
H, =logn +y+0(—),
n

gdje je v € R Eulerova konstanta.

Dokaz navedenog teorema moze se pronaci u [[1] na 55. stranici (Teorem 3.2).



Poglavlje 2

Osnovno o martingalima

U ovom poglavlju uvodimo pojam martingala. Na pocetku dajemo formalnu definiciju
diskretno vremenskog slucajnog procesa.

Definicija 2.1. Neka je (Q,F) izmjeriv prostor te neka je za svaki n € Z, X, slucajna
varijabla na (Q,F). Familija X = (X, : n > 0) naziva se slucajni proces (s diskretnim
vremenom,).

Prije same definicije martingala, moramo jo$§ uvesti pojam filtracije i adaptiranosti
slucajnog procesa s obzirom na neku filtraciju.

Definicija 2.2. Neka je (2, F) izmjeriv prostor. FamilijaF = (¥, :n > 0) o- podalgebrl od
F takvih da je T, € Fn41 za svaki n > 0 zove se filtracija. Slucajni proces X = (X,, : n > 0)
zove se adaptiran s obzirom na filtraciju F = (¥, : n > 0) ako je za svakin > 0 sluca]na
varijabla X,, F, izmjeriva.

Sada smo spremni definirati pojam martingala.

Deﬁnicija 2.3. Neka je (Q,F ,P) vjerojatnosni prostor, E = (¥, : n > 0) filtracija te
= (X, : n = 0) slucajni proces. Pretpostavimo da je X adaptiran s obzirom na F te da je
EIX | < +0o za svako n > 0. X se zove martingal (preciznije, (F, P)-martingal) ako vrijedi

B[ X1 | Frl = X, g5, Vn>0.

Osim pojma martingala, u nastavku rada ¢e jako bitnu ulogu imati pojam martingalnog
niza.

Definicija 2.4. Neka je (Xoi» Frnir 1 <0< k,) martingal za svakl n > 1, neka dvostruki niz
o-algebri (,;,1 <i<k,n>1) zadovol]ava Foni S Forrir 1 <1< ky, n > 1, te neka je
(k, : n € N) rastuci niz prirodnih brojeva za koji vrijedi hmn_,Jroo k, = +oo. Tada dvostruki

12
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l’liZ (Xn,ia 7—'11,1'5 1 I < ns

k, 1) zovemo martingalni niz. Niz (S,;,1 <i<k,,n > 1) gdje je
Sn,i = Xn,i _an 1> 1<i

n>
<k, n>=1, (X, =0)zovemo niz martmgalnzh razlika.

Na kraju ovog kratkog uvoda u teoriju martingala navodimo jedan veoma vazan te-
orem. To je centralni grani¢ni teorem za martingale. Nakon samog teorema, navest ¢emo i
jedan njegov korolar. Upravo taj korolar ¢emo kasnije iskoristiti da bismo dobili najvazniji
rezultat koji navodimo u ovom radu. Prije samog teorema i korolara definirat ¢emo pojam
kvadratno-integrabilnog slucajnog procesa.

Definicija 2.5. Slucajni proces (X, : n > 0) za koji vrijedi EX?> < +00 za sve n > 0 zove se
kvadratno-integrabilni slucajni proces.

Sada smo spremni za iskaz martingalnog CGT.

Teorem 2.6. Neka je (X,;, Fpni, 1 < i< k,,n > 1) kvadratno- mtegrabllm martingalni niz s
ocekivanjem nula te s pripadnim nizom martingalnih razlika (S ,;,1 <i < k,,n > 1) i neka
je n* gotovo sigurno konacna slucajna varijabla. Pretpostavimo da vrijedi

1mai< S .l —>() (2.1)
k}l
Z $2. 50, (2.2)
E [max S <D, VmneN, (2.3)
1<igk,

gdje je D > 0 neka konstanta. Tada niz (X,x, : n € N) konvergira po distribuciji prema
sluc¢ajnoj varijabli Z, tj. vrijedi

gdje je Z sluc¢ajna varijabla s karakteristicnom funkcijom

wz(t) =E [exp (—%UZIZ)] .

Dokaz navedenog teorema moZze se pronaci u [4] na 60. stranici (Teorem 3.2). Korolar
navedenog teorema, koji ¢e nama kasnije trebati, glasi:
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Korolar 2.7. Neka je (X, Fni, 1 <i< ky,n > 1) kvadratno-integrabilni martingalni niz s
ocekivanjem nula te s pripadnim nizom martingalnih razlika (S ,;, 1 < i <k,,n > 1) i neka
jen? gotovo sigurno konacéna sluc¢ajna varijabla. Ako pretpostavke (2.1) i (2.3)) iz Teorema
2.6] zamijenimo s uvjetnim Lindebergovim uvjetom

kn
D EIS2 s, pa | Frii] — 0. Ve>0 (24)

i=1

te ako pretpostavku [2.2)) iz Teorema zamijenimo analognim uvjetom na uvjetnu vari-
jancu

kn
P
U2, = D BIS | Fuii]l — (2.5)
i=1

tada tvrdnja Teorema[2.6i dalje vrijedi.



Poglavlje 3

Opis modela urni

3.1 Bagchi-Pal model urne

Nakon $to smo se upoznali s pojmom martingala 1 martingalnog niza, prelazimo na opis
konkretnog modela na kojem ¢emo ilustrirati martingalni pristup rjeSavanju problema urni.
Pretpostavimo da imamo odrzivu urnu koja sadrzi bijele i zelene kuglice pri ¢emu
shema izmjena izgleda ovako
a b
A= . 3.1
“ ) 3.1

Kao $to je vec¢ ranije objasSnjeno, prvi redak, odnosno prvi stupac se odnosi na bijele ku-
glice, a drugi redak i drugi stupac se odnose na zelene kuglice, tj. ako izvu¢emo bijelu
kuglicu, nakon §to ju vratimo natrag u urnu, ubacit ¢emo u urnu jo$ a bijelih i b zelenih
kuglica, a ako izvucemo zelenu kuglicu ¢emo, nakon S$to tu zelenu kuglicu vratimo na-
trag, ubaciti joS ¢ bijelih 1 d zelenih kuglica u urnu. Urne kod kojih se javljaju samo dvije
razlicite boje kuglica nazivamo dikromatskim urnama. Mi ¢emo u ovom radu razmatrati
samo jednu klasu dikromatskih urni. To su takozvane Bagchi-Pal urne. Pretpostavka kod
te klase modela je ta da je zbroj elemenata u svakom retku sheme izmjena jednak, tj. da
vrijedi a + b = ¢ + d, uz oznake kao u (3.1)). Oznacimo s K tu zajednicku sumu elemenata
u pojedinom retku. Dakle,
K=a+b=c+d.

Kako ne bismo imali problema s odrzivosti urne, dodatno ¢emo pretpostaviti da su svi ele-
menti sheme izmjena (3.1)) pozitivni. To posebno znaci i da je K > 0. Iako bi sve rezultate
mogli izraziti u terminima matri¢nih elemenata sheme izmjena, puno je ljepSe prijeéi na
svojstvene vrijednosti matrice A, definirane u (3.1)). Pokazat éemo da su svojstvene vrijed-
nosti doti¢ne matrice jednake 4; = K te 4, = a — c¢. Uo¢imo da je slu€aj kada je 1, = 0, tj.

15
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kada je a = ¢ zapravo trivijalan. Naime, u tom slucaju shema izmjena ima oblik

a K-a

A - ( )’

a K-a
a takav model nema u sebi nikakvu slucajnost jer se u svakom koraku, bez obzira na boju
1izvucene kuglice, u urnu dodaje a kuglica bijele 1 K — a kuglica zelene boje. Stoga ne¢emo
razmatrati slucaj kada je 4, = 0. Osim Sto ¢emo u nastavku rada razmatrati samo situaciju
kada je 4, # 01 kada su svi elementi sheme izmjena pozitivni, kljuna pretpostavka svih

asimptotskih rezultata vezanih uz Bagchi-Pal model urne, koje ¢emo dokazati, ¢e biti da je
A < 34, tj. iskazano u terminima matri¢nih elemenata

a—c<%(a+b). (3.2)

Prije no Sto krenemo u detaljnije razmatranje Bagchi-Pal modela urne, tj. asimptotskog
ponasanja distribucije broja kuglica pojedine boje u tom modelu, spomenut ¢emo dva,
povijesno gledano, najpoznatija modela urni. Oni su u literaturi poznati kao shema Georgea
Pélye, odnosno shema Bernarda Friedmana. Svaku od tih shema ¢emo ukratko opisati
te ¢emo navesti najvaznije rezultate vezane uz asimptotsko ponasanje distribucije broja
kuglica u tim modelima. Takoder ¢emo se osvrnuti 1 na to kako se ti modeli uklapaju u
model za koji dokazujemo asimptotske rezultate i na kojem ilustriramo martingalni pristup
rjeSavanju problema urni, a to je ve¢ spomenuti Bagchi-Pal model koji dodatno zadovoljava

pretpostavku (3.2)).

3.2 Shema Georgea Polye

Shema izmjena u slu¢aju modela Georga Pélye ima sljedeci oblik

A= (g 2) (3.3)

Dakle, ako u nekom koraku iz urne izvuc¢emo kuglicu bijele boje, nakon S$to ju vratimo
u urnu, u urnu ¢emo staviti joS a kuglica bijele boje (a je pozitivan cijeli broj), a ako
izvuéemo zelenu kuglicu, u urnu ¢emo staviti jo§ a zelenih kuglica, nakon $to vratimo
izvucenu kuglicu u urnu. Znadi, svaki put kada izvu¢emo kuglicu iz urne, vratimo je
u urnu, te dodamo jo$ a kuglica izvucene boje. Uocimo da je ovaj model samo jedan
poseban slucaj opéenitog Bagchi-Pal modela urne jer i ovdje vrijedi da je suma elemenata
svakog pojedinog retka sheme izmjena jednaka. Ipak, rezultati koje ¢emo dokazati nece
vrijediti za model Georgea Pélye jer on ne zadovoljava relaciju (3.2). Naime, u slu¢aju
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sheme Georgea Pdlye vrijedi a — ¢ = a1 a + b = a tako da taj model ocito ne zadovoljava
klju¢nu pretpostavku (3.2).

Prije nego $to navedemo najvazniji asimptotski rezultat vezan uz shemu Georgea Pdlye,
moramo uvesti neke oznake. Neka je W, broj bijelih kuglica u Pdlyinoj urni nakon n
izvlacenja, G, broj zelenih kuglica nakon n izvlaCenja, a 7, ukupan broj kuglica u urni
nakon n koraka, tj. 7, = W, + G,. Posebno, W,, Gy i 79 oznaCavaju broj bijelih, zelenih,
odnosno ukupni broj kuglica u urni prije prvog koraka. To su takozvani pocetni uvjeti. U
slucaju Pélyine urne vrijedi sljedeéi teorem:

Teorem 3.1. Neka je W, broj bijelih, a T, ukupan broj kuglica u Pélyinoj urni nakon n
izvlacenja te neka je shema izmjena doti¢ne urne dana s (3.3). Tada vrijedi

W, d (W() G())
— Bl—=, =).
T, a a
Teorem su dokazali Pélya i Eggenberger 1923. godine i dokaz se moZe naci u [5] na 53.
stranici (Teorem 3.2). Vrlo zanimljivo je uociti da je asimptotska distribucija u potpunosti

odredena poCetnim uvjetima.

3.3 Shema Bernarda Friedmana

Model urne Bernarda Friedmana opisan je sljede¢om shemom izmjena:

Dakle, u urni opet imamo kuglice dvije razlicite boje i svaki put kada izvuc¢emo kuglicu
iz urne, vratimo je u urnu, te dodamo jo$ a kuglica izvucene boje te ¢ kuglica suprotne
boje, gdje su a i ¢ pozitivni cijeli brojevi. Takoder, pretpostavljamo da su a i ¢ medusobno
razliciti jer inae imamo degenerirani slu¢aj u kojem nema nikakve slu¢ajnosti.

Kao i u proSlom odjeljku, s W, ¢emo oznaciti broj bijelih kuglica, s G, broj zelenih
kuglica, a s 7, ukupan broj kuglica u urni nakon n izvlaenja. MozZe se pokazati da za
model urne Bernarda Friedmana vrijedi

neovisno o a i c¢. U slucaju a > c to je prilicno zacudujuce.
Sto se tice rezultata vezanih uz asimptotsku distribuciju broja kuglica odredene boje
u urni, situacija je vrlo zanimljiva. Prije navodenja samih rezultata, radi jednostavnosti

uvedimo oznaku a—c

a+c
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Asimptotska distribucija se bitno razlikuje u ovisnosti o tome da li je p < %, o= % ilip > %
Teoreme koje navodimo dokazao je Freedman 1965. godine u [3]. Prvi od njih glasi:

Teorem 3.2. Neka je W, broj bijelih kuglica u nedegeneriranoj urni Bernarda Friedmana
nakon n izvlacenja. Ako je p < %, onda vrijedi

Wn—%(a+c)ni) (() (a—c)z)
v A1 -2p))

Tvrdnja ovog teorema Ce biti trivijalna posljedica teorema kojeg ¢emo dokazati na sa-
mom kraju ovog rada. Sljedeéi slucaj koji promatramo je slucaj kada je p = % Tada vrijedi
teorem:

Teorem 3.3. Neka je W, broj bijelih kuglica, a G,, broj zelenih kuglica u nedegeneriranoj
urni Bernarda Friendmana nakon n izvlacenja. Ako je p = % onda vrijedi

W, -G,
D 4 N, (@ - o).
Vnlogn

Zanimljivo je da se u gornjem teoremu u nazivniku lijeve strane ne pojavljuje veli¢ina
v/n, koja je tipi¢na za centralne grani¢ne teoreme kod kojih je grani¢na distribucija nor-
malna, nego je ovdje za konvergenciju po distribuciji prema normalnoj razdiobi potrebno
dijeljenje s y/nlogn.

Zadnja situacija koju razmatramo je kada je p > % U tom slucaju je asimptotsko
ponasanje distribucije broja kuglica u urni bitno drugacije nego u slucajevima kada je p <
%. Naime, u tom slucaju vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 3.4. Neka je W, broj bijelih kuglica, G, broj zelenih kuglica, a T, ukupan broj
kuglica u nedegeneriranoj urni Bernarda Friendmana nakon n izvlacenja. Ako je p > 1

b
onda vrijedi

W,-G, d
£ 1 _57
[

gdje je Z nedegenerirana sluc¢ajna varijabla.

O distribuciji slu€ajne varijable Z se zna jako malo. Moze se pokazati da u slucaju
kada je W, = G, vrijedi da je Z simetri¢na sluCajna varijabla, ali nije normalna. Kao Sto
smo napomenuli, slucaj kada je p < % je poseban slucaj Bagchi-Pal modela urne kojeg
razmatramo u nastavku rada, a o ostala dva slucaja se vise informacija moZe naci u [3] i

[S].



Poglavlje 4

Z.akon velikih brojeva za urne

Nakon §to smo u prethodnom poglavlju napravili kratak pregled rezultata vezanih uz dva
najpoznatija i najvaznija modela urni u literaturi, u ovom dijelu rada poc¢injemo detaljno
proucavati Bagchi-Pal model urne te navodimo rezultat kojeg ¢emo zvati slabi zakon ve-
likih brojeva za urne. On govori o tome kako se asimptotski ponaSa omjer broja kuglica
pojedine boje i broja koraka 1 to bas u slu¢aju Bagchi-Pal modela urne koji zadovoljavaju
viSe puta spomenutu pretpostavku (3.2).
Neka je i ovdje W, 1 G,, broj bijelih, odnosno zelenih kuglica u urni nakon n izvlacenja
te neka je 7, = W, + G,, ukupan broj kuglica u urni nakon » izvla¢enja. Budu¢i da mi
promatramo klasu urni u kojima je zbroj elemenata u svim recima sheme izmjena jednak,
jasno je da se u svakom koraku ukupni broj kuglica u urni poveca za to¢no K, odnosno 4;.
Dakle, vrijedi
T, =Kn+71y=A4n+1, 4.1)

gdje je 1o poCetni broj kuglica u urni. Iz (@.1)) trivijalno slijedi

— — . 4.2)
n

Oznadimo s v = (v;,v»)! svojstveni vektor matrice A” pridruZen svojstvenoj vrijednosti

Ay te s u = (uy,uy)” svojstveni vektor matrice A pridruZen svojstvenoj vrijednosti A,. Iz

tehnickih razloga ¢emo pretpostaviti (§to mozZemo napraviti bez smanjenja opcéenitosti jer

¢emo vidjeti da u sluaju koji je nama od interesa vrijedi v; +v, # 0) da je suma komponenti

vektora v jednaka 1. Dakle, za vektore u i v vrijedi

ATy = A,
Au = u, 4.3)
vi+vy =1.

19
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Buduc¢i da ¢emo na jako puno mjesta koristiti spomenute svojstvene vrijednosti 4; i 4, te
pripadne svojstvene vektore u i v, sada ¢emo ih eksplicitno izracunati. Neka je

a b
=l
matrica za koju vrijedi a + b = ¢ + d = K. Odredimo prvo karakteristi¢ni polinom te
matrice.

ka(A) =

a—A b '
d- 21

=(a—A)(d - ) —bc

=2 —al—dA+ad- bc

=2 = (a+d)A + (ad - be).

Sada koriste¢i b = K —a, d = K — ¢ te Cinjenicu da su svojstvene vrijednosti matrice
zapravo nultocke njenog karakteristicnog polinoma imamo

(a+d)+ (a+d)?—4(ad — bc)

A1p = >
_(a+d) £ Va® +2ad + d? — 4ad + 4bc
B 2
_(a+ad)+ Va2 - 2ad + d? + 4bc
B 2
_(a+d)+ (a—d)?+4bc
B 2
_(a+(K-0)x Jla+c-K?+4K -a)
B 2
_(@a+K-o)=+ Va? + ¢ + K2 + 2ac — 2aK - 2Kc¢ + 4Kc¢ — 4ac
B 2
_(@+K-0o)=* Va? + ¢ + K2 — 2ac — 2aK + 2Kc
B 2
_(@+K-co)+ la-c-K)?
B 2
_(@+K-0o*la-c-K|
> i

Dakle, svojstvene vrijednosti su

a+K—-c—a+c+K
A = 5 = K,
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+K-c+a-c-K
1 =2 62" S (4.4)

Znamo da za realne matrice vrijedi o(A) = o (AT) $to posebno znaci da je 4, ujedno i
svojstvena vrijednost matrice A”. Sada éemo izracunati vektore u i v. Znamo da je vektor v
svojstveni vektor matrice AT pridruZzen svojstvenoj vrijednosti A;, dakle, v € Ker(AT —A,1).
Analogno, u € Ker(A — A,1). Vrijedi sljedece:

_[a ¢ A 0) (a-K c (b ¢
== i) =(o o) =5 aSe)= (0 %)

_fa b A 0) (a-(a-c) b _[c b
A_M‘(c a’)_(O /12)_( c d—(a—c))_(c b)'

Buduéi da mi promatramo isklju¢ivo modele kod kojih su svi elementi sheme izmjena
pozitivni, trivijalno slijedi
c b\
V=l7T—"y7T77 ’
b+c b+c

S

b \
u :(_, 1) | (4.5)
c
Neka je sada
W,
Z, = (Gn)’ n>0
te neka je

X,=u'7Z,, n>0.
Uocimo da je za dovoljno velike n, |X,| ograni¢en s C'n, gdje je C' = 21, max{|u|, [usl}.

Naime, vrijedi

|Xn| = |uTZn|

= (l/ll, uZ) (gn)

= |u1Wn + MZGnl
< |M1|Wn + |u2|Gn
< max {|u, lua| (W, + G,,)

= max {|u|, |uz|}T,

{
= max {|uy|, |us|}(A1n + 70)
{

< max {|u|, us[}(A1n + Ayn)
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= 2max {|u|, [uz[}1n
=C'n,

pri ¢emu smo iskoristili da je 7, = A4yn + 79 te da je 79 < A;n za dovoljno velike n Sto
je istina jer je 4; = a + ¢, a pretpostavka je da su svi elementi sheme izmjena pozitivni.
Pokazat ¢emo da iz ovoga slijedi da postoji konstanta C; takva da je |X,| < Cyn za svaki
n € N. Neka je n; € N takav da je |X,| < C'n za n > n;. Definirajmo C” na sljedeci nacin

C” == max {IXy],1Xal, ..., Xy}
Ocito vrijedi
X, <C”"<C’n, n<n.

Znaci, imamo

Uzmimo sada C; = max (C’, C”). Jasno je da tada vrijedi
X, < Cin, VneN. (4.6)

Oznacimo s F; o-algebru generiranu s Xy, X, ..., X;. Sljedece Sto Zelimo izraCunati je
E[VX, | F.-1], gdje je VX, = X,, — X,,_;. U samom racunu pojavit ¢e se izrazi E[W, | F,_]
i E[G, | F.-1] pa ¢emo se prvo malo viSe posvetiti njima. E[W, | F,-1] je oCekivani
broj bijelih kuglica u urni nakon » koraka, ako znamo sve §to se dogadalo do prethodnog
koraka, tj. u prvih n — 1 koraka. Buduc¢i da je shema izmjena za naSu urnu dana s

-t

lako se vidi da je

W,, G,
E[W, | Fot] = W,y + a—=L + c=2L, (4.7)
Th-1 Tp-1

Naime, ocekivani broj bijelih kuglica u urni nakon n koraka jednak je broju bijelih kuglica
u urni nakon n— 1 koraka (Sto je upravo W,_;) uvecanom za a ako u n-tom koraku izvu¢emo
bijelu kuglicu, odnosno uve¢anom za ¢ ako u n-tom koraku izvu¢emo zelenu kuglicu. To
se jasno vidi iz sheme izmjena. Sada je jo§ samo pitanje kolika je vjerojatnost da mi u
n-tom koraku izvu¢emo bijelu, odnosno zelenu kuglicu. Pa bududi da je u trenutku n — 1
u urni 7,_; kuglica od kojih je W,_; bijelih te G,_; zelenih, a vjerojatnost izvlaCenja svake
od kuglica je jednaka i iznosi jedan kroz ukupan broj kuglica u urni, o€ito je vjerojatnost
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izvlaCenja bijele kuglice u n-tom koraku jednaka x:%l’ a vjerojatnost izvlacenja zelene

f”‘l‘ . Na posve analogan nacin dolazimo i do relacije
-

kuglice u n-tom koraku je

w,_ G,
L+ d L

Tn-1 Tn-1

E[Gn | 7:n—l] = Gn—l +b

Sada smo spremni za racunanje izraza E[VX,, | F,_1]:

E[VX, | Fr1] = BIX, — X1 | Fi]
= E[X,, | Fu-1] — E[Xoo1 | Fri]
= E[MTZn | Fn1] = X
= Eluy W, + waG,, | Frt] — X
= um EB[W, | Fra] + nEIG, | Fr1] — Xo

W, G, W, G-
:ul(Wn_1+a 1'|‘C 1)+M2(Gn_1+b 1+d ! - X
Th-1 Tn-1 Tn-1 Tn-1
1
= Wht + u2G,y) + ((wr1a + u, L)W,y + (uic + uxd)G,_y) — X,
n—1
1 a c\(W,_
=Xy + a(ul, us) (b d) (Gn—l) = X1
1
=—u'A’z,,
Tn-1
1 T
= (Au)' Zy-
Tn-1
1 T
= (/1211) Zn—l
n—1
A
= =W'Z,)
n—1
A
= 22X, ..
Tn-1
Dakle,
A
E [VX,, - 22X, 7—;_1] = 0. (4.8)
Th-1
Definirajmo sada slu€ajni proces (M, : n € N) tako da za svaki n € N vrijedi
A
Mn = V)(n - _ZXn—l
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Iz (.8) vidimo da je E[M, | F,-1] = 0, tj. da proces (M, : n € N) predstavlja martingalne
razlike. Takoder, bitno je uociti da vrijedi

E[M,] = E[E[M, | 4111 = 0. (4.9)

Sljedece Sto Zelimo je naci konstante 8;, € R, j € {1,2,...,n} takve da izraz
Va= Y BiuM,
j=1
bude dobra aproksimacija za X, tj. Zelimo da vrijedi

Vn = Zﬁj,nMJ = Xn + €,
j=1
gdje je €, greska koja je dovoljno mala da ne utjeCe na asimptotske rezultate. Tada e

asimptotski rezultat za V,, ujedno biti i asimptotski rezultat za X,. Uocimo da iz (4.9) i
linearnosti ocekivanja trivijalno slijedi

E[V,] =E

Zﬁj,nMj} = Zﬁj,nE[M j1=0. (4.10)
j=1

J=1

Da bismo dosli do Zeljene aproksimacije, tj. do koeficijenata §;,, izjednaCavamo Kkoefici-
jente uz X, k € {0, 1, ...n} uizrazu X, + €, = V,,. Dakle, imamo

X,+e, =V,

= Zﬁj,nMj
=1
:ﬁn,nMn +ﬁn—l,nMn—l +ﬁn—2,nMn—2 + ... +ﬁl,nM1

A A2
:ﬁn,n Xn - Xn—l - Xn—l +ﬁn—l,n Xn—l - Xn—Z - T Xn—2

n—1

A
+ﬁn—2,n Xn—2 - Xn—S - T 3Xn—3

A
+Bia| X1 —Xo— —Xo].
To

Pazljivim izjednacavanjem koeficijenata uz X; s lijeve i desne strane gornje jednakosti
dobivamo

Xn = ﬁnan
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A
0= _ﬁn,an—l _ﬁn,nT_ZXn—l +ﬁn—1,an—l

n—1
A
0= _,Bn—l,an—Z _ﬁn—l,nT_Xn—Z +,8n—2,an—2
n-2

A
& = —B1.Xo —ﬁl,nT—ZXo. (4.11)
0

Iz prve jednadZbe, tj. izjednacavanjem koeficijenata uz X, na lijevoj i desnoj strani dobi-
vamo f3,,, = 1. Druga jednadZzba daje

A2
ﬁn—l,n = ,Bn,n +,8n,nT_

n—1

Iz trece jednadzbe slijedi

A
IBn—Z,n = IBn—l,n + ﬁn—l,n
Tn

:ﬁn—l,n (1 + /12 )

-2
Th-2
A

A
= (1 + 2 )(1 + )
Tn-1 Tn-2

Lako se vidi da, ako induktivno nastavimo, za ostale 3, dobivamo

n—1 1
Bin=] | (1 + T—i) 4.12)

k=j

Na kraju, iz jednakosti (4.11)) dobivamo
A

€ = —B1.,Xo — B1,—Xo
To
A
= —ﬁl,nxo(l + —2)
To

n—1
A A
=Xl +— | | 1+—
0( TO) ( Tk)

k=1
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n—1 1
_ —Xol—[(l N T—i) (4.13)

k=0

Sada nas zanima asimptotsko ponaSanje koeficijenata 5;,. Vrijedi sljedeci niz jednakosti

|
—_

n

A
IBj,n: 1+_2)

Tk

T
—_ .

T, + /12
Tk

S benl
L3

_ T0+/11k+/12
B T0+ﬂ.1k

T
—

R k+%]
e Lk
1) (k+ =52)
) (k+ %)
CT(n+m2) T(j+ )

Dlne ) T(+25)

4.14)

Iz Teorema tj. iz Napomene znamo da postoji ny € N takav da za svaki n > ny
vrijedi
r (n + %) 2
— 2L Cnh
r (n + ;—?)
za neku konstantu C > 0, pri ¢emu smo iskoristili

T0+12 To . /12
A A

Sada ¢emo ocijeniti koeficijente 5, ovisno o tome da li je j < ng ili j > ny. Buduci da nas
zanimaju asimptotski rezultati kad n teZi u beskonac¢no, uvijek ¢emo pretpostavljati da je n
dovoljno velik, tj. u ovom slucaju, da je n > ny. Razmotrimo prvo situaciju kada je j < ny,
n > ny. Definirajmo M na slijedeci nacin

r(j+2)

r(j+ )

M = max{
A1

,j:1,2,...,l’l0—1}.
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Jasno je da za j < ng, n > ny vrijedi sljedece

Pln+ i) TU+3)

ﬁj,n - T . T0+A

Pln+ %) T(+2)

[(n+ Tt
<M ( A1 )

F(n + ﬁ)
A
< MCn. (4.15)
1z ovog direktno slijedi da je
2 20 = 2

Bin <M Cntt =Cnh (4.16)

za neki C > 01 za svaki J < ng, n > ng. Promotrimo sada detaljnije situaciju kada je
Jsn > ny. U toj situaciji opet moZemo primijeniti Teorem [I.1] (odnosno Napomenu [I.2)) na
izraz

10+ A2
F(n + = )

T0 ’
r (l’l + Z)
ali ovog puta 1 na izraz
i+ To
F(] + /11)
. To+A> >
I (J + A )
¢ime dobivamo

IB A m
n T T
Clre i) TU+m5)
L o
< Cnt C]_ﬂ
Q
n\t
=C? (—) (4.17)
J
iz Cega direktno slijedi
2 2
T ~ T
B, < (f) - c(f) (4.18)
’ J J

zaneki C > 01i za svaki J = no, n > ny. Analogno, takoder koristeci Teorem dobivamo

€, = O(nﬁ) (4.19)
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Naime, vrijedi sljede¢i niz jednakosti

n—1
A A
e,,‘@]>—Xol+—2 (1+—2)
T
1

To =

A
B2 _x,(1+ 2.,

T
e 1+ﬂ_z (n+2) T(1+2)
o) T+ ) T(1+58)
X (1 . Q) C(1+2) T (n+ )
T/ T(1+22)| T(n+2)
_o[st).
Nakon §to smo u i (4.18) nasli gornje ograde za koeficijente Bin spremni smo do-

kazati jednu tehnicku lemu ¢iji ¢emo rezultat iskoristiti na nekoliko razli¢itih mjesta u
nastavku rada.

Lema 4.1. Neka je A, < %/11. Tada vrijedi
Zﬁin < En, YVneN
=1

gdje je D > 0 neka konstanta.

Dokaz.

n -1

Z ,wi]ﬁm

J=no
21y

no— l’\zﬂ2 n a
Cnt + C
J

Jj=1 Jj=no
n 2y
—_ 2 1\7
C(no - Dnt 11 +Cnt Z(—) 1
j=1 J

5 2

p—— A

< C(ny— Dn+Cn e 1n 2/:2

A
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— 2
=C(ng— Dn+ TR
ik
- 2C
_ [c(no e 2 )n (4.20)
-3

gdje drugi red slijedi iz (4.16) i (4.18), treci iz Cinjenice da smo u sumu iz drugog retka
dodali nenegativne ¢lanove, a Cetvrti iz pretpostavke da je A, < %/11 i Leme Naime, u
Lemi [I.3]je pokazano da vrijedi

Yol
. k=1 fr
lim

n—+oo 7P

l-p

=1

zap € R, p <11ip # 0. Budu¢i da je pretpostavka leme koju dokazujemo da je A, < %/11 te
da je opcCenita pretpostavka naseg modela da je A, # 0, jer u tom slu¢aju nemamo nikakvu
slu¢ajnu komponentu, zakljucujemo da vrijedi

24, 24, 24,

eER,— <1, — #0
A1 A1 A1

Sto znaci da tvrdnju Leme|1.3moZemo primijeniti za p = % Dakle, vrijedi

S ()"
lim == l(j) = 1.
n—+0o0 nl—le
2z
ET
To znaci da za dovoljno veliki n vrijedi
21y
n 1\
()
> <2 4.21)

Sto je ekvivalentno s
22, 22,

Z”: ( 1 ) " 2n'
" X T 4,
k=1 k 1 - %
a upravo je to ocjena koju smo iskoristili u ¢etvrtom retku raspisa (4.20). Dakle, tvrdnja
leme koju dokazujemo vrijedi za dovoljno velike n-ove. Sada posve analogno kao u dokazu
relacije (4.6) moZemo pokazati da postoji konstanta D > 0 takva da nejednakost u iskazu
leme zaista vrijedi za svaki n € N. m|
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Zadnja stvar koju moramo pokazati, da bismo bili spremni za dokaz slabog zakona
velikih brojeva za proporcije kuglica pojedinih boja u urni, je da uz uvjet 4, < %/11 vrijedi
L 0i% 5.

Lema 4.2. Neka je A, < %/11. Tada vrijedi

X g
n

Dokaz. Izracunajmo prvo Var(V,). U @.10) smo vidjeli da je E[V,,] = O pa stoga vrijedi

Var(V,) = E[V?]
S )
g
[\ j=1

=E Z B.M;

L j=1

+2E

Z ﬁr,nﬁs,nMrMs] .

1<r<s<n

Uocimo da je drugi ¢lan u gornjoj sumi jednak 0. To jasno slijedi iz linearnosti ocekivanja
1 jednakosti

E[:Br,nﬁs,nMrMs] = E[E[ﬂr,nﬁs,nMrMs | T;—l]] = E[ﬁr,nﬁs,nMrE[Ms | T;—l]] =

Koristeci to dobivamo

Var(V,) = ZﬂinE[Mﬂ
LX\
_Zﬁjn l( X] 1)_ ,2[_ 1):|
- ]
j=1

| laliX 11X -1\
- A S0 2

Uocimo da za svaki j € {1,2,...