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Uvod

U teoriji vjerojatnosti, klasiCan ergodski teorem se moze shvatiti kao poopcenje jakog
zakona velikih brojeva: prosjek gledan kroz duzi vremenski period (vremenski prosjek)
je jednak ocekivanoj vrijednosti (prostorni prosjek), uz odredene pretpostavke na nizove
sluajnih varijabli koje promatramo. U ovom diplomskom radu éemo dati definicije pojma
stacionarnosti i ergodic¢nosti niza slucajnih varijabli te ¢emo dokazati klasi¢an Birkhoff-
Hincinov ergodski teorem te ergodski teorem za stacionarne procese. Osim toga, uvest
¢emo pojam subaditivnosti te dokazati subaditivni ergodski teorem. Rad zavrSavamo sa
primjenama ergodskih teorema.

Rad zapocinjemo Poglavljem 1 koje sadrzi kratki pregled pojmova i rezultata iz te-
orije mjere i teorije vjerojatnosti koji su nam potrebni u daljnjim razmatranjima. Uvodimo
pojam slucajnog procesa te produkta prebrojivo mnogo vjerojatnosnih prostora, Koji proiz-
lazi iz teorema lonescu Tulcea. Nadalje, navodimo teorem iz kojeg slijedi Kolmogorovljeva
konstrukcija koja nam omogucava rad sa koordinatnim reprezentativnim slu€ajnim proce-
som te dajemo iskaze klasi¢nih Kolmogorovljevih rezultata: Kolmogorovljev zakon 0-1 te
Kolmogorovljev jaki zakon velikih brojeva.

Nadalje, u Poglavlju 2 definiramo pojam stacionarnosti slu€ajnog procesa i dajemo
primjere stacionarnih procesa, ukljucuju¢i Markovljeve lance, te rezultate koji nam daju
dovoljne uvjete za stacionarnost. Takoder pokazujemo da transformacija stacionarnog pro-
cesa izmjerivom funkcijom Cuva stacionarnost. Uvodenjem pojma transformacije koja
cuva mjeru dolazimo do definicije pomaka na R™ te dokaza tvrdnje da pomak Cuva vjero-
jatnosnu mjeru koja je pridruZena koordinatnoj reprezentaciji stacionarnog procesa. Pojam
invarijantnog skupa u odnosu na transformaciju koja cuva mjeru nas vodi prema dokazu
tvrdnje da je familija svih invarijatnih skupova o-algebra, Sto je klju¢na tvrdnja prije defi-
nicije ergodicke transformacije koja cuva mjeru. Definirat ¢emo i gotovo sigurno invari-
Jjantan skup i pokazati da uvijek postoji invarijantan skup koji mu je gotovo sigurno jednak.
Nadalje, uvodimo pojam invarijantne slucajne varijable u odnosu na transformaciju koja
c¢uva mjeru 1 dajemo nuZzne 1 dovoljne uvjete za invarijantnost slucajne varijable. Dokazu-
jemo i vezu izmedu ergodi€nosti transformacije koja ¢uva mjeru i invarijantnih slucajnih
varijabli. Pomocu Fourierovih redova ¢emo pokazati da je rotacija kruznice ergodska tran-
sformacija, ali samo za iracionalne kuteve. Poglavlje zavrSavamo tehni¢kim rezultatom



SADRZAJ 2

o tome kako transformacije koje cuvaju mjeru ne utjeCu na ocekivanje slucajne varijable,
tj. ocekivanje slucajne varijable je jednako ocekivanju slucajne varijable komponirane sa
transformacijom koja ¢uva mjeru.

U Poglavlju 3, prije dokaza klasi¢nog ergodskog teorema, dokazujemo maksimalan er-
godski teorem. 1z njega, za transformaciju 7" koja ¢uva mjeru na vjerojatnosnom prostoru
(Q,F,P) i slucajnu varijablu X na istom vjerojatnosnom prostoru koja je apsolutno in-
tegrabilna, pokazujemo da su vremenski prosjek lim,,_,q ,11 ZZ;& X(T*) i prostorni prosjek,
Sto je uvjetno ocekivanje od X u odnosu na o-algebru svih invarijantnih skupova u odnosu
na 7', jednaki gotovo sigurno. Taj rezultat se naziva Birkhoff-Hinc¢inov ergodski teorem
1 kljucan je dio ovog diplomskog rada. PoSto se radi o vaznom teoremu, iz njega izlaze
razni korolari 1 tvrdnje, na primjer, ako je 7" ergodicka transformacija, uvjetno ocekivanje
iz ergodskog teorema postaje ocekivanje slucajne varijable X. Zanimljiv je i korolar za
nenegativnu slucajnu varijablu X koja nema konacno ocekivanje i kako tada vremenski
prosjek nije konacan. Uz to, pokazat cemo da konvergencija iz ergodskog teorema vrijedi 1
u srednjem reda 1. PoSto smo ve¢ prije uveli pojmove koordinatnog reprezentativnog pro-
cesa i transformacije pomaka, definirat ¢emo invarijantan dogadaj 1 invarijantnu sluc¢ajnu
varijablu na zadanom vjerojatnosnom prostoru. Iz ergodskog teorema ¢e tada slijediti te-
orem o konvergenciji gotovo sigurno niza (% Y1 Xion € N), za dani stacionaran proces
(X,,n € N) za koji vrijedi E|X;| < +oc0. Nadalje, definiramo ergodski stacionaran pro-
ces te korolar prethodnog teorema za ergodski proces. Dokazujemo i par tvrdnji vezane
uz ergodi¢nost stacionarnog procesa: transformacija izmjerivom funkcijom cuva svojstvo
ergodicnosti, niz nezavisnih 1 jednako distribuiranih slucajnih varijabli je ergodski proces,

Posljedica tih tvrdnji i korolara o konvergenciji prosjeka ergodskog procesa je jaki
zakon velikih brojeva.

Poglavlje 4 sadrzi Liggettovu verziju Kingmanova dokaza subaditivnog ergodskog te-
orema u Cetiri koraka te dokaz da klasi¢an ergodski teorem slijedi iz tog mnogo opcenitijeg
rezultata.

Rad zavr§avamo Poglavljem 5 koje sadrzi primjere koriStenja ergodskih teorema. Weylov
ekvidistribucijski teorem neCemo dokazati, ali cemo pokazati kako se on koristi u odredivanju
distribucije prvih znamenaka potencija broja 2 (Benfordov zakon). Promatramo i jednos-
tavan primjer filtriranja: na cjelobrojnoj mreZi u Z* gledamo brzinu prijenosu poruke po
bridovima do zadane tocke.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i potrebni rezultati

Definicija 1.0.1. Neka je (Q,F) izmjeriv prostor te neka je X, slucajna varijabla na
(Q,F), za svako n € N. Familija X = (X,,n € N) naziva se slucajni proces (sa diskretnim
vremenom,).

Neka su dani izmjerivi prostori (€;, %), j € N, te neka je Q = [[}1,Q; = {w =
(Wi, wy,...) : w; € Qj,j = 1,2,...}. Za proizvoljan n € N, izmjeriv pravokutnik
u [T}, Q; je skup Ay X --- X A, gdje je A; € ¥, za svako j = 1,2,...,n. Skupove
Aj,j=1,2,...,n, nazivamo stranice pravokutnika A; X --- X A,. Najmanja c-algebra de-
finirana familijom svih izmjerivih pravokutnika naziva se produkt o-algebri 71, %>, ..., F,
1 oznacava se sa

ngfj:a{Alx...xAn:AjeTj,j:1,2,...,n}.
j=1

Definicija 1.0.2. Neka je n € N proizvoljan te neka je dan proizvoljan izmjeriv pravokutnik
B" € [}, F}. Izmjeriv cilindar sa bazom B" je skup B, C Q definiran sa:

B, ={weQ:(w,...,w, € B"}.

Familiju svih izmjerivih cilindara u Q oznaCavat ¢emo sa ¥ te je ona algebra sku-
pova na Q. KaZemo da je izmjeriv cilindar izmjeriv pravokutnik ako mu je baza oblika
B" = [[i.; Bj € 1)1 F), gdje je A; € Fj,j = 1,2,...,n. Familija svih kona¢nih unija
medusobno disjunktnih izmjerivih pravokutnika u € je algebra skupova na Q. KaZzemo da
je izmjeriv pravokutnik Borelov pravokutnik ako su mu sve stranice baze Borelovi skupovi
u R. Definiramo [, F; = o(Fo) i [132, F; nazivamo produkt o-algebri F;, j € N. Pro-
dukt o-algebri 7, j € N, je jednak o-algebri generiranoj svim izmjerivim pravokutnicima.

Neka je R® = [],an R, skup svih realnih funkcija definiranih na N. Tada je 8% produk-
tna o-algebra generirana na R™ u smislu prijaSnjih definicija, tj. 8% je o-algebra generi-

3
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rana familijom svih Borelovih cilindara u R*. Kolekciju 8% nazivamo o-algebra Borelo-
vih skupova u R*. Zbog prijasnjih tvrdnji slijedi da je 8% jednaka o-algebri generiranoj
familijom svih Borelovih pravokutnika u R™.

Teorem 1.0.3. (lonescu Tulcea)

Neka su (Q},F;), j € N, izmjerivi prostori i neka su Q = [32, Q; i ¥ = [, F}. Neka je
zadana vjerojatnost Py na ¥ i neka je za svako j € N i svako (w,...,w;) € Q) X -+ X Q;
zadana vjerojatnost P, (wy, ...,w;j;+) na 1. Pretpostavimo da je za svako j € N i za
svako fiksno C € Fi Pji(wi,...,wj;C) (Hiz1 Fr, B)-izmjerivo preslikavanje. Za pro-
izvoljno n € N i proizvoljan n-dimenzionalan izmjeriv cilindar B" € ['_, F; definiramo:

P;(B"):f Pl(dwl)f Pz(wl;dwz)"'f Poi(wis ..., wps dwy—y)
Q] QQ Q-

f X (Wi, ..., w)P (w1, ..., w15 dwy).
Q,

Tako definirana funkcija P, je vjerojatnost na [ ;. ¥;. Tada postoji jedinstvena vjerojat-
nost P na ¥ takva da se za svako n € N vjerojatnost P podudara sa vjerojatnoscu P, na
n-dimenzionalnim izmjerivim cilindrima, tj. vrijedi:

PlweQ:(w,...,w,) €B") =P (B"), zasven e NisveB" € HT]

J=1
Dokaz se moZe pronadi u [6].

Korolar 1.0.4. Neka su (Q;,F},P)), j € N, vjerojatnosni prostori i neka su Q = []72, Q; i
F =121 F)- Tada postoji jedinstvena vjerojatnost P na ¥ takva da vrijedi:

PweQ:w €A,wr€Ay,... 0, €A, = HP,-(AJ-),

j=1

zasven € Nisve Aj € Fj. Vjerojatnosnu mjeru P nazivamo produkt vjerojatnosti P;, j € N,
i oznacavamo sa P = ]’I;’; 1 Pj. Vjerojatnosni prostor (Q, ¥ ,P) nazivamo produkt vjerojat-
nosnih prostora (2, F;,P;), j € N.

Zadnja dva rezultata povlate Kolmogorovljevu konstrukciju koja nam omogucava da
svaki slu€ajan proces moZemo zamjeniti sa njegovim koordinatnim reprezentativnim pro-
cesom koji ima jednaku distribuciju kao polazni proces.

Teorem 1.0.5. Neka je (F,,n € N) proizvoljan niz vjerojatnosnih funkcija distribucije na
R. Tada postoji vjerojatnosni prostor (Q, F ,P) te niz (X,,n € N) nezavisnih slucajnih
varijabli na Q takvih da vrijedi Fx, = F,, za svako n € N.
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Teorem 1.0.6. (Borel-Cantellijeva lema)
Neka je (A,,n € N) niz dogadaja na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥ ,P). Ako vrijedi da je
Yt P(A,) < 400, tada je P(limsup, A,) = 0.

Dokaz se moZe pronaci u [6].
Neka je (X, n € N) niz slucajnih varijabli na (Q, ¥, P). Za n € N definiramo

O-(Xn’ Xn+la o ) = O-[U Xk_l(B)]
k=n

najmanju o-algebru na  u odnosu na koju su sve slucajne varijable X,,, X,,,1, ... izmjerive.
Tada je

Too = ﬂ O_(Xn’Xn+l’ e )
n=1
repna o-algebra niza (X,,n € N). Repni dogadaji su elementi o-algebre ¥.,. Funkcija
[+ Q — R je repna funkcija ako je (¥, B)-izmjeriva.

Teorem 1.0.7. (Kolmogorovljev zakon 0-1)
Neka je (X,,n € N) niz nezavisnih slucajnih varijabli. Tada je vjerojatnost svakog repnog
dogadaja 0 ili 1, a svaka repna funkcija je gotovo sigurno konstanta.

Dokaz se moZe pronadi u [6].

Propozicija 1.0.8. Ocekivanje slucajne varijable X postoji (konacno je) ako i samo ako je
Y P(X] = n) < +o0.

Teorem 1.0.9. (Kolmogorovljev jaki zakon velikih brojeva)

Neka je (X,,n € N) niz nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli. Tada niz
(% 21 Xj,n € N) konvergira gotovo sigurno prema konacnom limesu ako i samo ako
postoji EX| (konacno je) i u tom slucaju vrijedi:

1 n
lim - » X;=EX, gotovo sigurno.

n—oo 1

=1

Dokaz se moZe pronaci u [6].



Poglavlje 2

Preslikavanja koja cuvaju mjeru i
pojam ergodiCnosti

2.1 Stacionarni procesi

Definicija 2.1.1. Neka je (X,,, n € N) slucajan proces na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P).
KaZemo da je to stacionaran proces ako za svako k > 0 vrijedi:

D
(X1, Xk, .- ) = (X1, X, . 00),

to jest:
P((X],Xz, .. ) S B) = P((Xk+],Xk+2, .. ) S B), za svako B € BT,

Posto je distribucija procesa odredena funkcijama distribucije svih kona¢no-dimenzio-
nalnih slucajnih vektora, definicija stacionarnosti je ekvivalentna:

P(X; < xp,..., X, £ x) = P(Xap1 < x50, Xk S 50)

ito zasve xy,...,x, € Rizasvaki k > 0 cijeli broj.
Posebno slijedi da su sve jednodimenzionalne funkcije distribucije slucajnih vektora
jednake:
P(X; < x) =P(X; < x), zasvakok =1,2,... izasvaki x € R.

Primjer 2.1.2. Svaki niz (X, n € N) nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli
je stacionaran proces.

Primjer 2.1.3. Slucajan proces (X,,,n € Ny) je Markovljev lanac na vjerojatnosnom pros-
toru (Q, ¥, P) ako vrijedi:

P(Xyi1 € AlXy, X1, .., Xo) = P(Xp11 € AlX,)

6
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zasvakon > 01isvako A € B.
Neka su vjerojatnosti prijelaza dane sa:

p(x,A) =P(X,11 € AlX, = x), zasvakin € N, zasvaki A € Bizasvaki x e R

1 stacionarnom distribucijom 7 :

m(A) = fﬂ(dx)p(x,A).

Ovo je vremenski homogen Markovljev lanac. Ako X, ima distribuciju r, tada je Xy, X1, . ..
stacionaran niz. Naime, neka je k € N proizvoljan i neka je B" € B* proizvoljan n-
dimenzionalan izmjeriv pravokutnik:

B"={(x,,neN)eR”:x,€By,...,x,€B,}, zanekeB,...,B, € 8.

Tada iz Markovljevog svojstva, definicije uvjetne vjerojatnosti i definicije n-dimenzionalnog
izmjerivog pravokutnika slijedi:

P(Xy,X1,...) € B") =P(Xp € By,...,X,_1 € B,)
=PX,.1 € B,|X, € B,_1,...,X0 € B)P(X,.» € B,_1,...,Xp € By)
=P(X,-1 € B,|X,—2 € B,_)P(X,,-» € B,_{|X,,-3 € B, 2, ..., Xy € By)
P(X,.3 € B,_»,...,Xy € By)
= =P(Xy1 € By|Xy2 € B,-1) - - P(X; € Bo|Xp € B))P(Xo € By).
2.1

1z definicije vjerojatnosti prijelaza slijedi:
P(X; € Bj111Xj-1 € Bj) = P(Xjix € Bj111Xjsx-1 € Bj), zasvakoj=1,...,n— 1.
Iz definicije stacionarne distribucije imamo:
P(X, € B) = P(X; € B), zasvako k > 01 za svako B € B.
Tada iz formule (2.1) slijedi:
P((Xo,X1,...) € B") = P(X,—14x € Bl X204k € Bym1) - - - P(Xis1 € Bo| Xy € B)P(X; € By).
Vracanjem unatrag kao u (2.1) dobivamo:

P((Xy, X1,...) € Bn) =P(( Xy, Xk41,...) € Bn).
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Familija izmjerivih pravokutnika ¢ini mr-sistem koji generira produktnu o-algebru 8~. Kako
je familija izmjerivih skupova na kojoj se podudaraju vjerojatnosti uvijek Dynkinova klasa,
familija koja sadrzi skupova za koje vrijedi jednakost vjerojatnosti sadrzi i Dynkinovu
klasu generiranu sa gore spomenutim m-sistemom. Po Dynkinovom teoremu slijedi da je
Dynkinova klasa generirana mr-sistemom ekvivalentna o-algebri generiranoj tim -sistemom
pa slijedi tvrdnja o jednakosti za sve elemente o-algebre 8%. Time smo pokazali da je svaki
vremenski homogen Markovljev lanac stacionaran proces.

Sljedeci primjer je primjer Markovljevog lanca koji nije stacionaran.

Primjer 2.1.4. Neka je (X,,n € N) Markovljev lanac sa skupom stanja § = {0, 1} te
matricom prijelaza:
0 1
-]

Neka je pocetna distribucija ovog lanca dana sa:
x=1[10].

Stoga lanac poprima vrijednosti (Xy, X1, X»,...) = (0, 1,0,...) sa vjerojatnos€u 1 te vrijed-
nosti (Xo, X1, X5,...) = (1,0,1,...) sa vjerojatno$¢u 0. To ocito nije stacionaran proces,
ve¢ sa pomakom za jedan ne dobivamo isto distribuiran proces kao pocetni.

Primjer 2.1.5. (Rotacija kruga)
Neka je Q = [0, 1), ¥ = B([0, 1)) i P = A Lebesguova mjera na [0, 1). Neka je 6 € (0, 1) i
zan > 0 neka je:

X,(w) = (w + nd) mod 1

xmod 1 =x-[x].
Neka je

1 akoje(x+6)mod1 €A,

p(x,A) = { o
0 inace.
Tada je to poseban slucaj Primjera 2.1.3.

Propozicija 2.1.6. Proces X, X>, ... je stacionaran ako su procesi X\, X»,... 1 X, X3, ...
Jjednako distribuirani.
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Dokaz. Pretpostavimo da (X, X5, ...) 2 (X5, X3, ...), tojest da vrijedi:
P((Xy,X5,...) € B) =P((X3,X3,...) € B), zasve B € B~.
Definiramo X; = X1,k = 1,2, ... Ocito slijedi:
P((X,X2,...) € By =P(X{,X},...) € B), zasve Be B% (2.2)

tj. X{,XJ,... ima jednaku distribuciju kao X;,X,,... Iz pretpostavke tada slijedi da
X), X}, ... ima jednaku distribuciju kao X7, X),... pa iz definicije od (X),n € N) 1 (2.2)
slijedi da Xy, X, ... 1 X3, Xy, ... imaju jednaku distribuciju. Dokaz za proizvoljan n € N
slijedi indukcijom. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi:

D
(Xn+1’Xn+2’ . --) = (XI,XZ’ . --)-

Tada definiramo da je X; = X, 4,k = 1,2,... Po pretpostavci indukcije X1, X,,... 1
X}, X}, ... su jednako distribuirani, a po pretpostavci propozicije slijedi da su X7, X/, ... i
XJ, X}, ... jednako distribuirani. Stoga slijedi:

D
(Xn+2’Xn+39 .. ) = (XI’XZ’ .. )
pa tvrdnja slijedi za svaki n € N, to jest (X,,, n € N) je stacionaran proces. O

Ponekad promatramo procese ..., X ,, X_1, Xo, X1, X2, ..., tojest (X, n € Z). To je pro-
ces koji ima beskona¢no mnogo opazanja u beskonac¢noj proslosti 1 beskona¢noj buducnosti.
Takav proces je stacionaran ako:

P(Xl be""Xn an) :P(Xk+l le""9Xk+l’l an)
itozasve xi,...,x, € Rizasvek € Z.

Propozicija 2.1.7. Za zadani jednostrani stacionarni proces Xi, X, ... postoji dvostrani
stacionarni proces
ce X1, X0, X1,y

takav da Xl, Xg, ... 1 X1, X5, ... imaju istu distribuciju.

Dokaz. Po Kolmogorovljevoj konstrukciji, da bismo definirali traZeni proces, dovoljno
je zadati suglasnu familiju kona¢no-dimenzionalnih funkcija distribucije koje odgovaraju
procesu

Ce ,X_l,X\vo,X\v], Cen

Definiramo:

PX oy < X s Xy ) = POX) < X ooy Xpomst < Xn),
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7Za X_p,...,X, € R1izasvem,n e N. Po Kolmogorovljevoj konstrukciji slijedi da postoji
slucajni proces Cije su ovo kona¢no-dimenzionalne funkcije distribucije te je ovo ocito
stacionaran proces poSto je Xi, X5, ... stacionaran proces po pretpostavci. Po tome kako
smo definirali taj proces slijedi da su )fl, )fz, ... 1X;,X5,... jednako distribuirani. m|

Propozicija 2.1.8. Neka je (X,,n € N) stacionaran slucajni proces i neka je ¢ : R® — R
izmjeriva funkcija u paru o-algebri (B, B). Definiramo proces Y1,Y,, ... sa

Yy = o(Xp, Xiz1,-..), zasvek = 1,2, ...
Tada je Y1, Y,, ... takoder stacionaran slucajni proces.
Dokaz. Za svaki k € N definiramo ¢, : R® — R sa
(X1, X2, .. ) = @Kk, X152 ).
Stoga su funkcije Y; : R® — R iz iskaza propozicije dane sa:
Yi = o(X1, Xa,...)
za svaki k € N. To su ocito slucajne varijable jer vrijedi:

Y '(B) = [en(X1, X, .. )]7H(B)
= (X1, X2,...) " (@' (B)), zasve Be B~
“66;.0—/

posto je po pretpostavci ¢ B7-izmjeriva funkcija. Za skup
A={x=(x,neN)eR” : (p1(x),¢2(x),...) € B)}, Be B”

vrijedi A € B jer su ¢(x), ¢»(x), ... sluCajne varijable. Iz definicije skupa A i slucajnih
varijabli Y1, V>, ... slijedi

[x € R® : (V(x), Ya(x),...) € B} = {x e R™ : (X;(x), Xa(x),...) €A}  (2.3)
[x € R® : (Vo(x), YV3(x),...) € B} = {x € R® : (Xp(x), X3(x),...) €A}  (2.4)

itozasve B € B~.
Posto je (X, n € N) stacionaran proces slijedi:

P((X,X5,...) € A) =P((X3,X3,...) € A), zasve A € B
pa posto za svaki B € 8% moZemo konstruirati skup A € 8%, iz (2.3) i (2.4) slijedi:
P((Y,Y5,...) € B) =P((Y,Y3,...) € B), zasve B e B~

pa stoga iz Propozicije 2.1.6 slijedi da je (¥, n € N) stacionaran proces. |
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Korolar 2.1.9. Neka je (X,,n € N) niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih va-
rijabli i neka je ¢ : R® — R izmjeriva funkcija u paru o-algebri (8%, B). Definiramo
proces Y1, Y,,... sa:

Yi = o(Xi, Xps15...), zasvek =1,2,...
Tada je Y1, Y,, ... stacionaran slucajni proces.

Dokaz. Svaki niz nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli je stacionaran pro-
ces pa tvrdnja slijedi iz Propozicije 2.1.8 O

Primjer 2.1.10. (Bernoullijev pomak)
Nekaje Q =[0,1), ¥ = B([0, 1)) i P = A Lebesguova mjera na [0, 1). Neka je Yo(w) = w i

Y, (w) = 2Y,_1(w)) mod 1, zasven > 1.

Iz Propozicije 2.1.8 slijedi da je to stacionaran proces. Naime, neka je Xy, Xi,... niz
nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli takav da:

1
P(XI:O):P(Xi:l):E, zasvei=0,1,2,...

Neka je g : R® — R izmjeriva funkcija definirana sa:

(o)

() = ) %2 Y,

i=0

pri demu je x = Y22, x;,27*D binarni zapis broja x € [0, 1). Tadaje Y; = g(Xi, Xss1,... ).k €
Ny, stacionaran proces po Propoziciji 2.1.8.

2.2 Transformacije koje cuvaju mjeru

Pretpostavimo da na vjerojatnosnom prostoru (€2, #,P) imamo definiranu transformaciju
T:Q— Q.
Kazemo da je T izmjeriva ako vrijedi

T'A) ={weQ: T(w)eA e F, zasve A€ F.
Definicija 2.2.1. KaZemo da izmjeriva transformacija T : Q — Q ¢uva mjeru ako vrijedi

P(T7'(A)) = P(A), za sve A € F.
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Za izmjerivost transformacije 7 je dovoljno provjeriti
T7(C)eF, zasve C € C,

gdje je ¥ = o(C) te je C m-sistem skupova na Q. Stoga je, zbog Dynkinovog teorema,
dovoljno provjeriti:
P(T7'(C)) = P(C), zasve C € C

kako bismo pokazali da je T transformacija koja cuva mjeru.

Primjer 2.2.2. ( Verizvni razlomci)
Neka je T(x) = L = |1|,x € 0.1} te A(x) = [L]. Saa, = AT"(x), n = 0,1,2,...

v

definiramo verizni razlomak realnog broja x:

X =ay+

a +
1

a3+...

a, +
Tada T ¢uva mjeru u : B(0, 1)) — [0, +o00) definiranu sa:

1 dx
A) =
HA) 1og2fA1+x

Dovoljno je provjeriti da je u(T~'(I)) = u(I), za I interval u (0, 1). Neka je I = {a,b)
proizvoljan podinterval od (0, 1). Tada je:

T'(1) = T"'((a, b))

:{yE(O,l):a<§—F|<b}

y
+00
U<b+n a+n>

n=1

medusobno d1SJunkm1

Stoga slijedi:

(T (a, b)) = p [ <

n=1

b+n’ a+n>

Z,u (<b i n>) (o — aditivnost)

n=1
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- > log(a+n+ 1) - log(a +n) - log(b + n + 1) + log(b + n)]

log =
N
= fogz fim ;[log(a +n+1)—log(a +n) —log(h +n + 1) + log(b + n)]
! . a+1+N
= @[log(b +1) —log(a + 1)+ 1\1}1})130 log m]

log limy_e 4+ =log 1=0

(neprekidnost logaritamske funkcije)

— L[log(b + 1) —log(a + 1)]

log2

1 (" dx
= = ,b
log2fa 1+x wla. b))

pa smo pokazali da je T transformacija koja cuva mjeru u.

Pomocu transformacija koje ¢uvaju mjeru moZemo generirati veliki broj slu¢ajnih pro-
cesa.

Primjer 2.2.3. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (€2, ¥, P). Neka
je T : Q — Q transformacija koja ¢uva mjeru. Iz definicije slijedi da je to izmjeriva
funkcija. Definiramo proces:

Xi(w) = X(w),
X2 (w) = X(T(w)),
X3(w) = X(T*(w)),

X, (w) = X(T" ' (w)) = X,-i(T(w)), neN.

Ako je X;(w) izmjerena vrijednost u trenutku 1, tada je X, (w) mjerenje te iste vrijednosti,
ali nakon n — 1 koraka tj. w — T" !(w) je iteracija nakon n — 1 koraka. Intuitivno je
jasno da distribucija niza Xi, X,, . .. ne ovisi o trenutku u kojem ga kre€emo promatrati jer
se X, (w) dobiva iz X (w) kao X,(T"'(w)), uz pretpostavku da definiramo da je T°(w) = w
identiteta.
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Propozicija 2.2.4. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q,F ,P) i
neka je T : Q — Q transformacija koja ¢uva mjeru. Tada je niz

X, (w)=XT"(w), weQ, n=12... (2.5)
stacionaran niz slucajnih varijabli.

Dokaz. Prvo pokazimo da je X, sluajna varijabla, za sve n € N. Za proizvoljan Borelov
skup B € B vrijedi:
X, '(B) = {w € Q: X,(w) € B}, gdieje w =T" " (w), zasve w € Q

={weQ: X(T" ' (w)) € B}, po (2.5)

= (X([T"))(B)

=T X(®B) e T,

—
€F

gdje zadnja jednakost slijedi iz ¢injenice da je X sluCajna varijabla na vjerojatnosnom pros-
toru (Q, F,P) te Cinjenice da je T" izmjerivo preslikavanje, za sve n € N. Naime, po
pretpostavci je T transformacija koja ¢uva mjeru pa je to izmjerivo preslikavanje, a kom-
pozicija izmjerivih preslikavanja je izmjerivo preslikavanje.

PokaZimo stacionarnost niza Xi, X5, . ... Za svaki B € 8% definiramo skup:

A={weQ: (X(w),X(w),...) € B}.

Posto je (X, n € N) slucajan proces slijedi da je on (¥, 8)-izmjeriv pa je stoga A € F. Iz
definicije (2.5) slijedi

A={weQ: X(w),X(T(w)),X(T*(w)),...) € B}, zasve Be B .
Analogno definiramo skup:
A" ={w e Q: (Xr(w), X3(w),...) € B}, zasve B e B”
te vrijedi A" € 8% 1
A ={weQ: (X(T(w),X(T*(w)),...) € B}, zasve B e B~.
1z definicije skupova A 1 A’ te svojstava praslike slijedi:

T7Y(A) = T (X, X(T), X(T?),...) " (B))
= (X(T), X(T*), X(T?),...)""(B)
=A’, zasve B € B~.
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Posto je T transformacija koja ¢uva mjeru vrijedi P(T~'(A)) = P(A) pa stoga iz prethodne
jednakosti slijedi:

P(X,,X3,...) € B) = P((X;,X5,...) € B), zasve B e 8%,

A’=T-1(A) A

Slijedi da su Xi, Xa, ... 1 X», X3, ... jednako distribuirani pa po Propoziciji 2.1.6 slijedi
daje Xy, X», ... stacionaran niz. O

U smislu distribucije, svaki stacionaran slucajan proces mozemo prikazati pomoc¢u
neke transformacije koja ¢uva mjeru. Naime, ako je (X,,n € N) proizvoljan staciona-
ran slucajni proces, pomocu Kolmogorovljeve konstrukcije dolazimo do vjerojatnosnog
prostora (R®, 8%, P) te koordinatnog reprezentativnog procesa (X,,n € N) na tom vjero-
jatnosnom prostoru za koji vrijedi:

X,(x) = x,, x=(x,,n€N)eR™.
Taj proces ima jednake konacno-dimenzionalne distribucije kao pocetni proces.

Definicija 2.2.5. Na izmjerivom prostoru (R*, 8%) definiramo pomak S : R*® — R* sa
S(x1,x0,...)=(x2,x3,...), (x,,n€eN)eR”.
1z definicije slijedi:
X,(x)=X(S"'(x), x=(x,neN)eR™, zasveneN.
Propozicija 2.2.6. Transformacija pomaka S : R® — R
S(x1,x0,...)=(x2,x3,...), (x,,neN)eR”

je izmjeriva funkcija u odnosu na o-algrebu B~ i ako je Xi,X,,... stacionaran proces,
tada S cuva vjerojatnosnu mjeru P pridruZenu koordinatnom reprezentativnom procesu.

Dokaz. Vrijedi:
B~ = o(¥Fo),

gdje je Fy algebra izmjerivih Borelovih pravokutnika u R™.
Neka je n € N proizvoljan te neka je C € ¥ proizvoljan n-dimenzionalan Borelov
pravokutnik tj.
C={(x,,neN)eR” :x; €By,...,x, €B,},
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gdje su By, ..., B, € B. Slijedi

STHC) = {(x,,n eN) e R® : S(x1,X,...) € C}
(x,,n e N) € R® : (x5, x3,...) € C} (definicijaod §)
(x,,neN)eR” : x, € Bj,x3 € By,...,X,41 € B,} (definicijaod C)
(Xn,UEN)EROOI.X]ER,XzeBl,X3€Bz,...,Xn+1EBn}

i
— — o~ —

izmjerivi pravokutnik €FoCo(Fo)=8%

paje S B*-izmjeriva funkcija.
Pretpostavimo da je X, X5, ... stacionaran proces. Neka je n € N proizvoljan te neka
je C € Fy proizvoljan n-dimenzionalan Borelov pravokutnik, to jest

C={(x,,neN)eR” :x; €By,...,x, €B,}.
Tada slijedi:

PSH(C)) = P({(x,,n € N) e R® : S(x1, X2,...) € C})
P({(x,,n € N) € R® : (xp,x3,...) € C})

=P({(x,,neN) €R™ : xy € By, ..., X,11B,})

=P, €By,..., X1 € B (definicija koordinatnog procesa)
= @(X ,€By,....,X,€B,) (stacionarnost koordinatnog procesa)
=P({(x,,n eN) eR™ : x, € By, ..., x,B,})

= P({(x,,n € N) € R™ : (x1, X3,...) € C})

= P(C).

Tada iz konacne aditivnosti vjerojatnosti P slijedi ekvivalentna tvrdnja za algebru ko-
nacnih unija medusobno disjunktnih izmjerivih Borelovih pravokutnika. 1z Dynkinovog
teorema slijedi jednakost na o-algebri generiranoj tom algebrom, a to je upravo 8. Slijedi
da § ¢uva mjeru P. O

2.3 Invarijantni skupovi i ergodi¢nost

Neka je T transformacija koja cuva mjeru na vjerojatnosnom prostoru (Q, 7, P).

Definicija 2.3.1. Skup A € F je invarijantan u odnosu na transformaciju T ako vrijedi
T7'(A) = A.

Ako je A invarijantan skup, tada T preslikava skup A u njega samog. Indukcijom slijedi
da ako je skup A invarijantan u odnosu na transformaciju 7', tada je taj skup invarijantan i
u odnosu na transformaciju 7", za sve n € N.
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Propozicija 2.3.2. Familija T invarijantnih skupova u odnosu na transformaciju T koja
cuva mjeru je o-algebra.

Dokaz. Definiramo familiju invarijantnih skupova u odnosu na transformaciju 7" koja ¢uva
mjeru:
T ={AeF :T'(A) = A).

Pokazimo da je 7 o-algebra.
1. Posto je @ € F i po definiciji praslike vrijedi T~(0) = 0, slijedi daje 0 € 7.
2. Neka je A € 7. Tada vrijedi da je T~'(A) = A. Posto je F o-algebra, slijedi da je
A° € ¥. Po definiciji komplementa i svojstvima praslike slijedi:
A={weQ:wiAl={lweQ:weg T (A} =T A) =T (A
paslijedi da je A € 7.

3. Neka je (A,,n € N) C 7. Slijedidaje A, € F,zasven € NiT (A, = A,, za

sve n € N. Posto je F o-algebra, slijedi |J A, € . Tada iz svojstava praslike i
neN
definicije invarijantnog skupa vrijedi:

T (U A,,] = Jr'@an = Ja.

neN neN neN

Slijedi da je | A, € 7.

neN

Stoga je 7 o-algebra. O

Definicija 2.3.3. Neka je T transformacija koja ¢uva mjeru na vjerojatnosnom prostoru

(Q,F,P). KaZemo da je transformacija T ergodska ili ergodicna ako za svaki invarijantan
skup A € T vrijedi P(A) = 01ili 1.

Definiramo da je dogadaj A € F gotovo sigurno invarijantan ako vrijedi:
P(AAT™'(A)) = 0.

Familija svih gotovo sigurno invarijatnih dogadaja u odnosu na transformaciju 7 nadopu-
njuje familiju svih invarijatnih dogadaja 7 na vjerojatnosnom prostoru (Q2, ¥, P).

Propozicija 2.3.4. Neka je A € F gotovo sigurno invarijantan skup. Tada postoji skup
A’ € F koji je invarijantan (A’ € T") takav da vrijedi

P(AAA") = 0.
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Dokaz. Definiramo
= Jrm
n=0

te stavimo da je T%(A) = A. Pokaiimo da je A” gotovo sigurno invarijantan skup. Po
definiciji od A” vrijedi T~'(A”) = U T7""1(A). 1z svojstava praslike, razlike skupova,

unije skupova, definicije skupa A” te cmjenlce da ako je T transformacija koja ¢uva mjeru,
tadajei T", za sve n € N, transformacija koja ¢uva mjeru slijedi:

AN\TY(A) = [U T‘”(A)) (O T‘"‘l(A))

n=0

<|Jamanr@y
n=0

| Ja@anraay)
n=0

U(T‘"(A\T*(A)»

n=0

Analogno dobivamo:
T—I(A//)\A// — (U T—n—l(A)) \ [U T—n(A)]
n=0 n=0

T ANT™(A))

IA
1
=

= Jaa@anay).
n=0

Sada iz definicije simetri¢ne razlike, skupa A”, svojstava praslike i o-subaditivnosti i mo-
notonosti vjerojatnosti slijedi:

P(A"AT™'(A")) <P U(T_”(A\T_l(A))) U(T™(T™'(A)\A))

n=0

< Z P(T™"((A\T™'(A)) U (T™'(A)\A))
=0

eF

- Z P((A\T"'(A) U (T"'(A)\A)).

n=0

=0 jer je A g.s. invarijantan
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Stoga iz nenegativnosti vjerojatnosti slijedi da je P(A” AT ~'(A”)) = 0 pa po definiciji slijedi
da je A” gotovo sigurno invarijantan skup.

Sljedece cemo pokazati da je A = A” gotovo sigurno, tj. da vrijedi P(AAA”) = 0. Iz
definicije simetri¢ne razlike skupova, razlike skupova i unije slijedi:

AAA" = (A\A") U (A"\A)
= A\ [U T‘”(A)) (U T‘"(A)] \A
n=0 n=
C [U(A\T‘”(A))] U [U(T‘"(A)\A)]
n=0

n=

= U(AAT‘”(A)).
n=0
Tada iz monotonosti vjerojatnosti i o-subaditivnosti slijedi:

P(AAA”) < P [U AAT‘”(A)J

n=0

<) PBAAT(A)

n=0 =0 jer je A g.s. invarijantan

pa iz nenegativnosti vjerojatnosti slijedi da je P(AAA”) = 0 tj. A = A” gotovo sigurno.
PokaZimo da je T-'(A”) C A" :

T'(A") =T ‘( T”(A)

Cg

T-"n- I(A) C U T—n(A) A”.

n=0 n=0

Sljedece definiramo skup A’ sa:

= ﬁ T(A").
n=0

Pokazimo da je A = A’ gotovo sigurno tj. P(AAA") = 0. Posto je A = A" gotovo si-
gurno slijedi da je P(AAA") = P(A’AA”) pa iz svojstava razlike, unije 1 monotonosti te
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o-subaditivnosti vjerojatnosti slijedi:
P(A AA” _ ((m T—n(A/I ] AII A/I [ﬂ T—n( 7 ]]
< P(U(T—H(AN)\AN U AII\T—}’!( H)))
n=0

< Z P(T—n(A//)\A// U A//\T—n(A//))

n=0

=0jer je A” g.s. invarijantan

pa iz nenegativnosti vjerojatnosti slijedi da je P(AAA") = 0tj. A = A" gotovo sigurno.
Preostaje pokazati da je A’ invarijantan u odnosu na transformaciju 7 tj. da vrijedi
T7'(A") = A’. Pokazimo daje T~'(A") C A”:

Tl =1" (ﬁ T (A" ]

n=

Nraiany

=0 CA”

c ﬁ T(A") = A’
n=0

B

Obratno:

T-'(A) = [ﬂ T™(A") )

=72 ﬂ T(A") = A’
n=0

n=0

pa tvrdnja slijedi. O

2.4 Invarijantne slucajne varijable

Definicija 2.4.1. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q, % ,P) te
neka je T : Q — Q transformacija koja cuva mjeru. KaZemo da je X invarijantna
sluc¢ajna varijabla ako vrijedi:

X(w) = X(T(w)), za sve w € Q.
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Propozicija 2.4.2. X je invarijantna slucajna varijabla u odnosu na transformaciju T koja
cuva mjeru ako i samo ako je X T -izmjeriva slucajna varijabla, gdje je T o-algebra
invarijatnih skupova u odnosuna T tj. T ={A € F : T71(A) = A}.

Dokaz. Pretpostavimo da je X invarijantna slucajna varijabla. Tada za proizvoljan x € R
vrijedi:
X' (=00, x]) = {w € Q1 X(w) € (00, ]}
={w e Q: X(T(w)) € (—oo,x]} (X invarijantna)
= (X(T))™' (=00, x])
= T (X' ({00, x])).
Stoga je X !({—o0, x]) invarijantan skup u odnosu na transformaciju 7 pa slijedi da je
X'((—=o0,x]) € T, za sve x € R. Stoga je X 7 -izmjeriva funkcija.

Obratno, neka je X 7 -izmjeriva slu€ajna varijabla. Pokazat ¢emo da je to invarijantna
slu¢ajna varijabla Lebesguovom indukcijom.

I Neka je X(w) = ya(w), za sve w € Q1 za proizvoljan A € 7. Tada vrijedi:

X(T(w)) = xa(T(w))
B {0, T(w) ¢ A {o, w ¢ T™'(A)

LTweA  |lLweT (A

lLweA

= xa(w)
= X(w), zasve w € Q.

0,0¢A
:{""¢ (slijediiz A € T)

Slijedi da je X invarijantna slucajna varijabla.

II Neka je X jednostavna, 7 -izmjeriva slucajna varijabla. Slijedi da X ima sljedeci pri-

kaz:
n

X = Zxk)(Ak

k=1

gdje su xy,...,x, e Rte Ay,..., A, € 7 medusobno disjunktni skupovi.
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I1I

v

Tada slijedi:

n

X(T(@)) = ) X (T (@)

k

1
= ) xxa(w) (premal)
k=1

= X(w), zasve w € Q

s |l

pa slijedi da je X invarijantna slucajna varijabla.

Neka je X nenegativna, 7 -izmjeriva slucajna varijabla. Tada postoji rastuci niz
(X,,n € N) nenegativnih, jednostavnih, 7 -izmjerivih slucajnih varijabli takvih da
vrijedi:

X = lim X,,. (2.6)

n—oo

Slijedi da je (X, o T,n € N) rastuéi niz nenegativnih, jednostavnih, 7 -izmjerivih
slu¢ajnih varijabli takvih da vrijedi:

XoT = r}i_)rrolo(X,, oT). 2.7)
Izmjerivost slijedi iz ¢injenice da je T 7 -izmjerivo preslikavanje i da je kompozicija
dva izmjeriva preslikavanja ponovno izmjerivo preslikavanje. Slijedi:
X(T(w)) = lim X,(T(w)) (2.7)
= }13)10 X, (w) ( prema I1)
= X(w), zasve w € Q. (2.6)
Slijedi da je X invarijantna slucajna varijabla.

Neka je X proizvoljna 7 -izmjeriva sluCajna varijabla. X se moZe prikazati kao X =
X* — X~ gdje su X* i X~ nenegativne, 7 -izmjerive slucajne varijable. 1z /11 slijedi:

X(T(w)) = X' (T(w)) — X (T(w)) = X" (w) — X (w) = X(w), zasve w € Q.
Slijedi da je X invarijantna slucajna varijabla.

O

Propozicija 2.4.3. Neka je T transformacija koja cuva mjeru na vjerojatnosnom prostoru
(Q,F,P). T je ergodska ako i samo ako je svaka invarijantna slucajna varijabla X na €
gotovo sigurno konstanta.
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Dokaz. Pretpostavimo da je T ergodska transformacija koja ¢uva mjeru. Tada za svako
A € 7 vrijedi da je P(A) = 01ili 1. Neka je X proizvoljna invarijantna sluc¢ajna varija-
bla na Q. Iz prethodne propozicije slijedi da je X 7 -izmjeriva. Stoga je {X < x} € T,
zasve x € R. PoSto je T ergodska transformacija slijedi da je P(X < x) =0 ili 1,
za sve x € R, paiz definicije funkcije distribucije slijedi daje Fx(x) =0ili 1, za sve x € R.
Neka je (x,,n € N) niz u R koji raste prema +co. Posto je {X < oo} = [J{X < x,}itoje

n=1
rastuci niz dogadaja, iz neprekidnosti vjerojatnosti u odnosu na rastuci niz dogadaja slijedi:

P(X < 0)=1limPX < x,).
———— N> 00 e e’
Fx(c0)=1 Fx(xn)
Neka je xo = inf{x, : P(X < x,) = 1}. Tada je P(xo — 1+ < X < x9) = P(X < x9) - P(X <
Xo—:)=1-0=1, zasven €N, zbog definicije infimuma. Slijedi:

~ 1
P(X = xo) = P m{xo——<XSxo}
n=1 n
(neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na padajuci niz dogadaja)
1
=limPxy——<X<x)=1

n— oo n

=1, za sve neN

pa slijedi da je X gotovo sigurno konstanta.
Obratno, pretpostavimo da je svaka invarijantna slucajna varijabla na {2 gotovo sigurno
konstanta. Neka je A € 7 proizvoljno. Definiramo slucajnu varijablu:

X(w) = yalw), weQ.

Ovo je 7 -izmjeriva sluCajna varijabla pa je po prethodnoj propoziciji X invarijantna slucajna
varijabla. Tada po pretpostavci slijedi da je X gotovo sigurno konstanta pa posto je X de-
finirana kao karakteristicna funkcija skupa A slijedi P(A) = 0 ili 1 te je stoga T ergodska
transformacija. o

1z dokaza propozicije slijedi:

Propozicija 2.4.4. T je ergodska transformacija ako i samo ako je svaka ogranicena inva-
rijantna slucajna varijabla gotovo sigurno konstanta

Opcenito je teSko pokazati da je dana transformacija ergodska.
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Primjer 2.4.5. Neka je Q = [0,1), ¥ = 8([0,1)) i P = A Lebesguova mjera na [0, 1). Za
dano 0 € [0, 1) definiramo transformaciju 7" koja ¢uva mjeru sa:

T(x) = (x+6)mod 1.

Pokazat ¢emo da je T ergodska transformacija ako € ¢ Q. Neka je f proizvoljna Borelova
funkcija na [0, 1) koja je invarijantna u odnosuna T'i f € L*([0, 1]):

f F2(x)dA(x) < +o00.

+0oo 2rinx

Promatramo Fourierov red funkcije f(x) = >, = c,e”™, gdje su Fourierovi koefici-

jentidanisac, = j(;l f(x)e~>""*d A(x), za svako n € N. Za Fourierove koeficijente funkcije
f o T vrijedi:
1 .
= f f(x+ 6)e™™dA(x)
0
{y=x+06,dA(y) = dA(x)}
1
— f f(y)e_zmny€2mn9d/l(y)
0

=¥ zasven e N,

Posto je f invarijantna funkcija u odnosu na 7T vrijedi f(x) = f(T(x)), zasve x € R, pa
usporedivanjem Fourierovih koeficijenata obije strane dobivamo:

cu(1 — e =0, zasven € Z

te je stoga ¢, = 0ili e = 1, zasve n € Z. Posto je 6 ¢ Q, vrijedi da je ™"’ = 1 samo

zan =0pajec, =0, zasven # 0. Posto je f € L*([0,1]), iz teorema o jedinstvenosti
koeficijenata Fourierovog reda slijedi f = ¢, gotovo sigurno.
Tada iz Propozicije 2.4.3 slijedi da je T ergodska transformacija.

Propozicija 2.4.6. Neka je T transformacija koja ¢uva mjeru na (Q, 5 ,P) i neka je X
sluc¢ajna varijabla na Q. Tada vrijedi:

EX = E[XoT]

u smislu da X ima ocekivanje ako i samo ako X o T ima ocekivanje i ocekivanja su im
Jednaka.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati Lebesguovom indukcijom po X.
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I Nekaje X = ya,zaA € . Slijedi da je EX = P(A). PoStoje X o T = y7-14)1 7T je
transformacija koja ¢uva mjeru slijedi:
E[XoT]=FT"'(A)
=P(A) = EX.

IT Neka je X jednostavna slucajna varijabla. Tada se X moze prikazati kao:

n

X = Z XiX Ay

k=1

gdje su xy,...,x, € RiAy,...,A, € F medusobno disjunktni skupovi. Slijedi da je
XoT = Yy XxXr-1apy- Tada iz definicije ocekivanja jednostavne slucajne varijable
slijedi:

E[XoT]= ) wP(T ™ (A)
k=1

= Z xP(Ay) (premal)

k=1
= EX.

III Neka je X nenegativna slucajna varijabla. Tada postoji rastuci niz (X,, n € N) nenega-
tivnih jednostavnih slucajnih varijabli takvih da vrijedi

X = lim X,,.

n—oo

Slijedi da je ((X,, o T), n € N) rastu¢i niz nenegativnih jednostavnih slu€ajnih varijabli
takav da je
XoT =1limX,oT)
posto je T ¥ -izmjeriva funkcija.
Tada iz Lebesguovog teorema o monotonoj konvergenciji slijedi:
E[XoT]=E[lim(X, o T)]
= lim E[X, o T]

= lim EX, (prema I])
= E[lim X,,] = EX.
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IV Neka je X proizvoljna slucajna varijabla. Tada se X moze prikazati kao X* — X~, gdje
su X 1 X~ nenegativne slucajne varijable. 1z /11 slijedi:

EX*" <00 & E[X"0oT] < +o0
EX <00 & E[X oT] < +co.

Stoga EX ima ocekivanje ako i samo ako E[X o T'] ima ocekivanje i vrijedi:

EX = EX* - EX™
=E[X"oT]-E[X oT] (prema III)
= E[X o T].



Poglavlje 3

Ergodski teorem

3.1 Ergodski teorem

Da bi dokazali klasic¢an ergodski teorem, prvo ¢emo dokazati sljedeci rezultat:

Teorem 3.1.1. (Maksimalni ergodski teorem)
Neka je T : Q — Q transformacija koja ¢uva mjeru na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥ ,P)
i neka je X slucajna varijabla na Q takva da je E|X| < +co. Za svako w € Q definiramo:

S =X +XT W)+ +XT'w), k=1,...,n
M, (w) = max{0, S (w),...,S . (w)}, za svako n € N.

Tada vrijedi:
f XdP > 0, za svako n € N.
[M,>0}
Dokaz. Neka je n € N proizvoljan. 1z definicije M, slijedi:
Si(w) < M,(w), za svako k < n1iza svako w € Q.
Stoga vrijedi:
S«(T(w)) < M, (T(w)), za svako k < n i za svako w € Q.
Zasvako k = 1,...,n1za svako w € Q trivijalno slijedi:

X(w) + M(T(w)) =2 X(w) + S (T (w))
= Sir1(w)

pa dobivamo:
X(w) 2 S r1(w) = My(T(w)).

27
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Posebno, X(w) > S (w) — M,(T (w)) jer iz definicija skupova S| 1 M, slijedi da je X(w) =
S1(w)1 M,(w) > 0. Slijedi:

X(w) = Si(w)— M(T(w)), zasvek=0,1,...,nisve w € £
pa dobivamo:
X(w) > max{S |(w),...,S,(w)} - M, (T(w)), weQ.

Iz monotonosti integrala slijedi:

f XdP > f [max{Si,...,S,} — M,(T)|dP
{M,>0} {M,,>0}
(na skupu {My > 0} vrijedi max{S,...,S,} = M,)

= f (M, — M,(T)]dP
(M, >0}

> f (M, — M,(T)]dP
Q

_ f M, dP - f M,(T)dP. 3.1)
Q Q

M, je sluCajna varijabla posto je kompozicija slucajne varijable X, izmjerive funkcije
T 1 neprekidnih funkcija. M, ima ocekivanje (koje je konacno) jer iz nejednakosti trokuta,
monotonosti o¢ekivanja, svojstava sume 1 maksimuma i Propozicije 2.4.6 slijedi:
E\M,| = E|max{0,S,...,S,W}

<E|Si|+---+ EIS,|

=EX|+EX+XD|+--+EX+XT)+ -+ X(T" Y

<n E|X| +(n— D) EX(T)|+--- + E|X(T" )| < +co.

~—— ——— N ———
<400 =E|X|<+o0 =FE|X|<+0c0

Sada iz (3.1) i Propozicije 2.4.6 slijedi:
f XdP > EM, — EM,(T) = 0. O
{M,>0}

Sljedece ¢emo dokazati Birkhoftf-HinCinov ergodski teorem.

Teorem 3.1.2. (Ergodski teorem)
Nekaje T : Q — Q transformacija koja ¢uva mjeru na vjerojatnosnom prostoru (Q, 7, P).
Ako je X slucajna varijabla na Q koja je apsolutno integrabilna (E|X| < +00), tada vrijedi:

1
lim —

n—oo N

n—1
Z X(T" = E[X|T] gotovo sigurno.
k=0
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Dokaz. Za svako w € Q definiramo:

S =X +XT W)+ +XT' ), k=1,...,n
M, (w) = max{0,S(w),...,S,(w)}, zasvakon € N.

Pokazujemo:

S, )
lim — = E[X|7] gotovo sigurno.

n—oo N
Prvo ¢emo tvrdnju pokazati za sluCaj E[X|77] = 0. Definiramo sluCajnu varijablu
X = lim, % Za svaki € > 0 mozemo definirati skup:

D, ={X > €.

Slucajna varijabla X je invarijantna u odnosu na 7

(7 = i 2T

S ni1(w) — X(w)
m

n n
— 385, +1 —X _
= lim (@) n —lim @) = X(w), zasve w € Q.
n n+1 n n n
—_—
X(w) —1 =0

Stoga iz Propozicije 2.4.2 slijedi da je D, € 7, za sve € > 0.
Za proizvoljan € > 0 definiramo slucajnu varijablu X* = (X — €)yp,. Zbog pretpostavke
teorema vrijedi:
E|X"| < ElXxp,| + Elexp,|
< EX|+eP(D,) < E|X|+ € < +00.
——

<1

Za svako w € Q definiramo:

SHw) =X (W) + X (T() + -+ X TN w), k=1,....n
M, (w) = max{0,S(w),...,S,(w)}, zasvakon € N.

Po maksimalnom ergodskom teoremu slijedi:
f X*dP >0, zasveneN.
{M;>0}

Za svako n € N definiramo dogadaj F,, = {M; > 0} = {maxS§; > 0}. Sada je (F,,n € N)

1<k<n
rastuci niz dogadaja koji u uniji daje dogadaj F' = {supS; > 0}.
k1
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Iz definicije skupova D, F i definicije slu¢ajnih varijabli X* i X slijedi:

S*
F={supS; >0} = {sup—k > 0}
k21 k=1 k

S
= {sup—k > e} N D..

k=1 k
Stoga je F C D..

S druge strane, iz definicije slu¢ajne varijable X slijedi da je supS; > X. Stoga za
k=1
proizvoljan w € D, = {X > €} slijedi da je supS(w) > X(w) > €. Tada je w € F pa imamo
k=1
D, = F. Posto je (X"xr,,n € N) rastuci niz nenegativnih slucajnih varijabli koji konvergira

prema slucajnoj varijabli X"y r, slijedi:
f X'dP — fX*dP, kadan — +co.
F, F
Naime, iz Lebesguovog teorema o monotonoj konvergenciji slijedi:

lim X'dP = lim E[X"xF,]

—00
n Fn

= E[lim X*xr,] (LTMK)
= E[X"yr] = f X*dP.
F

Posto je [ X*dP > 0, za sve n € N, slijedi da je [ X"dP > 0, §to povlati [/ X*dP > 0.
Medutim, vrijedi da je:

fX*dP:fXdP—fedP
D. D. D.

= f E[X|T]1dP — €eP(D.) (definicija uvjetnog ocekivanja)
D, S——
=0
= —e P(D,).
<0

Stoga iz nenegativnosti vjerojatnosti slijedi da je P(D,) = 0, za sve € > 0, pa dobivamo da
je X < 0 gotovo sigurno. o

Analogno za slu¢ajnu varijablu —X vrijedi lim,, % = —I'Ln% < 0 gotovo sigurno te
ozna¢imo X = h_m% Slijedi da je —X < 0 gotovo sigurno $to povlaci da je X > 0 gotovo
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sigurno. Stoga dobivamo da vrijedi:

S, — S )
0<lim— <lim— <0 gotovo sigurno
n n n

n
pa po teoremu o sendvicu i definiciji limesa slijedi:

—S8, .. S . Sh .
0=E[X|T]=1lim— =lim— = lim —  gotovo sigurno.
n n n n—eoo

n

Pokazimo da tvrdnja vrijedi za proizvoljnu slu¢ajnu varijablu E[X|7 ]. Definiramo Y =
X — E[X|7]. Tada je Y sluCajna varijabla i iz svojstava uvjetnog ocekivanja slijedi:

EY =EX-E[E[X|T]]=EX-EX=0
pa po prethodno dokazanom vrijedi:

1 n—1

lim Z Y(T¥) =0 gotovo sigurno.
k=0

n—oo N
Posto je:

1
lim —

n—oo N

n-1 n—1 n—1

1 1
Z Y(T*) = lim - Z X(T*) - lim — Z E[X(TH|T]
=0 (el Ly Ea Ly

preostaje pokazati da je E[X(T*)|7] = E[X|T], za svako k € Nj. Po definiciji uvjetnog
oc¢ekivanja i Propoziciji 2.4.6, za proizvoljno D € 7~ imamo:

f E[X(TH\T1dP = f X(T"dP
D

D
= E[X(T*)xp]
(DeT = T™D)=D)
= E[Xxp]

:fXdP:fE[XI‘T]dP.
D D

Slijedi traZzena tvrdnja pa je stoga:

n—1

1
lim — Z X(T* = E[X|T] gotovo sigurno.
n—oo N

k=0
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3.2 Korolari ergodskog teorema

Korolar 3.2.1. Nekaje T : QQ — Q ergodicka transformacija koja cuva mjeru na vjerojat-
nosnom prostoru (Q, F,P). Neka je X slucajna varijabla na Q za koju vrijedi E|X| < +oo.
Tada vrijedi:

n—1

1
lim - » X(T*)=EX gotovo sigurno.
n—oo N

=0
Dokaz. 1z ergodskog teorema slijedi:

n—1

1
lim — Z X(TH = E[X|T] gotovo sigurno.
k=0

n—oo n
Preslikavanje T je ergodicko pa vrijedi da je:
P(A)=0ili1, zasvakoA e T.

Pokazat ¢emo da su 7" i 0-(X) = X~!(8B) nezavisne o-algebre. NekasuA € T iB € B
proizvoljni.
Ako je P(A) = 0, slijedi:

PX'(B)NA) <P(A) =0

pa je po teoremu o sendvifu i nenegativnosti vjerojatnosti slijedi P(X~'(B) N A) = 0, §to je
jednako P(X~'(B))P(A).
Ako je P(A) = 1, slijedi:
P(X"'(B) = PX'(B)NA) = 1 - P(X"'(B))° U A°)
=1 -PX Y(BY)) - P(AY) + P(X"1(B) N A9)
——

=0 =0

=1-P(X'(BY))
= P(X"'(B))

pa slijedi da je P(X"'(B) N A) = P(X"!(B)), $to je jednako P(X~!(B))P(A).
Posto su 7 i o7(X) = X~!(B) nezavisne o-algebre, slijedi:

E[X|T]1=EX gotovo sigurno
pa je stoga:

1
lim —

n—oo n

n—1
Z X(T* = EX gotovo sigurno. O
k=0
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Korolar 3.2.2. Neka je T : Q — Q ergodicka transformacija koja ¢uva mjeru na vje-
rojatnosnom prostoru (Q, F,P). Neka je X nenegativna slucajna varijabla na Q za koju
vrijedi EX = +oo. Tada vrijedi:

n—1
1
- Z X(T*) = +00  gotovo sigurno.

k=0

lim

n—oo 1
Dokaz. Za proizvoljan a > 01 svako w € Q definiramo:

X.(0) = X(w), Xw)<a,
@)= 0, inace.

Vrijedi: E|X,| < @ < +00. Tada iz Korolara 3.2.1 imamo:

n—1
1
EX, = lim — Z X, (TY)
n—oo n k:O

1 n—1
< lim - Z X(TY gotovo sigurno 3.2)
n
n k=0

jer je X, < X i limes inferior je monotona funkcija.
Pustimo @ u +oo0 pa stoga X, — X. Posto je (X,,@ > 0) rastuéi niz nenegativnih
slu¢ajnih varijabli, iz Lebesguovog teorema o monotoj konvergenciji slijedi:

lim EX, = E[lim X,] = EX = +oo.

Tada iz (3.2) imamo:
1 n—1
lim EX, < lim — Z X(T*) gotovo sigurno
a—o0 n
n =0
pa slijedi:
n—1 n—1

n

1 — 1
400 < lim — Z X(T*) < lim — Z X(T*) < +00  gotovo sigurno.
= SRy
Tada iz teorema o sendvicu i definicije limesa slijedi:

n—1
Z X(T*) = +c00  gotovo sigurno. O
k=0

1
lim —

n—oo n



POGLAVLIJE 3. ERGODSKI TEOREM 34

Opcenito, ako X nije nenegativna slucajna varijabla, iz E|X| = 4+co ne mora slijediti da
prosjeci divergiraju gotovo sigurno.
Neka je A € ¥ proizvoljan te definiramo:

X(w) = ya(w), w € Q.

Tada je X slucajna varijabla na 1 vrijedi da je E|X| < 4+o0. Ako je T ergodicka transfor-
macija koja Cuva mjeru, tada iz Korolara 3.2.1 slijedi:

n—1

1
lim — Z xa(TH =P(A)  gotovo sigurno.
n
k=0

n—oo

Gornju sumu moZemo protumaciti kao prosje¢an broj to¢aka w, T(w), T*(w), . .. u skupu A
pa je stoga za gotovo svaku pocetnu to¢ku w asimptotski prosjek to¢aka w, T(w), T?*(w), . . .
u skupu A upravo jednak P(A).

Pretpostavimo da je € i topoloski prostor, tj. zadana je familija otvorenih podskupova
od Q. Posebno ima smisla pojam okoline tocke iz Q. Takoder pretpostavimo da svaka
tocka ima prebrojivu bazu okolina, tako da se konvergencija u Q mozZe okarakterizirati
nizovima. KaZzemo da je A gust skup u Q ako za svaki w € 1 svaku otvorenu okolinu N
od w takvu da je P(N) > 0 postoji barem jedna tocka iz A koja je u N.

Neka je w’ € Q proizvoljan i neka je N € ¥ takav da je w’ € N 1 P(N) > 0O te vrijedi:

n—1

1
31_)12 - Z XN(Tk) =P(N) gotovo sigurno.
k=0
Tada je:
1 n—1
lim — Z v (THw)) > 0
n—oo N
k=0

za sve w iz skupa koji ima vjerojatnost 1. Stoga postoji ny € N takav da je:

n—1

1
- Z)(N(Tk(w)) >0, zasven > ng
k=0

pa je stoga sigurno neka od to¢aka w, T(w), T*(w), . .. uskupu N. Slijedi da je {w, T(w), T?*(w), . . .

gust skup u Q.

Korolar 3.2.3. Neka je T : Q — Q ergodicka transformacija koja cuva mjeru u od-
nosu na vjerojatnosne prostore (Q,F,Py) i (Q,F,P,). Tada je ili Py = P, ili su P, i P,
ortogonalne mjere u smislu da postoji skup A € T takav da vrijedi:

Py(A) = 1, PyA°) = 1.
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Dokaz. Pretpostavimo da je P; # P,. Tada postoji B € ¥ takav da je P,(B) # P»(B).
Definiramo X(w) = yp(w), w € Q. Tada iz Korolara 3.2.1 slijedi:

n—1
1
lim — Z X(T* = Py(B) gotovo sigurno.
n—oco n
k=0

Oznacimo skup tocaka za koje se dogada gornja konvergencija sa A. 1z definicije ko-
nvergencije gotovo sigurno slijedi da je P;(A) = 1. Medutim, iz Korolara 3.2.1 takoder
slijedi:

n—1

1
lim — Z X(T*) = P,(B)  gotovo sigurno.
n—oo N
k=0

Posto je konvergencija gotovo sigurno gotovo sigurno jedinstvena i Pi(B) # P,(B),
slijedi da se gornja konvergencija dogada na skupu A¢ i vrijedi P,(A€) = 1. O

Korolar 3.2.4. Uz pretpostavke ergodskog teorema vrijedi:

1 n—1
lim E |- Z X(TH - E[X|171| = 0
n k=0

4.
1 n—1 1
= > X(T") = EIXIT], kadan — o.
gy
Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je E[X|7] = 0. Definiramo
V., = }l ZZ;& X(T*),n € N. 1z ergodskog teorema slijedi:
limV, =0 gotovo sigurno.

Iskazimo Egorovljev teorem koji ¢emo koristiti u nastavku dokaza:

Teorem 3.2.5. (Egorovljev teorem)
Neka je (Q,F, u) prostor s mjerom i neka je E € F takav da je u(E) < +oco. Neka su
(fu,n € N) i f realne funkcije definirane na E koje su F -izmjerive i za koje vrijedi:

lim f, = f gotovo sigurno.
n—oo

Tada za svaki € > 0 postoji B € ¥, B C E, takav da je u(B) < € i niz (f,,n € N) konvergira
uniformno prema f na E\B.
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Dokaz se moze pronaéi u [2].

Stoga slijedi da za svako € > 0 postoji A € F takvo da je P(A) < €1 (V,,n € N)
uniformno konvergira prema 0 na A°. Stoga na A¢ vrijedi da je El,, V,=0sIlim,|V,| =0.

Iskazimo obrnutu Fatouvu lemu:

Teorem 3.2.6. (Obrnuta Fatouva lema)
Neka je (f,,n € N) niz realnih izmjerivih funkcija definiranih na izmjerivom prostoru
(Q,F,n). Ako postoji nenegativna integrabilna funkcija g na Q takva da je f, < g, za

sve n € N, tada vrijedi:
ﬁffndysfﬁfndu.
n Q Q n

0 < 1im E|V,xac| < E[lim([V,xa)] = 0

—_———
=0

Tada slijedi:

pa je stoga ﬁn E|V,| = 0na A°.
Iz te Cinjenice i definicije V,, slijedi:

LimE|V,| = Ef |V, |dP
n n Q

=ﬁf|v,,|dp

noJA
_1 n—1

Slim—z f IX(T")|dP.
"D YA

Za proizvoljan N > (0 imamo:

f IX(TH)|dP = f IX(T")|dP + f 1 X(T")|dP
A AN{X(T*)|>N} AN{IX(T*)|<N}

< f IX(TH|dP + N f dP (monotonost integrala)
ANX(TH)>N} A

= f IX(T")|dP + NP(A)
AN{IX(T*)|>N}

= E[IX(TY) angxcroysm] + NP(A)
< E[|X(Tk)|)({|X(Tk)|>N}] + NP(A)

= E[|XIxx>n ] + NP(A) = f |X|dP + NP(A). (Propozicija 2.4.6)
{IX|>N}
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Stoga za proizvoljan € > 0 i proizvoljan N > 0 vrijedi:

Lim E|V,| < f IX|dP + N P(A) .
n {IX|>N) i@d

Sada iz proizvoljnosti € > 0 slijedi da ako pustimo N u beskona¢nost dobivamo:

lim IX|dP = lim E[|X|yqxny]
N=eo Jixi-n) N=eo

= ELlim [Xlypyp] = 0. (LTDK)

Zadnju jednakost smo dobili iz ¢injenica da je E|X| < +oo pa je stoga P(|X| = +00) = 0 te
iz Lebesguovog teorema o dominiranoj konvergenciji primjenjenog na niz (| X|yyx>ny, N €
N). Slijedi da je lim, E|V,| < 0 pa po teoremu o sendvi¢u imamo da je lim, E|V,| = 0. Tada
ponovno iz teorema o sendvicu i definicije limesa dobivamo:

lim E|V,| =0

n—oo

pa tvrdnja slijedi. O

3.3 Slucajni procesi i ergodski teorem

Neka je (X,,n € N) slucajni proces na vjerojatnosnom prostoru (2, ¥,P). Njemu pri-
druzujemo koordinatni reprezentativni proces (X,,n € N) na vjerojatnosnom prostoru
(R, 8%, P) koji ima jednake konaéno-dimenzionalne distribucije kao po&etni proces. De-
finiramo transformaciju pomaka S : R® — R sa:

S(XI,X2, .. ) = (-x27-x37 cee )
Slijedi da se reprezentativni proces moze prikazati kao:
X,(x) = X(8" (x)), x=(x,neN)eR™ zasveneN
te iz Propozicije 2.2.6 slijedi da je S preslikavanje koje Cuva mjeru.
1z ergodskog teorema i Korolara 3.2.1 slijedi:
ako je S ergodska transformacija koja ¢uva mjeru na vjerojatnosnom prostoru (R®, 8%, P),
tada vrijedi:

n—0oo n

15,
lim — Z Xi(S* = EX,  gotovo sigurno i u srednjem reda 1
k=0

=
n—1
lim - ) X, =EX; gotovo sigurnoiu srednjem reda 1.

n—oo N

k=0
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Ako je S ergodska transformacija, ista tvrdnja e vrijediti 1 za originalan proces
(X,,n € N) posto konvergencija gotovo sigurno i u srednjem reda 1 ovise samo o dis-
tribuciji procesa, a originalni proces i koordinatni reprezentativni proces imaju jednake
kona¢no-dimenzionalne distribucije. Stoga ¢emo sve tvrdnje vezane uz invarijantnost i
ergodi¢nost formulirati u terminima originalnog procesa (X,,n € N) bez koriStenja koordi-
natnog reprezentativnog procesa.

Oznacimo sa X = (X, n € N) slucajni proces kojeg promatramo. To je preslikavanje sa
Q u R*. Za operator pomaka S 1 proizvoljan B € 8% vrijedi:

Xes™®)=x"(s7'(B)
={weQ:X(w)eS (B}
={weQ:SX(w)) € B}
={weQ:SX(w), X2(w),...) € B}
={weQ: (X (w), X5(w),...) € B}
Definicija 3.3.1. Dogadaj A € F je invarijantan ako postoji B € 8% takav da za svako

n > 1 vrijedi:
A = {(Xy, Xp41,...) € B},

Sa 7 oznaCavamo familiju svih invarijantnih dogadaja A € 7.

Napomena 3.3.2. Provjeravanjem definicije o-algebre, iz ¢injenice da je 8~ o-algebra i
osnovnih svojstava komplementa i unije, slijedi da je 7 o-algebra.

Definicija 3.3.3. KaZemo da je sluc¢ajna varijabla Z na vjerojatnosnom prostoru (Q, F ,P)
invarijantna ako postoji slucajna varijabla (tj. funkcija) ¢ na (R, B*) takva da vrijedi:

Z =X, Xu41,...), zasven > 1.

Lebesguovom indukcijom se lako pokaze da je Z invarijantna sluajna varijabla ako 1
samo ako je 7 -izmjeriva (dokaz analogan dokazu Propozicije 2.4.2).

Prvo ¢emo dokazati jednu tehni¢ku propoziciju koju ¢emo koristiti u dokazu ergodskog
teorema za stacionarne procese.

Propozicija 3.3.4. Neka je X slucajan proces na (Q, ¥ ,P) i neka je X' slucajan proces na
(Q', F',P’) te neka su ti procesi jednako distribuirani, tj.

P(X € B) = P'(X’ € B), za svako B € B~.

Tada za B> -izmjerivu funkciju ¢ vrijedi:

fqm@:f¢@wp
Q Q
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u smislu da jedan od integrala postoji ako i samo ako postoji drugi i vrijednosti su im
Jjednake.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati Lebesguovom indukcijom po ¢.

I Neka je ¢ = ya,za A € 8. Tada vrijedi:

XA = xx104) 1 xaX) = xeoy1a)-

f‘ﬁ(X)dP: fXA(X)dP: fXXl(A)dP
Q Q Q

=P(XeA) =P (X €A) (pretpostavka)

- [ e = | goae
Q Q

IT Nekajep = ;i xxxa,» gdje su xy, ..., x, realni brojevii Ay, ..., A, € 8° medusobno
disjunktni skupovi. Slijedi:

f P(X)dP = f D X, (X)dP
Q Q%=1

= Zxk f X4, (X)dP  (linearnost integrala)
k=1 Q

Slijedi:

= Zxkf xa,(X)dP"  (prema 1)
k=1 @

= f > Xxa (XdP = f o(X")dP'.
Q=1 v

IIT Neka je ¢ proizvoljna nenegativna B~ -izmjeriva funkcija. Tada postoji rastuéi niz
(¢n, n € N) nenegativnih jednostavnih 8*-izmjerivih funkcija takvih da vrijedi:

© = i e
Slijedi da su (¢,(X),n € N) i (¢,(X"),n € N) rastuci nizovi nenegativnih jednostavnih
B*-1zmjerivih funkcija takvih da vrijedi:
@(%) = lim ,(X)
e(X) = lim ¢, (X").
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Tada iz Lebesguovog teorema o monotonoj konvergenciji i /1 slijedi:

f e(X)dP = f lim ¢,(X)dP
Q Qe

= lim | ¢,(X)dP = lim f @n(X)dP’
Q n—oo )y

= f lim ¢,(X')dP’ = f Q(X)dP.
o n—oo Q

IV Neka je ¢ proizvoljna 8-izmjeriva funkcija. Tada vrijedi da je ¢ = ¢* — ¢~, gdje su
¢* 1 ¢~ nenegativne B*-izmjeriva funkcije. 1z /11 i definicije integrala slijedi da lijevi
integral u tvrdnji postoji ako 1 samo ako postoji desni integral 1 vrijedi:

f e(X)dP = f @" (X)dP — f ¢ (X)dP
Q Q Q
= f ¢ (X)dP - f ¢ (X)dP’
[9X4 (94
= f O(X)dP’ . O
o

Teorem 3.3.5. Neka je (X, n € N) stacionaran proces na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P),
neka je T o-algebra invarijantnih dogadaja iz F te neka je E|X,| < +oo. Tada vrijedi:

. 1<
lim — Xy = E[Xq|T]1 gotovo sigurno.
n—oo N =
Dokaz. Oznacimo sa X = (X,,n € N) naS§ stacionaran proces te definiramo pripadni koor-
dinatni reprezentativni proces na (R, 8%, P) sa:

Xu(x) = x;, zax=(x,neN)eR”.

Tada iz ergodskog teorema slijedi da niz (% >, X, n € N) konvergira gotovo sigurno, pa
zbog jednakosti kona¢no-dimenzionalnih distribucija reprezentativnog i originalnog pro-

cesa slijedi:
n

.1 .
lim—- ) X, =Y gotovo sigurno,
n—oo Nl

k=1
za neku slu€ajnu varijablu Y.
Zelimo pokazati da je Y = E[X;|7]. Ozna¢imo S, = X, Xk, zasvakin > 1, te

stavimodaje Y = lim, S;" Zaproizvoljan y € R slijedi da je dogadaj {Y < y} invarijantan po
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definiciji limesa superiora pa je stoga Y 7 -izmjeriva funkcija. Neka je A € 7 proizvoljan.
Tada iz Korolara 3.2.4 slijedi:

lim E = 0. (3.3)

o
Z;Xk—Y

Koristenjem Jensenove nejednakosti te svojstava aposolutne vrijednosti i karakteristi¢ne
funkcije dobivamo:

1 < 1 <
E[- kZ;(Xk -Vl <E|- ;(Xk ~Y)xa

1 n

<E|- ) (X—Y)
gy

paiz (3.3), teorema o sendvicu 1 neprekidnosti apsolutne vrijednosti slijedi:

) 1+
lim E[- Z(Xk — Y)yal = 0.
k=1

n—oo

Tada iz lineranosti o¢ekivanja imamo:

1 n
lim—z f X.dP = f YdP. (3.4)

Posto je A € 7, slijedi da postoji B € B~ takav da za svako n > 1 vrijedi:

A ={(Xp, Xps1,...) € B}. (3.5)
Proces (X,,,n € N) je stacionaran pa za svako k > 1 vrijedi da su procesi X;, Xp, ... 1
Xis Xi+1, - - . jednako distribuirani.

Definiramo funkciju ¢ na R* sa:
P(X) = m (X)xxen)-
Vrijedi:

o(X1, X2, .. .) = XiX((X) Xa....)eB)
(X, Xir15 -+ +) = XiX (X X1, )€B)
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pa iz Propozicije 3.3.4 1 (3.5) slijedi:

kadP f Xde =
{(Xk,Xk+1,... JEB}

XX (X Xesro )eB}CﬂP

5— 55—

XX (X)X, )eB)dP

f X,dP = ledP, zasve k € N.
{(X1,X2,...)€B} A

Zbrajanjem n prethodnih integrala, njihovim dijeljenjem sa n te pusStanjem n u be-
skonacnost, iz (3.4) slijedi:

ledP:deP, zasvako A € T
A A

te, posSto je Y 7 -izmjeriva slucajna varijabla, iz definicije uvjetnog ocekivanja slijedi:
Y = E[Xi|7T]
pa tvrdnja doista vrijedi. O

Definicija 3.3.6. Stacionaran proces (X,,,n € N) je ergodski ako svaki invarijantan dogadaj
ima vjerojatnost 0 ili 1, tj. ako za svako A € T vrijedi:

PA)=0ili 1

Korolar 3.3.7. Neka je (X,,n € N) stacionaran ergodski proces takav da je E|X;| < +oo te
neka je T o-algebra invarijantnih skupova. Tada vrijedi:

1 n
Ilim — » X, =EX, gotovo sigurno.

n—oo N

k=1
Dokaz. 1z Teorema 3.3.5 slijedi:

n

! .
lim — Xy = E[X,|7] gotovo sigurno
n—oo N

k=1

pa trebamo pokazati da je E[X;|7] = EX, gotovo sigurno. Dovoljno je dokazati da je
o-algebra generirana sa X, o(X;) = XI‘I(B), nezavisnaod 7. Nekasu A € 7 i B € o(X))
proizvoljni dogadaji. Tada postoji B’ € ¥ takav da B = X;'(B').

Ako je P(A) = 0, tada slijedi da je:

0 <P(ANB)=PANX['(B))
<P@A) =
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pa po teoremu o sendvicu slijedi da je P(A N B) = 0 §to je jednako P(A)P(B).
Ako je P(A) = 1, tada slijedi da je P(A¢) = 0. Slijedi:
P(B)>P(ANB)=1-P(A° U B)
=1-P(A°) -P(B°) + P(A° N BY)
——
=0

=P(B) + P(A° N B°)

——

>0

> P(B)

pa slijedi da je P(A N B) = P(B) s$to je jednako P(A)P(B).
Slijedi da je X nezavisna od 7 pa je E[X,|7] = EX, gotovo sigurno i tvrdnja korolara
slijedi. O

Transformacija procesa nekom izmjerivom funkcijom Cuva svojstvo ergodi¢nosti tog
procesa, isto kao 1 za stacionarnost.

Propozicija 3.3.8. Neka je (X,,n € N) stacionaran ergodski proces na (Q, ¥ ,P) i neka je
¢ : R*® — R izmjeriva funkcija u paru o-algebri (8%, B). Definiramo proces (Y,,n € N)
sa:

Yy = (X, Xir15--.), za sve k > 1.

Tada je (Y,,n € N) stacionaran ergodski proces.

Dokaz. 1z Propozicije 2.1.8 slijedi da je (¥,,n € N) stacionaran proces. Za svaki k € N
definiramo funkciju ¢y sa:

Or(xX1, X2, .. .) = (X, Xi15 -+ - )

Tada je Yy = (X1, X5,...), zasve k > 1.
Neka je B € B8~ proizvoljan. Definiramo skup:

A ={xeR”: (p1(x), p2(x),...) € B}
Ocito je A € B™ jer su ¢y, ¢, ... B7-izmjerive funkcije te po definiciji skupa A vrijedi:
{weQ: (Y(w), Va(w),...)e B} ={w € Q: (Xj(w), Xr(w),...) € A}. (3.6)
Neka je C € 7. Tada postoji B € 8% takav da je za svakon > 1:

C={Y,,Ys1,...) € B}
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Tada slijedi:
P(C) =P{(Y,,Yy+1,...) € B}, zasvakon > 1
= P{(X,,, Xps1,...) € A}, zasvakon >1  (po (3.6))
invarijantan dogadaj
=0ili 1 ((X,,n € N) ergodski proces)
Stoga je (Y,,n € N) ergodski proces. O

Propozicija 3.3.9. Neka je (X,,n € N) stacionaran proces na vjerojatnosnom prostoru
(Q,F,P). Tada je svaki invarijantan dogadaj A € T repni dogadaj.

Dokaz. Neka je A € 7 proizvoljan. Tada postoji B € 8 takav da za svako n > 1 vrijedi:
A = {(Xn,Xn+l’ . ') € B}'

Tada iz definicije slijedi da je A € o(X,, X,+1,...), za svako n > 1, pa je stoga A repni

dogadaj tj. A je element repne o-algebre o, = N2 0(X,, Xpi1, ... ).
O

Korolar 3.3.10. Neka su X,,X,, ... nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable.
Tada je (X,,,n € N) ergodski proces.

Dokaz. 1z nezavisnosti 1 jednake distribuiranosti slijedi da je (X,,n € N) stacionaran pro-
ces. Iz Propozicije 3.3.9 slijedi da je svaki invarijantan dogadaj A repni dogadaj. Tada iz
Kolmogorovljevog zakona 0-1 slijedi da je P(A) = 0 1ili 1 pa je stoga (X,,,n € N) ergodski
proces. ]

Jaki zakon velikih brojeva je posljedica ergodskog teorema. Naime, neka je
(X,,n € N) niz nezavisnih jednako distribuiranih sucajnih varijabli. Tada je po Primjeru
2.1.2. 1 Korolaru 3.3.10. to stacionaran ergodski niz slucajnih varijabli. Ako je E|X;| <
+00, tada po Korolaru 3.3.7. vrijedi:

n

1
lim - » X, =FEX; gotovo sigurno.
n—oo

k=1
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Subaditivni ergodski teorem

Definicija 4.0.1. KaZemo da je niz (a,,n € N) subaditivan ako za sve m,n € N vrijedi
nejednakost:
pym < a, + a,,.

Kazemo da je funkcija f : A — B subaditivna ako su joj domena A C R i kodomena
B C R zatvorene na zbrajanje i vrijedi:

fx+y) < f(x)+ f(y), zasve x,y € A.

Teorem 4.0.2. (Subaditivni ergodski teorem)
Prepostavimo da je (Xu,,0 < m < n,n € N) dvostruki niz sluc¢ajnih varijabli za koji
vrijedi:
i) Xom+ Xmn = Xon zasven e Nisve0<m<n
ii) (Xukm+1ks 1 € N) je stacionaran niz, za svako k € N
iii) distribucija niza (X, m+k, k € N) ne ovisi o m € Ny
iv) EX§, <+ooizasvakon € N vrijedi:
EX(),n > Yon
gdje je vy > —oo.
Tada slijedi:
EXo,, EXoum

a) lim,, = infmzl i

b) X =1lim,_,., X% konvergira gotovo sigurno i u srednjem reda 1 i vrijedi da je EX =y

45
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c) ako su svi stacionarni nizovi u ii) ergodski, tada je X = y gotovo sigurno.

Primjer 4.0.3. Ergodski teorem za stacionarne procese je posljedica subaditivnog ergod-
skog teorema.

Naime, neka je (Y,,n € N) stacionaran slu¢ajni proces takav da je E|Y,| < +oco, za sve
n € N. Definiramo: X,,,, = Y41 + -+ Y,, zasve n € Nisve 0 < m < n. Provjeravamo
pretpostavke subaditivnog ergodskog teorema:

1) Imamo:

Xo,n:Y1+"'+Yn
X(),m:Y1+"'+Ym
Xm,n: m+1+"'+Yn

pa slijedi da je Xy, = Xom + Xinn-

i1) Stacionarnost niza (X, u+1k 1 € N) slijedi iz ¢injenice da je (Y,,n € N) stacionaran
niz i Propozicije 2.1.8.

i) Iz pretpostavke stacionarnosti niza (Y,,n € N) slijedi da distribucija niza
(Xonm+k> k € N) ne ovisi o m, za m € Nj.

iv) EX§, = EY] < E|Y)| < +oo.
Po pretpostavci je E|Y,| < +oco pa slijedi da je EY,, > —co. Stoga slijedi da je:

EXon=EY +---+EY, >vyon, zasven € Niy, > —oco.

Tada iz Teorema 4.0.2 b) slijedi:

(Y1+---+Yn

,n € N) konvergira gotovo sigurnoiu L'.
n

Dokaz. Dokazat cemo Liggettovu verziju Kingmanova dokaza teorema koja ima Cetiri ko-
raka. Dokaz se moZe pronaci u [4].

Korak 1 Pokazujemo da je E|X,,| < Cn, za sve n € N, za proizvoljnu konstantu C.
1z pretpostavke 1) slijedi da je:

X, < Xo+ X, zasven e NiO<m < n.

m,n?
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Tada iz monotonosti ocekivanja i koriStenja prethodne relacije visSe puta slijedi:
EX;, < EX;,_, +EX,_ |,
<EX;,,+EX, ,,  +EX,_,
<---<EXg, +EX{,+---+EX, ,, | +EX, |,
=nEXj, < +co, zasven € N. (iziii) iiv))

Posto je |x| = 2x* — x, iz iv) i1 prethodne relacije slijedi:
E|Xo,| = 2EX;, — EXo,,
<2nEX;, - yon
= 2EX;, —vo)n
—_—
= Cn < +00 (po iv))
jerje EX, > yo paje stoga 2EXj | — o = 2y0 — yo = Yo > —o.
Neka je a, = EXy,, za svako n € N. Iz pretpostavki 1) 11i1) 1 monotonosti ocekivanja
slijedi:
a, = EXon < EXom + EXyn (po 1))
= EXom + EXop-m  (poiii))
=da,+adrn, neN0<m<n.

Pokazat ¢emo da vrijedi:

Iz definicije infimuma i limesa inferiora slijedi:

. . a4y .. Ly
liminf — = lim inf —
n n n—oom2n m

. . a .
> lim inf = = limy =y
n—ocom>1 m n—oo0

pa preostaje pokazati da je limsup, “* <y, tj. da je limsup, ** < 2, za sve m € N.
Neka je n = km + [, za proizvoljan 0 < [ < m. Slijedi:
ay, < Qy + ay_yy
< Ayt Appe-1) + A

< Ay + Ay + A2y + ay

< ka,+aq
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pa dijeljenjem sa n = km + [ dobivamo:

ap _ ka,, a;

n_ km+l n
km a,, a;

Ckm+lm n
—— ——

<1 —0,n—0
Pustanjem n u +oco dobivamo:

LAy a
y < liminf = < limsup — <y
non )

pa iz definicije limesa dobivamo:

an

lim — =y
n—o 1N
.
. EXOn EXOm
lim — = inf — =
n—co N m>1 m

¢ime je dokazana tvrdnja a).

Korak 2 Koristenjem i) dobivamo:

XO,n < XO,km + ka,n (n = km + l)
< Xog-tym + Xk=vymbm + Ximn

< Xon + Xonom + Xomzm + -+ + Xk vympom + Ximn-

Dijeljenjem sa n = km + [ dobivamo:

Xon - k Xom+ -+ Xo—t)ympm N Xiomn
n ~ km+1 k n

Po ii), (X(-1ymim> k € N) je stacionaran proces, za svako m € N, pa iz ergodskog
teorema za stacionarne procese slijedi:

lim —X Xon + -+ Xg-vympm 1 lim Xom + -+ + Xge-vymtm _ An
k—co km + [ k M k—oco k m

gotovo sigurno i u L', gdje je A,, = E[Xou|Z ] 1 I,, je o-algebra invarijantnih sku-
pova u odnosu na stacionaran miz (X—iymm, kK € N).
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Iz svojstava uvjetnog ocekivanja slijedi:

EA,, = EXo, zasvakom € Nj.

Ako fiksiramo 0 < / < m i uzmemo proizvoljno € > 0, iz iii) slijedi:
D Pt > (km + D) = > P(Xoy > (km + De)
k=1 k=1

< Z P(Xy; > ke)  (monotonost vjerojatnosti) .
k=1

Po Koraku 1 je E|Xy,| < +oo pa stoga po Propoziciji 1.0.8 slijedi Y2, P(Xo, > ke) <
+oo. Slijedi da je Y77 P(Xymum+s > (km + De) < +oo, za svako € > 0 pa iz Borel-
Cantellijeve leme (Teorem 1.0.6) slijedi:

X m,Km
P(limksup{ k]:nlil- +ll > e}) =0, zasvee >0

iz Cega slijedi:

. kan .
l}lm — = (0 gotovo sigurno .
—00 n
Stoga slijedi:
= Xn . k Xm+"'+X—mm . an
X = limsup 22 < im sup 0 ®=Dmin 4 tim sup o,
—————

=0, gotovo sigurno

A .
= —  gotovo sigurno, za svako m € N.
m

Iz monotonosti o¢ekivanja slijedi EX < E % 1 uzimanjem infimuma po m € N iz
Koraka 1 slijedi:

S . XOm
EX<Einf — =Ey=y.
m>l m

Ako je niz u ii) ergodski, tada je X < y.

Uz pretpostavku da i)-iii) vrijedi i da je EX, ;" < 400 i ako je inf,> % = —o00,
tada iz zadnje dokazanog slijedi da lim,,_, X% = —oo gotovo sigurno jerje X <y =

E XO,m
m

P . X
= —0c0iX = limsup, =*

inf,,5 < —oo pa tvrdnja slijedi iz teorema o sendvicu.
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Korak 3 Sljedece ¢emo pokazati da za

.. XO n
X = liminf —
n n
vrijedi EX > .
Tada zbog 1v) 1 definicije limesa inferiora 1 infimuma slijedi:

oo > EXgy 2y > 7yy > —o0.

U Koraku 2 smo pokazali da je EX < y paslijedi daje EX = EX = ypaje X =

X(),n

gotovo sigurno i limes gotovo sigurno niza (=

Neka je

,n € N) postoji.

X = liminf "
Ao L "
za proizvoljan m.
1z 1) slijedi:
XO,m+n < XO,m + Xm,m+n

pa dijeljenjem sa n dobivamo:

XO,m+n XO,m Xm,m+n
< +

n n n

. . . . . ce g e T Xoumin
pa uzimanjem limesa inferiora po n i iz Cinjenice da je lim inf,, ==

‘)—( < )—(m'

50

X

= X dobivamo

Iz iii) slijedi da X 1 X, imaju istu distribuciju pa X = X, gotovo sigurno (distribucija

od X ne ovisi o m).

Neka je € > 0 proizvoljan. Neka je Z = e+max{X, —M}, za proizvoljan M > 0. PosSto
je X < X ipo Koraku 2 je EX <y < +00, slijedi da je E|Z| < € + E|X| + EM < +oo.

Nekaje Y, = Xy —(n—m)Z,zan e Ni0 <m < n.
Za (Y., 0 <m < n,n e N) vrijedi i)-iv):
i) Imamo:
YO,n = XO,n - }’lZ
< XO,m + Xm,n -nZ

= Xom + Xpn—(n—m)Z +(n+m)Z —nZ
= YO,m + Ym,n-
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1) (Yumee-k € N) je stacionaran niz kao funkcija stacionarnog niza
(Xuk(n+ ks k € N), za svako k € N.

ii1) PoSto distribucija od (X, .+, k € N) ne ovisi o m, slijedi da distribucija od
(Ym+ks k € N) ne ovisi m € Ny.

iv) Imamo:
EYy," = E[Xo " - Z"1 < EXo," + E|Z| < +00
EYy, = EXy, — nEZ > EX,, — nE|Z|
=n(yo — EIZ])
R
>—00
Tada vrijedi:

Yo .. . (Xon—nZ
Y = liminf =22 = hmmf(u)
n n n n

Xon .. .
= liminf 2% _ liminf Z
n n n
=X

= X — liminf(e + max{X, —M})
<X-e-X+M=-€e+M

Y(Ln
n

Nekaje T,, = min{n > 1 : Y, pn < 0}, zam € Ny. 1z 1ii) slijedi:

pa iz proizvoljnosti od M slijedi ¥ = liminf,

< —€.

T,=min{n>1:Y, ., <0}

2 min{n > 1: Yy, <0}

=Ty, zasvem € Ny.

Za proizvoljan N € N vrijedi:
E[Ym,m+l;Tm > N] = E[YO,I; TO > N]

YO,n

Posto je liminf, =* < —¢, iz definicije limesa inferiora slijedi da Ce za neki konaCan
n vrijediti Yy, < 0 pa stoga P(Ty < +o0) = 1. Stoga postoji dovoljno velik N takav
da je

E[Yy1;To > N] <e. 4.1)
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Za m € N definiramo:

Sm =

T,, akoT,, <N,
1, akoT,, > N

0, akoT,, <N,
€, =
Yym+1, ako T, > N.

Po definiciji T, vrijedi Y, i1, < 01S,, > 01 Yyme1 > 0 na dogadaju {T,, > N}.
Stoga imamo Y, m+s, < €, zam € Nyieg, > 0.

Neka je

R():O
R, = R4 +SRk,1’k2 1.

Neka je K = max{k € Ny : R; < n}. Iz 1) slijedi:

Yo < Yore + Yren
< YO,RK_l + YRK—hRK + YRK’"
< ZYor +Yrp o+ Yo me + YR

Posto je €, > 0 slijedi:

YR(),R] = YRQ,R0+SRO = YO,SO = YO,T() S 0 S 60

YRRy = YR Ri+se, = = Yrympese, <0< €

YRK—l,RK < €1—1.
Posto je n — Rx < N, po 1) zakljuCujemo:

|YRK,n| < |Yn—1,n| + |YRK,n—1|
<--- < |Yn—l,n| + |Yn—2,n—1| +oet |Yn—N,n—N+l .

Stoga slijedi:

Yon < Yror, + Yrogy + -+ Yren

n—1 N
< Z €n t Z |Yn—j,n—j+1|'
m=0 Jj=1



POGLAVLIJE 4. SUBADITIVNI ERGODSKI TEOREM 53

Dijeljenjem sa n dobivamo:

n—1 N
YOn €m |Yn ]n Jj+1
— +
m=0 n Jj=1

pa iz monotonosti oc¢ekivanja slijedi:

n—1 N
EYOI’[ Efm Z n ]n j+1
j=1

m=0 n

pa slijedi:

EYn ElYjn-
0 0+Z | Jn—j+1

jer distribucija od €, ne ovisi o m. Ummamem limesa superiora po n iz ii1) dobivamo:

E|Yn—j,n—j+1| E|YO,1| _0

lim sup = lim su

n n

Iz definicije € i (4.1) slijedi:

lim sup

EYOn
< Eg = E[YO,I;TO > N] <e
n

Posto je Yy, = Xo,, — nZ, iz a) slijedi:

y = lim ZX00 _ iy Eon + 12
n—oo n n—oo n

<€+ lim EZ = € + € + E[max{X, -M}]

n—o0o

= 2€ + E[max{X, -M}].

Posto su € > 01 M proizvoljni, slijedi EX > v pa slijedi tvrdnja b) o konvergenciji
gotovo sigurno.

Korak 4 Preostaje pokazati konvergenciju u L.
Oznac¢imo B,, = A’” = E[XomlL ], zam € Ny iz Koraka 2. Tada je EB,, m’”, za
m € Nj. Oznaélmo B =inf,>| B,,.

Posto je |x| = 2x* — x, slijedi:

Xo.n Xon i Xon
°’—4:2E(Q —ﬂ —E(Q —ﬂ
n n

XOn "
<2FE — - B

E
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XO,n
n

B > inf,, EB,, > EB.

Posto vrijedi (x+y)" < x*+y* iz definicije infimuma i ¢injenice da je B,, > B slijedi:

jerje E

=y = infmzl

XOn i XOn " +
E(22 _B| <E|2% _B | +E[B, - B]".
n n —

=E[By—B]

= 7y pa iz Koraka 2 1 Koraka 3 slijedi
EB > EX > EX > v §to povlati EB = . Stoga za dovoljno veliki m E[B,, — B]
moZe biti proizvoljno malo.

1z 1) slijedi:

Xon " Xo.km "
LT e
n km + [
+
<E (XO,km + Xiom km-+1 B Bm)
km + 1
Xom + -+ + X—tymjom ! Ximimet |

<---<E . — —-B,| +FE .

- - ( km + [ km + [

Vrijedi da je lim,,_, EXu” _ ),

n

Iz ergodskog teorema slijedi:

£ KXo+ + X Dymjom

_Bm

— 0, kadan — ~
n

pa stoga:

XOn *
E|— -B,] — 0, kadan— o
n

iz Cega slijedi tvrdnja teorema. O



Poglavlje 5

Primjene ergodskih teorema

Primjer 5.0.1. (Weylov ekvidistribucijski teorem)
Neka je Q = [0,1), ¥ = B([0,1)) i P = A Lebesguova mjera na [0, 1). Neka je T(w) =
(w + 6) mod 1 te pretpostavimo da je 8 ¢ Q. tj. 6 je iracionalan broj. Tada po Primjeru
2.4.5 slijedi da je T ergodska transformacija koja Cuva mjeru.

Ako stavimo da je X(w) = ya(w),w € Q, za A Borelov podskup od [0, 1), tada iz
ergodskog teorema slijedi:

1 n—1
lim — Z X1+ = A(A)  gotovo sigurno.
n—oo N
k=0
Lijeva strana ove jednakosti predstavlja prosjecan broj tocaka skupa {w, 2w, ..., (n — Hw}

koje upadaju u skup A. Vidimo da je asimptotski taj prosjek jednak Lebesguovoj mjeri
skupa A.

Ako stavimo da je w = 0, taj rezultat se naziva Weylov ekvidistribucijski teorem.
Opéenito, konvergencija gotovo sigurno ne povlaci konvergenciju u nekoj posebno oda-
branoj tocki. Ipak, u slucaju kada je A interval u [0, 1), to je doista istina i konvergencija
vrijedi bas u toj tocki. Dokaz ovog teorema se moZze pronaci u [3].

Primjer 5.0.2. (Benfordov zakon)
Iz ekvidistribucijskog teorema slijedi asimptotski rezultat o distribuciji prvih znamenaka
potencija broja 2.

Nekaje 6 =log,,2, k = 1,2,...,91A; = [log,, k,log,,(k + 1)). Iz Weylovog ekvidis-
tribucijskog teorema, za svako k = 1,2, ...,9 dobivamo:

1 & 1
- mzzo Ya(T"(0)) — log,, (k%) kada n — oo,

55
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Vrijedi da je prva znamenka od 2" jednaka k ako 1 samo ako je (mlog,;2) mod 1 €
Ay = [log,, k,log,,(k + 1)). Naime, prirodan broj x ima prvu znamenku k € {1,...,9} ako
1 samo ako postoji m € N, takav da vrijedi:

k10" < x < (k+ 1)10™.
Primjenom logaritma u bazi 10 dobivamo log,, k+m < log,, x < log,,(k+1)+m, pa slijedi
dajelog,, x mod 1 € [log,,k,log,,(k + 1)).
Vjerojatnost pojavljivanja k kao prve znamenke je pribliZzno log,, (’%) te su vjerojat-
nosti za znamenke k = 1,2, ...,9 dane u sljedecoj tablici:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

30.10% | 17.61 % | 1249 % | 9.69 % | 7.92 % | 6.69 % | 5.80 % | 5.12 % | 4.58 %

Postoji mnogo primjera skupova brojeva koji bi priblizno trebali zadovoljavati Ben-
fordov zakon: popis stanovnistva 428 hrvatskih opéina, prvih 10° Fibonaccijevih brojeva,
2014 fundamentalnih konstanti u fizici (izabrane od strane NISTa), . ..

Benfordov zakon se koristi za otkrivanje poreznih prijevara, prijevara u znanstvenim
radovima te validaciju makroekonomskih podataka.

Primjer 5.0.3. (Filtriranje)
Promatramo cjelobrojnu mreZu Z? u kojoj su vrhovi x,y € Z? povezani ako je |x — y| = 1,
gdje je | - | euklidska norma. Neka je E skup svih bridova u mreZi i neka je svakom bridu
e pridruzena slu¢ajna varijabla T, koja predstavlja vrijeme potrebno da poruka prijede brid
e.
Neka je X, najkrade vrijeme potrebno da poruka prijede put izmedu 0 = (0,0) i nv,
gdje je v = (1,0). Tada je:
Xon, = min Z T,
put G—n¥ ocE
1 jo§ ozna¢imo:
X,n = min T,.
’ put mv—nv ;

PosSto moze postojati minimalan put izmedu 0inv koji ne prolazi kroz mv, slijedi:
XO,n < XO,m + Xm,n-

Pretpostavimo da su {7, : e € E} nezavisne jednako distribuirane slu€ajne varijable.
Neka je Q = {T, : e € E}. Definiramo transformaciju 7 : Q — Qsa T(w) = (t,+,e € E),
w = (t,,e € E), gdje je e* brid desno od brida e sa istom orijentacijom.

Iz subaditivnog ergodskog teorema slijedi da ako je T ergodska transformacija, tada
postoji konstantan limes Y = lim, X% Sto znaci da se poruka krece konstantnom brzi-

nom.
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Sazetak

Ovaj diplomski rad se bavi klasi¢nim Birkhoff-Hin¢inovim ergodskim teoremom te teori-
jom potrebnom za njegov dokaz. Uz to, uvodi se pojam ergodskog stacionarnog slu¢ajnog
procesa te se dokazuje ergodski teorem za takve procese. Na kraju se dokazuje subaditivan
ergodski teorem koji je poopéenje oba prethodno navedena rezultata te se daju primjeri
koriStenja ergodskih teorema.



Summary

In this graduate thesis we are examining the classical Birkhoff-Hin¢in ergodic theorem
and the mathematical framework surrounding it. We are also defining ergodic stationary
processes and giving the proof for the version of the ergodic theorem concerning those
processes. Subadditive ergodic theorem, which is a generalization of the previously men-
tioned theorems, is given along with its proof and the applications of ergodic theorems are
shown on several examples.
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