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Uvod

U ovom radu proucavamo pojam tenzorskog produkta modula nad komutativnim prstenom.
Kao vazan poseban sluc¢aj, dobivamo pojam tenzorskog produkta vektorskih prostora. Pri-
tom upoznajemo razne algebarske strukture. Algebarska struktura je skup na kojem je
definirana neka operacija, ili viSe njih, koja zadovoljava odredene aksiome. Ti aksiomi
najcesSce izrazavaju neka osnovna svojstva operacija na skupu brojeva, matrica i drugih
matematickih objekata. Algebarske strukture su osnovni objekti proucavanja u modernoj
algebri. Strukture koje ¢e nama biti vazne su grupe, prsteni i ideali, te ponajvisSe moduli.
Osim definiranja navedenih algebarskih struktura, proucavat ¢emo i preslikavanja medu
njima. Definirat ¢emo 1 funktore jer ¢e nam njihova svojstva biti bitna kod tenzorskog
produkta. Drugo poglavlje zapoCinjemo definiranjem multilinearnih preslikavanja. Mul-
tilinearno preslikavanje je preslikavanje koje je linearno u svakoj varijabli, a kada ¢emo
htjeti naglasiti da se radi o multilinearnom preslikavanju od » varijabli re¢i ¢emo da je
n-multilinerano. Upravo ta preslikavanja ¢e nam biti vazna pri definiranju tenzorskog pro-
dukta. Vidjet cemo da je tenzorski produkt modula zapravo uredeni par nekog modula i
multilinearnog preslikavanja koje zadovoljava neka odredena svojstva. Nakon definicije
tenzorskog produkta pokazat ¢emo njegovu egzistenciju, komutativnost, asocijativnost i
neka osnovna svojstva. Opisat ¢emo i postupak proSirenja osnovnog prstena, te navesti
uvjete koji definiraju ravne module i pokazati da su ti uvjeti ekvivalentni. Definirat ¢emo i
pojam tenzorskog produkta algebri. Tenzorska algebra 1 simetri¢na algebra su zadnja dva
pojma koja ¢emo upoznati. Prezentiramo dokaze raznih teorema o bazama tih algebri.



Poglavlje 1

Grupe, prsteni i moduli

U ovom poglavlju uvodimo osnovne pojmove koji ¢e nam biti od velike pomo¢i u daljnjim
razmatranjima.

1.1 Grupe

Zapocet ¢emo sa definicijom grupe i nekim svojstvima vezanim uz taj pojam.

Definicija 1.1.1. Neprazan skup G = (G, -), gdje je - : G X G — G binarna operacija,
zove se grupa ako vrijede sljedeca svojstva (ovdje govorimo i o aksiomima grupe):

x-y-z=x-(y-2) Vx,y,2€ G (asocijativnost),
(e eG): e-x=x-e=x VxeG (neutralni element),
MxeG)AlyeG): X-y=y-x=e (inverzni element).

Element e ili e ako Zelimo posebno naglasiti da je rije¢ o grupi G, zove se neutralni
element grupe ili krace neutral grupe. Za zadani x € G, element y € G koji zadovoljava
gore navedeno trece po redu svojstvo, zove se inverzni element od x ili krace inverz od x.

Ako jos vrijedi i svojstvo

X-y=y-Xx Vx,ye G (komutativnost),

onda kaZzemo da je G komutativna (Abelova) grupa, a u suprotnom govorimo o nekomu-
tativnoj (ne-Abelovoj) grupi.

Napomena 1.1.2. Od sada ¢emo, kada je rije¢ o nekoj grupi, pisati xy umjesto x -y, tj.
necemo pisati simbol -’ pri mnoZenju elemenata.
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Primjer 1.1.3. Neka je G grupa i S neprazan skup. Skup preslikavanja M(S, G) je takoder
grupa. Naime, za dva preslikavanja f, g iz S u G definiramo preslikavanje fg tako da je

(fOx) = f(0)g),

i preslikavanje f~' kao f~'(x) = f(x)~'. Sada je lako provjeriti da je M(S,G) takoder
grupa. Ako je G komutativna onda je M(S, G) takoder komutativna.

Sada kada smo definirali pojam grupe, sasvim je prirodno pitanje kakova preslikavanja
medu tim objektima treba gledati.

Definicija 1.1.4. Neka su G i H dvije grupe. Preslikavanje f : G — H je homomorfizam
grupa, ako ’¢uva strukturu’, tj. ako vrijedi

Jy) = f0fQ6)  Vxyed.

Nadalje, homomorfizam f koji je jos i injekcija naziva se monomorfizam, f koji je i su-
riekcija zovemo epimorfizam, a bijektivan homomorfizam nazivamo izomorfizam. Za dvije
grupe G i H reci ¢emo da su izomorfne, ako postoji neki izomorfizam f medu njima. Tu
cinjenicu oznac¢avamo sa G = H.

Posebno, ako je G = H, tj. ako imamo homomorfizam f : G — G, onda kazemo da je
f endomofizam od G. Endomorfizam koji je joS i bijekcija zove se automorfizam od G.

Definicija 1.1.5. Za proizvoljni homomorfizam f : G — H definiramo njegovu jezgru
Kerf :={x € G; f(x) = ey},

i njegovu sliku
Imf ={f(x); x € G}.

Iz definicije je ocito da je jezgra preslikavanja f podskup od G, a slika preslikavanja f
podskup od H.

Sada ¢emo definirati joS dva vrlo bitna pojma. Zapocet ¢emo sa slu¢ajem kada imamo
samo dva faktora. Neka su sada G, H grupe 1 definiramo Kartezijev produkt G X H i
operaciju “mnoZenja po komponentama” na G X H ovako:

(81, M) - (g2, hp) := (8182, i ho).

Tako je dobivena na G X H struktura grupe, zovemo je direktan produkt grupa G i H.
Neka je sada {G;;i € I} proizvoljna familija grupa. Neutralne elemente u njoj ¢emo
oznacCavati sa ¢; € G,.
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Definicija 1.1.6. Kartezijev produkt
[]6i= {f:l—> )G ry eGi},
i€l iel
uz operaciju "mnoZenja po komponentama”
(f -8 = f(@) - 8@,

zove se direktan produkt grupa {G;};. Podgrupa

i€l i€l

@Gi = {f € ﬂG,-;f(i) # e; za konacno mnogo i € I},

od direktnog produkta | |; G;, zove se direktna suma grupa {G},.
Na kraju ¢emo definirati kategorije i funktore.

Definicija 1.1.7. Kategorija N sadrzi kolekciju objekata Ob(N). Za dva objekta A, B €
Ob(N) skup Mor(A, B) zovemo skup morfizama iz A u B i za tri objekta A, B,C € Ob()
preslikavanje

Mor(B,C) X Mor(A, B) —» Mor(A, C)

zadovoljava sljedece aksiome:

1. Skupovi Mor(A, B) i Mor(A', B') su disjunktni osim akoje A=A i B= B, a u tom
slucaju su jednaki.

2. Za svaki objekt A iz U postoji morfizam id, € Mor(A, A) koji je lijeva i desna identi-
teta za elemente iz Mor(A, B) i Mor(B, A), za sve objekte B € Ob().

3. Komponiranje je asocijativno, tj. za f € Mor(A, B), g € Mor(B,C) i h € Mor(C, D)
je
(hog)of=ho(gof),

za sve objekte A, B, C, D iz .

Definicija 1.1.8. Neka su N, B kategorije. Funktor F iz N u B se sastoji od para presli-
kavanja. Prvo preslikavanje svakom objektu A iz W pridruZuje objekt F(A) iz B,a drugo
svakom morfizmu f : A — B pridruzuje morfizam F(f) : F(A) — F(B) tako da:

1. za sve A iz Wvrijedi F(idy) = idpa

2. akosu f:A— Big:B — C dvamorfizma od W onda je F(g o f) = F(g) o F(f).
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1.2 Prsteni i ideali

Definicija 1.2.1. Neprazan skup R = (R, +, -) zovemo prsten ukoliko je za operacije zbra-
janja + : RX R — R i mnoZenja - : R X R — R ispunjeno sljedece:

1. (R, +) je komutativna grupa, sa neutralom O = Og;
2. MnoZenje je asocijativno;

3. Vrijedi distributivnost 'mnoZenja prema zbrajanju’, tj.
x-(y+z)=x-y+x-z, ¥x,¥,Z €R,
(x+y)-z=x-z+y-z Yx,y,Z€R.

4. Postoji jedinicni element ili krace jedinica, 1 = 1g € R takav da je

l-x=x-1=x, Yx€R

Element O = Og, neutral u grupi (R, +) ¢emo zvati nula prstena R.

Primijetimo da kod prstena, za razliku od grupa imamo dvije “unutarnje operacije”.
Imajuéi na umu prsten (Z, +, -), te se operacije zovu ~zbrajanje” i “mnoZenje”.
Prsten R je komutativan prsten ako je

x-y=y-x, Vx,y € R;
inace govorimo o nekomutativnom prstenu.

Definicija 1.2.2. Skup S C R, gdje je R neki prsten, je potprsten od R ako je S = (S, +,-) i
sam prsten. Drugim rijecima, S je potprsten od R ako vrijede sljedeca dva svojstva:

1. (Vx,yeS): x-yeS ()., (S, +) je grupa);
2. Vx,yeS): x-yeS (tj.,(S,-)jegrupoiaﬂ).
Cinjenicu da je S potprsten od R oznacavamo sa

S <R

Sada ¢emo se upoznati sa pojmom ideala.

Definicija 1.2.3. Neka je R prsten. Podskup v C R je lijevi (tj. desni) ideal u R ako su
ispunjena sljedeca dva uvjeta:

'KaZemo da je (S, -) grupoid ako za bilo koje x,y € S je uvijekix-y € S.
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1. x je potprsten od R;
2. RtrCr (tj. *RCrx)

Podskup r C R je (dvostrani) ideal ako je on istovremeni i lijevi i desni ideal.

Nadalje, reci ¢emo da je ideal r od R pravi ideal ako je r # Rix # (0). Ovdje je sa (0)
oznacen nul-ideal {0}.

Sljedece osnovno pitanje je, kao i kod grupa kakova preslikavanja medu prstenima treba
gledati. Analogno kao i kod grupa, gledat ¢emo preslikavanja koja ’Cuvaju strukturu”, tj.
preslikavanja koja respektiraju obje operacije medu prstenima.

Definicija 1.2.4. Neka su R i S dva prstena. Preslikavanje f : R — S je homomorfizam
prstena ukoliko je i aditivno i multiplikativno, tj. ako vrijedi

fx+y=fO+f0» i flwy) =)W, Vx,y €R,

te ako je

f(g) = ls.

Homomorfizam f koji je joS i injekcija naziva se monomorfizam, f koji je i surjekcija zo-
vemo epimorfizam, a bijektivan homomorfizam zovemo izomorfizam. Za dva prstena ¢emo
reci da su izomorfni, ako postoji neki izomorfizam f medu njima i tu cinjenicu oznacavamo
saR=S.

1.3 Moduli

Definicija 1.3.1. Neka je R prsten i neka je (M, +) Abelova grupa. KaZemo da je M lijevi
R-modul ako postoji preslikavanje R X M — M, (r,m) —> rm, sa svojstvima

1. r(my + my) = rmy + rmy,

2. (r1 + rpm=rim+ rym,

3. (rira)m = ri(rym),

4. Ilm =mako je 1 € R,
zasver,ri,rph €E Rim,my,m, € M.

Operacija navedena u definiciji naziva se mnoZenje skalarom r, a prsten R se Cesto
naziva prsten skalara. Svojstva 1. i 2. iz definicije su zakoni distributivnosti u odnosu na
zbrajanje u M i R, a svojstvo 3. je zakon mijeSane asocijativnosti. Na sli¢an nacin kako
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smo definirali lijevi R-modul definira se i desni R-modul. Modul M se naziva lijevi R-
modul jer je mnoZenje rm definirano slijeva, dok bi u desnom R-modulu mnoZenje mr bilo
definirano zdesna.
Ako je R komutativan prsten i M lijevi R-modul, tada M postaje desni R-modul ako
definiramo
mr =rm reRmeM.

Za ovu definiciju vrijede sva Cetiri svojstva iz prethodne definicije. U ovom slucaju li-
jevi R-modul je istovjetan desnom R-modulu pa ih ne trebamo razlikovati. Takve module
nazivamo R-moduli ili moduli nad prstenom R. U daljnjem tekstu, ako nije drugalije
naglaseno, uvijek ¢emo promatrati lijeve R-module. Za desne R-module vrijede analogni
rezultati.

Primjer 1.3.2. Svaki prsten R je lijevi i desni R-modul.
Primjer 1.3.3. Neka je R" skup svih uredenih n-torki
(X1, X2, eees X)), X; € R,

Skup R" je Abelova grupa u odnosu na zbrajanje

(X15 X2, ooy X)) + V15 Y25 cees V) = (X1 + Y1, X2 + Y2, ey Xy + V).

Neutralni element je
0=1(0,0,...,0),

a suprotni element je definiran s
—(X15 X0y ey X)) = (= X1, =X2, vy —Xp)-
Ako definiramo mnoZenje R X R" — R" s
F(X15 X2y ooy Xp) = (FX1, X2, ooy FX),

tada R" postaje modul nad poljem R. Ovaj modul nazivamo n-dimenzionalni realni vek-
torski prostor.

Definicija 1.3.4. Neka je M modul nad prstenom R. Neprazan podskup N C M je podmo-
dul od M ako vrijedi

l. a—-beNzasvea,b €N,

2. rae Nzasveae N,r € R.
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Primijetimo da su {0} 1 M trivijalni podmoduli od M.

Da bi uveli pojam slobodnog modula prvo moramo definirati sljedece pojmove.

Neka je M modul nad prstenom R i neka je S podskup od M. Linearna kombinacija
elemenata iz S sa koeficijentima iz R je suma

D rx
xeS

gdje je r, skup elemenata iz R, koji su skoro svi jednaki 0. Neka je N skup linearnih kom-
binacija elemenata iz S. Tada je N podmodul od M jer je suma dvije linearne kombinacije

Z rexi prx

Xx€S x€S
jednaka
Z(rx + pox
x€eS
ijerzas € Rje
S(Z reX) = Z ST X,
x€eS x€eS

pa su ti elementi ponovno linearne kombinacije elemenata iz §. Sada kazemo da je N
podmodul generiran sa S, tj. S je skup generatora za N. Podskup S modula M je
linearno nezavisan ako za linearnu kombinaciju

D rax

xeS
koja je jednaka nuli slijedidaje r, =0 zasve x € S.

Definicija 1.3.5. Neka je M modul nad prstenom R i neka je S podskup od M. KaZemo da
je S baza od M ako je S neprazan, linearno nezavisan skup koji generira M.

Definicija 1.3.6. Slobodni modul je modul koji ima bazu.
Svaki vektorski prostor je slobodni modul.

Definicija 1.3.7. Neka su M i N moduli nad prstenom R i neka je f : M — N preslikava-
nje koje zadovoljava

L f(x+y)=f(x)+ f),
2. f(rx) = rf(x),
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za svaki x,y € M,r € R. Tada se f naziva linearno preslikavanje ili homomorfizam iz
modula M u modul N.

Skup svih homomorfizama f : M — N oznaCavamo sa Homg(M,N). Ako je R
komutativan prsten i r f preslikavanje takvo da je

(rf)(x)=rf(x), zar e Ri f € Homg(M, N).

onda je Homg(M, N) R-modul. Ako R nije komutativan, onda Homg(M, N) gledamo kao
Abelovu grupu.

Ponekad ¢emo umjesto Homg(M, N) koristiti oznaku L(M, N), da bi naglasili da se radi
o R-linearnim preslikavanjima. U sljedecoj tocki definiramo opéenitiji pojam multilinear-
nog preslikavanja.

U slucaju kada je M = N kazemo da je preslikavanje f endomorfizam modula M. Skup
svih endomorfizama od M oznacavamo sa Endgr(M). 1z relacije

(g1+g)of=giof+gof

.
go(fitfi)=gofitgofr

i ¢injenice da je id), identiteta za komponiranje,zakljucujemo da je Endg(M) prsten. Ako
je R komutativan, onda je M modul nad Endg(M).
Neka je R prsten i {M;},; familija modula. Neka je

M= M,

i€l

direktna suma pripadnih Abelovih grupa. Na M definiramo strukturu R-modula na sljedeci
nacin: ako je (x;);c; element iz M (tj. familija elemenata x; € M; takva da je x; = 0 za skoro
svaki i) i ako za r € R definiramo mnoZenje

a(x;)ier = (ax)ier,

lako je za provjeriti da je M A-modul.
Jezgra homomorfizma

Ker(f) = {x € M; f(x) = 0}
je podmodul modula M, a slika homomorfizma

Im(f) = {f(x); x € M}
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je podmodul modula N. Homomorfizam f : M — N je injekcija ako i samo ako je
Ker(f) = {0}. Ako je homomorfizam f : M — N bijekcija, tada kaZzemo da je f izomor-
fizam modula. U tom slu¢aju su moduli M i N izomorfni i piSemo M = N.
Neka su M, M, M moduli i neka je
[VENTEN S

Kazemo da je ovaj niz egzaktan ako je Imf = Kerg. Opcenito, neka su M; moduli, za

i=1,2,...,n Niz

AN Y AECNS VAL LNy V)

je egzaktan ako je Imf; = Kerf,1 zasve i = 1,...,n — 2. Na primjer, niz
’ f 8 ”
O-M->-M—-M —0

je egzaktan ako je f injekcija, Imf = Kerg i ako je g surjekcija. Ako je H = Kerg onda je
prethodni niz isti kao i egzaktni niz

0—-H->M->M/H—O.

Preciznije, postoji komutativni dijagram

0 M M M’ 0
0 H M M/H—0

u kojem su okomita preslikavanja izomorfizmi, vodoravni redovi su egzaktni nizovi.
Za kraj ovog poglavlja definirat cemo kvocijentni modul. Neka je N podmodul R-
modula M. Definirajmo relaciju ekvivalencije ~ na M s

a~b & a—beN.
Klasa ekvivalencije koja sadrzi element a € M je skup
a={a+x;xe N} =a+ N.
Skup svih klasa ekvivalencije na M oznaCavamo s M/N,
M/N ={a+ N;a e M}.
Na skupu M/N moZemo definirati operacije zbrajanja i mnoZenja na sljedeci nacin

(a+N)+((b+N)=(a+b)N,
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ra+N)=ra+N,
za svaki a,b € M,r € R. Ove operacije zadovoljavaju aksiome modula na skupu M/N
kojeg nazivamo kvocijentni modul. Preslikavanje ¢ : M — M/N,

p(x)=x+N

naziva se kanonska projekcija. S obzirom na to kako smo definirali operacije zbrajanja
1 mnoZenja na skupu M/N kanonska projekcija je homomorfizam iz modula M na modul
M/N.

1.4 Zmijolika lema
Sada ¢emo iskazati 1 dokazati vaznu lemu koja ¢e nam pomo¢i kasnije, pri upoznavanju

ravnih modula. Po¢nimo s nekim rutinskim komentarima. Promotrimo komutativni dija-
gram homomorfizama modula.

<

f
E—

=z %
2L~

h
Ovdje f inducira homomorfizam

Kerd — Kerd.

Zaista, pretpostavimo daje d x = 0. Tadaje df(x) = O jer je df(x) = hd (x') = 0. Sli¢no,
h inducira homomorfizam
Cokerd —> Cokerd.

Nekay € N’ reprezentira element od N'/d M . Tada hy’ mod dM ne ovisi o izboru y koji
reprezentira taj element jer ako je y” =y + d x onda

hy =hy +hd x =hy +dfx =hy mod dM.
Tako dobivamo preslikavanje
h,: N |dM = Cokerd — NJdM = Cokerd,

koje je homomorfizam.
Katkad u danom komutativhom dijagramu, u praksi, umjesto 4 piSemo f radi jednos-
tavnosti. To nije tako netoéno. Naime, mi moZemo gledati M, N’ kao dvije komponente
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direktne sume i isto tako i M, N. Tada je f samo homomorfizam definiran na direktnoj
sumi M @ N u M & N. Sada ¢emo uvesti komutativni i egzaktni dijagram koji zovemo
zmijoliki dijagram i koji ¢emo koristiti u zmijolikoj lemi.

ML pm—5 M 0
L y Ld Ll
0 N ——N—=N

Neka je ' € Kerd'. Mozemo konstruirati elemente od N' na sljedeéi na¢in. Bududi
da je g surjektivno, postoji element z € M takav da gz = 7 . Sada se pomi¢emo okomito
dolje po d i dolazmo do dz. Komutativnost d g = gd pokazuje da gdz = 0 odakle je dz u
jezgri od g u N. Po egzaktnosti, ovdje postoji element z € N’ takav da fz = dz. Ukratko,
piSemo

7 =f'lodog7.
Naravno, z nije dobro definirano zbog izbora prilikom uzimanja inverzne slike. Kakogod,
zmijolika lema ¢e pokazati tocno Sto se dogada.

Lema 1.4.1. (Zmijolika lema) Neka je dan zmijoliki dijagram kako smo ga definirali. Pres-
likavanje
§: Kerd — Cokerd

definirano sa 67 = f~' od o g7'7" je dobro definirano i imamo egzaktan niz

Kerd — Kerd — Kerd' i) Cokerd — Cokerd — Cokerd’

pri cemu su sva preslikavanja osim 6 prirodna.

Dokaz. Rutinski je za provjeriti da je klasa od 7 mod Imd neovisna o izboru inverzne slike
koja definira preslikavanje 6. Dokaz egzaktnosti niza je tada rutinski, pomocu dijagrama.
Na primjer, Zelimo dokazati da

Kerd C Img.,

gdje je g. inducirano preslikavanje na jezgrama. Pretpostavimo da je slika od 7~ jednaka 0
u Cokerd . Po definiciji, postoji #' € M takavdaz =du'. Tada

dz = f7 = fdu =dfu

po komutativnosti. Stoga
iz— fu jeujezgriodd. Ali g(z— fu') = gz =7 . To zna&i daje " u slici od g,, kao §to
smo Zeljeli. m|
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Originalni zmijoliki dijagram moZze biti zavrSen na sljedec¢i naCin:

Kerd Kerd Kerd'

Cokerd — Cokerd — Cokerd’



Poglavlje 2

Tenzorski produkt

2.1 Multilinearna preslikavanja

Da bi dosli do definicije tenzorskog produkta i njegovih svojstava moramo se joS upoznati
sa multilinearnim preslikavanjima. Multilinearno preslikavanje je funkcija od nekoliko
varijabli koja je linearna posebno u svakoj varijabli. Preciznije:

Definicija 2.1.1. Neka je R komutativan prsten i neka su E1, ..., E,, F moduli. Preslika-
vanje
f:E/X...XE, = F,
zovemo multilinearno preslikavanje ili R-multilinearno preslikavanje ako je linearno u
svakoj varijabli, tj. ako za svaki indeks i i elemente x,, ..., Xi_1, Xis1, ..., Xy, Xj € E; presli-
kavanje
X f(Xy ooy Xic1s Xy Xig Ly v v 5 Xp)

je linearno preslikavanje E; u F.

Multilinearno preslikavanje jedne varijable se naziva linearno preslikavanje, a od
dvije varijable bilinearno preslikavanje. Multilinearno preslikavanje definirano kao u
definiciji se jo$ naziva i n-multilinearno preslikavanje. Ako je E; = ... = E, = E kaZemo
da je f multilinearno preslikavanje na E, umjesto da je multilinearno na E™ gdje je

E" =Ex...xE.
N————

nputa

Neka je f n-multilinearno preslikavanje. Ako uzmemo dva indeksa i, j, i # j tada fik-
sirajuci sve varijable osim i-te i j-te, moZzemo gledati f kao bilinearno preslikavanje na
E; x E;. Skup svih multilinearnih preslikavanja

fiE\X...XE, > F,

14
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oznatavamo s L"(Ey,...,E,;F). L'(E,,...,E,; F) ima strukturu R-modula uz prirodno
definirane operacije zbrajanja preslikavanja te mnoZenja skalarom iz R. Za n = 1, ocito je
LYE;F) = L(E;F) = Homg(E, F).
2.2 Tenzorski produkt
Neka je R komutativni prsten. Ako su Ey, ..., E,, F moduli, ozna¢imo sa
LY(Ey,....E F)
modul od n-multilinearnih preslikavanja
f:E/X...XE, - F.

Podsjecamo da je multilinearno preslikavanje preslikavanje koja je linearno (tj. R-linearno)
u svakoj varijabli. Koristimo rijeci linearno i homomorfizam naizmjeni¢no. Osim ako
nije drugacije navedeno, moduli, homomorfizmi, linearnost, multilinearnost se odnose na
prsten R.

Tenzorski produkt od £, ..., E, je uredeni par (F, f) pri cemu je F R-modul, a

f:Elx...XEn—)F
multilinearno preslikavanje takvo da za svaki modul G i multilinearno preslikavanje
g:Eix...xXE, -G,

postoji jedinstveni homomorfizam (tj. linearno preslikavanje) 4 : F — G tako da sljedeci
dijagram komutira:

Sada ¢emo dokazati da tenzorski produkt postoji. Iz definicije lagano slijedi da je
tenzorski produkt jedinstveno odreden do na izomorfizam.

Neka je M slobodan modul generiran skupom svih n-torki (xi,...,x,), (x; € E)), .
generiran skupom E; X...XE,. Neka je N podmodul generiran svim elementima sljedeceg
oblika:

(xl,...x,-+x;-,...,xn)—(xl,...,x,-,...,xn)—(xl,...,x;-,...,x,,)

(x1,..,axi, ..., x) —alxy,...,x,)
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zasve x; € E,-,x;. € E;,a € R. Imamo kanonsku injekciju
E/x..XE,->M

naSeg skupa u slobodni modul generiran njime. Iz kompozicije ovog i kanonskog preslika-
vanja M — M/N na kvocijentni modul dobijemo preslikavanje

p:E;x...xE, > M|N.

Tvrdimo da je ¢ multilinearno i da je uredeni par (M/N, ¢) tenzorski produkt modula
Ey,....E,.
Ocito je da je ¢ multilinearno. Neka je

fE/X...XE, -G
multilinearno preslikavanje. Budu¢i da je M slobodan modul generiran s
Eix...XE,,

imamo linearno preslikavanje M — G koje Cini da sljedeci dijagram komutira:

Kako je f multilinearno, konstruirano preslikavanje M — G poprima vrijednost O na N.
Stoga, po opéem svojstvu kvocijentnog modula, moZe se faktorizirati kroz M/N i imamo
homomorfizam f, : M/N — G koji Cini da sljede¢i dijagram komutira:

M/N

5

Kako slika od ¢ generira M/N, slijedi da je preslikavanje f. jedinstveno odredeno. To
dokazuje ono $to mi Zelimo.
Modul M/N ¢e biti obiljeZen s

E, ®...® E, ili takoder ®,, E;.
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Konstruirali smo specifi¢ni tenzorski produkt u klasi medusobno izomorfnih tenzorskih
produkata i nazvat ¢emo ga tenzorski produkt od Ey, ..., E,. Ako je x; € E;, piSemo

O(X1ye ey X)) =X ® ... 0 X, =X ®g ... 8 Xy.
Za svaki i imamo,
X®..0ax,0..9x, =a(x1 ®...8 x,),

X®...®N+X)®...0%=X8...0%)+(*8...0...0X,)

zaxi,x;. eE;ia€R.

Ako imamo dva faktora, recimo £ ® F, tada svaki element od £ ® F moZemo napisati
kao sumu elemenata x ® y gdje je x € E iy € F, jer takvi elementi generiraju E ® F' nad R
ia(x®y)=ax®yzaacR.

Upozorenje. Tenzorski produkt netrivijalnih modula mozZe biti trivijalan. Na primjer,
uzmimo tenzorski produkt nad Z, Z/mZ i Z./n’Z. gdje su m, n cijeli brojevi > 1 i relativno
prosti. Tada je tenzorski produkt

Z/nZ®7Z/mZ = 0.

Zaista, i mamon(x®y) = (nx) @y =0im(x®y) = x®my = 0. Stogaje x®y = 0 za sve
xe€Z/nZiy e Z/mZ. Elementi tipa x ® y generiraju tenzorski produkt koji je, dakle, 0.
Sada ¢emo dokazati asocijativnost tenzorskog produkta.

Propozicija 2.2.1. Neka su E,, E,, E5 moduli. Tada postoji jedinstveni izomorfizam
(E] ®E2) ®E3 hrd E] ® (E2 ® E3)

tako da
x®y)®zH x®(Y®2)
za xe El,ye E,ize Es.

Dokaz. Kako elementi tipa (x ® y) ® z generiraju tenzorski produkt, jedinstvenost zadanog
linearnog preslikavanja je o€ita. Da bi dokazali egzistenciju, neka je x € E,. Preslikavanje

/leEQXE3 —>(E1®E2)®E3

takvo da je A,(y,z) = (x ® y) ® z je bilinearno pa se faktorizira do linearnog preslikavanja
na tenzorskom produktu
/_lx . E2®E3 - (E] ®E2)®E3.

Preslikavanje
Ei X (E;®E3) = (E,® Ey) ® E3
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takvo da je
(x, @) = A (@)

zax € E;ia € E,®Ej; je onda ocito bilinearno pa se faktorizira do linearnog preslikavanja
El ® (E2 ®E3) - (El ®E2) ®E3
koje ima Zeljena svojstva (jasno iz njegove konstrukcije). O

Propozicija 2.2.2. Neka su E i F moduli. Tada postoji jedinstveni izomorfizam
EQF - FQE

takavda x®y— yQ@xzaxe EiycF.

Dokaz. Preslikavanje EX F — F ® E takvo da (x,y) = y®x je bilinearno pa se faktorizira
kroz tenzorski produkt £ ® F, tj. x ® y preslikava u y ® x. Jer ovo posljednje preslikavanje
ima inverz (po simetriji) dobivamo Zeljeni izomorfizam. O

Tenzorski produkt ima mnogo funktorijalnih svojstava. Prvo, pretpostavimo da su
fiiE, > E,(i=1,...,n)

linearna preslikavanja. Dobivamo inducirano preslikavanje na produktu,

[Tae[T5 -1

Ako komponiramo [] f; s kanonskim preslikavanjem u tenzorski produkt, dobivamo indu-
cirano linearno preslikavanje koje moZzemo oznaciti s T'(fi, ..., f,), pa dobivamo sljedeci
komutativni dijagram:
E/X..XE,—=E ®...QF,
fol jT(fl,n.,fn)
Eix..XE,—FE,®...QF,
Odmabh se provjerava da je T funktor. Naime ako imamo kompoziciju linearnih presli-

kavanja fogi(i=1,...,n) tada

T(fiogi,....fuog)=T(fi,....f)oT(g1,...,8)

T(id,...,id) = id.
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MoZemo vidjeti da je T'(fi, ..., f,) jedinstveno linearno preslikavanje takvo da je
X ®...80x, - fi(x)®...8 fi(x,)
priemusux, ®...0x,izE, ®...QF,.
T mozemo gledati i kao preslikavanje

ﬁ L(E,E;) - L(®,E,.®,E;)
i=1

za koje se lako dokaze da je multilinearno. Pokazat ¢emo S$to to znaci eksplicitno na dva
faktora, pa naSe preslikavanje moze biti napisano

(f,e) = T(f, 9.

Akosu f: F — Figi, g : E — E dani homomorfizmi, tada
T(f,g1+82) =T(f,8)+T(f, 8,

T(f’ agl) = aT(f’ gl)-

Konkretno, odaberimo ravni modul F i funktor 7 = 75 takav da je
(E)=FQE.
Tada 7 inducira linearno preslikavanje
v: L(E,E) — L(x(E '), 7(E))
za svaki par modula E', E formulom

7(f) =T(d, f).

Napomena 2.2.3. Ponekad je prikladnije pisati
fi®...0f,

umjesto
T(f1,---5 o)

To ne treba mijesati sa tenzorskim produktom elemenata uzetih iz tenzorskog produkta
modula
LEL,E)®...® L(E,,E,).

Iz konteksta ce uvijek biti jasno o Cemu se radi.



POGLAVLIJE 2. TENZORSKI PRODUKT 20

2.3

Osnovna svojstva

Najosnovnija relacija izmedu linearnih preslikavanja, bilinearnih preslikavanja i tenzor-
skog produkta je sljedeca: Za tri modula E, FF 1 G

L(E,L(F,G)) ~ L*(E,F;G) ~ LLE®F,G)

Ukljuceni izomorfizmi su konstruirani na prirodan nacin.

o))

2)

3)

[XE,F;G) — L(E, L(F,G)).

Akoje f : EX F — G bilinearno i x € E, tada je preslikavanje
i F—>G

takvo da je f.(y) = f(x,y), linearno. Osim toga, preslikavanje x — f, je linearno i
kada ga pridruzimo f dobivamo preslikavanje (1).

L(E,L(F,G)) — L*(E, F;G).

Neka je ¢ € L(E, L(F,G)) 1 f, : E X F — G bilinearno preslikavanje takvo da je

Jo(x, ) = @(0)().
Tada ¢ — f, definira (2).

Jasno je da su homomorfizmi iz (1) 1 (2) inverzni jedan drugom i stoga daju izomor-
fizam izmedu prva dva objekta u gore navedenoj, uokvirenoj, formuli.

[XE,F;G) — L(E®F,G).

Ovo je preslikavanje f +— f. koje svakom bilinearnom preslikavanju f pridruZuje in-
ducirano linearno preslikavanje na tenzorskom produktu. f +— f, je injekcija ( jer je
[. jedinstveno odreden sa f) i surjekcija, jer svako linearno preslikavanje tenzorskog
produkta komponirano s kanonskim preslikavanjem E X F — E ® F daje bilinearno
preslikavanje na E X F.

Propozicija 2.3.1. Neka je E = &_| E; direkina suma. Tada imamo izomorfizam

FQE & & (FRE).
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Dokaz. Fiksiramo F i1 promatramo funktor 7 : X — F ® X. Kao S§to smo vidjeli, 7 je
linearan. Imamo projekcije mr; : E — E iz E na E;. Tada

miomi=m;,momn;=0akojei# j

n
Z ;= id.
i=1

Primjenjujemo funktor 7 i vidimo da 7(r;) zadovoljava iste relacije, stoga dobivamo de-
kompoziciju od 7(E) = F ® E u direktnu sumu. Primijetimo da je 7(rr;) = id ® ;. O

Korolar 2.3.2. Neka je I indeksni skup i E = ®;c;E;. Tada imamo izomorfizam
(@ic1E) ® F =~ @ic/(E; @ F).
Dokaz. Neka je S konacan podskup od /. Imamo niz preslikavanja
(@BiesE) X F — @5 (Ei® F) — @i (E; ® F)

od kojih je prvo bilinearno i drugo linearno, inducirano inkluzijom od S u I. Prvo je
oc¢igledno preslikavanje. Ako je S c S tada trivijalni komutativni dijagram pokazuje da
restrikcija preslikavanja

(@ieS’Ei) XF — @iel(Ei ® F)

inducira naSe prethodno preslikavanje na sumi za i € §. Ali imamo injekciju
(@iesE)) X F > (@5’ E;) X F.

Stoga, moZemo definirati bilinearno preslikavanje
(@it ED) X F — @i (E; ® F),

11z toga linearno preslikavanje
(@it E) ® F = @ic/(Ei ® F).

Na sli¢an nacin se definira suprotni smjer 1 jasno je da su ta preslikavanja inverzna jedno
drugom, stoga imamo izomorfizam. O

Pretpostavimo sada da je E slobodan modul, dimenzije 1 nad R. Neka je {v} baza i
razmotrimo F ® E. Svaki element od F ® E moZe biti napisan kao suma elemenata y ® av
gdjejey € Fia € R. Medutim, y®av = ay®v. U sumi takvih elemenata mozemo koristiti
linearnost slijeva,

Z(yl@v) = (Zy,)@v,yi € F.
i=1 1

i=
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Stoga je svaki element u stvari oblika y® v zanekiy € F.
Imamo bilinearno preslikavanje

FXE—F
takvo da (y, av) — ay, koje inducira linearno preslikavanje
F®FE - F.

Takoder imamo linearno preslikavanje F — F ® E dano sy — y ® v. Jasno je da su ta
preslikavanja inverzna jedno drugom i stoga imamo izomorfizam

FQFE ~F.

Prema tome svaki element iz F' ® E moze biti napisan na jedinstven nacin u obliku y® v,
yeF.

Propozicija 2.3.3. Neka je E slobodan nad R sa bazom {v;},.;. Tada svaki element od FQE
ima jedinstveni zapis u obliku

Z Yi®vi,yi€F

i€l

za skoro sve y; = 0.

Dokaz. Slijedi direktno iz diskusije u jednodimenzionalnom slucaju i korolara Propozicije
2.3.1. O

Korolar 2.3.4. Neka su E, F slobodni nad R sa bazama {v;};c; i {w j} ; redom. Tada je

je
E ® F slobodan sa bazom {vi ®w j}. Imamo

dim(E ® F) = (dim E)(dim F).
Dokaz. Slijedi direktno iz propozicije. O

Vidimo da kada je E slobodan nad R, tada tenzorski produkt s netrivijalnim modulom
ne moZze biti trivijalan. Svaki element od F ® E se moZe gledati kao formalna linearna
kombinacija elemenata u bazi od E sa koeficijentima iz F.

Posebno, vidimo da R ® E (ili E ® R) je izomorfan sa E, uz korespodenciju x — x® 1.

Propozicija 2.3.5. Neka su E i F slobodni moduli konacne dimenzije nad R. Tada imamo
izomorfizam
Endp(E) ® Endgr(F) — Endp(EQ F)
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koji je jedinstveno linearno preslikavanje takvo da je

feg—=T(f.9)

za f € Endgr(E) i g € Endg(F).
[Napominjemo da je tenzorski produkt na lijevoj strani ovdje uzet kao tenzorski produkt
dva modula Endg(E) i Endg(F).]

Dokaz. Neka je {v;} bazaod E i {wj} baza od F. Tada je {v,- ® wj} baza od E ® F. Za svaki

par indeksa (i', j') postoje jedinstveni endomorfizmi f = fir odEig=g;rodF takvida
je
f)=vsi1f(vy) =0akojev #i

gw;) =w; 1g(w,) = 0ako jeu # j.
Osim toga, familije { fi’,./} i {g i j,} su baze od Endg(E) i Endg(F), redom. Tada

[ vy,ew; akoje(v,u) = (,))
T(f,9)v,®w,) = { 0 ! ako je (v, ) # (i, j)

Prema tome familija {T( fiis gj,jl)} je baza od Endgr(E ® F). Bududi da je familija
{ fir®8g; j/} baza od Endg(E) ® Endg(F), tvrdnja nasSe propozicije je sada dokazana. O

Iz Propozicije 2.3.5. vidimo da viSeznacnost tenzorskog znaka u f ® g zapravo ne
postoji u vaznim specijalnim sluc¢ajevima slobodnih, kona¢nodimenzionalnih modula.

Propozicija 2.3.6. Neka je
0-ESELE -0
egzaktni niz i F neki modul. Tada je niz

FQE > FQE—>F®E —0

egzaktan.

Dokaz. Zadani x” € E" iy € F postoji x € E takav da je x' = (x) i stogaje y® x_ slika
od y ® x za linearno preslikavanje

FQE > FQE".

Kako elemenati tipa y ® x” generiraju F ® E” zaklju¢ujemo da je prethodno linearno pres-
likavanje surjektivno. Takoder je trivijalno da je slika od

FQE > FQE
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sadrZana u jezgri od
F®E—>FQE'.

Obrnuto, neka je I slikaod F ® E' — F ® E ineka je
f:(FQE) > FQE"

kanonsko preslikavanje. Zelimo definirati linearno preslikavanje
g:FQE — (FQE)/I

tako da je g o f = id. Ovo Ce ocCito implicirati da je f injekcija i stoga Ce se pokazati
7eljeni obrat. Nekajey € Fix € E’. Neka je x € E takav da je ¢(x) = x". Definiramo
preslikavanje F X E” — (F ® E)/I kao

0, x) = y® x (modl),

1 tvrdimo da je to preslikavanje dobro definirano, tj. ne ovisi o izboru x takvog da je
Y(x) = x'. Ako je ¥(x;) = ¥(x;) = x tada je ¥(x; — x,) = 0 i po pretpostavci je
X1 — X, = (x) zaneki x € E'. Tada

YOXI —Y® X = y® (X — X)) = y® p(x).

Ovo pokazuje da je y ® x; = y ® x, (modl) i dokazuje da naSe preslikavanje je dobro
definirano. OCito je bilinearno pa se faktorizira do linearnog preslikavanja g na tenzorskom
produktu. Jasno je da je restrikcija od g o f na elemente tipa y ® x~ identiteta. Posto ovi
elementi generiraju F ® E” zaklju¢ujemo da je f injektivno, §to smo i trebali pokazati. O

Nije uvijek istina da je niz
0>F®E 5F®E—>F®E —0

egzaktan. Egzaktan je ako se prvi niz u Propoziciji 2.3.6. cijepa, tj. ako je E zapravo
direktna suma od E" i E”. Ovo je trivijalna posljedica Propozicije 2.3.1.

Propozicija 2.3.7. Neka je a ideal od R. Neka je E modul. Tada je preslikavanje (R/a) X
E — E/aFE inducirano sa

(a,x) — ax (modaE),a € R,x € E
bilinearno i inducira izomorfizam

(R/a)® E = E/aE.
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Dokaz. Preslikavanje (a, x) — ax (modaE) oCito inducira bilinearno preslikavanje R/ax E
na E/aFE, stoga i linearno preslikavanje R/a ® E na E/aE. MoZemo konstruirati inverz, jer
imamo dobro definirano linearno preslikavanje

E—>R/a®E

takvo da x — 1 ® x (gdje je 1 ostatak klase 1 u R/a). OCito je da je aE sadrzano u jezgri
posljednjeg linearnog preslikavanja i prema tome dobivamo homomorfizam

E/aE — R/a®E,

za koji se vidi da je inverz homomorfizma opisanog u iskazu propozicije. O

2.4 Ravni moduli

Prisjetimo se Propozicije 2.3.6. Zelimo vidjeti pod kojim uvjetima imamo injektivnost u toj
propoziciji. To nas dovodi do teorije ravnih modula. Sljedeci ekvivalentni uvjeti definiraju
ravni modul F:

F 1. Za svaki egzaktan niz
E—->E—E

niz , )
FOQE - FQE—>FQE
je egzaktan.
F 2. Za svaki kratki egzaktni niz
0->E -E—E -0
niz / |
0->FQ®E - FQE—->FQ®E —0
je egzaktan.
F 3. Za svaku injekciju 0 —» E' — E niz
0> F®E > FQ®E

je egzaktan.

Vidimo da F 1 implicira F 2 implicira F 3. Konacno, vidimo da F 3 implicira F 1
zapisivanjem jezgre i slike preslikavanja E' — E i primjenom F 3. Sljedeéa svojstva
slijede lagano iz definicije:
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Propozicija 2.4.1. (i) Osnovni prsten je ravan kao modul nad samim sobom.
(ii) Neka je F = @F; direktna suma. Tada je F ravan ako i samo ako je svaki F; ravan.
Sada dolazimo do novih kriterija kad je modul ravan.
Lema 2.4.2. Neka je F ravan i pretpostavimo da je
0O->N->-M->F—->0
egzaktni niz. Tada za svaki E imamo egzaktni niz
0>N®E->MQ®E—->FQ®E — 0.
Dokaz. Prikazimo E kao kvocijent fiksnog L po egzaktnom nizu
0-K—->L—>E—-DO.

Tada imamo sljedeéi egzaktni i komutativni dijagram:

NOIK— M®K —FQK——0

|

0—NQL——MQOL——F®L

NOE—MQE

0 0

Gornja desna 0 dolazi od pretpostavke da je F ravan. 0 na lijevoj strani dolazi od Cinjenice
da je L ravan. Zmijolika lema daje egzaktni niz

0>N®E—->MQE
Sto dokazuje lemu. O

Propozicija 2.4.3. Neka je
0>F 5F—>F 50

egzaktni niz i pretpostavimo da je F ravan. Tada je F ravan ako i samo ako je F' ravan.
Opcenitije, neka je
0->F S5 F'5 ... 5F'50

egzaktan niz takav da su F',...,F" ravni. Tada je F° ravan.
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Dokaz. Nekaje 0 — E' — E injekcija. Imamo egzaktni i komutativni dijagram:

0

l

0—F QFE —FQ®E —F QE —0

N

0—F QE——=FQFE——>F QE

0 na vrhu dolazi od hipoteze da je F~ ravan. Dvije 0 na lijevoj strani su opravdane po
Lemi 2.4.2. Ako je F' ravan, tada je prvo okomito preslikavanje injekcija i zmijolika lema
pokazuje da je F ravan. Ako je F ravan tada je srednje preslikavanje injekcija. Tada dvije
0 na lijevoj strani i komutativnost lijevog kvadrata pokazuje da je preslikavanje F' @ E* —
F' ® E injekcija pa je F’ ravan. Ovo dokazuje prvi iskaz. Dokaz druge tvrdnje provodi se
indukcijom. O

Da bi dobili fleksibilnost u testiranju “ravnosti” korisne su sljedece dvije leme. Naime,
kaZzemo da je F' E-ravan ili ravan za E ako za svaki monomorfizam

0—>E - E

tenzorirani niz
0> FQE > FQE

je takoder egzaktan.

Lema 2.4.4. Pretpostavimo da je F E-ravan. Tada je F takoder ravan za svaki podmodul
i svaki kvocijentni modul od E.

Dokaz. Dio o podmodulu je jasan jer ako su E| ¢ E, C E podmodulii FR E;, > F®E
je monomorfizam tako je i F ® E1 - F® E2 bududi da je kompozicijsko preslikavanje s
F (X)E'2 — F®E monomorfizam. Jedino pitanje lezi u kvocijentnom modulu. Pretpostavimo
da imamo egzaktni niz

0O->N—->E->M-—DO.

Neka je M podmodul od M i E" njegova inverzna slika u E. Tada imamo komutativni
dijagram egzaktnih nizova:
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Tenzoriranjem sa F' dobivamo egzaktni i komutativni dijagram

0 K

L

FQN—=FQ®E —FQM —=0

L

0—F®ON—FQ®E——F&®M

|

0

gdje je K problemati¢na jezgra koja Zelimo da bude 0. Ali zmijolika lema donosi
egzaktan niz
0-K—0

koji zakljucuje dokaz. O

Lema 2.4.5. Neka je {E;} familija modula i pretpostavimo da je F ravan za svaki E;. Tada
je ravan za njihovu direktnu sumu.

Dokaz. Neka je E = ®F; njihova direktna suma. Moramo dokazati da za bilo koji dani
podmodul E’ od E, niz
0> F®E > FQE=0FQE;

je egzaktan. Primjetimo da ako neki element od F ® E’ postane 0 kada je element direktne
sume, tada on postaje 0 odmah u kona¢noj podsumi, tako da bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti da je skup indeksa konacan. Tada po indukciji, moZemo pretpostaviti
da se skup indeksa sastoji od dva elementa, pa imamo dva modula E 1 E; 1 E = E; @ E).
Neka je N podmodul od E'i Ny = N N Ey, te neka je N, slika od N po projekciji na E;.
Tada imamo sljedec¢i komutativni i egzaktni dijagram:

0 0

| |

N, N N, 0
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Tenzoriranjem sa F' dobivamo egzaktni i komutativni dijagram:

0 0

| |

FON —F®N —FQ®N,—0

]

0—=FQE —>FQE—~=FQ®E,

Donja lijeva egzaktnost je zbog Cinjenice da je E = E; ® E,. Tada zmijolika lema
pokazuje da je jezgra srednjeg okomitog preslikavanja 0. Ovo dokazuje lemu. O

Sljedeca propozicija pokazuje da je test za “ravnost” dovoljno uciniti samo za speci-
jalnu klasu egzaktnih nizova koja proizlazi iz ideala.

Propozicija 2.4.6. F je ravan ako i samo ako za svaki ideal a od R prirodno preslikavanje
a®@F — aF
je izomorfizam. U stvari, F je ravan ako i samo ako za svaki ideal a od R tenzorirajuci niz
0->a—>R—>R/a—>0

sa F daje egzaktni niz.

Dokaz. Ako je F ravan tada tenzorirajuéi s F i koriste¢i Propoziciju 2.3.7. pokazujemo
da prirodno preslikavanje je izomorfizam jer aM je jezgra od M — M/aM. Obrnuto,
pretpostavimo da ovo preslikavanje je izomorfizam za sve ideale a. To znaci da je F' R-
ravan. Prema Lemi 2.4.5. slijedi da je F ravan za proizvoljnu direktnu sumu od R sa samim
sobom 1 jer bilo koji modul M je kvocijent takve direktne sume, Lema 2.4.4. implicira da
je F M-ravan. O

2.5 Prosirenje osnovnog prstena

Neka je R komutativni prsten i neka je E R-modul. Neka je R — R homomorfizam
komutativnih prstenova tako da je R R-algebra (pa je i R-modul). Imamo 3-multilinearno
preslikavanje
RxXR XE—>RG®E
definirano sa pravilom
(a,b,x) — ab® x.
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Ovo inducira R-linearno preslikavanje
R®R ®E)—>R ®E

stoga i R-linearno preslikavanje R x (R’ ® E) — R’ ® E. Lagano se provjerava da zadnjim
preslikavanjem R ® E postaje R -modul koji éemo zvati proSirenje od £ nad R i oznacavat
sa E . Takoder kaZemo da je E dobiveno proSirenjem osnovnog prstena s R na R'.

Primjer 2.5.1. Neka je a ideal od R i neka je R — R/a kanonski homomorfizam. Tada se
prosirenje od E na R/a takoder naziva redukcija od E modulo a. Ovo se ¢esto dogada nad
cijelim brojevima, kada reduciramo modulo p (tj. modulo glavnog ideala (p)).

Primjer 2.5.2. Neka je R polje i R’ proSirenje polja. Tada je E vektorski prostor nad R i
Ey vektorski prostor nad R .

Iz Propozicije 2.3.3 zakljuujemo:

Propozicija 2.5.3. Neka je E slobodni modul nad R sa bazom {v;};.;. Neka je v, = 1® v

Tada je Ey slobodan modul nad R', sa bazom {v;}l_el.

PiSemo
Ey =R @ E=R & E.

Tada imamo tranzitivnost kod proSirenja, naime, ako je R - R — R niz homomorfizama
komutativnih prstena, tada imamo izomorfizam R -modula

R @ E~R ®p (R ®E).

Ako E ima multiplikativnu strukturu, moZemo Koristiti i mnoZenje. Neka je R —
A homomorfizam prstena, takav da svaki element u slici od R u A komutira sa svakim
elementom iz A (tj. je R-algebra). Neka je R — R homomorfizam komutativnih prstena.
Imamo 4-multilinearno preslikavanje

RXAXR xA—>R®A

definirano sa
(a,x,b,y) — ab ® xy.

Dobili smo inducirano R-linearno preslikavanje
R®A®R ®A >R ®A
stoga i inducirano R-bilinearno preslikavanje

(R ®A)x (R ®A) > R ®A.
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Lako se provjeri da je definirano mnoZenje na R ® A asocijativno. Postoji jedini¢ni
element u R ® A, naime, 1 ® 1. Imamo homomorfizam prstena iz R’ u R° ® A dan sa
a — a® 1. Na ovaj na¢in vidimo da je R ® A = Ay R'-algebra. Napominjemo da je
preslikavanje

x—1ox

homomorfizam prstena iz A u R ® A i tako smo dobili komutativni dijagram homomorfi-
zama prstena

R

A

2.6 Tenzorski produkt algebri

RL,

éR, ®A :AR’.

_—

Neka je R komutativni prsten. Pod R-algebrom mislimo na homomorfizam prstena R — A
tako da slika od R komutira sa svim elementima od A.

Neka su A i B R-algebre. Zelimo od A ® B napraviti R-algebru. Neka je (a,b) € A x B,
imamo R-bilinearno preslikavanje

M,,:AxB— A® Btako daje M,,(a ,b) = ad ®bb .

Stoga M, ;, inducira R-linearno preslikavanje m,, : A® B — A ® B tako da je m,,(a ,b’) =
aa ® bb'. Ali m,, ovisi bilinearno o a i b, pa dobivamo jedinstveno R-bilinearno preslika-
vanje

A®BXA®B—>A®B

takvo da (a ® b)(@ ® b') = aa ® bb". Ovo preslikavanje je o¢ito asocijativno i dobivamo
prirodni homomorfizam prstena

R—->A®Bdansac—~ 1®c=c®1.

Prema tome A ® B je R-algebra nazvana tenzorski produkt algebri.

Graduirane algebre. Neka je G komutativni monoid, zapisan aditivno. Pod G-graduiranim
prstenom podrazumijevamo prsten A koji kao aditivna grupa moze biti prikazan kao di-
rektna suma

A = 69reG14r’

1 takav da mnoZenje u prstenu preslikava A, X A; u A,,; za sve r, s € G. Posebno, vidimo
da je Ay podprsten. Elementi od A, se nazivaju homogeni elementi stupnja r.
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Konstruirat éemo nekoliko primjera graduiranih prstena na sljede¢i naCin. Pretposta-
vimo da je za svaki r € G dana Abelova grupa A, (napisana aditivno) i za svaki parr, s € G
preslikavanje A, X A, — A,,,. Pretpostavimo da je Ay, komutativni prsten i da je dano
mnoZenje asocijativno, te da je Ao-bilinearno. Tada direktna suma A = &,gA, je prsten:
MoZemo definirati mnoZenje na oc€iti nain, naime

SIS ORIEDYPIEAN

reG seG teG r+s=t

Gornji produkt se naziva obi¢an produkt. Medutim, postoji i drugi nacin. Pretpos-
tavimo da postoji gradacija u Z ili Z/2Z. Definiramo super produkt od x € A, iy € A;
kao (—1)"xy, gdje je xy dani produkt. Lako je provjeriti da je ovaj produkt asocijativan i
da se moZe proSiriti na tzv. super produkt A ® A — A koji je pridruZen tim bilinearnim
preslikavanjima. Ako je R komutativni prsten takav da A graduira R-algebru, tj. RA, C A,
za sve r, koju ¢emo oznaciti s Ay, 1 bit ¢e nazvana super algebra pridruZena A.

Primjer 2.6.1. U sljedecem odjeljku, upoznat cemo tenzorsku algebru T(E), koja e biti
graduirana kao direktna suma od T'(E) i tako dobivamo pridruZenu super tenzorsku alge-
bru T, (E) prema gore opisanom postupku.

Sli¢no, ako su A i B graduirane algebre (graduirane prirodnim brojevima kao gore).
Definiramo njihov super tenzorski produkt

A®y, B
kao obican tenzorski produkt graduiranih modula sa super produktom
(@@ b)d ®b) = (~1)®eDeed) g @ pp’

ako su b,a’ homogeni elementi od B i A redom. Rutinski se provjeri da je A ®,, B prsten
koji je takoder graduirana algebra. Asocijativnost super produkta se direktno provjeri.
Pretpostavimo da je d € A;,b € Bj,a’ € A;ib € B,. Lako se vidi ratunaju¢i na oba
nacina

(a®s b)a ®s b)a ®ub’)
da predznak produkta ostaje isti i to (—1)/*/***", Kako je bilinearnost trivijalno zadovoljena,
slijedi da je A ®,, B doista algebra.

2.7 'Tenzorska algebra modula

Neka je R komutativni prsten i neka je £ modul (tj. R-modul). Za svaki broj r > 0,
oznacimo
T"(E)=®_EiT°(E) =R.
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Prema tome 7" (E) = E ® - - - ® E (tenzorski produkt r puta).
1z asocijativnosti tenzorskog produkta, dobivamo bilinearno preslikavanje

Tr(E) X TY(E) N Tr+S(E),

koje je asocijativno. Stoga, pomocu ovog bilinearnog preslikavanja, mozemo definirati
strukturu prstena na direktnoj sumi

T(E) = &2,T'(E),

kao i strukturu algebre (R se preslikava na T°(E) = R). T(E) zovemo tenzorska algebra
od E, nad R. Opcenito nije komutativna. Ako su x,y € T(E) operaciju mnozenja u T(E)
oznacavat ¢emo x ® y.

Neka je f : E — F linearno preslikavanje. Tada f inducira linearno preslikavanje

T'(f) : TN(E) - T"(F)

za svaki r > 0 1 na ovaj nacin inducira preslikavanje koje ¢emo oznaciti sa T(f) na T(E).
Jasno je da je T'(f) jedinstveno linearno preslikavanje takvo da za xi, ..., x, € E imamo

T(Hx1®---x) = f(x1)®---® fx).

Doista, elementi od T'(E) = E su generatori algebri od T(E) nad R. Vidimo da je T(f)
homomorfizam algebri.

Kada je E slobodan i kona¢nodimenzionalan nad R, moZemo odrediti strukturu od
T(E) potpuno, koriste¢i Propoziciju 2.3.3. Neka je P algebra nad R. KaZemo da je P
nekomutativna algebra polinoma ako postoje elementi 74, ..., € P takvi da elementi

M@ =1t -t

sa 1 < i, < n ¢ine bazu od P nad R. MozZemo zvati ove elemente ne-komutativni monomi
u (7). Kada je r = 0, odgovaraju¢i monom je jedini¢ni element iz P. Vidimo da #y,...,t,
generiraju P kao algebru nad R i da je P u stvari graduirana algebra, gdje se P, sastoji
od linearnih kombinacija monoma ¢ ,...,t; s koeficijentima u R. Prirodno je reci da su
ti,...,t, nezavisne ne-komutativne varijable nad R.

Propozicija 2.7.1. Neka je E slobodan dimenzije n nad R. Tada je T(E) izomorfan ne-
komutativnoj algebri polinoma od n varijabli nad R. Drugim rije¢ima, ako je {vi,...,v,}
baza od E nad R, tada elementi

Myv)=v;®---®v;,12i,Zn
cine bazu od T'(E) i svaki element od T(E) ima jedinstveni zapis kao konacna suma
Z a(i)M(i)(v), agj) €R
U]

gdje su skoro svi a;y jednaki 0.
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Dokaz. Slijedi direktno iz Propozicije 2.3.3. O

Tenzorski produkt linearnih preslikavanja sada ¢emo interpretirati u kontekstu tenzor-
ske algebre.

Radi jednostavnosti, modul endomorfizama Endg(E) ¢emo oznaciti sa L(E) do kraja
ovog odjeljka.

Formiramo direktnu sumu

(LTXE) = &2, L(T"(E)),

koju takoder, zbog jednostavnosti, ¢emo oznacavati sa LT (E). (Naravno, LT (E) nije jed-
naka Endg(T(E)).) Neka je f € L(T"(E)),g € L(T*(E)),h € L(T™(E)). Definiramo pro-
dukt fg € L(T"*(E)) kao T(f, g), drugim rije¢ima da bude jedinstveno linearno preslika-
vanje

Xy f(x)®g(y),xeT (E)iye T°(E).

Iz asocijativnosti tenzorskog produkta dobivamo asocijativnost (fg)h = f(gh) i takoder
vidimo da je na$ produkt bilinearan. Stoga LT (E) je R-algebra. Imamo homomorfizam
algebri

T(L(E)) = LT(E)

zadan za svaki r linearnim preslikavanjem
@@ fi>T(fisoo s fi)=fi- |
Tenzorski produkt na lijevoj strani je uzet u
L(E)®---® L(E).

Takoder primje¢ujemo da homomorfizam opcenito nije surjektivan, niti injektivan. Kada
je E slobodan kona¢nodimenzionalan nad R, homomorfizam je i surjektivan i injektivan i
prema tome imamo jasnu sliku o LT (E) kao ne-komutativne algebre polinoma, generirane
sa L(E). Naime, iz Propozicije 2.3.5, dobivamo:

Propozicija 2.7.2. Neka je E slobodan, konacnodimenzionalan nad R. Tada imamo izo-
morfizam algebri

T(L(E)) = T(Endg(E)) = LT(E) = @, \Endg(T'(E))

dan sa

feg=T(f.9).
Dokaz. Po Propoziciji 2.3.5 imamo linearni izomorfizam u svakoj dimenziji i jasno je da
preslikavanje ¢uva mnoZenje. O

Posebno, vidimo da je LT (E) nekomutativna algebra polinoma.
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2.8 Simetri¢ni produkt
Neka ®, oznaCava n-simetri¢nu grupu. Za r-multilinearno preslikavanje
fEY S F

kaZemo da je simetri¢na ako je f(xi,...,x,) = f(Xo1), - ., Xo(r) Zasve o € ©,.
Neka je b, podmodul od 7"(E) generiran sa svim elementima tipa

X1 Q- @ X — Xg(1) @« * @ Xy
zasve x; € E i 0 € ®,. Definiramo kvocijentni modul
S'(E) =T"(E)/by,
i neka je
S(E)=9,2,S"(E)
direktna suma. Odmabh je ocito da je direktna suma

b =e>,b,

ideal u T(E) i stoga je S (E) graduirana R-algebra koju zovemo simetri¢na algebra od E.
Osim toga, kanonsko preslikavanje

E" — S"(E)
dobiveno kompozicijom preslikavanja
E" - T"(E) > T'(E)/b, = S"(E)

je r-multilinearno simetri¢no preslikavanje i ima sljedece svojstvo: Za svako simetri¢no
multilinearno preslikavanje f : E©' — F postoji jedinstveno linearno preslikavanje f, :
S7(E) — F takvo da slijedeéi dijagram komutira:

EO

1\

Sliku od (x, . .., x,) pod kanonskim preslikavanjem
EY - S"(E)

¢emo oznacavati sa xj - - - X;.
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Propozicija 2.8.1. Neka je E slobodan modul dimenzije n nad R. Neka je {v,...,v,} baza
od E nad R. Elementi baze, gledani kao elementi od S ~'(E) u S (E), su algebarski nezavisni
nad R i S (E) je stoga izomorfno algebri polinoma u n varijabli nad R.

Dokaz. Neka su tq,...,t, algebarski neovisne varijable nad R i oznaCimo pripadnu po-
linomijalnu algebru R[#,...,t,]. Neka je P, R-modul homogenih polinoma stupnja r.
Definiramo preslikavanje E©) — P, na sljede¢i na¢in. Ako su wy,...,w, elementi od E
koji mogu biti napisani kao

n

w; = E aw,,i=1,...,r

v=1

tada je naSe preslikavanje dano sa
Wi, o ooowp) B (@it + -+ aipty) - (@it + -+ + Aply).

Ocito je da je ovo preslikavanje multilinearno i simetri¢no. Stoga se faktorizira do linear-
nog preslikavanja sa S"(E) u P,:

E" ——=S"(E)
P,
Iz komutativnosti dijagrama jasno je da element v;, ---v; 1z S"(E) preslikavau t;, - - - ¢;,
iz P, za svaku r-torku (i) = (iy, ..., i,). Kako su monomi M;(¢) stupnja r linearno nezavisni

nad R, slijedi da su monomi M;(v) u S"(E) takoder linearno neovisni nad R 1 da naSe
preslikavanje S"(E) — P, je izomorfizam. Vidi se da mnoZenje u S (E) odgovara mnoZenju
polinoma u R [¢] 1 da preslikavanje od S (E) u polinomijalnu algebru opisano kao gore za
svaku komponentu S"(E) inducira izomorfizam algebri sa S (E) na R [¢]. O

Propozicija 2.8.2. Neka je E = E' @ E” direktna suma konacnodimenzionalnih slobodnih
modula. Tada postoji prirodni izomorfizam

SE ®@E") ~ ®,y-nS'E @ S'E".
Taj izomorfizam je n-ti dio izomorfizma graduiranih algebri

S(E®E)~SE @SE".
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Sazetak

U ovom radu, glavni cilj nam je prouciti pojam tenzorskog produkta modula nad komuta-
tivnim prstenom. Rad se sastoji od dva poglavlja. U prvom poglavlju upoznajemo osnovne
algebarske strukture koje su nam bile potrebne u daljnjim razmatranjima. Upoznajemo
grupe, prstene i ideale, te neSto viSe paznje posvecujemo modulima koji su nam bili vrlo
bitni u drugom dijelu ovog rada. Takoder definiramo preslikavanja izmedu navedenih alge-
barskih struktura. U drugom poglavlju su nam bila vazna multilinearna preslikavanja mo-
dula da bi mogli definirati pojam tenzorskog produkta. U drugom se poglavlju, dakle, prvo
upoznajemo s multilinearnim preslikavanjima, a zatim sa tenzorskim produktom. Osim
nekih osnovnih svojstava tenzorskog produkta definirali smo i ravne module i upoznali
neka njihova svojstva. Pokazali smo i kako se osnovni prsten moZe prosiriti. Pokazali smo
1 kako konstruirati tenzorski produkt algebri. Na kraju smo se upoznali sa joS dva bitna
pojma, tenzorskom algebrom i simetricnom algebrom.



Summary

The main goal of this diploma thesis is to study the concept of tensor product of modules
over commutative ring. The thesis consists of two major parts. The first part explains
the basic algebraic structures that will be required for further considerations. We describe
groups, rings and ideals, and some attention is paid to the modules that have been very
important in the second part of this work. We will define maps between the algebraic
structures above as well. In the second part we will be focused on a multilinear maps
to be able to define the notion of tensor product. In addition to some basic properties of
tensor product, we also define flat modules and study some of their properties. We have
shown how the basic ring can be extended. We have also constructed the tensor product
of algebras. And finally, we introduced two very important notions, tensor algebra and
symmetric algebra.



Zivotopis

Rodena sam u Bjelovaru, 24. listopada 1990. godine. Pohadala sam /V. osnovnu $kolu, a
zatim upisala Gimnaziju Bjelovar, op¢i smjer. Pohadanje dodatne nastave iz matematike i
matematicka natjecanja pomoglo mi je pri odabiru smjera kojim Zelim nastaviti. Tako sam,
po zavrSetku srednjoskolskog obrazovanja, 2009. godine upisala Matematicki odsjek Pri-
rodoslovno - matematickog fakulteta u Zagrebu. Preddiplomski studij sam zavrSila 2013.
godine, te sam iste godine upisala i diplomski studij Primijenjene matematike.



	Sadržaj
	Uvod
	Grupe, prsteni i moduli
	Grupe
	Prsteni i ideali
	Moduli
	Zmijolika lema

	Tenzorski produkt
	Multilinearna preslikavanja
	Tenzorski produkt
	Osnovna svojstva
	Ravni moduli
	Proširenje osnovnog prstena
	Tenzorski produkt algebri
	Tenzorska algebra modula
	Simetricni produkt

	Bibliografija

