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Uvod

Cilj ovog rada je sustavno prouciti rekurzivne funkcije.

Krenut ¢emo od RAM stroja i instrukcija koje on razumije te ¢emo definirati program
za RAM stroj. Zanimat ¢e nas koje sve funkcije RAM stroj moze izraCunati, krenut ¢emo
od jednostavnijih (identiteta, konstantna funkcija) prema sloZenijima (kompozicija, primi-
tivna rekurzija, u operator). Definirat ¢emo i makro program te pokazati da za svaki makro
program postoji ekvivalentan program.

Zatim ¢emo krenuti od inicijalnih funkcija te proucavati koje funkcije mozemo dobiti
od njih, u kona¢no mnogo koraka, primjenom kompozicije i primitivne rekurzije (primi-
tivno rekurzivne funkcije), a kasnije ¢emo dodati i u operator (parcijalno rekurzivne funk-
cije). Tek ¢emo tada moci definirati rekurzivne funkcije. Vidjet ¢emo da su sve parcijalno
rekurzivne funkcije ujedno i RAM izraCunljive, a vrijedi 1 obrat. PokuSat ¢emo parcijalno
rekurzivnu funkciju prosiriti do rekurzivne i vidjeti da to nije uvijek moguce. U tome vaznu
ulogu imaju rekurzivni skupovi.

Bavit ¢emo se i rekurzivno prebrojivim skupovima. Zanimat ¢e nas odnos izmedu re-
kurzivnih i rekurzivno prebrojivih skupova te veza izmedu parcijalno rekurzivnih funkcija
i rekurzivno prebrojivih skupova.

Na kraju ¢emo proSiriti pojam rekurzivne funkcije i na funkcije ¢ije su kodomene Z, Q
i R te ¢emo vidjeti kakva svojstva imaju takve funkcije.






Poglavlje 1
RAM stroj

Smatramo da RAM stroj sadrzi beskonacno registara u kojima su zapisani prirodni brojevi
te da pomocu instrukcija mozemo mijenjati sadrZaj registara. Imamo 3 tipa instrukcija (uz
i,k € N):

e INC R; - povecaj sadrzaj registra R; za 1

e DEC R;, k - smanji sadrzaj registra R; za 1 ako je u R; zapisan broj veci od 0, inace
prijedi na instrukciju s oznakom k

e GOTO & - prijedi na instrukciju &

Za broj k kazemo da je labela instrukcije DEC R;, k te instrukcije GOTO k. Program za
RAM stroj je konacan niz instrukcija py, .. ., p,, pri ¢emu je labela svake od ovih instruk-
cija manja ili jednaka n.

Primjer 1.0.1. Program

0. INC Rs

1. INCR;s

2. INC Rs
Ce u registar Rs (u kojem je na pocetku zapisana vrijednost x) upisati vrijednost x + 3.
Primjer 1.0.2. Imamo sljedeci program:

0. DECR,,0

1. INCR,
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Ovaj program staje ako je u registru R, na pocetku upisan broj veci od 0 i nakon njegovog
izvrsavanja stanje registara ostaje nepromijenjeno. Ako je u registru R, na pocetku upisan
broj 0, program ne staje.

Primjer 1.0.3. Program koji u registar R, zapisuje 0:
0. DECR,,2
1. GOTOO
2. INCR;s
3. DECRs,3

Primjer 1.0.4. Neka su i, j,k € N medusobno razliciti brojevi. Zelimo program koji sadraj
registra R; kopira u R; i pri tome svi registri osim R; i Ry ostaju nepromijenjeni. TraZeni
program je:

0. DECR;,2

~

GOTO 0
DEC Ry, 4
GOTO 2
DECR;,8
INCR;
INC R,
GOTO 4
DEC R, 11

W 2 N S RN

INC R,

~
S

GOTO 8

~
~

. INC Ry
12. DEC R, 12
Primjer 1.0.5. Program koji zbraja sadrZaje registara R, i R, i zapisuje taj zbroj u Ry:

0. DECR,,2



1. GOTO 0
DECR,,5
INCR,

GOTO 2
DECR»,8

INC R,

N S kR BN

GOTO 5
8. INCR,

Definicija 1.0.6. Neka je k € N,k > 1. Nekaje S c N¥te f : S — N funkcija. KaZemo
da je f RAM izracunljiva funkcija ako postoji program (za RAM stroj) P takav da vrijedi
sljedece:

e ako su xi,...,x; € N takvi da je (xi,...,x;) € S, onda program P staje ako je
na pocetku u registrima R; zapisana vrijednost x; zai = 1,...,k i 0 inace i nakon
njegovog izvrsavanja u registru Ry se nalazi vrijednost f(xy, ..., x;)

® ako su xy,...,x; € N takvi da (xy,...,x;) € S, onda program P ne staje ako je na
pocetku u registrima R; zapisana vrijednost x; zai = 1, ...,k i 0 inace.

Za program P kaZemo da racuna funkciju f.

Primjer 1.0.7. Neka je f : N — N funkcija definirana sa:

f(x) =x.
Program
0. DECR,,3
1. INCR,
2. GOTOO
3. INCR,

racuna funkciju f.
Dakle, f je RAM izracunljiva funkcija.
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Primjer 1.0.8. Neka je f : N?> — N funkcija definirana sa:
f(x1,x2) = x1 + x2.

Program iz primjera ocito racuna funkciju f.
Dakle, f je RAM izracunljiva.

Primjer 1.0.9. Neka je f : N\{0} — N funkcija definirana sa:
f(x)=x ,VxeN\{0}
Postoji li program koji racuna f? Da!
0. DECR,,0
1. INC R,
2. DECR,,5
3. INCR,
4. GOTO?2
5. INCR,
Dakle, f je RAM izracunljiva.
Primjer 1.0.10. Neka je f : N> — N funkcija definirana sa:
J(x1, x2) = min{xy, x}.
Program koji racuna funkciju f je sljedeci:
0. DECR,,4
1. DECR,,4
2. INCRy
3. GOTO 0
4. INCR,

Dakle, f je RAM izracunljiva.



Primjer 1.0.11. Postoje li programi koji racunaju sljedece funkcije: f; : N> — N, f :
N->N

1 ,x>y 1 ,xparan

Silx,y) = { Hx) = {

0 ,inace 0 ,inace

Da!
Program koji racuna funkciju f:

0. DECR,,3
1. DECR,,4
GOTO 0

INC R,

N

INC R,
Program koji racuna funkciju f,:
0. DECR,,3
1. DECR,,4
2. GOTOO
3. INCR,
4. INCR,
Dakle, funkcije f i f, su RAM izracunljive.

Definicija 1.0.12. (Precizna definicija programa za RAM stroj)

Formalno, definiramo da je INC R; uredeni par (0,i), DEC R;, k uredena trojka (1,i,k), a
GOTO k uredeni par (2, k).

Za k kaZemo da je labela od DEC R;, k (1j. od (1,1, k)), te takoder da je labela od GOTO k
(4. od (2,k)).

Neka je P konacan niz po, ..., p,, gdje su po, ..., p, instrukcije, pri cemu je labela svake
od ovih instrukcija manja ili jednaka n. Tada za P kaZemo da je program.

Napomena 1.0.13. Podsjetimo se: ako su S i T skupovi, onda sa TS oznac¢avamo skup
svih funkcija S — T. Dakle, N~ je skup svih nizova u N.

Definicija 1.0.14. Neka je p instrukcija. Tada definiramo funkciju p : N x N — N x N¥
sa:
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e ako je p = INC R,, onda
ps,(rp) = (s + 1,(r)),

r/— I"j ,_]¢l
P+l =i

gdje je

e ako je p = DEC R;, k, onda
p(s, (ry) = (s',(r)),

gdje su
, {k ,rl-=0 ,_{rl,-—l ,j:i,r,->0

= ,
s+1 ,inace r ,inace
e ako je p = GOTO k, onda
(s, (r)) = (k, (r))).

Definicija 1.0.15. Neka je P program s instrukcijama py, ..., p,. Definiramo funkciju
P:NxNY — NxNsq:

ﬁs(s’ (rj)) , SN
(s, (ry) , inace.

P(s, () = {
Primjer 1.0.16. Neka je P program s instrukcijama py, p1, p2, gdje vrijedi po = p1 = p2 =
INC Ry, tj. P je sljedeci program:
0. INC R,
1. INCR,
2. INCR,

Sada imamo:
P(O’(rj)):ﬁO(O’(rj)):(l7(rOarl + 1’r2’r3""))
p(l’(r()’rl +1’r2ar39'-')):ﬁl(19(r0’rl + 1,}’2,}’3,...)) :(2’(r0,rl +2’r25r39--'))
P2, (ro, 11 +2,12,13,...)) = pa(2,(ro,r1 +2,12,713,...)) = 3, (ro, 11 + 3,12, 13,...)).

Uocimo:
(3, (ro, 71 + 3,72, 73,...)) = PO, (1))).



Napomena 1.0.17. Opcenito, ako je S skup i f : S — N funkcija, onda za n € N defini-

ramo f™ induktivno sa:

o=
f(n+1) — fOf(").

Za n = 0 uzimamo f© = ids.

Definicija 1.0.18. Neka je P program s instrukcijama po, ..., p,. Neka je (r;) € N
KaZemo da P staje za (r)) i daje rezultat (r}) € N" ako AN € N, N > 1 takav da P™(0, (r}))

ima oblik (s, (r})), gdje je s > n.
Napomena 1.0.19. Uocimo da rezultat (r",) ne ovisi o N.

Primjer 1.0.20. Neka je P program s instrukcijama:

Po :DECR1,2
1 =GOTO0
P2 :INCRl .

Neka je (r;) € NV, Tada je
P(O’(r])) = }7)0(0,(”])) = (1,(7‘0,7’] - 1,7”2,”3’---))

ako je ry > 0. Nadalje,

P(z)(o,(rj)):P(l,(r(),rl—1,}"2,7'3,...)):(0,(1"0,7'1—1,7"2,7'3,..

P, (rp)) =, (ro,r1 = 2,1p,13,...)), akojer; >2.
Indukcijom se lako dobiva da Vk € N takav da je 1 < k < ry vrijedi:

p(Zk—D(()’ (,»j)) =(,(ro,r1 —k,12,13,...))

PO, (r})) = (0, (ro, 11 — k72, 73,..).

Stoga je
PO, (r))) = (0, (0,0, 72, 73,...).

Dalje imamo:
P(2r1+1)(0, (Vj)) =(2,(r9,0,1m,13,...)

P(2r1+2)(0’ (l”j)) =@3,(rg, 1,1, 13,...)).

Dakle, ako je (r;) € NY onda P staje za (r;) i daje rezultat (ro, 1,1,73,...)

9)X
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Primjer 1.0.21. Neka je Q program s instrukcijama:

0. =INCR,
1. =INCR,
2. =INCR,.

Tada ¥(rj) € N vrijedi:
020, (r)) = B, (ro, 11,72 + 3,73,..)).
Prema tome, Q staje Y(r;) € NY i daje rezultat (ro,r1, 1> + 3,73, ...).
Definicija 1.0.22. Neka je P program i neka je . skup svih (r;) € N takvih da P staje za
(r)). Definiramo funkciju P* : . — N" sa:
P ((r)) = (r)),
pri Cemu je (r}) rezultat kojeg P daje za (r).

Definicija 1.0.23. Neka je k € N,k > 1. Neka je S C N, te neka je f : S — N. KaZemo da
je f RAM izracunljiva funkcija ako postoji program P takav da za x,, . .., x; € N vrijedi:

(X1,...,x) €S akko (0,x1,...,x,0,0...) € dom(P")

i u tom sluc¢aju je P*(0, xy, ..., x,0,0...) oblika (f(xy,...,x),7},15,...). Za P kaZemo da
je program koji racuna funkciju f.

1.1 Makro program

Definicija 1.1.1. Neka je P program. Za uredeni par (3, P) kaZemo da je makro instrukcija.
Neka je Q konacan niz qq, . .., q, pri cemu je Vk € {0, ..., n} g, instrukcija ili makro ins-
trukcija te pri cemu labela od g nije veca od n (ako je gy instrukcija). Tada za Q kaZemo
da je makro program.

Ako je Q makro program, Q = (qo, . . ., gn), onda definiramo funkciju Q : NxN¥ — Nx NN
sa:

gs(s, (ry)) s < n, qy instrukcija

Os, (r))) = (s+ 1,P((rj)) s<n,q i (3,P),(r) € dom(P:)
(Sa (rj)) s<n, qs = (3’ P), (r]) ¢ dom(P )
(s, (r))) s> n.

Neka su (r;), (r;.) € N, Kazemo da Q staje za (r)) i daje rezultat (r;.) ako AN € N takav da

je O™(0, (r))) = (s, (r))), gdje je s > n.
Analogno kao $to smo definirali P* u slucaju kada je P program, definiramo funkciju Q".
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Primjer 1.1.2. Neka je P program takav da je dom(P*) = NV i

P*((’”j)) = (r1,r1,0,r3,14,...).

Vidjeli smo vec da takav program postoji (primjer - program koji kopira sadrZaj
registra R; u R; koristec¢i Ry, u ovom sluc¢aju i=1, j=0, k=2).
Neka je Q makro program koji izgleda ovako:

pO :(3’P)
D1 :INCRO

Neka je (r;) € NY. Tada je
Q_(07 (rj)) = (1’P*((rj))) = (1,(7’1,”],0, I3, 74, .. ))

Nadalje,
020, (r) = 2,(ry + 1,71,0,73, 74, ..)).

Dakle, Q staje za (r;) i daje rezultat (ry + 1,r1,0,73,714,...).

Primjer 1.1.3. Neka su i, j,k € N medusobno razliciti. Znamo da postoji program P koji
sadrZaj registra R; kopira u R; i pri tome svi registri osim R; i Ry ostaju nepromijenjeni , a
u Ry program stavlja 0.
Oznacimo makro instrukciju (3, P) sa

MOVE R; TO R; USING R.
Nadalje, postoji program P koji zbraja sadrZaje registara R; i R; i zbroj zapisuje u Ry, u R;
i R;j stavlja 0, a svi ostali registri ostaju nepromijenjeni.
Makro instrukciju (3, P) ¢emo oznacavati sa

R, +R i R..
Sada Zelimo napisati makro program Q takav da je dom(Q*) = N i Q*(ro, 11,72, 73,...) =
(rira, r(, 15, .. .). TraZeni makro program Q je dan sa:

0. DECR,,2

1. GOTOO

2. DECR,,7

MOVE Ry TO R; USING Rs

MOVE R, TO R4 USING R;s

AP

R;+ Ry — Ry
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6. GOTO 2
7. INC R

Definicija 1.1.4. Neka su Q, i Q, makro programi. Za Qi Q, kaZemo da su ekvivalentni
ako je Q7 = 0.
Uoc¢imo da je svaki program ujedno i makro program.

Teorem 1.1.5. Neka je Q makro program. Tada postoji program P takav da su P i Q
ekvivalentni.

Dokaz. Neka je Q konacan niz qq, . .., q,. Ako je zasvakii=0,...,n g; instrukcija, onda
smo gotovi.
Pretpostavimo da je iy € {0, ..., n} takav da je g;, makro instrukcija. Neka je g;, = (3, W)
te neka su wy, ..., w,, instrukcije programa W. Neka je ¢ : N — N funkcija definirana sa:
k k<
k) =

#6) {k+m k> g,

Promotrimo makro program Q’ odreden kona¢nim nizom
616,...,ql’-O_l,wE),...,vv,'n,ql’-oﬂ,...,q,'1
gdjejeza j € {0,...,m}
w; , ako je w; instrukcija oblika INC R;

w} = {DECR;, (k +iy) ,ako je w; instrukcija oblika DEC R;, k
GOTO (k + ip) ,ako je w; instrukcija oblika GOTO k

te gdje je, za j € {0, ..., n}\{io}

q; , ako je g; instrukcija oblika INC R; ili makro instrukcija
q;- = {DECR;, ¢(k) ,ako je q; instrukcija oblika DEC R;, k
GOTO ¢(k) ,ako je g, instrukcija oblika GOTO k.

Nekasua,B: NxNY — Nx N iz:NxN' — N funkcije definirane sa:

Q'(S,r):(QD(S),r), ﬁ(S,r):(S'i'io,r), ﬂ-(Sar): S.
Neka je r € NV,
Dokazimo indukcijom da je
BW™M(©,r) = 0™, r),

. . Nl (1.1)
VN e Ntakavdaje N = 0ili N > 1 i s(WVD(0, r) < m.
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Za N = 0 tvrdnja ocito vrijedi.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki N € N. Nadalje, pretpostavimo da je 7(W)(0, r)) <
m. Zelimo dokazati:

BWHND, r)) = Q"M Vi, r). (1.2)

Imamo N = 0ili N > 1 i a(W¥D(0,r)) < m. Stoga, prema induktivnoj pretpostavci
vrijedi
BWM©,r)) = 0", r).
Imamo
W™, r) = (s,r)

gdje je s < m. Stoga je

Q_,(N)(iO’ r) = ﬁ(sa r,) = (S + iO, r,)-
Imamo

WD, r) = W(s, ') = wi(s, r').

S druge strane
Q,(N+l)(i09 r) = Q,(S + i09 r/) = W;(S + iOa r/)'
1.slucaj wy = INC R;
Tada je
wi(s, r)=(s+1,1r"), wi(s+io, 7)) =(s+ip+ 1,7")

za neki r” € N pa slijedi (1.2).
2.sluc¢aj wy = DEC R;, k
Tada je w, = DEC R;, k + .
Ako je r{ > 0, onda kao u prethodnom sluc¢aju dobivamo (1.2).
Ako je r; = 0, onda je

WS(S’ r,) = (k9 rl)a W;(S + i()a }"/) = (k + i09 r’)

pa opet vrijedi (I.2).
3.slucaj wy, = GOTO k

Analogno kao u 2. slucaju vrijedi (1.2)).
Dakle, tvrdnja vrijedi za N + 1.
Zakljucak: vrijedi (1.1).
Pretpostavimo da W staje za r. Tada AN € N takav da je (W™ (0,r)) > m. Neka je N
najmanji broj s tim svojstvom. Tada je N > 1 i vrijedi z(W"¥=1(0, r)) < m. Stoga je prema
(L.1) . i

BWM©,r) = 0", r).
Uoc¢imo:
(WO, ) =m+ 1,
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dakle
W™, r) = (m+ 1, W ().
Stoga je
O M(ig,r) = (m+io + 1, W'(r)) = alip + 1, W (r)) = a(Qio, ).
Dakle,

a(Qip, 1) = 0" (g, r). (1.3)

Prema tome, ako W staje za r, onda AN € N takav da vrijedi (1.3)).
Neka je sada s € N, s # ij te neka je r € N*. Tada vrijedi:

a(0(s, 1) = O'(a(s, ). (1.4)

Dokazimo to.
Za s > n tvrdnja je ocCita. Pretpostavimo s € {0, ...,n}. Uzmimo s < i;. Imamo:

Q'(a(s, 1) = Q'(s, 7).
Imamo 4 slucaja:

l.slucaj g, = INC R;
Tada je

a(O(s, ) =a(s+1,7)=(s+ 1,7), Q' (a(s,r) = @.(s,r) = (s + 1,7)
zaneki r € N pa (1.4) vrijedi.
2.slucaj g, = DEC R, k

Ako je r; > 0, onda kao u prethodnom sluc¢aju dobivamo da vrijedi (1.4).
Ako je r; = 0, onda imamo

a(Q(s, 1)) = atk, r) = (pk), 1), Q'(a(s,r) = gy(s,r) = (¢(k), 7).

Dakle, vrijedi.
3.slucaj g, = GOTO k

Analogno kao u 2. sluc¢aju dobijemo da vrijedi (I.4).
4.slucaj g, je makro instrukcija
"~ Tadajeg, = (3,V)

Ako je r € dom(V*) onda je

a(Q(s, 1) = a(s + 1, V(1) = (s + 1, V'(r)), Q'(a(s, 1) = gy(s,r) = (s + L, V(1)

pa slijedi (L.4).

Ako r ¢ dom(V*) onda je
a(Q(s, 1) = (s,7), O'(a(s, ) = (s, 7).




1.1. MAKRO PROGRAM 15

Dakle, (1.4) vrijedi.
Analogno dobivamo da (1.4) vrijedi u slucaju s > .
Dokazimo sada da je Q* jednako Q™.
Neka je r € N*'. Dokazimo indukcijom da YN € N takavdaje N = 0ili N > 11 Q™“=D(0, r)
nije oblika (iy, '), gdje r' ¢ dom(W*), AN" > N takav da

a(Q™(0,r) = 0™, r) (1.5)

Za N = 0 tvrdnja vrijedi.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki N € N. DokaZimo da tvrdnja vrijedi za N + 1.
Pretpostavimo da Q™Y)(0, r) nije oblika (iy, '), ¢ dom(W*). Tadaje N = Oili N > 1 i
O“=1(0, r) nije tog oblika jer bi u suprotnom i QY)(0, r) bio tog oblika. Stoga AN’ > N
takav da vrijedi (1.5). Imamo
0™M(0,r) = (s.7")

pa je prema (L.5))

a(s, ) = 'V, ). (1.6)

Imamo
a(Q™(0, 1) = a(Q(0™(0, 1) = a(Q(s,))).
Pretpostavimo s # iy. Prema (I.4)) i (I1.6) vrijedi:

a(Q(s, 1)) = Q'(a(s, ) = Q' (Q"™(0,r)) = 0"V (0, n).
Dakle,
(@™, 1) = 0O, 7).
Pretpostavimo s = iy. Prema (I.3)) postoji L € N takav da je
(0o, ")) = 0" Vi, ') = 0'P(alip, 1)) =
= 0"V (@(@™(0,)) = 0'V(Q™(0,r) = QN0 ).

Dakle,
«(QM*(0, ) = 00, ).
Zakljucak: (I.5) vrijedi.
Pretpostavimo da za svaki N € N Q™)(0, r) nije oblika (i, '), 7’ ¢ dom(W*). Tada za svaki
N € N, postoji N’ > N takav da vrijedi (1.5)).
Pretpostavimo da Q staje za r. Tada postoji N € N takav da je

oOMO,r)=m+ 1,7).
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Stoga postoji N’ > N takav da je
an+1,7)= 0N 0,r)
tj.
oM O0,r)=(m+m+1,r)

tj. Q' staje za r 1 daje isti rezultat.
Pretpostavimo da Q’ staje za r. Tada postoji N € N takav da je

OMO,r)=m+m+1,r).
Znamo da postoji N’ > N takav da vrijedi (1.5). Buduéi da je N’ > N vrijedi
ON0,r)=m+m+1,r).
Stoga je prema (/1.5)
a@NVO, M =m+m+1,ry = 0M0,r)=m+1r).

Dakle, Q staje za r.
Pretpostavimo da AN € N takav da je

oM, r) = (ig, ), 1 & dom(W).

Neka je M najmanji takav broj. Tada je M = 0ili M > 0 i Q™~Y(0,r) nije oblika
(ip, '), ¥’ ¢ dom(W~). Tada AM’ > M takav da je

Q™ (0,r) = Q"™(0, r).

Znamo da je
00, r) = (o, 7)., 1 & dom(W").

Stoga je
0" ™(0,r) = (i, ).

Bududéi da ' ¢ dom(W*), imamo
000, r) = (i, '), Yk €N.

Iz ovog slijedi da Q ne staje za r.
Za svaki k € N vrijedi 7(W®(0, 7)) < m jer r' ¢ dom(W*). Stoga iz (1.1) slijedi:

a(Q' Py, ) <m+iy <m+n.
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Dakle, za svaki kK € N imamo
Q' = 0@ (0, 1)) = 0", ).

Prema tome 71(Q’'™*9(0, r)) < m + n,Vk € N,

Dakle, Q' ne staje za r.

Zakljucak: Q" = Q™.

Uocimo da je broj makro instrukcija u Q" manji od broja makro instrukcija u Q. Stoga je
jasno da u kona¢no mnogo koraka dolazimo da makro programa P koji je ekvivalentan s Q
i u kojem nema makro instrukcija, §to znaci da je P program. O

Definicija 1.1.6. Nekaje f : S — N, S ¢ N, Neka je P programte N € N, N > k. KaZemo
da program P rac¢una funkciju f i cuva N ulaznih podataka ako za svaki niz (x;) € NY
vrijedi:

(X1,...,x) €S © (x0, X1, X2, ...) € dom(P")

i u tom slucaju vrijedi:
P (x0, X1, X2, . ..) = (X150 o o3 Xk X1s oo o5 XN Xy 15 Xiyins - - -)-

Propozicija 1.1.7. Neka je f : S — N, S c N¥ RAM izracunljiva funkcija te neka je
N € N, N > k. Tada postoji program V koji racuna funkciju f i cuva N ulaznih podataka.

Dokaz. Budu¢i da je f RAM izracCunljiva, postoji program P koji racuna f. Neka je m € N
broj takav da je m > i, Vi € N takav da se instrukcija INC R; ili DEC R;, k (za neki k € N)
javlja u programu P. MoZemo pretpostaviti da je m > N.

Akosus eNiryr,...,rm €N, onda P(s, (ro, 1, ..., m1,0,0,...)) ima oblik

s, (rgorys. s, 1,0,0,...)) te za te brojeve s, r, r|, ..., 1, _, vrijedi

P(S,(’”O,rl,---J’m—l,ao,al’---)) = (S/’(r(/pr;,---,r;n_pa(),al"-'))

za svaki (a;) € N, Dakle, registri R,,, R,.1, ... ostaju nepromijenjeni i njihov sadrZaj ne
utjece na stanje registara Ry, ..., R,_;.
Iz ovoga zakljucujemo sljedece:
akosu (a;) € N, ry, ...,y €Nirg,...,r | €NondaP stajeza(rg,...,r-1,0,0,...)
i daje rezultat (r(,...,r, _,,0,0,...) akko P staje za (ro, ..., "'n_1,d0,ai,...) 1 daje
rezultat (r(,...,r,,_,,do,ai,...).
(Naime, indukcijom po j € N se dobiva da ako je PY(0,(ro,71,...,7n1,0,0,...) =
(8, (t0, tyy e oo s bipts 0,0,.. D)) ondaje 1 P(j)(O, (ro, 71y s 1, Ao, ay,...)) = (8, (to, 1, . . ., L1,
ap,di,...).)
Neka je i € N. Neka je W sljedeci program:

0. DECR;,2
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1. GOTO O
2. INCR;
3. DECR;,3

Program W ¢e u R; zapisati 0, a svi ostali registri ¢e ostati nepromijenjeni. Makro instruk-
ciju (3, W) oznac¢imo sa ZERO R;.
Neka je Q sljede¢i makro program:

0. MOVE R, TO R,, USING R,,+n+1

1. MOVE R, TOR,,,; USING R, v+,

N. MOVE Ry TO R,,.y USING R,.+1
N+1. ZERO R,

N+2. ZERO R,

N+m-k. ZERO R,,_;
N+m-k+1. (3,P)

N+m-k+2. MOVE R,,;; TO R; USING R+ n+1

2N+m-k+1. MOVE R,y TO Ry USING R, n+1

Neka je V program ekvivalentan s Q. Tada V racuna funkciju f i cuva N ulaznih podataka.
m]

Posve analogno dokazujemo sljedecu propoziciju.

Propozicija 1.1.8. Neka je f : S — N,S c N* RAM izracunljiva funkcija. Neka su
i, i1, ...,0x € N medusobno razliCiti brojevi te neka je N broj veci od svih njih. Tada
postoji program V takav da za svaki (x,) € N" vrijedi:

(Xijs -5 X)) €S & (X0, x1,...) € dom(V").
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U tom slucaju vrijedi:
V*(.X(), X1y . ') = (X(), Xiyeo 9xi0—l$f(xi19 s axik)9 Xig+1s+++» XN, x;v.;,]a x;\j+2’ .. ')'
Dakle, V ¢uva N ulaznih podataka (osim R;,), a u registar R;, zapisuje f(x;,, ..., Xi,).

Neka je f RAM izracunljiva funkcija mjesnosti k (tj. f : § — N,S c N¥). Neka
su i, ..., € N medusobno razliciti brojevi te N € N broj veci od svih njih. Neka je V
program iz propozicije Tada ¢emo makro instrukciju (3, V) oznaCavati sa

N
f(R,'], e ’Rik) - Rio'

1.2 Kompozicija, primitivna rekurzija i ¢ operator

Primjer 1.2.1. Neka su f,g : N — N RAM izracunljive funkcije. Tada je go f : N — N
RAM izracunljiva funkcija.
Promotrimo sljedeci makro program:

0. f(R)) > R,

3
1. g(Ry) = Ry
Neka je P program ekvivalentan ovom makro programu. Tada P racuna funkciju g o f.

Primjer 1.2.2. Neka su S,T Cc Nte f : S —- Nig: T — N RAM izracunljive funkcije.
NekajeV ={x €S | f(x) e T}tenekaje h:V — N funkcija definirana sa

h(x) = g(f(x)).

Tada je h RAM izracunljiva funkcija.
Program iz prethodnog primjera pokazuje da je h RAM izracunljiva.

Definicija 1.2.3. Neka su k,n € N\{0} te neka su S,,...,S, C N*. Nekasu g, : S; = N,
g S, >N ...,8,:8, >N NekajeT c N'te f: T — N. NekajeV = {x €

Sin...08,[(g),....8 ()T}
Definiramo funkciju h : V — N sa

h(x) = f(g1(x), ..., gn(x))

Za funkciju h kaZemo da je dobivena kompozicijom funkcija f, g1, ..., gn-
Pisemo: h(x) ~ f(g,(x),...,gu(x)), x € N,
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Teorem 1.2.4. Neka je h funkcija dobivena kompozicijom funkcija f, g1, ..., g, Pretpos-
tavimo da su funkcije f, g1, ..., g, RAM izracunljive. Tada je h RAM izracunljiva funkcija.

Dokaz. Sljedeéi makro program racuna funkciju h:

n+k+1

0. gi(Ry,...,R) — Ry

n+k+1

1. g(Ry,...,R) — Ry

n+k+1

n-1. gn(Rl,---,Rk) — Rk+n

n+k+1

n. f(Rists-. > Rien) — Ro

O

Prethodni teorem kaze da je skup RAM izracunljivih funkcija zatvoren na kompoziciju
funkcija.

Definicija 1.2.5. Neka jen € N,n > 1 te neka su f : N" — Ni g : N**2 — N funkcije.
Definiramo funkciju h : N**! — N sa:

h(O,XI,...,Xn) :f(-xb'*'axn)

Ay + 1, x1, ., x) = g(h(y, X1, -5 %) Y5 X150y X).

Za funkciju h kaZemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.

Primjer 1.2.6. Neka su f : N — N ig : N° — N RAM izracunljive funkcije. Neka
je h : N*> — N funkcija dobivena primitivnom rekurzijom od f i g. Tada je i h RAM
izracunljiva funkcija.

Naime, sljedeci makro program racuna h:

3
0. f(Ry) = Ry
1. MOVE R, TO R; USING R;s
2. ZERO R,
3. DECR;5,8
5
4. g(Ro,R1,Ry) = Ry

5. MOVE R, TO Ry USING Rs
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6. INCR,
7. GOTO 3
8. INCR,

Definicija 1.2.7. Nekajen € N,n>1,S cN", TcN"2 f:S - N, teg:T — N,
Definiramo n + 1 mjesnu funkciju h na sljedeci nacin.
Neka su xy,...,x, € N. Ako je (x1,...,x,) €S onda je (0, xy,...,x,) € dom(h) i

h(0, x1,...,x,) = f(x1,...,X).

Pretpostavimo da je y € N te da je (y, x1, ..., Xx,) € dom(h).
Ako je (h(y, Xx1,...,%,),Y, X15...,%,) € T, onda je (y + 1, xy,...,x,) € dom(h) i

h(y+ 1,x1,...,%,) = 8h(y, X15 . ooy X0)s Vs X1y v v v s Xp)-
Za funkciju h kaZemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija i g.

Teorem 1.2.8. Nekajen e Nyn>1,S cN*"iT c N2, Nekasu f:S - Nig:T - N
RAM izracunljive funkcije te neka je h funkcija dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.
Tada je i h RAM izracunljiva funkcija.

Dokaz. Makro program koji racuna funkciju 4 jest:

n+2

0. f(Ry,...,Ry11) — Ry
1. MOVE R; TO R,,.» USING R,,,3
2. ZEROR,

3. DECR,;2,8

n+5

g8Ro, Ry, ..., Ru1) — Ryy3
MOVE R, TO Ry USING R, .s
INC R,

GOTO 3

e

INC R,..5

Dakle, skup RAM izracunljivih funkcija je zatvoren na primitivnu rekurziju.
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Definicija 1.2.9. Neka jen € N,n > 1te g : N"*!' — N. Neka je S skup svih (xy,...,x,) €
N" za koje postoji y € N takav da je g(x,,...,Xx,,y) = 0.
Definiramo funkciju f : S — N sa

f(x1,...,x,) =min{y € N | g(xy,...,x,,y) =0}

Za funkciju f kaZemo da je dobivena primjenom u operatora na funkciju g.
Za (xi,...,Xx,) €S najmanji y € N takav da je g(xi, ..., x,,y) = 0 oznacavamo sa

My (g(x1, ...y x,,y) = 0).

Dakle, f(x1,...,%,) = uy(g(x1, ..., %, ¥) =0) ,(x1,...,x,) €ES.
Pisemo: f(x1,...,x,) = uy(g(x1,...,%,,y) =0) ,(x1,...,x,) € N

Primjer 1.2.10. Neka je g : N"'' — N RAM-izrac¢unljiva funkcija. Neka je f funkcija
dobivena primjenom u operatora na funkciju g. Tada je f RAM-izracunljiva.
Naime, sljedeci makro program racuna funkciju f:

n+2

0. gRy,...,R,,Ry) — Ryyy
1. DECR,;,,4

2. INCR,

3. GOTOO

4. INC R+,

Definicija 1.2.11. Opdenitije, neka je T ¢ N'*! te g : T — N. Definiramo n-mjesnu
funkciju f na sljedeci nacin:

f(-xl"'-’xn) :ﬂy(g(xl’u-’xn’y) = O)

Pri tome smatramo da se dom(f) sastoji od onih (x, ..., x,) € N" za koje postoji y € N ta-
kav da je (x1,...,x,,1) € T,Ni €{0,...,y} te g(x1,...,%,,0) >0, Vi <yig(xy,...,%,,y) =
0 je u tom slucaju f(xy,...,x,) = y.

Teorem 1.2.12. Neka je g : T — N, T c N"*! RAM izrac¢unljiva funkcija. Neka je f
dobivena primjenom u operatora na g. Tada je f RAM izracunljiva funkcija.

Dokaz. Makro program iz primjera[l.2.10]pokazuje da je f RAM izracunljiva funkcija. O

Dakle, skup RAM izracunljivih funkcija zatvorena je na u operator.



Poglavlje 2

Rekurzivne funkcije

2.1 Primitivno rekurzivne funkcije

Definicija 2.1.1. Neka su z, s : N — N funkcije definirane sa
s(x)=x+1 z(x)=0, VYxeN.

Nadalje, zan € N,n > 1i je{l,...,n} nekaje I', : N* — N projekcija na j-tu koordinatu
.

I;(xl,...,x,,) =x;, VY(xi,...,x,) € N"
Za funkcije s,z i I;?, neN,j=1,...,nkaZemo da su inicijalne funkcije.

Definiramo skupove %y, 1, ..., y, ... na sljede¢i nacin. Neka je .7y skup svih inici-
Jjalnih funkcija. Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali skup .%,. Tada definiramo
A kao skup svih funkcija koje se mogu dobiti kompozicijom i primitivnom rekurzijom od
funkcija iz .#,. Stavimo da je Sy = AU .S,

Za funkciju f kaZemo da je primitivno rekurzivna ako postoji n € N takav da je f € .7,
Dakle, | ), -7 je skup svih primitivno rekurzivnih funkcija.

Uocimo sljedece: klasa primitivno rekurzivnih funkcija sadrzi inicijalne funkcije te je
zatvorena na kompoziciju i primitivnu rekurziju, tj. ako su f, gy, ..., g primitivno rekur-
zivne funkcije, onda je i funkcija 4 dobivena kompozicijom funkcija f, g;, ..., gx primi-
tivno rekurzivna te ako su f i g primitivno rekurzivne funkcije te & dobivena primitivnom
rekurzijom od f 1 g, onda je i & primitivno rekurzivna.

Nadalje, uo¢imo da je klasa primitivno rekurzivnih funkcija najmanja klasa s tim svoj-
stvom, tj. ako je .# neka klasa funkcija koja sadrzi inicijalne funkcije i koja je zatvorena
na kompoziciju i primitivnu rekurziju, onda je |,y -7 C -%. Naime, lako se indukcijom
dobiva da je ., c #,Vn € N.

Definicija 2.1.2. Za funkciju f : S — N, S c N" kaZemo da je totalna ako je S = N".

23
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Uocimo sljedece: inicijalne funkcije su totalne te, ako su f, g1, .., g, totalne funkcije
i h kompozicija od f,gi,...,8,, onda je i h totalna. Nadalje, ako su f i g totalne i h
dobivena primitivnom rekurzijom od f i g, onda je i & totalna. Iz ovog zakljucujemo da je
svaka primitivno rekurzivna funkcija totalna.

Primjer 2.1.3. Neka je n € N,n > 1 te neka je z, : N" — N nul-funkcija, tj.
Zo(x1,...,%,) =0, VY(xq,...,x,) € N".
Imamo
Zn(xla' .. ’xl’l) = Z(-Z-lil(xla' .. axn))
lj. zn je kompozicija funkcija z i I koje su primitivno rekurzivne pa je i z, primitivho
rekurzivna funkcija.

Primjer 2.1.4. Za a € N neka je c, : N — N konstantna funkcija s vrijednoscu a.
Imamo cy = 7 pa je cq primitivno rekurzivna funkcija. Nadalje,

c1(x) = s(z(x))

pa je ci primitivno rekurzivna funkcija kao kompozicija primitivno rekirzivnih funkcija.
Opcenito, za a € N vrijedi:

Car1(X) = 5(ca(X)).
Dakle, c,.\ je kompozicija funkcija s i c,. Iz ovog indukcijom zakljucujemo da je c, primi-
tivno rekurzivna funkcija Va € N.
Primjer 2.1.5. Neka je h : N> — N funkcija definirana sa:

h(xl,xz) =X; + X5,
Imamo:

h0,x) = x = T}(x)

hy+1L,x)=y+1+x=hQ,x)+1=s(h(y,x))

Neka je g : N* — N funkcija definirana sa:

g(a,b,c) = s(a).

Funkcija g je primitivna rekurzija jer je g(a,b,c) = s(I ?(a, b,c)), tj. g je kompozicija
funkcija s i I3. Imamo:
h(0,x) = T{(x)
h(y + 1, x) = g(h(y, x), y, x)

Zakljucujemo da je funkcija h dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija I} i g. Stoga
Jje h primitivno rekurzivna funkcija.
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Primjer 2.1.6. Neka je h : N> — N funkcija definirana sa:
h(x1, x2) = x1x2.

Tada je h primitivno rekurzivna funkcija.
DokaZimo to.
Neka je zb : N> = N, zb(a, b) = a + b. Imamo:

h(0,x) =0 =z(x)
h(y +1,x) = (y + Dx = yx + x = zb(yx, x) = zb(h(y, X), X)
Neka je g : N* — N funkcija definirana sa:
g(a,b,c) = zb(a,c).
Imamo:
h(0, x) = z(x)

h(y + 1, %) = g(h(y, x),y, x)
Vidimo da je h dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija z i g.
Imamo g(a,b,c) = zb(I3(a,b,c), I3(a,b,c)). Dakle, g je kompozicija funkcija zb, I3, T3,
stoga je g primitivno rekurzivna funkcija.
Zakljucak: h je primitivno rekurzivna.

Primjer 2.1.7. Neka je funkcija pred : N — N definirana s

y—=1 ,y>1
0 ,inace.

pred(y) = {

Tada je pred primitivno rekurzivna funkcija.
DokaZimo to.
Neka je h : N> — N funkcija definirana sa

h(y, x) = pred(y).
Za svaki y € N vrijedi
pred(y) = h(y,0) = h(Z,(y), z(»)),
dakle, pred je kompozicija funkcija h, I} i z. Stoga je dovoljno dokazati da je h primitivno

rekurzivna.
Imamo:

h0, x) = pred(0) = z(x)
h(y + 1,x) = pred(y + 1) = y = g(h(y, x), y, x),
gdje je g = I3. Dakle, h je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija z i I} pa je i h
primitivno rekurzivna funkcija.
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Propozicija 2.1.8. Neka je a € N te neka je g : N> — N primitivno rekurzivna funkcija.
Neka je h : N — N funkcija definirana sa:

h(0) =a

h(y + 1) = g(h(y), y).

Tada je h primitivno rekurzivna.

Dokaz. Neka je H : N*> — N funkcija definirana sa:

H(y, x) = h(y).

Dovoljno je dokazati da je H primitivno rekurzivna funkeija (jer je h kompozicija od H, 7|
1z). Imamo:
H(0,x) = h(0) = a = c,(x)
H(y+1,x) = h(y + 1) = g(h(y),y) = g(H(y, x), y).
Definiramo G : N*> — N sa
G(a,y, x) = g(a,y).

Tada je H(y + 1,x) = G(H(y, x),y, x). Iz ovog zakljucujemo da je funkcija H dobivena
primitivnom rekurzijom od funkcija ¢, 1 G. Stoga ostaje joS dokazati da je G primitivno
rekurzivna. Imamo:

G(a,y, x) = g(I3(a,y, x), I5(a,y, X)),

dakle, G je kompozicija od g, I f 17 ; Prema tome G je primitivno rekurzivna. O

Primjer 2.1.9. Neka je h : N — N funkcija definirana sa:
h(n) = n!.
Imamo:
h0) =1
h(n+1) = h(n) - (n + 1) = g(h(n), n)

gdje je g : N> — N, g(a,n) = a- s(n). Prema prethodnoj propoziciji funkcija h je primitivno
rekurzivna ako je g primitivno rekurzivna.
Neka je p : N> = N, p(x1, x2) = XX
Imamo:
gla,n) = p(Z3(a,n), (s o 13)(a,n))

pa je g kompozicija funkcija p, I3 i s o I iz Cega slijedi da je primitivno rekurzivna.
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Napomena 2.1.10. Neka je n € N,n > 1 te neka su f,g : N — N primitivno rekurzivne
funkcije. Tada su i funkcije f + g, f - g : N" — N primitivno rekurzivne. Zasto?
Neka je zb : N*> — N, zb(a, b) = a + b. Imamo:

(f + &) = f(x) + g(x) = zb(f(x), g(x))

pa zakljucujemo da je f + g kompozicija funkcija zb, f i g. Dakle, f + g je primitivno
rekurzivna.
Analogno dobivamo da je f - g primitivno rekurzivna.

Primjer 2.1.11. Neka je f : N> — N primitivno rekurzivna funkcija. Neka su g : N> —
N,h:N — Niv: N — N funkcije definirane sa:

g(x.y) = f(y, %)

h(x) = f(x, x)
v(x,y,2) = f(z,2).

Tada su g, h i v takoder primitivno rekurzivne funkcije.
Naime, imamo:

g(x,y) = fT3(x,), T1(x,Y))
h(x) = f(T}(x), T1(x))
v(x,y,2) = f(T30x,9,2), T3(x, , 7))

pa je svaka od tih funkcija primitivno rekurzivna kao kompozicija primitivno rekurzivnih
Jfunkcija.

Definicija 2.1.12. Za x,y € N oznacimo sa x—y broj definiran sa:

. {x—y X2y
xX—y = .
0 ,inace.

Funkciju N> — N, (x,y) — x~y nazivamo modificirano oduzimanje.

Dokazimo da je modificirano oduzimanje primitivno rekurzivna funkcija.
Definiramo funkciju 4’ : N> — N sa:

W (y,x) = x=y.

Imamo:
W(O,x)=x=TI(x)
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W (y+1,x)=x=(y+ 1) = pred(x~y) = pred(h(y, x)) = (pred o I})(I (y, x),, X).

Dakle, 7’ je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija 7| i predo I f koje su primitivno
rekurzivne pa je i &’ primitivno rekurzivna.
Neka je h modificirano oduzimanje. Imamo:

h(x,y) = h'(y, x)
pa iz primjera(2.1.11|slijedi da je & primitivno rekurzivna funkcija.

Primjer 2.1.13. Funkcija N> — N, (x,y) = |x — y| je primitivno rekurzivna.
Naime, vrijedi:

lx =yl = (x=y) + (y=x)
pa tvrdnja slijedi iz Cinjenice da je zbroj primitivno rekurzivnih funkcija primitivno rekur-
zivna funkcija.
Primjer 2.1.14. Funkcija N> — N, (x,y) — min{x, y} je primitivno rekurzivna.
Ovo slijedi iz Cinjenice da je

min{x, y} = x—(x=y),
dakle,

min{x, y} = h(Z}(x,y), h(x, y))

gdje je h modificirano oduzimanje. Nadalje, Vx,y € N vrijedi
max{x,y} = x + (y=x) = 2b(Z 1 (x,y), ' (x,)),

gdje su zb,h' : N? = N, zb(a,b) = a+ b, W(a,b) = h(b,a). Stoga je funkcija N2 -
N, (x,y) — max{x, y} primitivno rekurzivna.

Neka su sg,sg : N — N funkcije definirane sa:
) 1 ,x>0 50 0 ,x>0
Sg(Xx) = So(x) =
970 x=0 YT k=0
Imamo:
sg(0) =0

sy + 1) = 1= (c1 0 TN, ¥)-
Iz propozicije [2.1.§]slijedi da je sg primitivno rekurzivna funkcija.
Nadalje,
sg(0) =1
sg(y + 1) = 22(sg(y), y)

pa je 1 sg primitivno rekurzivna.
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Propozicija 2.1.15. Neka je g : N"' — N primitivno rekurzivna funkcija. Definiramo
funkciju f : N"*!' — N sa:

a

fla,x1,...,x,) = Zg(i,xl,...,x,,), a,xq,...,x, € N.
i=0

Tada je f primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Vrijedi:
SO, x1,...,x,) =80, x1,...,%,) = F(xy,...,%,)
pri cemu je F : N” — N definirana sa:
F(xy,...,x,) =20, x1,...,x,).
Vrijedi:
F(xp,.ooyxn) = 8@n(x1s e s X)), 1 (X1, ooy X))y ooy T(Xy, ooy X))

pa je F primitivno rekurzivna funkcija. Nadalje,

f(y+1,X],...,.xn) :f(y’xla---’xn)+g(y+1’x1’-"’xn) :G(f(y’xla---’xn)ayaxl"'-?xl’l)

pri éemu je G : N2 — N, G(a,y,x1,...,X,) = a+ g(y + 1,x,...,x,). Funkcija G
je zbroj funkcije 77** i funkcije N2 — N, (a,y,x1,...,%,) = g0 + L, x1,...,x,) =
g((s o I ) (a,y, x1,. .., %), T4 (@, y, X1, ..., %), .., T 3(a, v, x1,. .., x,)) pa je stoga G
primitivno rekurzivna funkcija.

Dakle,

JO,x1,. .0 x) = F(xp,. .0, x)
f(y+ 1,X1,...,xn) :G(f(y’xl’-”’xn)’yaxlan'9-xn)

Sto znaci da je f dobivena primitivhom rekurzijom od funkcija F 1 G.
Zakljucak: f je primitivno rekurzivna funkcija. O

Propozicija 2.1.16. Neka je g : N**! — N primitivno rekurzivna funkcija. Neka je f’ :
N"*2 — N funkcija definirana sa:

b .
Zi:ag(l7xla"'axn) ’asb
0 , inace.

f'(b,a,x1,...,x,) = {

Tada je f' primitivno rekurzivna funkcija.
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Dokaz. Nekaje g’ : N"*2 — N funkcija definirana sa:

g, x1,...,x,) ,a<i

",a,x1,...,%,) =
8t ! ) {0 ,a > 1.
Imamo

g’(ia a7 XI, oo 7xn) = g(l’ xla L] 9xn) : @(a_l)

pa je g’ primitivno rekurzivna funkcija kao umnozak primitivno rekurzivnih funkcija.
(g(iaxla e ’xl’l) = g(I,iH—Z(i’a’xl’ LRI ,.xn),]gl+2(l.,a,x1, L ?xl’l)’ oo ,IZi%(i,a,)ﬁ, oo ’xl’l))’
sgla=i) = 3goh) (I3 (i, a, x1, ..., x,), I1 (i, a, x1, . .., x,)) , gdje je h modificirano oduzi-
manje).
Neka su a, b, xy, ..., x, € N takvi da je a < b. Imamo:

b a-1 b
Zg,(i’ a’ 'xl"' "xn) = Zg,(i, a’ xl" "’xn)+zg,(i’ a’ xl""’xn) =
i=0 i=a

i=0

=0

b
= Zg(i,xl,...,xn) = f'(b,a,xi,...,x,).
Dakle,
b
fba,xi,....x,) = Zg’(i,a,xl,---,xn) (2.1)
i=0

Uoc¢imo da ova jednakost vrijedi i kad je a > b(0=0). Iz jednakosti (2.I) i propozicije
[2.1.15]slijedi da je f’ primitivno rekurzivna funkcija. m|

Propozicija 2.1.17. Neka su g : N**' — N i, : N* — N primitivno rekurzivne funkcije.
Neka je f : N* — N funkcija definirana sa:

ﬁ(xl ----- )C,,)

o
X 900 ,_xn = =a(xg,..., Xn)
flx ) {0

g(i,XI,...,Xn) ,a’(X1,...,_xn)SB(XI,...,X,,)

, inace.
Tada je f primitivno rekurzivna funkcija.
Dokaz. Nekaje ' : N**2 — N funkcija iz propozicije Tada je
S, %) = /B, e s X)), QX1 e ey X))y X1y e e vy Xp).
Dakle,
fCo, oo x) = By, X)), (g, e X)), T (X, ey X))y oo DX, e X))

pa zakljuCujemo da je f primitivno rekurzivna kao kompozicija primitivno rekurzivnih
funkcija. O
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Propozicija 2.1.18. Neka je g : N"' — N primitivno rekurzivna funkcija. Definiramo
funkciju f : N"*!' — N sa:

fla,x1,...,x,) = ﬂg(i,xl,...,xn)-
i=0

Tada je f primitivno rekurzivna funkcija.
Dokaz. Analogan dokazu propozicije O

Propozicija 2.1.19. Neka je g : N**! — N primitivno rekurzivna funkcija. Neka je f’ :
N"*2 — N funkcija definirana sa:

b .
[T-.8G xi,....x,) ,a<b
1 ,Inace.

f'(bya,x1,...,x,) = {

Tada je f' primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje g’ : N"*2 — N funkcija definirana sa:

gli,x1,...,x,) ,a<i
1 ,a > 1.

g’(i,a,xl,..-,xn)={

Imamo
g, a,xy,...,x,) =g, x1,...,x,) - sga=i) + sg(a=i)

pa kao u dokazu propozicije [2.1.16|zakljuujemo da je g’ primitivno rekurzivna funkcija.
Vrijedi:

b
f(bya,xi,...,x,) = n g,a,xi,...,x,)
i=0
pa iz propozicije [2.1.1§|slijedi da je f” primitivno rekurzivna funkcija. O

Propozicija 2.1.20. Neka su g : N**' — Nia,f : N — N primitivno rekurzivne funkcije.
Neka je f : N" — N funkcija definirana sa:

.....

Bxtks)
f(x] ) x”) — Hi:al(xl Xn) g(l, X],...,Xn) ’a'(xl,---,xn) Sﬁ(xl’---axn)
1 , inace.

Tada je f primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Ovo slijedi iz propozicije [2.1.19| (sli¢no kao u dokazu propozicije [2.1.17). O
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Primjer 2.1.21. Neka je f : N?> — N funkcija definirana sa:

flxy) =x".
Tada je za sve x,y € N f(x,y) =[], x 1.

ﬁ(x’,y)

Joy) = 1_[ 80, x,),

a(x.y)

gdje sua,B: N? > N, g : N* — N funkcije definirane sa:

a(x,y) =1, B(x,y) =y, gli, x,y) = x.

Funkcije «,B i g su olito primitivno rekurzivne pa iz propozicije slijedi da je f
primitivno rekurzivna funkcija.

Primjer 2.1.22. Neka je f : N*> — N funkcija definirana sa:

X , _1
Flxy) = {LyJ =
X ,y=0.

Tada je f primitivno rekurzivna funkcija.

To slijedi iz cinjenice da je

fxy) = ) sgliy=x). (2.2)
i=1
Dokazimo prvo da jednakost (2.2)) vrijedi.
Ako je y = 0 onda je f(x,y) = x, a };_, sg(iy—x) = x.
Pretpostavimo da je y > 1. Tada je f(x,y) = Lf]. Oznacimo k = L’;fj. Tada je k < );‘ <k+1.
Iz ovoga slijedi da Vi € {0,...,k} vrijedi i < fpa jeiy < x, azasvakii > k + 1 vrijedi
f < ipaje x < iy. Uoc¢imo da je k < x. Imamo:

X k x
D SEiy0) = ) Syt + ) SE(iyt) = k.
i=1 i=1 -0 i=k+1 >0
——— N——

=1 =0

Dakle, vrijedi.
Definiramo funkciju g : N> — N te a,8 : N> — N sa:

g(i,x,y) =sg(iy—x), alx,y)=1, pB(x,y) ==x.
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Tada je
ﬁ(x,)’)

foy) = Z 80, x,)

i=a(x,y)

pa je prema propoziciji[2.1.17] f primitivno rekurzivna funkcija ako su a,B i g primitivno
rekurzivne funkcije.
Funkcije a i B su ocito primitivno rekurzivne, a funkciju g moZemo zapisati kao

g, x,y) = 583G, x,y) - 130, %, y)=T5(i, x, )
pa vidimo da je i g primitivno rekurzivna funkcija.
Primjer 2.1.23. Neka je g : N> — N funkcija definirana sa

2] y21

g(x,y) = {0 =0,

Funkcija g je primitivno rekurzivna jer je g(x,y) = f(x,y) - sg(y), gdje je f funkcija iz
prethodnog primjera.

Primjer 2.1.24. Neka je ost : N> — N funkcija definirana sa:

X

ost(x,y) = x—(y - { |)
y

(uzimamo | 5] = x). Tada je ocito ost primitivno rekurzivna funkcija.
Uocimo sljedece: ako su x,y € N,y # 0, onda je ost(x,y) ostatak pri dijeljenju broja x sa
.

Definicija 2.1.25. Neka je S € N*. Za skup S kaZemo da je primitivno rekurzivan ako je
njegova karakteristicna funkcija ys : N¥ — N primitivno rekurzivna.

Propozicija 2.1.26. Neka je k € N\{0} te neka su S i T primitivno rekurzivni podskupovi
od N*. Tada su skupovi S UT,S NT i S¢ primitivno rekurzivni. Nadalje, za svaki a € NF
Jje skup {a} primitivno rekurzivan.

Dokaz. Za svaki x € N¥ vrijedi:
Xsor(x) = xs(x) - xr(x)

xsur(x) = sg(ys(x) + xr(x))
Xse(x) = sg(ys(x))
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pa slijedi da su skupovi S UT,S N T 1S¢ primitivno rekurzivni.
Neka je a € N¥, a = (ay, ..., ay). Vrijedi:

Xia(X1s .o xp) =sglxp —ay| - ... - Sglxe — axl. (2.3)
Zasvakii=1,..., k vrijedi
lx; —ail = |5 (x1s ..., x0) — ail

pa koristeci primjer zakljuGujemo da je funkcija N* — N, (x|,...,x) = |x; — aj
primitivno rekurzivna. 1z ovoga i zakljuCujemo da je yy, primitivno rekurzivna kao
produkt kona¢no mnogo primitivno rekurzivnih funkcija.

Zakljucak: {a} je primitivno rekurzivan skup. O

Primjer 2.1.27. Neka je S = {0,2,4,...}, tj. S = {2k | k € N}. Tada je S primitivno
rekurzivan skup.
Naime, za svaki x € N vrijedi

Xs(x) = sg(osi(x, 2))

iz Cega zakljucujemo da je S primitivno rekurzivan skup.
Primjer 2.1.28. Neka je f : N — N funkcija definirana sa:

x—1

flx) = n ost(x, ).

i=2
Iz propozicije |2.1.20|slijedi da je f primitivno rekurzivna funkcija.
Uocimo sljedece: ako je x > 3, onda je f(x) = 0 akko di € {2,...,x — 1} takav da je

ost(x,i) = 0 akko x nije prost. Dakle, f(x) > 0 akko je x prost. Uocimo da ovo vrijedi i za
x=2.

Neka je P skup svih prostih brojeva. Neka je f funkcija iz prethodnog primjera. Tada
je
Xxp(x) = sg(f(x)) - sg(x—1)

iz Cega zakljuCujemo da je y» primitivno rekurzivna funkcija pa je # primitivno rekurzivan
skup.

Definicija 2.1.29. Neka je f : N¥*!' — N funkcija. Definiramo funkciju g : N**' — N sa:

x.2) najmanji 'y € {0, ...z} takav da je f(x,y) =0 ,ako takav y postoji
X,7) =
& z+1 ,inace
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V¥x e Nk 7z e N.
Kazemo da je funkcija g dobivena primjenom ogranicenog u operatora na funkciju f.
Pisemo:
8(X,2) = wy,<(f(x,y) = 0).
Propozicija 2.1.30. Neka je f : N¥! — N primitivno rekurzivna funkcija. Neka je g funk-

cija dobivena primjenom ogranicenog u operatora na f. Tada je g primitivno rekurzivna
funkcija.

Dokaz. Tvrdimo da Vx € N¥i z € N vrijedi

Z Y
gx2)= (ﬂ se(f(x, i))). (2.4)

y=0 \ i=0

Imamo 2 slucaja:
L.sluc¢aj Ay € {0, ..., 7} takav da je f(x,y) =0
Neka je k najmanji takav. Tada je g(x, z) = k. S druge strane,

Z k-1 Z
D [ﬁ sg(f(x, i))) -, (ﬁ sg(f(x, i))) £, [ﬁ sg(f(x, z'»] —k-1+0=k

y=0 \i=0 y=0 \ i=0 y=k \i=0

2.sludaj Aly € {0, ..., z} takav da je f(x,y) =0
Tadaje g(x,2) = 2+ L a X7 (T, sg(f(x. 1)) =z + 1.

Dakle (2.4) vrijedi.
Slijedi da je
Bx.2)
gx)= > g%z ,¥xeN zeN
y=a(X,2)

pri emu su @, : N¥! — Ni g’ : N¥*2 — N funkcije definirane sa:

ax,2)=0, BE=z  grx2=| |sg(f(x,)).

;
i=0
Stoga je prema propoziciji[2.1.17|dovoljno dokazati da je g’ primitivno rekurzivna funkcija.
Vrijedi:
B (:X.2)
g§0,x,2) = r[gﬁm&@

i=a’(y,X,2)

pri emu su o/, B : N¥2 — N, ¢” : N3 — N funkcije definirane sa:

ad(y,x,2)=0, F0.x2=)y, g"(i,y,X,2) = sg(f(x, ).
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Po propoziciji [2.1.20]dovoljno je dokazati da je funkcija g” primitivno rekurzivna. No to
slijedi iz Cinjenice da je
&"(5,y,%,2) = (sg o NI5 Y, %,2), - ., T (09, %, 20, 1121, Y, X, 2)).
]

Korolar 2.1.31. Neka je f : N**! — N primitivno rekurzivna funkcija. Neka je o : N¥ — N
primitivno rekurzivna funkcija. Neka je g : N* — N funkcija definirana sa:

8(X) = Wy<ao(f(X,y) = 0).
Tada je g primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje g’ : N¥*! — N funkcija definirana sa:

g’(x, 7) = ﬂnyz(f(X’ y) =0).

Prema prethodnoj propoziciji slijedi da je g’ primitivno rekurzivna funkcija. Primijetimo
da Vx € NF vrijedi
8(x) = g'(x, a(x))

iz Cega slijedi da je g primitivno rekurzivna funkcija. O

Primjer 2.1.32. Neka je g : N — N funkcija definirana sa:

g(x) = L Vxl.

Tvrdimo da je g primitivno rekurzivna funkcija.

Neka je x € N te neka je k = g(x). Tada je k < Vx < k+ 1 pajek® < x < (k+ 1)~
Nadalje, ocito je k < x. Iz ovoga zakljucujemo da je k najmanji broj y € {0, ..., x} takav
da je x < (y + 1)%

Za sve x,y € N vrijedi x < (y + 1)* akko (y + 1)*<x > 0 akko 5g((y + 1)>~x) = 0.
Definiramo funkciju f : N> — N sa:

fOxy) =58y + 1)*~).

Tada je f primitivno rekurzivna funkcija i x < (y+1)* akko f(x,y) = 0, stoga je k najmanji
y €{0,...,x} takav da je f(x,y) = 0.

Zakljucak: g(x) = pyy<x(f(x,y) = 0).

Iz korolara[2.1.31|slijedi da je g primitivno rekurzivna funkcija.
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Primjer 2.1.33. Neka je g : N> — N funkcija definirana sa:
g0, 1) = | "Vaxl.

Neka su x,t € N te neka je k = g(x,t). Tadaje k < Nx <k+ 1 paje k™ < x< (k+1)*!
pa kao u prethodnom primjeru zakljucujemo da je k najmanji broj y € {0, ..., x} takav da
je f(x,t,y) = 0 pri demu je f : N> — N funkcija dana sa:

fOx1,y) = 5g((v + 2.

Dakle, g(x,1) = puy,<.(f(x,1,y) = 0).
Iz korolara2.1.31|slijedi da je g primitivno rekurzivna funkcija.

Primjer 2.1.34. Neka je V2 = ay, A1a20;3 . . . decimalni prikaz od V2 (\5 =1,4142...).
Neka je f : N — N funkcija definirana sa:

f(n) = a,, Vn e N,

DokaZimo da je f primitivno rekurzivna funkcija.
Zan € N vrijedi:
V210" = AoQq ... Gy Qi - - -

paje
L\/E- 10"] = apay . . .a,.

Iz ovoga slijedi da je a, = ost(| V2 - 10"], 10).
Dakle, f(n) = ost(| V2 - 10?"],10).
Koristeci primjer |2.1.32| zakljucujemo da je f primitivno rekurzivna funkcija.

Zan € N sa p, ozna¢imo (n + 1)-vi prosti broj. Dakle, po =2,p1 =3,p, =5,....
Lema 2.1.35. Postoji primitivno rekurzivna funkcija g : N — N takva da je
pn<gn), VmeN,

Dokaz. Definiramo funkciju g : N — N sa:
g(0)=2

gy+1)=(gO)!+ 1.

Koristeci propoziciju|2.1.8|1 primjer2.1.9|zaklju¢ujemo da je g primitivno rekurzivna funk-
cija. UoCimo da je g(y) < g(y + 1),Vy € N.

Dokazimo da je p, < g(n), ¥n € N indukcijom.

Jasno je da je py < g(0).
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Pretpostavimo da je p, < g(n) za neki n € N. Pretpostavimo da je p,,; > g(n + 1).
Tada je
Pn<8m) <gn+1) < pu.
Ovo povlaci da g(n + 1) nije prost broj pa je stoga djeljiv nekim od brojeva po, ..., p,.
Dakle, di € {0, ...,n} takav da p; | g(n + 1).
No, g(n + 1) = (g(n))! + 1, a broj (g(n))! je ocito djeljiv sa svakim brojem k € {1,..., g(n)}
paisa p;.
Dakle, p; | g(n + 1), p; | (g(n))! pa slijedi p; | 1 Sto je nemoguce.
Dakle, p,+1 < g(n + 1). O

Propozicija 2.1.36. Funkcija N — N,n — p, je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Nekaje f : N — N funkcija definirana sa:
£ = xpli).
i=1

Iz propozicije |2.1.17| zakljuCujemo da je f primitivno rekurzivna funkcija.
Uocimo sljedece: Vx € N vrijedi f(x) = card{i < x| i € P}.
Neka je n € N. Tada je f(p,) =n+ 11 f(x) <n,Vx €N, x < p,. Znamo da je p, < g(n).
Stoga je
p, =min{x € {0,...,g(n)} | f(x) =n+1}.

Neka je f : N?> — N funkcija definirana sa:

f(n,x) = [f(x) = (n + ).

Tada je f primitivno rekurzivna funkcija i ¥n, x € N vrijedi f(x) = n + 1 akko f(n, x) = 0.
Stoga je
pn =minfx € {0,..., g} | f(n, x) = 0}

. Pn = UXregon(f(n, x) = 0),¥Yn € N.
Iz korolara[2.1.31|slijedi da je funkcija n — p,, primitivno rekurzivna. O

Propozicija 2.1.37. Neka je h : N> — N funkcija definirana sa:

hGii) {eksponent s kojim p; ulazi u rastav od j na proste faktore ,j>1
Sl =

,inace.

Tada je h primitivno rekurzivna funkcija.
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Dokaz. Neka su j,i € N, j > 0. Oznacimo k = h(j, i). Tada vrijedi: p* | ji p¥*' t j. Stoga
je k najmanji y € N takav da p}*' 1 j.
Opcenito, ako je a € N,a > 2, onda je n < @", Vn € N §to se lako dokazuje indukcijom.
Stoga je j < pf Sto povlaci da p{ ne dijeli j = k < j.
Zakljucak:

k=min{y €{0,..., j} | p,"" 1 j} 2.5)

Neka je g : N*> — N funkcija definirana sa:
8(j.i.y) = 5g(ost(j, p}™).

Tada je g primitivno rekurzivna funkcija te pf“ 1 j akko g(j,i,y) = O pa prema li
imamo:

h(]a l) = /’Lyyﬁl(g(]’ l’ )’) = 0) (26)
Uocimo da vrijedi i za j=0.
Iz korolara |2.1.31|slijedi da je funkcija A primitivno rekurzivna. O

Definicija 2.1.38. Neka je h funkcija iz prethodne propozicije. Za j,i € N broj h(j,i) ¢emo
oznacavati sa (j);.

Propozicija 2.1.39. Neka je h : N — N funkcija definirana na sljedeci nacin:
h(0) =0, h(1)=0

aza x > 2 h(x) je najveéi n € N takav da p, | x.
Tada je h primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje x € N, x > 2. Neka je k = h(x).
Dakle,
k =max{n e N| p, | x}.

Iz ¢injenice da je p, < pu+1, Yn € N indukcijom lako slijedi da je n < p,, ¥n € N.
Stoga za svaki n € N,n > x vrijedi x < n < p, pa p, f x. Prema tome p, 1 x,Vn > x.
Bududi da p; | x, imamo k < x.
Dakle,

k=max{n €{0,...,x}| p, | x}

Iz ovoga zakljucujemo da je
k=x—min{n € {0,...,x}| px=n | X}
pa je
h(x) = x—un,<(0sH(x, py=n) = 0).

Uocimo da ovo vrijediizax =0ix=1.
Iz korolara[2.1.3T|slijedi da je funkcija A primitivno rekurzivna. |
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Propozicija 2.1.40. Neka su n,k € N\{0} te neka su Fi,...,F, : N* — N primitivno
rekurzivne funkcije. Neka su S, ...,S, primitivno rekurzivni podskupovi od N* takvi da
za svaki x € N¥ postoji tocno jedan i € {1, ...,n} takav da je x € S,. Neka je f : N¥ - N
funkcija definirana sa:

Fi(x) ,akojexeS§,

f(x) =
F,(x) ,akojex€S,.

Tada je f primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Za svaki x € N vrijedi:

F(x)=Fi(X) xs,(X)+ ...+ Fy(X) - xs,(X).
Znaci f je primitivno rekurzivna funkcija kao zbroj primitivno rekurzivnih funkcija. O

Propozicija 2.1.41. Neka su f,g : N* — N funkcije koje se razlikuju u najvise konacno
mnogo tocaka, tj. takve da je skup {x € N* | f(x) # g(x)} konacan. Pretpostavimo da je f
primitivno rekurzivna. Tada je i g primitivno rekurzivna.

Dokaz. Neka su ay,...,a, € N* takvi da je f(x) = g(x),¥x € N*\{a,,...,a,}. Pri tome
uzimamo da je a; # a;, Vi, j € {1,...,n},i # j. Vrijedi sljedece:

gla)) ,x¢€far}

gx)y=4
g(an) ’ X e {al’l}
f(x) ,XENk\{al,...,Cln}.
Iz propozicija[2.1.26]i[2.1.40] slijedi da je g primitivno rekurzivna. O

Primjer 2.1.42. Neka je f : N> — N funkcija definirana sa:

x+y ,x<10
fx,y) =1xy ,x>10,y>5

2 , inace.

Tada je f primitivno rekurzivna funkcija.
DokaZimo to.
Neka su Fy, F», F3 : N> — N funkcije definirane sa:

Fl(x’y):x+y9 Fz(X’Y):xy, F3(X’Y):2-
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Funkcije F1, F,, F3 su ocito primitivno rekurzivne.
Nadalje, neka su

S1=1{(x,y) €N | x < 10}, S2=1{(x,y) €N’ | x> 10,y > 5}, S3=(S1US)"

Zasto je S| primitivno rekurzivan skup?
Imamo:

Xs,(x,y) = 5g(x—10)
pa zakljucujemo da je S | primitivno rekurzivan skup.
Nadalje,
Sy ={(x,y) € N? | x> 10} N {(x,y) € N* | y > 5}

pa je S, primitivno rekurzivan kao presjek dva primitivno rekurzivna skupa.
Da je S 5 primitivno rekurzivan slijedi iz propozicije[2.1.26]
Imamo:
Fi(x,y) ,(x,y) €S
fOuy) = 9F(xy) ,(x,y) €S,
Fi(x,y) ,(x,y) €S3.

Iz propozicije[2.1.40 slijedi da je f primitivno rekurzivna funkcija.

2.2 Parcijalno rekurzivne funkcije

Definicija 2.2.1. Definiramo niz skupova %y, A1, ... S, ... induktivno na sljedeci nacin:
Neka je .Sy skup svih inicijalnih funkcija. Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali
Sn. Neka je A skup svih funkcija koje se mogu dobiti primjenom kompozicije, primitivne
rekurzije ili u operatora na funkcije iz .%,. Tada stavimo %, = ./, U A.

Za funkciju f kaZemo da je parcijalno rekurzivna ako postoji n € N takav da je f € .7,.

Dakle, jasno je da svaka parcijalno rekurzivna funkcija f oblika f : § — N, gdje je
S ¢ Nf zaneki k > 1.
Uolimo: S C ./ C...C.SC....
Jasno U ., je skup svih parcijalno rekurzivnih funkcija.
Uoc¢imo sljedece:

o Inicijalne funkcije su parcijalno rekurzivne.

e Ako je h dobivena kompozicijom funkcija f, g1, . . ., g« koje su parcijalno rekurzivne,
onda je i & parcijalno rekurzivna.

e Ako je h dobivena primjenom primitivne rekurzije na parcijalno rekurzivne funkcije
f1g,onda je1ih parcijalno rekurzivna.
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e Ako je h dobivena primjenom yu operatora na parcijalno rekurzivnu funkciju, onda je
1 h parcijalno rekurzivna.

Uotimo sljedede: U .7, je najmanji skup funkcija oblika S — N,§ c N koji sadrzi
inicijalne funkcije te je zatvoren na kompoziciju, primitivnu rekurziju i y operator, u smislu
daje U %, C K za svaki takav skup funkcija K.

Propozicija 2.2.2. Svaka primitivno rekurzivna funkcija je parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Neka je A skup primitivno rekurzivnih funkcija te 8 skup parcijalno rekurzivnih
funkcija. Tada je B skup koji sadrZi inicijalne funkcije i zatvoren je na kompoziciju i
primitivnu rekurziju. S obzirom da je A najmanji takav skup, imamo A C B O

Primjer 2.2.3. Neka je f : N\{0} — N funkcija definirana sa:
f(x)=0, VxeN\{0}.

Imamo:
f(x) = py[sg(T7(x,y)) = 0]

tj.f je dobivena primjenom u operatora na funkciju sgol f koja je parcijalno rekurzivna
(jer je primitivno rekurzivna). Iz ovoga zakljucujemo da je f parcijalno rekurzivna.

Primjer 2.2.4. Neka je f funkcija dobivena primjenom u operatora na funkciju I % Dakle,
f je parcijalno rekurzivna i vrijedi:

f) = wylIi(x.y) = 0].
Tada je domena od f jednaka {0} i f(0) = 0.

Primjer 2.2.5. Nekaje S = {(x,y) € N? | x > y} te neka je f : S — N funkcija definirana
sa:

f,y)=x—-y.
Neka je g : N* — N funkcija definirana sa:
g(x,y,Z) = |X - (y + Z)l

Prema primjeru(2.1. 15| funkcija g je primitivno rekurzivna.
Uocimo da je g(x,y,z) = 0 akko x = y + z. Stoga vrijedi:

S, y) = pz(g(x, y,z) = 0)

pa je f parcijalno rekurzivna.
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Primjer 2.2.6. Neka je f : N\{0} — N funkcija definirana sa:
fx)=x-1.
Definiramo g na sljedeci nacin:
glr,y) =lx—(+1, Vi(x,y) eN.
Tada je g primitivno rekurzivna funkcija i vrijedi
J) = py(g(x, y) = 0).
Iz ovoga zakljucujemo da je f parcijalno rekurzivna.

Primjer 2.2.7. Neka je f funkcija dobivena primjenom p operatora na funkciju 1. Tada
je f parcijalno rekurzivna i

fxy) = pz(I(x,y,2) = 0).
Imamo: dom(f) = {0} x N.

Primjer 2.2.8. Neka je S ¢ NX, S konacan te neka je f : S — N. Tada je f parcijalno
rekurzivna funkcija.
Dokazimo to: Definiramo funkciju g : N¥ — N sa:

0 , inace.

g(x):{f(x)+1 ,x€ES

Funkcija g se od nul-funkcije N* — N razlikuje u najvise konacno mnogo toc¢aka. Stoga je

prema propoziciji g primitivno rekurzivna funkcija.
Neka je h : N\{0} — N definirana sa:

hix)=x-1.
Prema primjeru h je parcijalno rekurzivna. Vrijedi
J(x) = h(g(x))
1j.f je kompozicija funkcija h i g. Stoga slijedi da je f parcijalno rekurzivna.

Definicija 2.2.9. Parcijalno rekurzivne funkcije koje su totalne nazivamo rekurzivne funk-
cije.

Uocimo da je svaka primitivno rekurzivna funkcija rekurzivna.
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Teorem 2.2.10. Svaka parcijalno rekurzivna funkcija je RAM izracunljiva.

Dokaz. Neka je A skup svih parcijalno rekurzivnih , K skup svih RAM izracunljivih funk-
cija. Tada je skup K zatvoren na kompoziciju, primitivnu rekurziju i u operator (teoremi
Nadalje, ocito je da je svaka inicijalna funkcija RAM izracunljiva.

Dakle, K sadrzi inicijalne funkcije i zatvoren je na spomenuta tri operatora. Stoga je
A C K jer je A najmanji takav skup funkcija. Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Definicija 2.2.11. Neka je (r;) € N* te neka je i € N. Kazemo da je i kod niza (r;) ako je
(l), = r.,-,Vj e N.

Primjer 2.2.12. Imamo 48 = 2* - 3! pa je 48 kod niza (4,1,0,0,...).

Uocimo: ako je i kod niza (r;), onda dn € N takavda je r; = 0,Yj > n.
S druge strane, ako je (r;) niz za koji dm € N takav daje r; = 0,V j > m, onda i € N takav

m

da je i kod od (r;). Naime, i = p; - pi' - ...~ py.
Definicija 2.2.13. Neka je p instrukcija. Definiramo broj x na sljedeci nacin:
e akoje p =INCR; tj. p = (0,i), neka je x = 2° - 3
e akoje p = DEC Rk, tj. p = (1,i,k), neka je x = 21 .30, 5k
e akoje p = GOTOk, tj. p = (2,k), neka je x = 2% - 3%

Za broj x kaZemo da je kod instrukcije p.
Neka je i € N te (s,(rj)) € N x N, KaZemo da je i kod od (s, (rj)) ako je i kod niza
(8,70, F15 - .)

Propozicija 2.2.14. Postoji primitivno rekurzivna funkcija f : N> — N koja ima sljedece
SVojstvo:
ako je x kod instrukcije g = INC R; te y kod od (s, (r;)) € N X N¥, onda je f(x,y) kod

od g(s, (r)).

Dokaz. Neka je x kod instrukcije ¢ = INC R; te y kod od (s, (r;)). Tada je x = 2°3/, a
y=2'p\'py -
Vrijedi:
Q(S7(rj)) = (S+ 1’(r0,rl,---7ri—l,ri+ 1ari+]""))
pa je broj

Z:2s+1 ro .1 rict oFitl rivd

PPy -t Pi Py Py
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kod od g(s, (rj)). Noz =2 piy - y. .
Uocimo da je i = (x); (jer je x = 2°3%). Stogaje z =2 pry,+1 - V-
Definiramo funkciju f : N> — N sa:

fGy) =2 piyi+1 -y

Pokazali smo sljedece:

ako je x kod od ¢ = INC R;, ay kod od (s, (7)), onda je f(x,y) kod od g(s, (7).
Preostaje joS dokazati da je f primitivno rekurzivna funkcija. Dovoljno je dokazati da je
funkcija ¢ : N — N definirana sa:

©(X) = Py +1

primitivno rekurzivna. Znamo da je funkcija N — N,i +— p; primitivno rekurzivna i
funkcija x — (x); + 1 je takoder primitivno rekurzivna (propozicija[2.1.37). Funkcija ¢ je
primitivno rekurzivna kao kompozicija ovih dviju funkcija. O

Propozicija 2.2.15. Postoji primitivno rekurzivna funkcija g : N> — N koja ima sljedece
SVOjStvo:
ako je x kod instrukcije g = DEC Ry, k te 'y kod od (s, (r;)) € N x N, onda je g(x,y)
kod od q(s, (r;)).

Dokaz. Neka je x kod instrukcije ¢ = DEC R;, k te y kod od (s, (r))). Tada je x = 2'35%, a

y=2'ppy -
Uoc¢imo daje tadai = (X)l,k = (X)z ter; = (y),'+1 = (Y(x)|+1)-
Vrijedi:

— (S+1’(r09r1a"'7ri—19ri_1ari+1"")) ,ri>0

q(s, (rj) =

(k,(l"(),r],...)) I =
Definiramo broj z € N sa:
I AR A -pf"“pfj:llp;le ce. ,1>0
L= Yok 0
2'p’ps - ... =

Ocito je da je z kod od g(s, (r;)). Imamo:

{2-L >0 {2~L ] e >0
L

z — Pi+1 — P +1
Y ok _ y _
528 =0 w5l 2% L M = 0.

Definiramo funkciju g : N> — N sa:

2 ’ - ’ X > 0
g(x,y) = yl'l’<x>1+|J (y)( Yi+1
|‘2(>_)0J . 2()‘)2 , (y)(x)1+1 —0.
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Pokazali smo sljedece:
ako je x kod od g = DEC R;, k, a y kod od (s, (7})), tada je g(x,y) kod od g(s, (})).
Definiramo funkcije F;, F, : N> — N sa:

y
Po+1

|, Fax,y) = | 5| -2

Fl(x,y)=2~{

te skupove S, S, € N? sa:

S1=1{(x,y) € N* | )1 > O}, S,=87.

Funkcije F i F, su primitivno rekurzivne Sto slijedi iz Cinjenice da su funkcije (a, b) — | 7]
i (a,b) — a” primitivno rekurzivne.
Skup S| je primitivno rekurzivan jer je

Xs, = Sg((V)0,+1)-

Stoga je i S, primitivno rekurzivan skup.

Vrijedi:
Fl(x,)’) ’(-x9y)€Sl
g(x,y) =
Fr(x,y) ,(xy) €S,
pa iz propozicije 2.1.40[slijedi da je g primitivno rekurzivna funkcija. O

Propozicija 2.2.16. Postoji primitivno rekurzivna funkcija h : N> — N koja ima sljedece
SVOjStvo:
ako je x kod instrukcije ¢ = GOTO k te y kod od (s, (r;)) € N x N, onda je f(x,y) kod

od q(s, (r)).

Dokaz. Neka je x kod instrukcije ¢ = GOTO k te y kod od (s, (r;)). Tada je x = 2235, a
y=2ppy ...
Vrijedi:
q(s, (ry)) = (k, (r).
Stoga je broj

kod od g(s, (r;)). Vrijedi:

_ Y .~
Z_{Z(Y)OJ 27,

Definiramo funkciju 4 : N> — N sa:

h(x.y) = {%J 21,

Ocito je h trazena funkcija. O
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Propozicija 2.2.17. Postoji primitivno rekurzivna funkcija a : N> — N takva da vrijedi
sljedece:
ako je x kod instrukcije q te y kod od (s, (r;)) € NXNY, onda je a(x,y) kod od q(s, (r))).

Dokaz. Neka su f, g, h funkcije iz propozicija[2.2.14] 2.2.15]i[2.2.16| Neka je @ : N> - N
funkcija definirana sa:

f(X,}’) ’(X)OZO
a(x,y) =4g(xy) ,(x)p=1
h(x,y) ,(x) > 2.

Tada je « traZena funkcija (primitivna rekurzivnost od « slijedi iz propozicije|2.1.40). O

Definicija 2.2.18. Neka je P program. Neka su q,...,q, instrukcije programa P. Za
i €{0,...,n} neka je k; kod instrukcije q;. Neka je x = py'p}' - ... py'. Za x kaZemo da je
kod programa P.

Primjer 2.2.19. Neka je P sljedeci program:

qdo = DEC Rl, 2
g1 = GOTO 0
q> = INC Rg.

Tada su brojevi
ko = 2'315% = 150
ky =223 =4
ky=2°32=9

kodovi instrukcija od P.
Stoga je kod od P broj 2'° - 3* . 5°,

Definicija 2.2.20. Neka je dulj : N — N funkcija definirana sa:

duli(x) = {max{n eN|p,|lx} ,x=>2

, Inace.

Prema propoziciji funkcija dulj je primitivno rekurzivna.
Uocimo sljedece: ako je P program s instrukcijama gy, . . ., g, te ako je x kod programa P,
onda je dulj(x) = n. Naime, x = pg‘)-. . .-pl,‘,", gdje su ky, . .., k, kodovi instrukcija qo, . . . , gn,
a opcenito je kod svake instrukcije ocito vedi ili jednak od 1. Prema tome je k, > 1 pa je
ocito dulj(x) = n.
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Propozicija 2.2.21. Postoji primitivno rekurzivna funkcija B : N> — N sa sljedeéim svoj-
stvom:
ako je P program, (s, (r;)) € N X NY te ako je x kod programa P, a y kod od (s, (),
onda je B(x,y) kod od P(s, ().

Dokaz. Pretpostavimo da je x kod programa P te y kod od (s, (r;)). Neka su qo,...,q,

instrukcije od P te ko, .. ., k, njihovi kodovi. Tada je x = p](‘)0 ol

Ako je s < n, onda je (x), kod instrukcije g,. Uo¢imo da je s = (y)o. Stoga je (x)y), kod od
qs-

Imamo:

P(s, (r))

QS(S’ (rj)) ,$<n — qs(sa (r])) ’ (y)O < dUIJ(.X)
(s, (r)) ,S>n (s, (r)) ,inace.

Neka je a funkcija iz prethodne propozicije.

Ako je s < n, onda je a((x)y),, y) kod od g,(s, (r})).

Definiramo funkciju 8 : N> — N sa:

(X)), ) > (Mo < dulj(x)
Blxy) = { o0 0 =
y ,inace.
Iz svega navedenoga slijedi da je 8 trazena funkcija. O

Definicija 2.2.22. Neka je f : N> — N funkcija. Za z € N definiramo funkciju f. : N — N
sa:

fi(x) = f(z,x), xeN.

Lema 2.2.23. Neka je f : N> — N primitivno rekurzivna funkcija. Neka je H : N° — N
funkcija definirana sa:
H(n,z,x) = f(x)

(n-ta iteracija funkcije f, u x).
Tada je H primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Imamo:
H@O,z,x) =x

H(n+ 1,20 = [0 = f(7(0) = [z f(x0) = f(z, H(n,z, %)).

Dakle,
H(0,z,x) = I3z, %)

Hn+1,z,x) =GH(n,z,x),n,z, x)
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gdje je G : N* — N definirana sa:
G(a,n,z,x) = f(z, a).
Ocito je G primitivno rekurzivna pa je 1 H primitivno rekurzivna. O

Propozicija 2.2.24. Neka je 8 funkcija iz propozicije Neka je x kod nekog programa
P teykod od (s, (r))) € N x NV, Tada YN € N vrijedi da je B\ (y) kod od P™N((s, ())).

Dokaz. Dokazimo tvrdnju indukcijom po N.
Za N = 0 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki N € N. Tada je

BNV = BBV ) = Bx, ).

Prema induktivnoj pretpostavci i propoziciji[2.2.21| B(x, B () je kod od P(P™M(s, (r ) =
PY*D(s, (r;)). Time je tvrdnja dokazana. i

Napomena 2.2.25. Ako je S ¢ N**! primitivno rekurzivan skup, onda je k-mjesna funkcija
g definirana sa:

g(x) = uy((x,y) € §)

parcijalno rekurzivna (dom(g) se sastoji od onih x € N* za koje Jy takav da je (x,y) € S i
pri tome je g(x) najmanji takav y).
Uotimo: (x,y)€S & jxs(x,y)=1 & 5sgxs(x,y)=0.

2.3 Kleenijev teorem o normalnoj formi

Definicija 2.3.1. Neka je e € N te k € N,k > 1. Definiramo k-mjesnu funkciju {e}; na
sljedeci nacin:

e Pretpostavimo da je e kod nekog programa P. Neka se domena od {e}; sastoji od
svih (x1, ..., x;) € N* takvih da je (0,x1,...,x,0,...) € dom(P*) i u tom slucaju je
{e}x(x1, ..., xx) prva komponenta niza P*(0, xi, ..., x;,0,...)

e pretpostavimo da e nije kod niti jednog programa P. Neka je tada {e}; prazna funk-
cija (domena je prazan skup).

Primjer 2.3.2. Neka je k € N,k > 1. Promotrimo funkciju {2};. Broj 2 je kod programa P
koji ima samo jednu instrukciju go = INC Ry. Ocito je dom(P*) = N"

P*(I"Q,I"l,...) = (l"()+ 1,1"1,...).
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Stoga je dom({2};) = NF i
{2h(x) =1, VYxeN-

Nadalje, uocimo da broj 5 nije kod niti jednog programa. Stoga je {5} prazna funkcija za
svaki k > 1.

Napomena 2.3.3. Ako je e kod nekog programa P te k > 1, onda program P racuna
Sfunkciju {e}. Iz ovoga zakljucujemo sljedece:
ako je f k-mjesna funkcija, onda je f RAM izracunljiva akko de € N takav da je
f=1eh

Lema 2.3.4. Neka je k € N,k > 1 te neka su f,g : N* — N primitivno rekurzivne funkcije.
Tada su sljedeci skupovi primitivno rekurzivni:

A={xe N f(x) = g(x)}

B ={xeN'| f(x) < g(x)}

C ={xe N f(x) < g(x)}.
Dokaz. Imamo:

1 sgf(o) - goh =1
Xalx) =

0 ,inace.

Prema tome
xa(x) =sg(lf(x) — g2

pa je A primitivno rekurzivan skup (y4 je kompozicija primitivno rekurzivnih funkcija).
Nadalje,

x(x) = 5g(f(x)=g(x))

te
C=B\A=BnA"

¢ime je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 2.3.5. Neka je Prog = {e € N | e je kod nekog programa}. Tada je Prog
primitivno rekurzivan skup.

Dokaz. Neka je
S = {(x,n) € N? | x je kod neke instrukcije te je labela te instrukcije (ako postoji) < n}.

Dokazimo da je § primitivno rekurzivan skup.
Skup S je unija sljedecih skupova:

{(x,n) € N* | (x)p = 0,dulj(x) < 1, x # 0}
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{(x,n) € N? | (x)g = 1, dulj(x) < 2, (x), < n)
{(x,n) € N? | (x)o = 2,dulj(x) < 1, (x), < n}

a svaki od tih skupova je presjek 3 skupa koji su po lemi [2.3.4] primitivno rekurzivni pa je
i S primitivno rekurzivan skup (propozicija[2.1.26).
Primjetimo: x € Prog &  ((x);,dulj(x)) € S,Vi € {0,...,dulj(x)}

paje
dulj(x)

Xpros() = | ] x5 ()i, duli())
i=0
pa slijedi tvrdnja propozicije. O

Lema 2.3.6. Neka je k € N\{0} te neka su g : N**' 5> N, i, N 5 Njiy: N - N
primitivno rekurzivne funkcije. Tada postoje primitivno rekurzivne funkcije U : N — N i
G : N — N takve da vrijedi:

u(pN(g(z, N) = 0), /1(2), /2(2)) = U(uy(G(z,y) = 0)), z €N,

Dokaz. Definiramo funkciju U : N — N sa:

U(a) = u((a)o, (@)1, (a)2).
Neka je z € N*. Tvrdimo da je

u(puN(g(z, N) = 0), 1(2), 2(2)) = Uuy(g(z, (o) = 0), O = f1(2), )2 = fo(2)).  (2.7)

Pretpostavimo da AN € N takav da je g(z, N) = 0. Neka je N najmanji takav.

Definiramo:
y= N 3£@5h @)

Tvrdimo da je y naymanji y € N takav da je
8@z, (o) =0, O = fi(), 02 = f2(2). (2.8)

Jasno je da § zadovoljava (2.8).
S druge strane, pretpostavimo da je y € N takav da y zadovoljava (2.8)). Tada je g(z, (y)o) =
0paje N < (). Stoga je

y > 200301500 = 2003/@5A@ > WN3/i@5HG — 5.

Dakle, ¥ je najmanji y koji zadovoljava (2.8§).
Imamo da je lijeva strana od 1) jednaka u(N, f,(2), f2(z)), a desna U(). No,

U®F) = u((3o, M1, 3)2) = u(N, £1(2), f(2)).
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S druge strane, ako Jdy € N takav da vrijedi (2.8), onda za N = (y), vrijedi g(z, N) = 0.
Time je dokazano da vrijedi.

Neka je S skup svih (z,y) € N**! takvih da vrijedi (2.8). Tada je S primitivno rekurzivan
skup kao presjek tri primitivno rekurzivna skupa.

Definiramo funkciju G : N¥*! — N sa:

G(z,y) = sglxs(z,¥).

Tada je G(z,y) = 0 akko (z,y) € S, tj. G(z,y) = 0 akko za (z,y) vrijedi (2.8).
Iz ovoga i (2.7) slijedi:

u(uN(g(z, N) = 0), f1(2), 2(2)) = U(uy(G(z, y) = 0)).
O

Teorem 2.3.7. Neka je k € N\{0}. Tada postoje primitivno rekurzivne funkcije U : N — N
i G : N¥2 — N takve da je

{eh(x) = U(uy(G(e, x,y) = 0)), e €N, xeN-.
Dokaz. Neka je 8 funkcija iz propozicije 2.2.21| Definiramo H : N*> — N sa:

H(N,x,y) = B ).

Iz leme slijedi da je H primitivno rekurzivna funkcija.
S druge strane, iz propozicije [2.2.24 slijedi:
ako je x kod programa P te y kod od (s, (r;)) € N x N*, onda je VN € N H(N, x,y) kod
od PM((s, (r))).
Neka je e € N te neka su xi,...,x; € N. Pretpostavimo da je e kod nekog programa P.
Pretpostavimo da je (xy, ..., x;) € dom({e};). Tada je {e};(x1, ..., x;) prva komponenta niza
P*(O,Xl, . .,Xk,0,0, . )
Dakle, ako Zelimo odrediti {e};(xi, ..., x;), treba na¢i N € N takav da je prva komponenta
od P™(0, (0, x1,...,x,0,0,...)) veéa od dulj(e) i tada je druga komponenta ovog niza
upravo to Sto nama treba, tj. {e};(x1, ..., xp).
Neka je y = p;” c pi’jrl. Tada je y kod od (0, (0, xy, ..., x,0,0,...)). Stoga imamo:
VN € N je H(N, e,y) kod od P™(0, (0, xy,...,x,0,0,...).
Dakle, trazimo N € N takav da je

(H(N, e,y))o > dulj(e)

i tada je
{e}i(x1, ..., x) = (H(N, e, ).
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S druge strane, ako (xi, ..., x;) ¢ dom({e};), onda ne postoji N € N takav da je
(H(N, e,y))o > dulj(e).
Definiramo funkciju ¢ : N — N sa:

S(xi, X)) =p5 P

Tada je ¢ o€ito primitivno rekurzivna funkcija.
Definiramo (k+1)-mjesnu funkciju y sa:

v(e, xi,...,x;) =~ uN(e € ProgiH(N, e, 6(xy,...,X)))o > dulj(e)).

Tada je y parcijalno rekurzivna funkcija i domena od y se sastoji od svih (e, xq, ..., x;)
takvih da je e kod nekog programa i (xy,. .., x;) € dom({e};).
U tom slucaju vrijedi:

{ebeCxr, ..o, x0) = (H(y(e, x1, ..., i), €,0(x1, ..., X))
Imamo sljededi zakljucak:
leh(xt, .. oox) = (H(y(e, x1,. .., X)), €,0(X1, .o, X1 €, X1,..., X €N.

Imajuci na umu definiciju funkcije y, dolazimo do sljedeceg zakljucka: postoje primitivno
rekurzivne funkcije u : N° — Ni g : N¥2 — N takve da je

{e}e(x1, ...y xp) ~ u(uN(gle, x1,...,x, N) =0),e,0(x1,...,Xp)).

Prema lemiMpostoje primitivno rekurzivne funkcije U : N - N i G : N¥2 — N takve
da je
{ehe(xrs ... ;) = Uuy(Gle, xy, . .., i, y) = 0)).

Time je teorem dokazan. O
Korolar 2.3.8. Svaka RAM izracunljiva funkcija je parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Ako je f RAM izracunljiva funkcija, onda de € N takav da je f = {e}s, za neki
k € N. Prema teoremu [2.3.7} funkcija {e} je parcijalno rekurzivna. O

Korolar 2.3.9. Funkcija je RAM izracunljiva akko je parcijalno rekurzivna.

Teorem 2.3.10. (Kleenijev teorem o normalnoj formi)
Neka je k € N, k > 1. Tada postoje primitivno rekurzivne funkcije U : N — N i G : N¥2 —
N takve da za svaku k-mjesnu parcijalno rekurzivnu funkciju f postoji e € N takav da je

J(x) = Uuy(Gle, x, y) = 0)).
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Dokaz. Neka su U, G funkcije iz teorema (za dani k). Ako je f parcijalno rekurzivna,
onda je i RAM izraCunljiva pa de € N takav da je f = {e}; iz Cega slijedi tvrdnja (teorem

2.3.7). O

Primjer 2.3.11. Iz Kleenijevog teorema o normalnoj formi slijedi da postoje primitivno
rekurzivne funkcije U : N — N i G : N* — N takve da za svaku I-mjesnu parcijalno
rekurzivnu funkciju f postoji e € N takav da je

Jfx) = Uuy(Ge, x,y) = 0)).
Definiramo 2-mjesnu funkciju L na sljedeci nacin:
L(e, x) = U(uy(G(e, x,y) = 0)).

Funkcija L je parcijalno rekurzivna i vrijedi sljedece:
za svaku 1-mjesnu parcijalno rekurzivau funkciju f postoji e € N takav da je
f(x) = L(e, x).
Primjer 2.3.12. Postoji li primitivno rekurzivna funkcija L : N*> — N koja ima sljedece
SVojstvo:
za svaku primitivno rekurzivnu funkciju f : N — N, de € N takav da je f(x) =
L(e,x),Yx e N?
Ne!
Pretpostavimo suprotno, da takva funkcija L postoji. Definiramo f : N — N sa:

f(x) = L(x,x) + 1.
Tada je f primitivno rekurzivna funkcija pa de € N takav da je
f(x) =L(e,x), VYxeN.

Dakle,

Lx,x)+1=L(e,x), VxeN.
Posebno, za x = e je

Lie,e)+ 1 =Le,e) —>
Znaci, takva funkcija L ne postoji.

Napomena 2.3.13. Neka je k € N\{0}, neka su S,T c N*tenekasuf:S - Nig:T - N
parcijalno rekurzivne funkcije. Definiramo funkciju h : S N'T — N sa:

h(x) = f(x) +g(x), VYxeSNT

(moZemo reci ovako: h je k-mjesna funkcija definirana sa: h(x) =~ f(x) + g(x)).
Tada je i h parcijalno rekurzivna funkcija.

Naime, h je kompozicija funkcija zb, f, g, gdje je zb : N*> — N, zb(x,y) = x + .
Isto tako, funkcija S N T — N, x — f(x) - g(x) je parcijalno rekurzivna.
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Primjer 2.3.14. Neka je L funkcija iz primjera(2.3.11} Neka je [ I-mjesna funkcija defini-
rana sa:
f(x) = L(x,x) + 1.

Tada je f parcijalno rekurzivna po prethodnoj napomeni.
Neka je S domena funkcije f. Tvrdimo da se funkcija f ne moZe prosiriti do rekurzivne
funkcije, tj. ne postoji rekurzivna funkcija g : N — N takva da je

g(x) = f(x), VYxeSs.
Pretpostavimo suprotno, da takva funkcija g postoji. Tada de € N takav da je
g(x) =L(e,x), VYxeN.
Ovo posebno znaci da je (e, e) € dom(L) pa iz definicije od f slijedi da je e € S. Imamo:
L(e,e) + 1 = f(e) = gle) = L(e,e) =—>=

Napomena 2.3.15. Iz Kleenijevog teorema o normalnoj formi slijedi, neformalno govoreci,
ovo:
svaka parcijalno rekurzivna funkcija moZe se u konacno mnogo koraka dobiti
od inicijalnih funkcija primjenom kompozicije, primitivne rekurzije i tocno jednom
primjenom U operatora.

Napomena 2.3.16. Iz dokaza teorema(2.3.7)i leme[2.3.6|slijedi da funkcija U iz Kleenijevog
teorema o normalnoj formi ne ovisi o k.

Definicija 2.3.17. Za S c N¥ kaZemo da je rekurzivan ako mu je karakteristicna funkcija
rekurzivna.

Posve analogno kao propozicije [2.1.401[2.1.26] dokazujemo sljedece propozicije.

Propozicija 2.3.18. Neka su n,k € N\{0} te neka su Fy,...,F, : N* — N rekurzivne
funkcije. Neka su S, ...,S, rekurzivni podskupovi od N¥ takvida ¥Vx e NFQli e {1,...,n)
takav da je x € S,. Neka je f : N* — N funkcija definirana sa:
Fi(x) ,akojexeS§,
Jx) =
F,x) ,akojexeS,.

Tada je f rekurzivna funkcija.

Propozicija 2.3.19. Neka je k € N\{0} te neka su S i T rekurzivni podskupovi od N*. Tada
su skupovi S UT,S NT iS¢ rekurzivni. Nadalje, Va € N je skup {a} rekurzivan.
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Propozicija 2.3.20. Neka je S c Nte f : S — N parcijalno rekurzivna funkcija. Pretpos-
tavimo da je S rekurzivan skup. Tada se f moZe prosiriti do rekurzivne funkcije.

Dokaz. Ako je S = 0 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je S # 0. Odaberimo sy € S. Definirajmo funkciju 2 : N — N sa:

, S
h(x):{x X €
so ,x¢S.

Ocito je h rekurzivna funkcija.

Neka je g kompozicija funkcija fi h. Uo¢imo da je h(x) € S, Vx € N. Stoga je dom(g) = N.
Ocito je g parcijalno rekurzivna pa je i rekurzivna. Nadalje, za svaki x € S vrijedi h(x) = x.
Stoga je g(x) = f(x),Vx € S. O

Napomena 2.3.21. Iz primjera i propozicije [2.3.20| zakljucujemo da postoji S € N
i parcijalno rekurzivna funkcija f : S — N tako da S nije rekurzivan skup.

Buduci da je f parcijalno rekurzivna, znamo da je RAM izracunljiva pa postoji program P
koji ju racuna. Uocimo da je tada:

S ={x e N | P staje za (0, x,0,0, .. .)}.

No S nije rekurzivan pa xs nije rekurzivna funkcija sto znaci da ne postoji program P koji
racuna ys. Iz ovoga zakljucujemo da postoji program P takav da ne postoji program Q s
ovim svojstvom:
Vx eN, Q staje za (0, x,0,0, ...) i u registar Ry zapisuje 1 ako P staje za (0, x, 0,0, ...),
a zapisuje u Ry 0 ako P ne staje za (0, x,0,0,...).

Definicija 2.3.22. Neka je k € N\{0}, S ¢ N¥, f: S — N te e € N. KaZemo da je e indeks
funkcije f ako je f = {e}.

Iz napomene [2.3.3|slijedi da funkcija ima indeks akko je RAM izraCunljiva.

Propozicija 2.3.23. Neka su n,k € N\{0}. Pretpostavimo da su S1,...,S, rekurzivni
podskupovi od N* takvi da ¥ x € N¥ postoji najvise jedan i € {1, ...,n} takav da je x € S .
Nadalje, neka su F, ..., F, k-mjesne parcijalno rekurzivne funkcije. Neka je | k-mjesna
funkcija definirana na sljedeci nacin:

Fi(x) ,x€S8,

fx) =
F.(x) ,xeS§,.

Tada je f parcijalno rekurzivna funkcija.
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Dokaz. Neka je i € {1,...,n}. Bududi da je F; parcijalno rekurzivna funkcija, ona je i
RAM izratunljiva pa Je; € N takav da je e; indeks od F;. Definiramo funkciju g : N¥ —» N
sa:
eq ,X €S,
8) e, ,x€S,
0 ,inace.

Iz propozicije slijedi da je g rekurzivna funkcija.
Uocimo da vrijedi:
) = {g(h(x), YxeN-

Iz ovoga slijedi da je f parcijalno rekurzivna funkcija. Naime, neka je H (k+1)-mjesna
funkcija definirana sa:
H(e,x) = {e}i(x), eeN,xeN-

Tada je H parcijalno rekurzivna funkcija prema teoremu te imamo
J(x) = {g(0)}(x) = H(g(x), x).
O

Napomena 2.3.24. Uocimo da propoziciju|2.3.20|alternativno moZemo dokazati koristeci

propoziciju[2.3.23]






Poglavlje 3

Rekurzivno prebrojivi skupovi

Definicija 3.0.25. Neka je S ¢ N. Za S kaZemo da je rekurzivno prebrojiv skup ako je
S = 0 ili ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je f(N) = §S.

Propozicija 3.0.26. Neka je S rekurzivan podskup od N. Tada je S rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ako je S = 0 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je S # 0. Odaberimo s, € S. Definiramo funkciju f : N — N sa:

F(0) x ,xeS
X) =
So ,X¢&S.
Tada je f rekurzivna funkcijai f(IN) = S. O

Lema 3.0.27. Neka je T neprazan, rekurzivan podskup od N?. Tada postoje rekurzivne
funkcije 7,7, : N — N takve da je T = {(11(x), T2(x)) | x € N}

Dokaz. Uogimo da je N* = {((x), (x)2) | x € N}. Neka je (t,7,) € T
Definiramo funkcije 71,7, : N — N sa:

(1 sakoje ((X)1,(x)) €T _J(x)2 ,akoje ()1, (x)2) €T
Ti(x) = > To(x) =

h ,inace t ,inace.

Funkcije 7y, 75 su rekurzivne po propoziciji|2.3.18
Za svaki x € N ocito vrijedi:

()1, (x)2) ,akoje (X1, (x)) €T
(11, 12) ,inace.

(T1(x), T2()) = {
Iz ovoga je ocito da je {(T1(x), T2(x)) | x e N} = T.. O

59
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Teorem 3.0.28. Neka je S C N. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
1. S je rekurzivno prebrojiv skup
2. S je domena neke parcijalno rekurzivne funkcije

3. postoji primitivno rekurzivan skup T C N? takav da Vx € N vrijedi:

x €S © dy e Ntakav da je (x,y) e T

4. postoji rekurzivan skup T € N? takav da ¥x € N vrijedi:
x €S © dy e Ntakav da je (x,y) e T
Dokaz. Dokazimo 1 = 2.
Pretpostavimo da je S rekurzivno prebrojiv. Ako je S = 0, onda je jasno da je domena
neke parcijalno rekurzivne funkcije.

Pretpostavimo da je S # (. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je
S = f(N). Neka je g 1-mjesna funkcija definirana sa:

g(x) = py(lf(y) — x| = 0).

Ocito je g parcijalno rekurzivna funkcija.
Nadalje, za x € N vrijedi:

x € dom(g) & dy e Ntakavdaje |f(y) —x| =0 & dye Ntakavdaje f(y) =x & x € S.

Dakle, S je domena od g.

Dokazimo 2 = 3.

Pretpostavimo da vrijedi 2, tj. da postoji parcijalno rekurzivna funkcija f : S — N. Prema
Kleenijevom teoremu o normalnoj formi postoje primitivno rekurzivne funkcije U : N —
NiG:N* — Ntee €N takve da je

J(x) = Uuy(Gle, x,y) = 0)).
Iz ovoga zakljuc¢ujemo:
x € dom(f) & Jy € N takav da je G(e, x,y) = 0.

Definiramo:
T ={(x,y) € N? | G(e, x,y) = 0}.

Imamo:
XT(x’ )’) = @(G(@, X, Y))
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pa zakljuujemo da je T primitivno rekurzivan skup. Vrijedi:
xeS o dyeNtakavdaje (x,y) € T.

Ocitojeda 3 = 4.
Dokazimo jo§ 4 = 1.
Pretpostavimo da je T C N? rekurzivan skup takav da ¥Yx € N vrijedi:

x€S © dyeNtakavdaje (x,y) € T. 3.1)

Ako je S = 0 onda je ocito rekurzivno prebrojiv.
Pretpostavimo da je S # 0. Tada jei T # 0 pa prema lemi postoje rekurzivne
funkcije 11, 7, takve da je

T ={(11(x), 72(x)) | x € N}.

Iz ovoga i (3.1) slijedi da je
S ={ri(x)| x e N}.

Dakle, S = 7;(NN) pa je S rekurzivno prebrojiv. m|
Korolar 3.0.29. Postoji rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan.

Dokaz. Prema napomeni[2.3.2T]postoji parcijalno rekurzivna funkcija f : § — N takva da
S nije rekurzivan skup, a iz prethodnog teorema slijedi da je S rekurzivno prebrojiv. O

Korolar 3.0.30. Neka je S ¢ N. Tada je S rekurzivno prebrojiv akko postoji 1-mjesna
parcijalno rekurzivna funkcija f Cija je slika jednaka S .

Dokaz. Ako je S rekurzivno prebrojiv, onda je jasno da takva funkcija f postoji (za S = 0,
f je prazna funkcija).

Pretpostavimo sada da S = Im(f), gdje je f : T — N parcijalno rekurzivna funkcija,
T c N. AkojeT = 0, onda je S = 0 pa je S rekurzivno prebrojiv. Pretpostavimo
T # (. Prema teoremu skup T je rekurzivno prebrojiv pa postoji rekurzivna funkcija
g : N — Ntakvada je g(N) = T. Promotrimo kompoziciju fog : N — N. To je rekurzivna
funkcijai (f o g)(N) = S paje S rekurzivno prebrojiv. O

Propozicija 3.0.31. Neka su S i T rekurzivno prebrojivi skupovi. Tada su i skupovi S U T
i S NT rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Dokazimo da je S U T rekurzivno prebrojiv skup.
Akoje S =0ili T = (0 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je S # 01 T # (. Tada postoje rekurzivne funkcije f,g : N — N takve
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daje f(N) = S 1 g(N) = T. Neka je P = {2n | n € N}. Tada je P primitivno rekurzivan
skup (xp(x) = sg(ost(x,?2))). Definiramo funkciju 4 : N — N sa:

h(x) = f(LéJl) ,XEP
gl .x¢P

Po propoziciji [2.3.18|slijedi da je & rekurzivna funkcija i oCito je A(N) = S U T.
Dokazimo da je S N T rekurzivno prebrojiv skup.
Tvrdnja je jasnaakoje S = 01ili T = 0.
Pretpostavimo da je S # 01 T # (. Tada postoje rekurzivne funkcije f,g : N — N takve
daje f(N) =S 1igN) =T.
Neka je x € N. Imamo: x € S N T akkox € S 1x € T akko Ji, j € Ntakvidaje x = f(i) 1
x = g(j) akko dy € N takav da je x = f((y)o) 1 x = g((")1)-
Neka je

V= {(xy) €N’ | x = f(")o) x = &)}

Imamo:
xeSNT & dyeNtakavda(x,y)eV. 3.2)

Iz leme[2.3.4]slijedi da je V rekurzivan skup (kao presjek dva rekurzivna skupa). Iz teorema
3.0.28]1 (3.2)) slijedi da je S N T rekurzivno prebrojiv. O

Propozicija 3.0.32. Neka je S C N takav da su S i S rekurzivno prebrojivi skupovi. Tada
je S rekurzivan skup.

Dokaz. Akoje S = 0ili S = 0 tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da je S # 01 §¢ # 0. Tada postoje rekurzivne funkcije f,g : N — N takve
daje f(N) =S 1ig(N)=S°.

Definiramo 1-mjesnu funkciju £ sa:

h(x) = py(x = f(y) ili x = ().

Ocito je h parcijalno rekurzivna i totalna, dakle rekurzivna.
Za svaki x € N vrijedi x = f(h(x)) ili x = g(h(x)). Stoga je

xeS o x=f(hx)).
Iz leme slijedi da je S rekurzivan skup. O

Primjer 3.0.33. Neka je S rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan (takav postoji
prema korolaru . Tada S° nije rekurzivno prebrojiv skup (jer bi u suprotnom, po
propoziciji[3.0.32]S bio rekurzivan skup).
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3.1 Rekurzivne funkcije N* — R

Za funkciju f : N¥ — N" kaYemo da je rekurzivna ako su njene komponentne funkcije
rekurzivne.

Uo&imo sljedeée: ako je f : N¥ — N” rekurzivna funkcija te g : N — N takoder
rekurzivna, onda jei g o f : N¥ — N rekurzivna.

Definicija 3.1.1. Neka je k € N\{0}. Za funkciju f : N* — Z kaZemo da je rekurzivna ako
postoje rekurzivne funkcije a,c : N* — N takve da je

f(x) = (-)™a(x), VxeN-

Propozicija 3.1.2. Neka je k € N\{0} te f : N* — Z. Tada je f rekurzivna akko postoje
rekurzivne funkcije ¢, : N*¥ — N takve da je

f(x) = p(x) —¥(x), VxeN- (3.3)

Dokaz. Pretpostavimo da postoje rekurzivne funkcije ¢,y : N¥ — N takve da vrijedi (3.3).
Tada je
S0 = (D) p(x) = ()|

gdje je ¢ : N¥ — N funkcija definirana sa:

() = {0 () > Y()

1 ,inace.

Dakle, f je rekurzivna.
Obratno, pretpostavimo da je f rekurzivna funkcija. Tada postoje rekurzivne funkcije
a,c : NF — N takve da je
) = (=1)Pa(x).
Imamo:
S0 = (=1)Pa(x) = ya(c(x)) - a(x) = xaws1(c(x)) - a(x)

pri ¢emu je 2N skup svih parnih, a 2N + 1 skup svih neparnih brojeva. 1z ovoga slijedi
tvrdnja. O

Propozicija 3.1.3. Neka su f,g : N* — Z rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije f - g, —f
i f + g takoder rekurzivne.

Dokaz. Nekasua,c,d’,c’ : N¥ - N rekurzivne funkcije takve da je

@) = DWa), gl = (1) d (x).
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Tada je
(f - @) = f(0) - g(0) = (=1)Pa(x) - (=1)" P’ (x) = (=) Da(x) - @' (x)

pa je oCito da je f - g rekurzivna funkcija.
Nadalje, vrijedi:

(=N = =f(x) = =(=D)Va(x) = (=1)*a(x)

pa imamo i da je —f rekurzivna funkcija.
Prema propoziciji postoje rekurzivne funkcije ¢, ¥, ¢, : N¥ — N takve da je

J(x) = @(x) — y(x), g(x) = ¢'(x) = ¢’ ().
Tada je

(f +8)(x0) = f(x0) + g(x) = (@(x) = Y(x)) + (¢ (x) = ¢/ (x)) = (@(x) + ¢'(x)) = W(x) + ¢’ (x))
pa iz iste propozicije slijedi da je f + g rekurzivna. |
Uo&imo: ako je f : N¥ — N rekurzivna, onda je rekurzivna i kao funkcija N* — Z.

Definicija 3.1.4. Neka je k € N\{0} te neka je f : N* — Q funkcija. Za f kaZemo da je
rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢ : N* — N takve da je b(x) # 0 i

. Vxe N
b(x) X €

f) = (=)
Uo&imo: funkcija f : N* — Q je rekurzivna akko postoje rekurzivna funkcija a : N —
Z i rekurzivna funkcija b : N*¥ — N takve da je b(x) # 0 i

a(x)

——2 V¥xeN,
b(x) X €

fx) =
Propozicija 3.1.5. 1. Neka su f,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije
f g —f, f+gilfl takoder rekurzivne. Nadalje, ako je f(x) # 0,¥x € N, onda je i

ch rekurzivna funkcija.

2. Ako je h : N" — N* rekurzivna funkcija, onda je i f o h : N" — Q rekurzivna.

Dokaz. OCcito je da 2. vrijedi.
DokaZimo 1. Neka su a,a’ : N* — Z i b, b’ : N* — N rekurzivne funkcije takve da je
b(x) #0,b'(x) #01
a(x) a’(x)

“ho Y T

Jx)
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Tada je
a(x)-d'(x) _ (a-a)(x)

(f-9)(x) = f(x) - g(x) = b(x) - b'(x) (b b)(x)

pa slijedi da je f - g rekurzivna funkcija.
Nadalje, vrijedi
ax) _ (=a)(x)

(P ==f) = =35 = =S

paje i —f rekurzivna funkcija.
Vrijedi

' -b "(x)- b
T A R

pa iz propozicije[3.1.3]slijedi da je f + g rekurzivna.
Neka su a, b, ¢ : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je b(x) # 0 i

C(X) a(x)

_ k
f(x)=(-1) D)’ Vx € N°.
Imamo: o
a(x
lf(x0)] = %

pa je ocito | f| rekurzivna funkcija.
Pretpostavimo da je f(x) # 0, Vx € N*, Tada je i a(x) # 0, Vx € N¥ te vrijedi

1 b
—(x) = (_1)C(X)ﬂ
f a(x)
1 to je o€ito opet rekurzivna funkcija. O

Definicija 3.1.6. Neka je k € N\{0} te f : N* — R funkcija. Za f kaZemo da je rekurzivna
ako postoji rekurzivna funkcija F : N¥*' — Q takva da je

If(x) — F(x,i)| <27, VYxeN., VieN.
Za funkciju F kazemo da je rekurzivna aproksimacija od f.

Primjer 3.1.7. Neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada je f rekurzivna i kao
funkcija N* — R. Naime, ako definiramo funkciju F : N**' — Q sa F(x,i) = f(x) onda je
F rekurzivna i vrijedi

If(x) = F(x,i)| <27, VYxeN.,VieN.
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Lema 3.1.8. Neka je f : N* — R funkcija, neka je F : N**' — Q rekurzivna funkcija te
neka je H : N* — N rekurzivna funkcija takva da je

|f(x) = F(x,i)| < H(x)- 27, VxeNf VieN.
Tada je f rekurzivna funkcija.
Dokaz. Definiramo funkciju F’ : N**! — Q sa:
F'(x,i) = F(x,i + H(x)).

Tada je F’ rekurzivna funkcija prema propoziciji[3.1.5]- 2.
Uo&imo sljedece: za svaki [ € N vrijedi [ < 2'.
Neka su x € N* ;i € N. Imamo:

1f(X) = F'(x, )| = |f(x) = F(x,i + H(x))| < H(x) - 277 .27 < 27,
Dakle, F’ je rekurzivna aproksimacija od f. Prema tome f je rekurzivna. O

Propozicija 3.1.9. Neka je f : N¥ — R te neka su F : N*' — R i H : N* — N rekurzivne
funkcije takve da je

|f(x) = F(x,i)| < H(x)- 27, VxeN- VieN.
Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje F’ : N¥*2 — Q rekurzivna aproksimacija od F. Tada za svaki x € N¥ i za
svaki i € N vrijedi:

|f(x) = F'(x,i,0)| = |f(x) — F(x,i) + F(x,i) — F'(x,i,1)| <
<|f(x) = F(x, )| + |[F(x,i) = F'(x,i,))| < H(x)- 27"+ 27 = (H(x) + 1) - 2™

.
lf(x) = F'(x,i, ) < (H(x) + 1) - 27", (3.4)
Definiramo funkciju F” : N¥! — Q sa:

F"(x,i) = F'(x,1,1).

Po propoziciji F” je rekurzivna funkcija pa iz (3.4) i leme slijedi da je f rekur-
zivna. O

Lema 3.1.10. [. Neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada postoji rekurzivha
funkcija H : N* — N takva da je

If(0)l < H(x), VYxeN-
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2. Neka je f : N* — R rekurzivna funkcija. Tada postoji rekurzivna funkcija H : N* —
N takva da je
f(0)l < H(x), VYxeN-

Dokaz. Dokazimo tvrdnju 1. Imamo

, VYxeNt
b(x) X €

f) = (=D

pri ¢emu su a, b, ¢ : N¥ — N rekurzivne funkcije (b(x) # 0, Vx € N¥). Stoga je

vun:9g2Saux Vx e NF
b(x)
pa moZemo uzeti H = a.
Dokazimo sada tvrdnju 2. Neka je F rekurzivna aproksimacija od f. Neka je x € N¥,
Tada je
If(x) = F(x,0)] <27% = 1.

Opcenito, ako su a, b € R, onda je

la| =la—b+b| <|a—b|+|b|

pa je
lal = |b| < |a - b.
Stoga je
LFCOl = 1F(x, 0)] < |f(x) = F(x,0)] < 1
paje

lf(Ol < 1+[F(x,0)].

Funkcija N¥ — Q, x — 1 + |F(x, 0)| je rekurzivna pa prema prvoj tvrdnji ove leme postoji
rekurzivna funkcija H : N*¥ — N takva da je

1 +|F(x,0) < H(x), VYxeNt

Stoga je
f0)l < H(x), VYxeN-

O

Propozicija 3.1.11. Neka su f, g : N* — R rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije f + g, f -
g —fIf1 : N* — R rekurzivne.
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Dokaz. Neka su F i G rekurzivne aproksimacije od f i g. Neka su x € N, i € N. Imamo:
I(f + &) () = (F + G)(x, D) = |f(x) + g(x) = F(x,1) = G(x, )] =
= |f(x) = F(x, i) + g(x) = G(x, D) < |f(x) = F(x, )| +1g(x) = G(x, i) <27 + 27 =2-27",

Dakle,
I(f +8)(x0) = (F +G)(x, Dl <2-27".
Po lemi[3.1.8]i propoziciji [3.1.5] vrijedi da je f + g rekurzivna funkcija.
Prema lemi [3.1.10| postoje rekurzivne funkcije H, N : N* — N takve da je
Bl < N i If(0)l < H(x), YxeN-
Neka su x € N*,i € N. Tada je
IF(x, Dl = 1f )l < |f(x) = Flx, )l <27 < 1
paje
|FCxe, Dl < 1f(0l +1
iz Cega slijedi
|F(x,i)| < H(x) + 1.
Neka su x € N*,i € N. Tada je
I(f - &)%) = (F - G)(x, D = [f(x) - 8(x) = F(x, 1) - G(x, )| =
=1f(0)-g(x) — F(x,i) - g(x) + F(x,0) - g(x) — F(x,0) - G(x, )] <
< 18- 1f(x) = F(x, Dl + [F(x, D) - 1g(x) = G(x, )l < N(x) - 27"+ (H(x) + 1) - 27" =
=(Nx)+Hx)+1)-2"

Dakle,
I(f - @)(x) = (F - G)(x, )l < (N(x) + H(x) + 1) - 27

pa iz leme[3.1.8]i propozicije[3.1.5|slijedi da je f - g rekurzivna.
Za svaki x € N¥ vrijedi

(=)@ = (FF)x Dl = | = f(x) + Fx, Dl = |f(x) = F(x, )] < 27",

Iz ovoga se vidi da je —F rekurzivna aproksimacija od —f.
Opcenito, ako su a,b € R, onda je

lal = bl <la—=b| 1 |bl-lal < la—D|
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paje
llal = 1Bl < la - bl.

Stoga za sve x € N, i € N vrijedi
1£1(0) = 1F1(x, DI < |f () = Fx, D] < 27",

Prema tome |F| je rekurzivna aproksimacija od | f] O
Propozicija 3.1.12. Neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada su skupovi

S ={xeN| f(x)> 0}

T ={xeN‘| f(x) =0}

V={xeN| f(x) >0}
rekurzivni.
Dokaz. Neka su a, b, c : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je b(x) # 0,Vx € Nf i

c(x) Cl(X)

. Vxe N,
b(x) X €

f) =D

Imamo:
) a(x)

b(x)
Skupovi: {x € N¥ | ¢(x) paran } i {x € N¥ | a(x) # 0} su rekurzivni, a S je presjek ta dva
skupa. Stoga je rekurzivan.

xeS o (-Hhv >0 & c(x)parania(x) # 0.

Imamo:
xeT & f=0 & (—1)“)‘)@ =0 & akx =0
b(x)
pa je ocito T rekurzivan.
Iz
V=SurT
slijedi da je V rekurzivan. O

Korolar 3.1.13. Neka su f, g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su skupovi
fxe N f(x) < g(x)}

fx e N f(0) = g(0)}
fr e N f(x) < g(0))

rekurzivni.
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Dokaz. Vrijedi:
f<gx) o €-Hx>0

f=gx) & E-Hx=0
f<gx) & E-Hx=0

pa tvrdnja slijedi iz prethodne propozicije. O

Lema 3.1.14. Neka je S ¢ N*! rekurzivan skup takav da za svaki x € N¥ postoji i € N
takav da je (x,i) € S. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N* — N takva da je (x, f(x)) €
S,Vx e N,

Dokaz. Nekaje f : N¥ — N funkcija definirana sa:

J(x) = pi((x,0) € 5).
Tada je f traZena funkcija. O

Propozicija 3.1.15. Neka je f : N* — R rekurzivna funkcija takva da je f(x) # 0,¥x € N*,
Tada je % : NF — R rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je F rekurzivna aproksimacija od f.
Opcenito, ako su a, b, €, r € R takvi da je

la—bl<e 1 Jal>r,
onda je
|b| > r — €.

U suprotnom bi vrijedilo |b| < r — € pa bi slijedilo —|b| > € — r §to bi zajedno sa |a| > r dalo
|a| — |b| > €. No |a| — |b| < |a — b| < €.
Neka je x € N, Tada je | f(x)| > 0 pa postoji i € N takav da je

F(x)| >4-27",
Znamo da je
IF GOl = 1F(x, i)l < 27

pa slijedi da je
|F(x,i) >3 27" (3.5)

Dakle, za svaki x € N¥ postoji i € N takav da (3.5)) vrijedi. Neka je S ¢ N¥*! skup svih
(x,i), x € N*¥ i e N takvih da vrijedi 1} Prema korolaru (3.1.13[S je rekurzivan skup te
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za svaki x € N¥ postoji i € N takav da je (x,i) € S. Prema lemi [3.1.14] postoji rekurzivna
funkcija ¢ : N* — N takva da je

(x,p(x)) € §S,Vx € NF.

Dakle,
|F(x, p(x))] >3- 27, (3.6)

Neka je x € N*, Iz
|F(x, ()] = [f(x0)] < 27
i36slijedi da je
lf(x)] > 2 - 279, (3.7)
Neka je j € N, j > ¢(x). Tada je
If Ol = |F(x, )l < 277 <2799,

Stoga je
|[F(x, j)l > 2799

Definiramo funkciju F’ : N**! — Q sa:
F'(x,1) = F(x, o(x) + 0).
Tada je F’ rekurzivna funkcija te je
|F' (x, )] > 27%W.

Slijedi da za sve x € N¥, i € N vrijedi F'(x,i) # 0 i

1 290
|F”(x, D
Uoc¢imo da je prema
1 1 . ¥
lfeol 2
Imamo:

1

‘ [ _ &) - Fi(x, D)
f) F(x,0)

1 1
= = —-F(x,i) — - :
T AN T AT

< 27 =) ex) 1 P £ =i @)
5 <

<

Dakle,
1 1

fO) F(xd)
v e . .o 1 .
Iz ovoga zakljucujemo da je funkcija 7 rekurzivna (lema|3.1.8). m|

<2¢0 .27 Yxe Nk VieN,
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Ako je f : N* — R rekurzivna funkcija, mora li {x € N¥ | f(x) = 0} biti rekurzivan
skup?

Primjer 3.1.16. Neka je S C N rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan. Buduci da
je S rekurzivno prebrojiv, postoji primitivno rekurzivan podskup T C N? takav da je

xe€S & dyeNtrakavdaje (x,y)eT.
Definiramo funkciju f : N — R sa:

) 0 JJieN,(x,i)eT
X) = ,
27 linace, pri Cemu je iy najmanji element od N takav da je (x, i) € T.
Neka je g : N> — N funkcija definirana sa:
8(x, 1) = uyy<i((x,y) € T).

Tada je g primitivno rekurzivna funkcija (primjena ogranicenog u operatora na funkciju

sgoxr)-
Definiramo funkciju F : N*> — Q sa:

F(x,i) = 2ee”

Tada je ocito F rekurzivna funkcija. Uoc¢imo da je

_ 270D Ay e {0,...,i), (x,y) €T
F(x,i) =4 . . . N :
27 ,inace, pri cemu je yy najmanji takav broj.
Neka su x,i € N. Tvrdimo: _
lf(x)— F(x,i)| <2-27". (3.8)
1. SLUCAJ ne postoji y € N takav da je (x,y) € T
Tada je f(x) = 0i F(x,i) = 27D pa vrijedi.
2.SLUCAJ postoji y € N takav da je (x,y) € T
Neka je yy najmanji takav. Tada je f(x) = 270.
Ako je i < yo, tada je i + 1 <y pa je 270V > 270 Vrijedi F(x,i) = 27V, Imamo:
1f(x) = F(x, D] < [f(0)] + |F(x, )] = 270 + 270D <
< 2—(i+1) + 2—(i+1) — 2 X 2—(i+1) — 2—i < 2 . 2—1"
Ako je i > yy, tada je F(x,i) = 2" pa je |f(x) — F(x,i)| = 0.
Time je dokazano, iz Cega zakljucujemo da je f rekurzivna funkcija (lema N 4
definicije od f je jasno da je

{xeN| f(x) =0} = {x e N| Ay € N takav da je (x,y) € T} = S°.
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No S°€ nije rekurzivan jer S nije rekurzivan. Dakle, {x € N | f(x) = 0} nije rekurzivan
skup. Cak §tovise, ovaj skup nije ni rekurzivno prebrojiv (S¢ nije rekurzivno prebrojiv jer
bi u suprotnom prema propoziciji[3.0.32| S bio rekurzivan skup).
Nadalje, uocimo da je

{xeN| f(x)>0}=S.

Dakle, ni taj skup nije rekurzivan.

Propozicija 3.1.17. Neka je f : N — R rekurzivna funkcija. Tada je skup
S ={xeN| f(x)>0}
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je F rekurzivna aproksimacija od f. Neka je x € N. Pretpostavimo da je
f(x) > 0. Tada postoji i € N takav da je f(x) > 2-27. Iz toga slijedi da je F(x,i) > 2.
Obratno, pretpostavimo da postoji i € N takav da je F(x,i) > 27. Iz ovoga slijedi da je
f(x)>0.
Dakle, f(x) > 0 akko postoji i € N takav da je F(x,i) > 27
Neka je

T ={(x,i) € N* | F(x,i) > 27},

Iz korolara|3.1.13|slijedi da je T rekurzivan skup. Imamo:
xeS & dieNtakavdaje(x,i)eT.

Iz teorema |3.0.28|slijedi da je S rekurzivno prebrojiv. O

Primjer 3.1.18. Neka je f : N — R funkcija iz primjera[3.1.16] Funkcija f je rekurzivna.
Uocimo da je f(N) C Q. No f nije rekurzivna kao funkcija N — Q. Naime, kada bi bila,
onda bi skup {x € N | f(x) = 0} bio rekurzivan po propoziciji[3.1.12} a vidjeli smo da taj
skup nije rekurzivan.
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Sazetak

U ovom radu smo se bavili RAM izracunljivim funkcijama, primitivno i parcijalno rekur-
zivnim te rekurzivnim funkcijama. Pokazali smo da je skup RAM izracunljivih funkcija
zatvoren na kompoziciju funkcija, primitivnu rekurziju i u operator. Takoder smo pokazali
da je svaka primitivno rekurzivna ujedno 1 parcijalno rekurzivna funkcija pa 1 rekurzivna
(jer je totalna). Zanimljivo je da se svaka parcijalno rekurzivna funkcija zapravo moze u
kona¢no mnogo koraka dobiti od inicijalnih funkcija primjenom kompozicije, primitivne
rekurzije i to¢no jednom primjenom u operatora (Sto slijedi iz Kleenijevog teorema o nor-
malnoj formi). Vidjeli smo da su skup RAM izracunljivih i1 skup parcijalno rekurzivnih
funkcija zapravo jednaki.

Pokusali smo proSiriti parcijalno rekurzivnu funkciju do rekurzivne i vidjeli da je to
moguce ukoliko je domena funkcije rekurzivan skup. Pokazali smo da je svaki rekurzi-
van skup rekurzivno prebrojiv i da postoji rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan
(domena parcijalno rekurzivne funkcije koja se ne moze prosiriti do rekurzivne).

Koristeci Cinjenice da se svaki x € Z 1y € Q mogu zapisati kao

ar

x=D%a, y=(-1)*- by’ ay,az, by, ci,c0 €N

1daje Q gust u R, proSirili smo pojam rekurzivne funkcije i na funkcije ¢ije su kodomene

Z, Q1R te pokazali da i te funkcije imaju lijepa svojstva (npr. zbroj, umnoZzak i apsolutna
vrijednost rekurzivnih su takoder rekurzivne funkcije).






Summary

In this thesis, we have studied the RAM computable functions, primitive and partial recur-
sive and recursive functions. We have shown that the set of RAM computable functions
is closed on the composition of functions, primitive recursion and u operator. We have
also shown that every primitive recursive function is also partial recursive function and
recursive (because it is total). What is interesting is that every partial recursive function
can actually be, in a finite number of steps, obtained from the initial functions by using
composition, primitive recursion and exactly one usage of u operator. We have seen that
the set of RAM computable functions and a set of partial recursive functions are equal.

We tried to extend a partial recursive function to recursive and saw that it is possible if
the domain of the function is a recursive set. We have shown that every recursive set is also
recursively enumerable set and that exists recursively enumerable set that is not recursive
(domain of the partial recursive function that can not be extended to a recursive).

Using the fact that every x € Z and y € Q can be shown as

a
x=CED)"a, y=(-D*- by’ ay,az, by, ci,c0 €N

and that Q is dense in R, we have extended the term of recursive functions to functions
whose codomains are Z, Q and R, and shown that these functions have good characteristics
(eg. the sum, the product and the absolute value of recursive functions are also recursive
functions).
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