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Uvod	
	
U	vrlo	neizvjesnim	razdobljima,	tržišta	metala	nude	odlične	prilike	za	investiranje	

jer	se	imovina	kojom	se	trguje	smatra	intrinzičnim	čuvarom	vrijednosti	te	stoga	

predstavlja	dobru	alternativu	konvencionalnim	klasama	financijske	imovine	

(dionice,	obveznice	itd.)	Varijabilnost	u	potražnji	za	metalima	je	često	povezana	s	

geopolitičkim	događajima	te	u	sebi	može	sadržavati	visoku	inflaciju	i	deprecijaciju	

valute.	Zbog	toga	razumijevanje	tržišta	robe	predstavlja	jedan	od	bitnijih	interesa	i	

za	zakonodavstvo	i	za	financijsku	zajednicu.		Zbog	nekih	specifičnih	značajki	tržišta	

robe	(eng.	commodity	market)	modeliranje	toga	tržišta	je	teže	nego	kod	bilo	koje	

druge	konvencionalne	imovine.	U	ovom	diplomskom	radu	ćemo	detaljnije	obraditi	

članak	autora	Luce	Pieronia	i	Mattea	Ricciarellia	pod	nazivom:	”Modelling	dynamic	

storage	function	in	commodity	markets:	Theory	and	evidence”	odnosno	prevedeno	na	

hrvatski	:	“Modeliranje	funkcije	dinamičkog	skladištenja	na	tržištima	roba:	Teorija	i	

dokazi”	(vidi	[53]).	

Cilj	rada	je	napraviti	model	koji	će	objasniti	odluke	ekonomskih	agenata	o	držanju	

zaliha	na	temelju	Tobinovog	koeficijenta	q.	Model	radimo	u	ovisnosti	o	spot	cijeni	i	

prinosu	od	držanja.	

U	prvom	poglavlju	se	bavimo	teorijskim	modelom	te	izvodimo	zatvoren	oblik	

rješenja	koje	ćemo	testirati.	U	drugom	poglavlju	opisujemo	Hamiltonijan	te	ga	
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postavljamo	za	naš	problem,	a	u	trećem	poglavlju	navodimo	potrebne	

ekonometrijske	alate.	U	četvrtom	poglavlju	raspravljamo	o	tehnikama	procjene,	dok	

u	petom	poglavlju	ističemo	ekonometrijske	rezultate.	U	šestom	poglavlju	

zaključujemo	rad	uz	neke	komentare.	
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Poglavlje	1	
	

Teorija	
	

U	ovom	ćemo	poglavlju	predstaviti	model	koji	istražuje	ponašanje	cijena	robe	na	

koje	utječu	proizvodnja	i	odluke	o	skladištenju.	U	većini	istraživanja,	držanje	zaliha	

se	smatra	prijenosom	dijela	proizvodnje	između	različitih	vremenskih	trenutaka	

kako	bi	se	izbjegao	manjak	u	budućnosti	(vidi	[10]	i	[11]).	U	ovom	članku	ćemo	se	

fokusirati	na	dinamiku	koja	karakterizira	tržišta	metala.	Pod	pretpostavkom	

konkurentnog	tržišta,	možemo	dobiti	jednadžbe	za	spot	cijenu	i	graničnu	vrijednost	

skladištenja.		

	

Definicija	1.0.1	

Roba	(eng.	commodity)	je	osnovno	dobro	koje	je	razmjenjivo	s	ostalim	dobrima	

istog	tipa.	Roba	je	najčešće	korištena	kao	input	u	proizvodnji	drugih	dobara	i	usluga.	

Kvaliteta	određene	robe	može	neznatno	varirati,	ali	je	u	suštini	uniformna	među

proizvođačima.	Kada	se	robom	trguje	na	burzi,	ona	mora	zadovoljavati	mijnimalni	

standard,	poznat	pod	nazivom	basis	grade.	Također	pod	robom	smatramo	svako	

dobro	razmijenjeno	tijekom	trgovine,	uključujući	dobra	kojima	se	trguje	na	burzi	

(vidi	[44]).	
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Definicija	1.0.2		

Prinos	od	držanja	(eng.	convenience	yield)	je	korist	ili	premija	povezana	s	držanjem	

fizičkog	dobra	ili	proizvoda	na	kojem	je	temeljen	ugovor	ili	izvedenica	(eng.	

underlying	asset),	radije	nego	držanje		ugovora	ili	izvedenice.	Često	se	zbog	raznih	

tržišnih	nepravilnosti	kao	što	je	invertirano	tržište	(vidi	Definiciju	1.1.2.),	držanje	

fizičkog	dobra	može	pokazati	isplativije	nego	držanje	ugovora	ili	izvedenice	zbog	

oskudnosti	tog	dobra	i	visoke	potražnje	(vidi	[44]).	

	

Definicija	1.0.3		

Spot	cijena	(eng.	spot	price)	je	trenutna	cijena	nekog	financijskog	instrumenta	ili	

robe	po	kojoj	se	taj	instrument/roba	može	kupiti	ili	prodati	u	određeno	vrijeme	i	na	

određenom	mjestu	(vidi	[44]).	

	

Granična	vrijednost	skladištenja	uključuje	prinos	od	držanja	zaliha	kao	ekonomsku	

korist	koja	proizlazi	iz	izbora	oko	držanja	zaliha	(vidi	[27]).	Po	Ecksteinu	i	

Eichenbaumu	(vidi	[13])	i	Pindycku	(vidi	[33]),	granični	prinos	od	držanja	zaliha	se	

može	procijeniti	pretpostavljajući	da	su	troškovi	marketinga	kvadratna	funkcija.	

Procjene	za	spot	cijenu	i	granični	prinos	od	držanja	su	uključene	u	izračun	granične	

vrijednosti	skladištenja	koja	pak	ulazi	u	brojnik	Tobinovog	q.		

	

Definicija	1.0.4		

Tobinov	q	ili	q	omjer	predstavlja	omjer	između	tržišne	vrijednosti	neke	tvrtke	i	

zamjenske	vrijednosti1	njezine	imovine	(vidi	[44]).	

U	našem	modelu,	ta	funkcija	predstavlja	pokretač	izbora	oko	držanja	zaliha.	Valja	

primijetiti	da	je	ravnoteža	postignuta	pod	pretpostavkom	reprezentativnih	

subjekata	(vidi	[43]).		

	

																																																								
1	Zamjenska	vrijednost	je	trošak	koji	bi	poduzeće	moralo	platiti	kada	bi	htjelo	
zamjeniti	svoju	imovinu.	Zamjenska	vrijednost	ovisi	o	promjenama	tržišnih	cijena.		
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1.1					Formulacija	modela:	potrebne	definicije	
	

Ekonomski	mehanizam,	koji	se	koristi	za	objašnjavanje	odluka	oko	držanja	zaliha,	

baziran	je	na	klasičnom	modelu	skladištenja	i	čini	se	da	ignorira	neka	ključna	

svojstva	ponašanja	cijena	robe	kao	što	je	ovisnost	cijena	na	razine	zaliha	i	njihov	

odnos	s	prinosom	od	držanja.	Sva	ta	sporna	pitanja	negativno	utječu	na	empirijske	

rezultate	u	predviđanju	spot	cijene	(vidi	[27]).		

	

Definicija	1.1.1	

Izvedenica	(eng.	derivative)	je	financijski	instrument	čija	vrijednost	ovisi	o	cijeni	

nekog	dobra	na	koji	se	ona	odnosi	(eng.	underlying	asset).	Ta	dobra	mogu	biti	

dionice,	obveznice,	robe,	valute,	tržišni	indeksi,	kamatne	stope	itd.	(vidi	[44]).	

	

Definicija	1.1.2	

U	kontekstu	opcija	i	futuresa2,	invertirano	tržište	(eng.	inverted	marked)	obilježava	

situaciju	u	kojoj	su	cijene	trenutnih	ugovora	veće	od	cijena	dugoročnih	ugovora	

(vidi	[44]).	

	

Fokusirat	ćemo	se	na	okvir	koji	je	predložio	Pindyck	(vidi	[33]).	Ekonomski	

mehanizam	na	kojem	se	temelji	naš	model	se	može	opisati	na	sljedeći	način:	jednom	

kada	je	spot	cijena	određena	interakcijom	između	ponude	i	potražnje,	i	proizvođači	

i	industrijski	potrošači	drže	zalihe	da	bi	stabilizirali	utjecaje	stohastičkih	fluktuacija	

na	razinu	zaliha	i	planove	proizvodnje.	U	tom	okruženju,	teorija	skladištenja	

predstavlja	način	da	se	vrednuju	ekonomske	koristi	kroz	povezanost	između	

prinosa	od	držanja	i	zaliha.	Prinosom	od	držanja	nastojimo	aproksimirati	

ekonomske	koristi	od	držanja	zaliha	i	takva	definicija	ne	ovisi	o	konačnim	svrhama	

držanja	zaliha,	pošto	može	uključivati	i	špekulativne	motive	i	motive	iz	opreznosti.	

																																																								
2	Futuresi	su	financijski	ugovori	koji	obavezuju	kupca	na	kupnju	(ili	prodavatelja	na	
prodaju)	neke	imovine	kao	naprimjer	neke	fizičke	robe	ili	financijskog	instrumenta	
po	određenoj	cijeni,	na	određeni	datum.	
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U	stvari,	ekonomski	subjekti	mogu	držati	zalihe	ne	samo	da	bi	špekulirali	na	više	

cijene	robe,	nego	i	da	bi	se	osigurali	od	manjkova	koji	bi	mogli	zaustaviti	proizvodni	

proces	(vidi	[32]	i	[27]).		

	

Definicija	1.1.3	

Špekulant	(eng.	speculator)	je	osoba	koja	nastoji	iz	kratkoročnih	fluktuacija	cijena	

izvući	ekonomsku	korist.	Špekulant	se	može	kladiti	na	pad	cijene	određenog	

instrumenta	te	on	tada	zauzima	kratku	poziciju	(eng.	short)	ili	na	rast	cijene	

određenog	instrumenta	te	on	tada	zauzima	dugu	poziciju	(eng.	long)	(vidi	[44]).	

	

Definicija	1.1.4	

Špekulativno	skladištenje(eng.	speculative	storage)	proizlazi	iz	potrebe	da	se	

iskoriste	kratkoročne	fluktuacije	cijena	na	tržištu.	Pošto	tržište	roba	karakterizira	

velika	volatilnost	cijena,	javljaju	se	velik	broj	špekulanata	koji	se	na	tržištu	natječe	s	

kupcima	pri	kupnji	proizvoda	te	s	proizvođačima	prilikom	njihove	kasnije	prodaje.	

Špekulant	kupuje	robu	od	proizvođača	jer	očekuje	nestašicu	robe	u	budućnosti	te	ju	

stoga	namjerava	prodati	po	većoj	cijeni	(vidi	[45]).	

	

U	ovom	kontekstu,	opisujemo	model	u	kojem	se	obrasci	kretanja	spot	cijena,	koji	

određuju	promjene	na	tržištu,	istražuju	i	u	kojem	se	može	doći	do	kriterija	koji	

upravlja	odlukama	o	držanju	zaliha.	S	obzirom	na	Pindyckov	model	izvodimo	

procijenjene	jednadžbe	iz	neprekidnog	vremenskog	okvira	i	modeliramo	tržište	

gotovog	novca	na	općenitiji	način.	Označujući	neto	potražnju	kao	razliku	između	

proizvodnje	i	potrošnje,	tržište	metala	je	karakterizirano	s	odnosom	između	spot	

cijena	i	neto	potražnje.	Posebno,	označujemo	neto	potražnju	kao	razliku	između	

funkcije	egzogene	ponude	i	stohastičke	potražnje.	Ovakva	strategija	modeliranja	je	

koherentna	s	jednom	od	najčudnijih	značajki	tržišta	metala	u	kojoj	ekonomska	

neizvjesnost	jako	utječe	na	potražnu,	a	ne	na	ponudnu	stranu	tržišta	(vidi	[16]).	U	

formulama	imamo	dane	jednadžbe:	

𝐷 = 𝑓$(𝑃, 𝑘$, 𝜀$)	 	 	 	 	 	 	 	 	 (1)	
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𝑄 = 𝑓,(𝑃, 𝑘,)	 	 	 	 	 	 	 	 	 (2)	

gdje	je	P	spot	cijena	metala,	𝑘,	i	𝑘$su	vektori	varijabli	koje	utječu	na	ponudu	i	

potražnju	dok	je	𝜀$	slučajan	šok	koji	utječe	na	potražnu	stranu.	Uvjet	čišćenja	tržišta	

na	tržištu	novca	je	povezan	s	promjenama	zaliha.	Ako	𝐹01označava	razinu	zaliha	u	

trenutku	t,	onda	je	promjena	u	zalihama	(𝑑𝐹0)	jednaka	razlici	između	ponude	i	

potražnje	u	trenutku	t.	Jednadžbu	zapisujemo	kao:	

𝑑𝐹01 = 𝑄3 𝑃3, 𝑘, − 𝐷3 𝑃3, 𝑘$, 𝜀$ .	 	 	 	 	 	 	 (3)	

Na	konkurentnom	tržištu,	kao	što	je	tržište	bakra,	standardne	ideje	komparativne	

statike	su	primjenjive	na	način	da		6,
67
> 0	𝑖	 6$

67
< 0	određuju	velike	promjene	u	

zalihama	(𝑑𝐹0).	Pomoću	inverzne	neto	potražnje	između	spot	cijene	metala	i	

promjena	u	zalihama,	možemo	istaknuti	funkciju	cijena	koja	je	pozitivno	povezana	s	

promjenama	u	zalihama.	Stoga	je	jednadžba	cijene	pri	kojoj	se	tržište	čisti	dana	s:	

𝑃3 = 𝑓7(𝑑𝐹01; 𝑘$, 𝑘,, 𝜀$)	 	 	 	 	 	 	 	 (4)	

u	kojoj	je	 67
6=>?

> 0.	S	druge	strane,	na	izbore	oko	držanja	zaliha	utječe	granična	

vrijednost	skladištenja	čija	je	glavna	komponenta	granični	prihod	od	držanja	(vidi	

[32]	i	[33]).	U	ovom	članku,	zatvoreni	oblik	rješenja,	koji	kvantificira	graničnu	

vrijednost	skladištenja,	direktno	proizlazi	iz	međuvremenske(u	različitim	

vremenskim	trenucima)	optimizacije	.	Analogno	sa	spot	tržištem,	zapisujemo	

funkciju	potražnje	za	skladištenjem	kao:	

𝐹01 = 𝑓>?(𝜙3, 𝑘>?)	 	 	 	 	 	 	 	 	 (5)	

gdje	je	𝜙3	granični	prinos	od	držanja,	a	𝑘>? 	je	skup	varijabli	koje	utječu	na	potražnju	

za	skladištenjem.	Slijedeći	modernu	teoriju	skladištenja,	granični	prinos	od	držanja	

je	malen	kada	je	čitava	količina	zaliha	velika,	ali	može	jako	narasti	kada	zalihe	

postanu	malene.	Stoga	inverznu	funkciju	potražnje	na	tržištu	skladištenja	

zapisujemo	na	sljedeći	način:	

𝜙3 = 𝜗B(𝐹01, 𝑘>?)	 	 	 	 	 	 	 	 	 (6)	

Teorijska	predviđanja	navode	kako	je	 6B
6>?

< 0	i 6B
C

6>?
C > 0.	Prva	veza	sugerira	da	je	

korist	od	držanja	zaliha	najveća	za	vrijeme	perioda	relativne	nestašice	ili	velike	
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potražnje,	dok	se	obrnuto,	graničan	prinos	od	držanja	progresivno	smanjuje	kada	

razina	zaliha	teži	u	beskonačnost	(vidi	[14]).	

Vektor	varijabli	koje	djeluju	na	potražnju	 𝑘>? 	može	uključivati	volatilnosti	cijena.	

Očekujemo	pozitivan	utjecaj	volatilnosti	cijena	na	granični	prinos	od	držanja	pošto	

je	poznato	da	volatilnost	povećava	cjenovnu	neizvjesnost	i	potom	potražnju	za	

skladištenjem.	

Teorijski,	granični	prinos	od	držanja	također	ovisi	o	spot	cijeni	robe.	Po	Casussusu	i	

Collin-Dufresneu	(vidi	[8]),	očekujemo	da	spot	cijena	ima	pozitivan	utjecaj	na	

granični	prinos	od	držanja.	U	ostatku	rada,	koristit	ćemo	ove	argumente	da	

odredimo	kvadratnu	funkciju	za	troškove	marketinga	iz	kojih	se	može	odrediti	

granični	prinos	od	držanja	zaliha.	

Jednom	kada	se	opći	mehanizam	modela	odredi,	u	jednom	od	idućih	poglavlja,	bavit	

ćemo	se	međuvremenskim	problemom	optimizacije	(u	različitim	vremenskim	

trenucima).	Iz	okruženja	koje	ćemo	predstaviti,	dobit	ćemo	par	jednadžbi	za	spot	

cijenu	i	graničnu	vrijednost	skladištenja.	Granična	vrijednost	skladištenja	se	može	

povezati	s	jednadžbom	mjerenja	za	granični	prinos	od	držanja	koji	će	biti	

relevantan	za	računanje	Tobinovog	q.	

	

1.2					Modeliranje	proizvodnje	i	odluka	o	držanju	zaliha	na	
svjetskim	tržištima	metala	
	

Cilj	ovog	potpoglavlja	je	naglasiti	najvažnije	rezultate	našeg	teorijskog	modela.		

Teorijska	baza	ja	dana	s	modelom	skladištenja	od	Wrighta	i	Williamsa	(vidi	[43])	

koji	je	generaliziran	kako	bi	prikazao	proces	u	neprekidnom	vremenu.	Ovaj	pristup	

je	primjereniji	metalima	čija	se	proizvodnja,	potrošnja	i	ostale	relevantne	tržišne	

varijable	mogu	neprestano	promatrati	i	na	koje	općenito	ne	utječu	sezonski	faktori.	

Kontrolne	varijable	u	našem	problemu	su	predstavljene	s	proizvedenom	količinom	

(𝑄)	i	količinom	koja	je	uskladištena	na	cijelom	tržištu	(𝐹0).	Stoga,	cilj	ekonomskog	

subjekta	je	izabrati	optimalne	planove	za	proizvodnju	i	držanje	zaliha	kako	bi	

maksimizirao	(za	vrijeme	životnog	vijeka)	trenutnu	profitnu	funkciju	 Π .	S	



POGLAVLJE	1.	TEORIJA	 	 	
	

	

9	

matematičkog	gledišta,	maksimizacijska	strategija	(tokom	cijelog	poslovanja	tvrtke)	

može	biti	formulirana	na	sljedeći	način:	

Π 𝑄3, 𝐹01 = 𝑒FG(3)[𝑃 𝑡 𝐷 𝑡 − 𝑇𝐶 𝑡 ]𝑑𝑡M
N 	 	 	 	 	 (7)	

gdje	je	D	funkcija	potražnje,	r	predstavlja	kamatnu	stopu,	a	TC	funkciju	ukupnih	

troškova	koja	uključuje	𝐹0	kao	argument.	Funkcija	ukupnih	troškova	(𝑇𝐶)	je	suma	

tri	različita	troškovna	faktora:	troškova	proizvodnje	(C),	marketinških	troškova	(Φ)	

i	troškova	skladištenja	(SC).	Značajke	različitih	komponenta	funkcije	ukupnih	

troškova	su	veoma	blizu	funkcionalnim	formama	koje	je	predložio	Pindyck	(2001).	

Posebno,	prva	i	druga	komponenta	su	kvadratne	forme	(proizvodne	količine	i	

količine	koje	su	uskladištene),	dok	se	pretpostavlja	da	su	troškovi	skladištenja	

linearni	(uskladištena	količina	𝐹0).	Nadalje,	optimizacijski	program	je	ograničen	sa	

zakonom	kretanja	aktivnosti	skladištenja.	Možemo	iz	jednadžbe	(3)		razraditi	zakon	

kretanja	razine	uskladištene	robe	u	neprekidnom	vremenu:	

𝐹0 𝑡 = 𝜌 𝐹0, 𝑄, 𝑡 𝑑𝑡	 	 	 	 	 	 	 	 	 (8)	

gdje	je	𝜌	stopa	skladištenja.	

	

Definicija	1.2.1	

Stopa	skladištenja	(eng.	storage	rate)	predstavlja	brzinu	kojom	se	skladišta	pune	ili	

prazne.	Definiramo	ju	kao	derivaciju	ukupnih	zaliha	po	vremenu.	𝜌 =
=>?1
=3
	

Pokazat	ćemo	da	je	𝜌	ključni	parametar	u	našem	modelu	koji	proizlazi	iz	endogene	
optimizacijske	faze.	
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Poglavlje	2		

	

Hamiltonijan	
	
Hamiltonijan	je	jednadžba	odnosno	matematički	postupak	kojim	se	rješavaju	

neprekidni	optimizacijski	problemi	u	teoriji	optimizacije.	Postupak	je	nastao	kao	

dio	minimizacijskog	i	maksimizacijskog	principa	od	sovjetskog	matematičara	Lava	

Semjonoviča	Pontrjagina.	Razlikujemo	probleme	s	obzirom	na	horizont,	koji	može	

biti	konačan	ili	beskonačan	te	s	obzirom	na	to	da	li	uvodimo	diskontni	faktor	(vidi	

[54]).	

	

2.1					Problem	s	konačnim	horizontom	

	
Teorija	optimizacije	je	korisna	za	rješavanje	neprekidnih	optimizacijskih	problema	

oblika:	
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𝑚𝑎𝑥 𝐹 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 𝑑𝑡
M

N
	 (P)	

	

s	obzirom	na	ograničenja:	

	

𝑥V = 𝑄V 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	 1 	

𝑥V 0 = 𝑥VN, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	 (2)	

𝑥V 𝑇 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	 (3)	

𝒖 𝑡 ∈ Υ, Υ ∈ ℝ_.	 											(4)	

	

gdje	je:	

𝒙(𝑡)		n-vektor	varijabli	stanja(	𝑥V 𝑡 ).	Varijable	stanja	opisuju	stanje	sustava	u	

svakom	trenutku.	Zapisujemo	𝑑𝑥V 𝑑𝑡 = 𝑥V.	

𝒖(𝑡)	m-vektor	kontrolnih	varijabli.	To	su	varijable	izbora	u	optimizacijskom	

problemu.	

𝐹 ⋅ 	je	dvaput	neprekidno	diferencijabilna	funkcija	cilja.	Možemo	pretpostaviti	da	je	

funkcija	aditivna	u	vremenu.	

𝑄V(⋅)	je	dvaput	neprekidno	diferencijabilna	funkcija	tranzicije	za	svaku	varijablu	

stanja.	

	

Imamo	ograničenja:	

𝑖.		Jednadžbom	(1)	definiramo	jednadžbe	tranzicije	za	svaku	varijablu	stanja.	One	

opisuju	ponašanje	varijabli	stanja	kroz	vrijeme.	

𝑖𝑖.		Jednadžba	(2)	daje	početne	uvjete	za	svaku	varijablu	stanja.		𝑥VN	su	konstante.	

𝑖𝑖𝑖.		Jednadžba	(3)	daje	terminalne	uvjete	za	svaku	varijablu	stanja.	

𝑖𝑣.		Jednadžba	(4)	definira	isplativi	skup	za	kontrolne	varijable.	

	

U	sljedećem	dijelu	diskutiramo	o	Pontryaginovom	maksimizirajućem	principu.	Taj	

nam	princip	govori	da	možemo	riješiti	optimizacijski	problem	P	koristeći	

Hamiltonijansku	funkciju	H	kroz	jedan	period.	Navodimo	teorem:	
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Teorem	2.1.1		

Da	bi	𝒙∗(𝑡)	i	𝒖∗(𝑡)	bili	optimalni	za	problem	P,	nužno	je	da	postoji	konstanta	𝜆N	i	

neprekidne	funkcije	Λ 𝑡 = (𝜆e 𝑡 ,	.	.	.	, 𝜆f(𝑡)),	gdje	za	sve	0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇	imamo	𝜆N ≠ 0	i	

Λ(𝑡) ≠ 0	tako	da	za	svaki	0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇		

	

𝐻 𝒙∗ 𝑡 , 𝒖 𝑡 , Λ 𝑡 , 𝑡 ≤ 𝐻 𝒙∗ 𝑡 , 𝒖∗ 𝑡 , Λ 𝑡 , 𝑡 ,	

gdje	je	Hamiltonijanska	funkcija	H	definirana	s		

𝐻 𝒙, 𝒖, Λ, 𝑡 = 𝜆N𝐹 𝒙, 𝒖, 𝑡 + 𝜆V𝑄V 𝒙, 𝒖, 𝑡 .
f

Vke

	

Osim	u	točkama	prekida	od	𝒖3∗,	
𝜕𝐻(⋅)
𝜕𝑥V

= −𝜆V 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛.	

Nadalje	ako	je	𝜆N = 0	ili	𝜆N = 1	onda	je	sljedeći	uvjet	transverzalnosti	zadovoljen:		

𝜆V 𝑇 ≥ 0,				𝜆V 𝑇 𝑥V∗ 𝑇 = 0,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛.	

	

	

2.2					Hamiltonijan	sadašnje	vrijednosti	
	

Prema	prethodnom	teoremu,	problem	P	se	može	riješiti	postavljajući	sljedeći	

Hamiltonijan	sadašnje	vrijednosti:	

𝐻 𝒙, 𝒖, Λ, 𝑡 = 𝐹 𝒙, 𝒖, 𝑡 + 𝜆V𝑄V 𝒙, 𝒖, 𝑡 .
f

Vke

	

Gore	navedene	λn(t)	nazivamo	kovarijablama	stanja.	One	su	analogne	Lagranegovim	

multiplikatorima.	Nužni	uvjeti	za	maksimum	su:	

𝜕𝐻 ∙
𝜕𝑢r

= 0,					𝑘 = 1, . . . , 𝑚;	
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𝜕𝐻 ∙
𝜕𝑥V

= −𝜆V 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	

𝜆V 𝑇 ≥ 0,					𝜆V 𝑇 𝑥V∗ 𝑇 = 0,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛.	

Dovoljni	uvjeti	za	maksimum	su	da	je	Hamiltonijanska	funkcija	konkavna	u	

varijablama	𝒙	i	𝒖.	Konačno,	u	nekim	slučajevima,	optimizacijski	problem	može	

također	uključivati	i	druga	ograničenja:	

𝑚𝑎𝑥 𝐹 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 𝑑𝑡
M

N
	 (P1)	

	

s	obzirom	na	ograničenje:	

	

𝑥V = 𝑄V 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	

𝐺t 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 ≥ 0,				𝑗 = 1, . . . , 𝑞;	

𝑥V 0 = 𝑥VN,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	

𝑥V 𝑇 ≥ 0,				𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	

𝒖 𝑡 ∈ Υ,					Υ ∈ ℝ_.	

	

U	tom	slučaju	možemo	riješiti	problem	(P1)	koristeći	Lagrangeovu	metodu:	

𝐿 𝒙, 𝒖, Λ,Φ, 𝑡 = 𝐻 𝒙, 𝒖, Λ, 𝑡 + 𝜙t𝐺t 𝒙, 𝒖, 𝑡 ,
x

tke

	

= 𝐹 𝒙, 𝒖, 𝑡 + 𝜆V𝑄V 𝒙, 𝒖, 𝑡 + 𝜙t𝐺t 𝒙, 𝒖, 𝑡 ,
x

tke

f

Vke

	

	

gdje	je	Φ = 𝜙e, . . . , 𝜙x .	U	ovom	slučaju,	nužni	uvjeti	za	maksimum	su:	

	

	
𝜕𝐿(∙)
𝜕𝑢r

= 0,					𝑘 = 1, . . . , 𝑚;	

𝜕𝐿(∙)
𝜕𝑥V

= −𝜆V 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	
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𝜆V 𝑇 ≥ 0,				𝜆V 𝑇 𝑥V∗ 𝑇 = 0,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	

𝜙t 𝑡 ≥ 0,				𝜙t 𝑡 𝑄 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 = 0,					𝑗 = 1, . . . , 𝑞.	

	

	

Dovoljni	uvjeti	za	maksimum	su	da	je	Hamiltonijanska	funkcija	konkavna	u	

varijablama	𝒙	i	𝒖.	

	

	

	

2.3					Problem	s	beskonačnim	horizontom	
	

Sada	promatramo	proširenje	problema	na	beskonačni	vremenski	horizont.	Zbog	

jednostavnosti	ćemo	se	fokusirati	na	stacionarne	probleme.	Pretpostavka	

stacionarnosti	implicira	da	su	glavne	funkcije	problema	invarijantne	u	vremenu:	

	

𝐹 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 = 𝐹 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 ;	

𝐺V 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 = 𝐺V 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 ;	

𝑄t 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 = 𝑄t 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 .	

	

Općenito,	da	bi	dobili	unutarnje	rješenje3	za	naš	optimizacijski	problem,	funkcija	

cilja	treba	biti	ograničena.	Jedan	od	načina	za	postizanje	ograničenosti	je	

pretpostavka	diskontiranja.	No	postojanje	diskontnog	faktora	nije	ni	nužni	ni	

dovoljni	uvjet	za	osiguravanje	ograničenosti.	Stoga	definiramo:	

𝐹 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 = 𝑒Fy3𝑓 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 .	

Naš	problem	postaje:	

	

																																																								
3	Unutarnje	rješenje	je	izbor	ekonomskog	agenta,	koji	se	može	karakterizirati	kao	
optimum	koji	se	nalazi	na	tangenti	dvije	krivulje.	
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𝑚𝑎𝑥 𝑒Fy3𝑓 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 𝑑𝑡
z

N
	 (P2)	

	

s	obzirom	na:	

	

𝑥V = 𝑄V 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	 (1)	

𝐺t 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 ≥ 0,				𝑗 = 1, . . . , 𝑞;	 (2)	

𝑥V 0 = 𝑥VN,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	 (3)	

	

	

Hamiltonijan	sadašnje	vrijednosti	je:	

𝐻 𝒙, 𝒖, Λ = 𝑒Fy3𝑓 𝒙, 𝒖 + 𝜆V𝑄V 𝒙, 𝒖 .
f

Vke

	

Lagrangeova	funkcija	glasi:	

𝐿 𝒙, 𝒖, Λ,Φ = 𝑒Fy3𝑓 𝒙, 𝒖 + 𝜆V𝑄V 𝒙, 𝒖
f

Vke

+ 𝜙t𝐺t(𝒙, 𝒖)
x

tke

.	

Uvjeti	prvog	reda	su	:	

	
𝜕𝐿(∙)
𝜕𝑢r

= 0,					𝑘 = 1, . . . , 𝑚;	

𝜕𝐿(∙)
𝜕𝑥V

= −𝜆V 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	

lim
M→z

𝜆V(𝑇) ≥ 0,					 lim
M→z

𝜆V 𝑇 𝑥V∗ 𝑇 = 0 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛.	

𝜙t 𝑡 ≥ 0,				𝜙t 𝑡 𝑄 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 = 0,					𝑗 = 1, . . . , 𝑞.	

	

Dovoljni	uvjeti	za	maksimum	su	da	je	Hamiltonijanska	funkcija	konkavna	u	

varijablama	𝒙	i	𝒖.	
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2.4					Hamiltonijan	vrijednosti	u	trenutku	
	

Svaki	diskontirani	problem	optimizacije	može	biti	riješen	koristeći	Hamiltonijan	

sadašnje	vrijednosti	i	Hamiltonijan	vrijednosti	u	trenutku.	Hamitonijan	vrijednosti	u	

trenutku	je	nešto	jednostavniji	za	uporabu.	

Dobivamo	Hamiltonijan	vrijednosti	u	trenutku	kako	slijedi:	

𝐇 𝒙, 𝒖,Ψ = 𝑒y3𝐻 𝒙, 𝒖, Λ ,	

gdje	je	𝜓V = 𝑒y3𝜆V.	Hamiltonijan	vrijednosti	u	trenutku	je	stoga		

𝐇 𝒙, 𝒖,Ψ = f 𝐱, 𝐮 + 𝜓V𝑄V 𝒙, 𝒖 .
f

Vke

	

Transformacija	iz	sadašnje	vrijednosti	u	vrijednost	u	trenutku	utječe	na	uvjete	

prvog	reda.	Da	bismo	to	vidjeli,	trebamo	prepraviti	naš	problem	(P2)	koristeći	

Hamiltonijan	vrijednosti	u	trenutku.	Problem	je	

	

𝑚𝑎𝑥 𝑒Fy3𝑓 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 𝑑𝑡
z

N
	 (P2)	

	

s	obzirom	na	uvjete:	

	

𝑥V = 𝑄V 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	 (1)	

𝐺t 𝒙, 𝒖 ≥ 0,				𝑗 = 1, . . . , 𝑞;	 (2)	

𝑥V 0 = 𝑥VN,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	 (3)	

	

Hamiltonijan	vrijednosti	u	trenutku	je		

𝐇 𝒙, 𝒖,Ψ = 𝑓 𝒙, 𝒖 + 𝜓V𝑄V(𝒙, 𝒖)
f

Vke

.	

Lagrangeova	funkcija	glasi	
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𝐋 𝒙, 𝒖,Ψ,Φ = 𝑓 𝒙, 𝒖 + 𝜓V𝑄V(𝒙, 𝒖)
f

Vke

+ 𝜙t𝐺t(𝒙, 𝒖)
x

tke

.	

Uvjeti	prvog	reda	su:	

𝜕𝐋 ∙
𝜕𝑢r

= 0,					𝑘 = 1, . . . , 𝑚;	

𝜕𝐋(∙)
𝜕𝑥V

= − 𝜓V 𝑡 − 𝜌𝜓V 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	

lim
M→z

𝑒FyM𝜓V(𝑇) ≥ 0,					 lim
M→z

𝑒FyM𝜓V 𝑇 𝑥V∗ 𝑇 = 0 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	

𝜙t 𝑡 ≥ 0,				𝜙t𝑄 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 = 0,					𝑗 = 1, . . . , 𝑞.	

	

Dovoljni	uvjeti	za	maksimum	su	da	je	Hamiltonijanska	funkcija	konkavna	u	𝒙	i	u	𝒖.	

	

2.5					Postavljanje	Hamiltonijana	za	model	
	
Kako	bismo	riješili	optimizacijski	problem,	koristimo	Hamiltonijansku	tehniku.	

Posebno,	imamo:	

	

	

𝐻 = 𝑒FG(3) 𝑃 𝑡 𝑄 𝑡 + 𝜌 . , 𝑡 − 𝑐N + 𝜂 𝑡 𝑄 𝑡 +
1
2 𝑐e𝑄 𝑡 � + 𝑐�𝐶𝑡𝑑 𝑡 𝑄 𝑡

+ 𝜙 𝐹0 𝑡 , . + 𝑘𝐹0(𝑡) + 𝜆 𝑡 [𝜌 . , 𝑡 ] 	

Uvjeti	prvog	reda,	s	obzirom	na	kontrolne	varijable,	daju	sljedeće	jednadžbe:	
𝜕𝐻
𝜕𝑄 𝑡 = 0 ⇒ 𝑃 𝑡 = 𝑐N + 𝑐e𝑄 𝑡 + 𝑐�𝐶𝑡𝑑 𝑡 + 𝜂 𝑡 	

6�
6>?(3)

= 0 ⇒ 𝜆 𝑡 = 𝑃 𝑡 − 𝜙 𝑡 − 𝑘 	 	 	 	 	 	 (9)	

Valjalo	bi	istaknuti	dvije	primjedbe	koje	se	tiču	gore	navedenih	uvjeta.	Prvo,	drugi	

uvjet	dopušta	izravno	mjerenje	granične	vrijednosti	skladištenja	(𝜆 𝑡 )	tj.	skrivenu	

vrijednost	(eng.	shadow	value)	pohranjene	jedinice.	Granična	korist	držanja	zaliha	



POGLAVLJE	2.	HAMILTONIJAN	
	 	 	

	

18	

mora	biti	jednaka	graničnom	oportunitetnom	trošku	prodaje	robe	na	spot	tržištu	

P(t)	i	vrijednosti	neto	graničnog	prinosa	od	držanja	 𝜙 𝑡 − 𝑘 .	Formalno,	izračuni	

graničnog	prinosa	od	držanja	su	bili	napravljeni	usporedbom	spot	i	budućih	cijena.	

Drugo,	uvjet	prvog	reda	s	obzirom	na	proizvodnju	daje	jednadžbu	cijene	i	može	se	

dalje	izmijeniti	vodeći	računa	o	varijablama	koje	utječu	na	potražnju	(vidi	

jednadžbu	(2)).	Pošto	modeliramo	svjetsko	tržište	metala,	po	Gilbertu	(vidi	[15]),	

uzimamo	u	obzir	tečaj	kao	jednu	od	najvažnijih	varijabli	koja	utječe	na	pomicanje	

potražnje.	Supstitucijom	možemo	dobiti:	

𝑃 𝑡 = 𝛿N + 𝛿e𝑑𝐹0 𝑡 + 𝛿�𝐸𝑋𝐶 𝑡 + 𝛿�𝐶𝑡𝑑 𝑡 + 𝜉(𝑡)	 	 	 	 (10)	

gdje	se	za	𝜉(𝑡)	pretpostavlja	da	je	serijski	nekoreliran,	normalno	distribuiran	šok	za	

jednadžbu	cijena.	Da	završimo	teorijsko	predviđanje	za	ovu	jednadžbu,	uzimamo	da	

je	veza	između	svjetske	cijene	bakra	i	indeksa	realnog	tečaja	negativna	

(𝜕𝑃 𝜕𝐸𝑋𝐶 < 0).	Poznato	je	da	zemlja	izvoznica	resursa	može	iskusiti	aprecijaciju	

tečaja	kada	cijena	resursa	raste,	a	deprecijaciju	kada	pada	(vidi	npr.	[12,	str.	146]).	

Cijena	sirove	nafte	uključena	je	kao	indirektna	(eng.	proxy)	varijabla	za	iskazivanje	

graničnog	troška.	Stoga	se	očekuje	značajan	i	pozitivan	utjecaj	na	spot	cijenu	

(𝜕𝑃 𝜕𝐶𝑡𝑑 > 0).	Nedavno	objavljeni	članci	pokazuju	da	prinos	od	držanja	

predstavlja	jedan	od	najvažnijih	čimbenika	za	odluke	oko	držanja	zaliha.	Ova	

varijabla	stanja	ulazi	u	definiciju	granične	vrijednosti	skladištenja	koja	proizlazi	iz	

optimizacijske	faze	našeg	modela.	U	ovom	trenutku,	trebamo	jednadžbu	mjerenja	

da	bismo	predvidjeli	granični	prinos	od	držanja	i	zatim	odluke	o	držanju	zaliha	na	

tržištima	metala.	Uz	danu	kvadratnu	funkcionalnu	formu	za	troškove	marketinga,	

možemo	dobiti	odgovarajuću	jednadžbu	za	granični	prinos	od	držanja.	U	stvari,	s	

obzirom	na	danu	definiciju	za	granični	prinos	od	držanja:	

𝜙 = − 6�
6>?
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 (11)	

jednadžba	za	granični	prinos	od	držanja	se	može	zapisati	na	slijedeći	način:	

𝜙 𝑡 = 𝑎N + 𝑎e𝑃 𝑡 + 𝑎�𝐹0 𝑡 + 𝑎�𝜎 𝑡 + 𝑒(𝑡)	 	 	 	 	 (12)	

gdje	je	𝜎	volatilnost	spot	cijene,	a	𝑒(𝑡)	je	izraz	za	slučajni	šok	s	uobičajenim	

stohastičkim	svojstvima.	Volatilnost	cijena	povećava	potražnju	za	skladištenjem	da	
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bi	se	izbjegle	fluktuacije	u	proizvodnji	i	potrošnji	na	tržištima	metala	te	stoga	

također	utječe	na	graničnu	vrijednost	zaliha	(vidi	[3]).	Teorijski	uvidi	u	Poglavlju	1	

pružaju	podršku	za	pozitivni	utjecaj	volatilnosti	cijena	𝜎	na	granični	prinos	od	

držanja	(𝜕𝜙 𝜕𝜎 > 0)	i	spot	cijene	na	granični	prinos	od	držanja	(𝜕𝜙 𝜕𝑃 > 0).		

	Da	bismo	pronašli	kriterij	koji	se	može	iskoristiti	za	predviđanje	agregiranog	

držanja	zaliha,	uspoređujemo	graničnu	skladišnu	vrijednost	sa	zamjenskim	troškom	

uskladištene	jedinice.	U	našem	modelu	prvo	je	dano	s	graničnom	vrijednošću	

skladištenja	𝜆(𝑡)	,	dok	se	druga	slaže	s	cijenom	koja	treba	biti	plaćena	na	tržištu	

novca.	Slijedeći	taj	pristup,	analogno	s	teorijom	investiranja,	možemo	dobiti	pravilo	

držanja	zaliha	koje	je	veoma	blizu	Tobinovom	q	(vidi	[39]):	

𝑞 𝑡 = �(3)
7(3)

.	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 (13)	

Što	se	tiče	učinaka	poslovnog	ciklusa,	Fama	i	French	(vidi	[14])	su	otkrili	da	na	

dinamiku	zaliha	i	cijena	uglavnom	utječu	uvjeti	poslovnog	ciklusa.	U	stvari,	čak	i	ako	

modeliramo	stohastičku	potražnju	na	metalnim	tržištima	novca,	činjenica	da	se	

šokovi	ne	prilagođavaju	brzo	oko	vrhunaca	poslovnih	ciklusa,	određuje	pad	u	razini	

zaliha.	Koristeći	jednadžbu	(13),dobije	se	optimalna	razina	zaliha,	u	svakom	

vremenu	t,	procjenjivanjem	predznaka	neto	graničnog	prinosa	od	držanja.	Pod	

pretpostavkom	pozitivnog	poslovnog	ciklusa,	forward4	cijene	su	ispod	spot	cijena,	

tako	da	se	dobije	pozitivan	prinos	od	držanja	kao	rezultat.	Procijenit	će	se	

smanjenje	zaliha	ekonomskih	subjekata	i	očekivat	će	se	vrijednost	q<1.	Isto	tako,	u	

skladu	s	teorijom	skladištenja,	ako	se	dogodi	negativan	poslovni	ciklus	u	

gospodarstvu,	očekujemo	q>1	pošto	je	poznato	da	zalihe	mogu	biti	iskorištene	da	se	

smanji	tržišna	neizvjesnost.	

	

																																																								
4	Forward	cijena	je	fiksirana	cijena	dobra	u	nekom	budućem	vremenu	definirana	u	
sadašnjosti	
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2.6					Tehnički	dio	Hamiltonijana	
	
Dana	je	formula	za	dobit:	

𝜋 𝑄3, 𝐹03 = 𝑒FG 3

M

N

𝑃 𝑡 𝐷 𝑡 − 𝑇𝐶 𝑡 𝑑𝑡	

gdje	je:	

	

0, 𝑇 	-	konačan	vremenski	period	

𝑟 𝑡 	-	diskontna	stopa	

𝑒FG 3 	-	diskontni	faktor	

𝑃 𝑡 	-	spot	cijena	

𝐷 𝑡 	-	tržišna	potražnja	(dobije	se	iz	uvjeta	čišćenja	tržišta)	

𝑇𝐶 𝑡 	-	funkcija	ukupnih	troškova	

Pretpostavili	smo	da	se	funkcija	ukupnih	troškova	sastoji	od	tri	komponente:	

-	troškova	proizvodnje:	𝐶 𝑄 𝑡 = 𝑐N + 𝜂 𝑡 𝑄 𝑡 + e
�
𝑐e𝑄 𝑡 � + 𝑐�𝐶𝑡𝑑 𝑡 𝑄 𝑡 	

-	marketinških	troškova:	Φ 𝑃 𝑡 , 𝐹03 𝑡 , 𝜎 𝑡 = 𝑐N + −𝑎N − 𝑎e𝑃 𝑡 −

𝑎�𝜎 𝑡 𝐹0 𝑡 − �C
�
𝐹0 𝑡 �	

-	troškova	skladištenja:	𝑆𝐶 𝐹0 𝑡 = 𝑘𝐹0 𝑡 	

𝜂 𝑡 	-	predstavlja	šok	koji	utječe	na	granični	trošak	i	sadržava	nepredvidljive	

promjene	u	jediničnoj	varijabilnoj	cijeni	

𝐶𝑡𝑑 𝑡 	-	cijena	inputa	–	tj.	cijena	sirove	nafte	

𝜎 𝑡 	-	volatilnost	spot	cijene	(𝑃 𝑡 )	

𝑘	-	granični	trošak	skladištenja	

	

Želimo	maksimizirati	profit	te	stoga	imamo	sljedeći	problem	maksimizacije:	

max
,1,>?1

𝜋 𝑄3, 𝐹03 = 𝑒FG 3 𝑃 𝑡 𝐷 𝑡 − 𝑇𝐶 𝑡 𝑑𝑡
M

N
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s	obzirom	na	uvjet:	

𝐹03 = 𝜌 𝐹0, 𝑄, 𝑡 𝑑𝑡	

	

Zapisujemo	Hamiltonijan:	

𝐻 = 𝑒FG 3 ∙ 𝑃 𝑡 ∙ 𝐷 𝑡 − 𝑇𝐶 𝑡 + 𝜆 𝑡 ∙ 𝜌 ∙, 𝑡 																				 	 														(14)	

	

𝑑𝐹03 = 𝑄3 𝑃3, 𝑘, − 𝐷3 𝑃3, 𝑘$, 𝜀$ 		 	 	 	 	 	 														(15)	

	

Jednadžbe	(14)	i	(15)	daju:	

𝑒FG 3 ∙ 𝑃 𝑡 ∙ 𝑄 𝑡 + 𝜌 ∙, 𝑡

− 𝑐N + 𝜂 𝑡 𝑄 𝑡 +
1
2 𝑐e𝑄 𝑡 � + 𝑐�𝐶𝑡𝑑 𝑡 𝑄 𝑡 + 𝑐N

+ −𝑎N − 𝑎e𝑃 𝑡 − 𝑎�𝜎 𝑡 ∙ 𝐹03 −
𝑎�
2 𝐹0 𝑡

� + 𝑘𝐹0 𝑡 + 𝜆 𝑡

∙ 𝜌 ∙, 𝑡 	

	

Slijedi	računanje	uvjeta	prvog	reda	(FOC):	

	
6�
6, 3

= 𝑒FG 3 ∙ 𝑃 𝑡 − 𝑐N + 𝜂 𝑡 + 𝑐e𝑄 𝑡 + 𝑐�𝐶𝑡𝑑 𝑡 = 0		

	

⟹ 𝑃 𝑡 = 𝑐N + 𝑐e𝑄 𝑡 + 𝑐�𝐶𝑡𝑑 𝑡 + 𝜂 𝑡 	 	 	 	 	 														(16)	

	
6�

6>? 3
= 𝑒FG 3 ∙ 𝑃 𝑡 ∙ 6y ∙,3

6>? 3
− 6� 7 3 ,>? 3 ,� 3

6>? 3
− 𝑘 + 𝜆 = 0		 	 	 (17)	

	

Koristeći	definiciju	graničnog	prinosa	od	držanja	

𝜙 𝑡 = − 6� ∙
6>? 3

						 	 	 	 	 	 	 	 														(18)	

dobije	se:	

𝜆 = 𝑃 𝑡 − 𝜙 𝑡 − 𝑘 	
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Poglavlje	3	

	

Ekonometrijski	alati	
	
Definicija	3.0.1	

Vremenski	niz	je	skup	opservacija	𝑥3 ,	gdje	je	svaka	opservacija	zabilježena	u	

specifičnom	trenutku	t.	Kod	diskretnog	vremenskog	niza,	skup	trenutaka	je	diskretni	

skup	kao	npr.	kada	se	gledaju	opservacije	razmaknute	za	fiksni	vremenski	interval.	

Kod	neprekidnog	vremenskog	niza	su	opservacije	zabilježene	neprekidno	kroz	neki	

vremenski	interval	npr.	𝑇N = 0,1 	(vidi	[52]).	
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3.1					GMM	
	

Generalizirana	metoda	momenata	(GMM)	je	generička	metoda	za	procjenu	

parametara	u	statističkim	modelima.	Najčešće	se	koristi	u	poluparametarskim	

modelima,	gdje	je	parametar	kojeg	želimo	procijeniti	konačnodimenzionalan,	a	cijeli	

oblik	funkcije	distribucije	ne	mora	biti	poznat	te	se	stoga	procjena	maksimalnom	

vjerodostojnošću	(MLE)	ne	može	koristiti.	Primjena	metode	zahtjeva	određene	

uvjete	momenata.	Uvjeti	momenata	su	funkcije	parametara	modela	i	podataka	tako	

da	se	njihova	očekivanja	ne	razlikuju	od	stvarne	vrijednosti	parametara.	

Generalizirana	metoda	momenata	minimizira	određenu	normu	uzoraka	prosjeka	

uvjeta	momenata.	Procjenitelji	generalizirane	metode	momenata	su	konzistentni,	

asimptotski	normalni	i	efikasni	u	klasi	svih	procjenitelja	koji	ne	koriste	druge	

informacije	osim	onih	sadržanih	u	uvjetima	momenata	(vidi	[18]).	

	

Svojstva	

Konzistentnost	

Konzistentnost	je	statističko	svojstvo	procjenitelja	koje	govori,	da	će	uz	dovoljan	

broj	opservacija,	procjenitelj	biti	proizvoljno	blizu	stvarnoj	vrijednosti	parametra:	

𝜃
�
𝜃N,					𝑇 → ∞	

Nužni	i	dovoljni	uvjeti	da	bi	procjenitelj	generaliziranom	metodom	momenata	bio	

konzistentan	su:	

𝑖. )		𝑊M
�
𝑊,						𝑔𝑑𝑗𝑒	𝑗𝑒	𝑊	𝑝𝑜𝑧𝑖𝑡𝑖𝑣𝑛𝑜	𝑠𝑒𝑚𝑖𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑛𝑎	𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎,	

𝑖𝑖. )		𝑊𝔼 𝑔 𝑌3, 𝜃 = 0					𝑠𝑎𝑚𝑜	𝑧𝑎	𝜃 = 𝜃N,	

𝑖𝑖𝑖. )	𝑆𝑘𝑢𝑝	𝑚𝑜𝑔𝑢ć𝑖ℎ	𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑎𝑟𝑎	Θ ⊂ ℝr	𝑗𝑒	𝑘𝑜𝑚𝑝𝑎𝑘𝑡𝑎𝑛,	

𝑖𝑣. )		𝑔 𝑌, 𝜃 	𝑗𝑒	𝑛𝑒𝑝𝑟𝑒𝑘𝑖𝑑𝑛𝑎	𝑧𝑎	𝑠𝑣𝑎𝑘𝑖	𝜃	𝑠	𝑣𝑗𝑒𝑟𝑜𝑗𝑎𝑡𝑛𝑜šć𝑢	𝑗𝑒𝑑𝑎𝑛	

𝑣. )		𝔼 𝑠𝑢𝑝ª∈« 𝑔 𝑌, 𝜃 < ∞.	

	

Drugi	uvjet	(uvjet	Globalne	identifikacije	je	poprilično	teško	dokazati.	Postoje	

jednostavniji	nužni,	ali	ne	i	dovoljni	uvjeti	koji	se	mogu	iskoristiti	za	problem	

neidentifikacije:	
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• Uvjet	veličine	dimenzije.	Dimenzija	funkcije	momenata	𝑚(𝜃)		treba	biti	barem	

veličine	dimenzije	vektora	parametra	𝜃.	

• Lokalna	identifikacija.	Ako	je	𝑔(𝑌, 𝜃)	neprekidno	diferencijabilna	u	okolini	𝜃N,	

tada	matrica	𝑊𝔼 ∇ª𝑔 𝑌3, 𝜃N 	mora	biti	punog	ranga.	

	

Asimptotska	normalnost	

Asimptotska	normalnost	je	korisno	svojstvo	jer	nam	dozvoljava	da	konstruiramo	

intervale	pouzdanosti	za	procjenitelj	i	da	provodimo	različite	testove.	Prije	

asimptotske	distribucije	GMM	procjenitelja,	moramo	definirati	dvije	pomoćne	

matrice:	

𝐺 = 𝔼 ∇ª𝑔 𝑌3, 𝜃N ,					Ω = 𝔼 𝑔 𝑌3, 𝜃N 𝑔 𝑌3, 𝜃® ′ 	

Uvjeti:		

𝑖. )		𝜃	𝑗𝑒	𝑘𝑜𝑛𝑧𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡𝑎𝑛,	

𝑖𝑖. )		𝑆𝑘𝑢𝑝	𝑚𝑜𝑔𝑢ć𝑖ℎ	𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑎𝑟𝑎	Θ ⊂ ℝr	𝑗𝑒	𝑘𝑜𝑚𝑝𝑎𝑘𝑡𝑎𝑛,	

𝑖𝑖𝑖. )		𝑔 𝑌, 𝜃 	𝑗𝑒	𝑛𝑒𝑝𝑟𝑒𝑘𝑖𝑑𝑛𝑜	𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑗𝑎𝑏𝑖𝑙𝑛𝑎	𝑢	𝑛𝑒𝑘𝑜𝑗	𝑜𝑘𝑜𝑙𝑖𝑛𝑖	𝑁	𝑜𝑑	𝜃N	𝑠	

										𝑣𝑗𝑒𝑟𝑜𝑗𝑎𝑡𝑛𝑜šć𝑢	𝑗𝑒𝑑𝑎𝑛,	

𝑖𝑣. )		𝔼 𝑔 𝑌3, 𝜃 � < ∞,	

𝑣. )		𝔼 𝑠𝑢𝑝ª∈³ ∇ª𝑔(𝑌3, 𝜃) < ∞,	

𝑣𝑖. )		𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎	𝐺´𝑊𝐺	𝑗𝑒	𝑛𝑒𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟𝑛𝑎.	

	

Efikasnost	

Do	sada	nije	bilo	riječi	o	izboru	matrice	W,	osim	da	mora	biti	pozitivno	

semidefinitna.	U	stvari	bilo	koja	takva	matrica	će	dati	konzistentan	i	asimptotski	

normalan	GMM	procjenitelj.	Jedina	razlika	će	biti	u	asimptotskoj	varijanci	od	tog	

procjenitelja.	Može	se	pokazati	da	će	uzimanje		

𝑊 ∝ ΩFe	

rezultirati	izborom	najefikasnijeg	procjenitelja	u	klasi	svih	asimptotski	normalnih	

procjenitelja.	U	ovom	slučaju	efikasnost	znači	da	će	takav	procjenitelj	imati	

najmanju	moguću	varijancu.	
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U	ovom	se	slučaju	formula	za	asimptotsku	distribuciju	GMM	procjenitelja	

pojednostavljuje	na		

𝑇 𝜃 − 𝜃N
=
𝒩 0, 𝐺´ΩFe𝐺 Fe 5	

Dokaz	da	je	takav	izbor	težinske	matrice	uistinu	optimalan	se	često	malo	modificira	

kada	se	određuje	efikasnost	drugih	procjenitelja.	(Kao	pravilo	palca	(eng.	rule	of	

thumb)možemo	uzeti	da	je	težinska	matrica	optimalna	kadgod	se	“sendvič	formula”	

za	varijancu	da	pojednostaviti	na	neki	jednostavniji	izraz.)	

	

Dokaz:	

Promatrat	ćemo	razliku	između	asimptotske	varijance	s	proizvoljnom	W	i	

asimptotske	varijance	s	𝑊 = ΩFe.	Ako	možemo	faktorizirati	razliku	u	simetrični	

produkt	oblika	CC’	za	neku	matricu	C,	tada	će	to	garantirati	da	je	ta	razlika	

nenegativnodefinitna	i	stoga	će	𝑊 = ΩFe	biti	optimalna	po	definiciji.	

𝑉 𝑊 − 𝑉 ΩFe = 𝐺´𝑊𝐺 Fe𝐺´𝑊Ω𝑊𝐺 𝐺´𝑊𝐺 Fe − 𝐺´ΩFe𝐺 Fe	

= 𝐺′𝑊𝐺 Fe 𝐺´𝑊Ω𝑊𝐺 − 𝐺′𝑊𝐺 𝐺´ΩFe𝐺 Fe𝐺′𝑊𝐺 𝐺′𝑊𝐺 Fe	

= 𝐺′𝑊𝐺 Fe𝐺′𝑊Ωe � 𝐼 − ΩFe �𝐺 𝐺´ΩFe𝐺 Fe𝐺′ΩFe � Ωe �𝑊𝐺 𝐺′𝑊𝐺 Fe	

= 𝐴 𝐼 − 𝐵 𝐴′	

Matrice	A	i	B	smo	uveli	da	pojednostavimo	notaciju,	a	I	je	jedinična	matrica.	Može	se	

pokazati	da	je	matrica	B	simetrična	i	idempotentna	(𝐵� = 𝐵).	Tada	je	matrica	I-B	

također	simetrična	i	idempotentna:	𝐼 − 𝐵 = 𝐼 − 𝐵 𝐼 − 𝐵 ´.	Stoga	možemo	

faktorizirati	dobiveni	izraz	kao:	

= 𝐴 𝐼 − 𝐵 𝐼 − 𝐵 ´𝐴´ = 𝐴 𝐼 − 𝐵 𝐴 𝐼 − 𝐵 ′ ≥ 0	

Q.E.D.	

	

	

																																																								
5	G	je	matrica	koju	smo	definirali	kao	𝐺 = 𝔼 ∇ª𝑔 𝑌3, 𝜃N 	
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3.2					Model	simultanih	jednadžbi	
	
3SLS	
	

3SLS	metoda	se	sastoji	od	2SLS	metode	i	SUR	metode	(vidi	[46]).	

	

2SLS	
	

2SLS	metoda	je	metoda	procjene	za	model	simultanih	jednadžbi.	To	je	tehnika	gdje	

se	endogeni	regresori	s	desne	strane	svake	jednadžbe	instrumentalizirani	s	

regresorima	X	od	ostalih	jednadžbi.	Metoda	se	zove	2SLS	(two-stages	least	squares)	

jer	se	procjena	provodi	u	dva	koraka:	

• 1.	korak:	Regresirati	𝑌FV 	po	X	i	dobiti	predviđene	vrijednosti	𝑌FV;	

• 2.	korak:	Procijeniti	𝑦V, 𝛽V 	s	metodom	najmanjih	kvadrata	tj.	regresirati	𝑦V 	po	𝑌FV 	i	po	

𝑋V.	

Ako	je	i-ta	jednadžba	u	modelu	zapisana	kao	

𝑦V = 𝑌FV 𝑋V
𝛾V
𝛽V + 𝑢V ≡ 𝑍V𝛿V + 𝑢V,	

gdje	je	𝑍V 	𝑇× 𝑛V + 𝑘V 	matrica	i	endogenih	i	egzogenih	regresora	u	i-toj	jednadžbi,	a	

𝛿V 	je	 𝑛V + 𝑘V -dimenzionalni	vektor	regresijskih	koeficijenata,	tada	će	2SLS	

procjenitelj	od	𝛿V 	biti	dan	s		

𝛿V = 𝑍V´𝑍V
Fe𝑍V´𝑦V = 𝑍V´𝑃𝑍V Fe𝑍V´𝑃𝑦V ,	

gdje	je	𝑃 = 𝑋 𝑋´𝑋 Fe𝑋´	projekcijska	matrica	u	linearnom	prostoru	razapetom	s	

egzogenim	regresorima	X	(vidi	[46]).	
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SUR	model	
SUR	model	ili	model	naizgled	nepovezanih	regresija	(eng.	seemingly	unrelated	

regressions)	je	generalizacija	modela	linearne	regresije	koji	se	sastoji	od	nekoliko	

regresijskih	jednadžbi	od	kojih	svaka	ima	svoju	ovisnu	varijablu	i	potencijalno	

različite	skupove	egzogenih	varijabli.	Svaka	jednadžba	predstavlja	linearnu	

regresiju	te	se	može	procijeniti	zasebno.	Pretpostavka	je	da	su	greške	u	

jednadžbama	međusobno	korelirane	(vidi	[47],	[48],	[49]	i	[50]).	

Pretpostavimo	da	imamo	m	jednadžbi	regresije	

𝑦VG = 𝑥VGÂ 𝛽V + 𝜀VG,					𝑖 = 1, . . . , 𝑚.	

Broj	jednadžbe	je	označen	s	i,	a	𝑟 = 1, . . . , 𝑅	predstavlja	opservacijski	indeks	te	

𝑥VGÂ predstavlja	transponirani	𝑥VG 	vektor-stupac.	Pretpostavljamo	da	je	broj	

opservacija	R	velik	te	u	analizi	uzimamo	da	R	teži	u	beskonačnost	dok	broj	

jednadžbi	m	ostaje	fiksan.	Svaka	jednadžba	i	ima	jednu	zavisnu	varijablu	𝑦VG 	i	𝑘V-

dimenzionalni	vektor	regresora	𝑥VG .	Možemo	staviti	opservacije	s	obzirom	na	i-tu	

jednadžbu	u	R-dimenzionalne	vektore	i	matrice.	Zapisujemo	model	u	sljedećoj	

formi:	

𝑦V = 𝑋V𝛽V + 𝜀V,					𝑖 = 1, . . . , 𝑚,	

gdje	su	𝑦V 	i	𝜀V 	𝑅×1	vektori,	𝑋V 	je	𝑅×𝑘V 	matrica,	a	𝛽V 	je	𝑘V×1	vektor.	Ako	tih	m	

jednadžbi	zapišemo	jednu	iznad	druge,	dobivamo	sustav	u	matričnoj	formi:	

	
𝑦e
𝑦�
⋮
𝑦_

=

𝑋e 0
0 𝑋�

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
⋯ 𝑋_

𝛽e
𝛽�
⋮
𝛽_

+

𝜀e
𝜀�
⋮
𝜀_

= 𝑋𝛽 + 𝜀.																																													(19)	

	

Pretpostavka	modela	je	da	su	greške	nezavisne	u	vremenu,	ali	da	mogu	biti	

korelirane	između	jednadžbi	u	istom	vremenskom	intervalu.	Stoga	pretpostavljamo	

da	je	𝔼 𝜀VG𝜀VÇ|𝑋 = 0	kada	je	𝑟 ≠ 𝑠,	a	𝔼 𝜀VG𝜀tG|𝑋 = 𝜎Vt.	Ako	označimo	s	Σ = 𝜎Vt 	

𝑚×𝑚	matricu	skedastičnosti	svake	opservacije,	kovarijacijska	matrica	grešaka	će	

biti	jednaka		
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Ω ≡ 𝔼 𝜀𝜀M|𝑋 = Σ⨂𝐼Ë,		

	

gdje	je	𝐼Ë 	R-dimenzionalna	matrica	identiteta,	a	⨂	označava	Kroneckerov	produkt.	

SUR	model	se	najčešće	procjenjuje	koristeći	FGLS	metodu	(eng.	feasible	generalized	

least	squares).	Metoda	se	provodi	u	dva	koraka.	U	prvom	koraku	provodimo	običnu	

metodu	najmanjih	kvadrata	na	jednadžbi	(19).	Reziduali	od	provedene	regresije	se	

koriste	da	se	procijene	elementi	matrice	Σ:	

	

𝜎Vt =
1
𝑅 𝜀V

M𝜀t.	

	

U	drugom	koraku	koristimo	regresiju	generaliziranih	najmanjih	kvadrata	za	

jednadžbu	(19)	koristeći	matricu	varijanci	Ω = Σ⨂𝐼Ë:	

	

𝛽 = 𝑋Â ΣFe⨂𝐼Ë 𝑋 Fe𝑋Â ΣFe⨂𝐼Ë 𝑦.	

	

Za	male	uzorke	je	procjenitelj	nepristran	ako	se	pretpostavi	da	greske	𝜀VG 	imaju	

simetričnu	distribuciju.	U	velikim	uzorcima	je	konzistentan	i	asimptotski	normalan	

s	distribucijom:	

𝑅 𝛽 − 𝛽
=
𝒩 0,

1
𝑅 𝑋

Â ΣFe⨂𝐼Ë 𝑋
Fe

.	

	

3.3					KPSS	test	
Kwiatkowski	–	Phillips	–	Schmidt	–	Shin	(KPSS)	test	se	koristi	u	ekonometriji	za	

testiranje	nul	hipoteze	koja	tvrdi	da	je	promatrani	vremenski	niz	stacionaran	oko	

determinističkog	trenda.	Vremenski	niz	je	izražen	kao	suma	determinističkog	

trenda,	slučajne	šetnje	i	stacionarne	greške,	a	KPSS	test	je	test	Lagrangeovog	

multiplikatora	hipoteze	da	slučajna	šetnja	ima	varijancu	nula.	KPSS	testovi	su	
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namijenjeni	da	nadopune	testove	jediničnog	korijena.	Testiranjem	i	hipoteze	o	

jediničnom	korijenu	i	hipoteze	o	stacionarnosti,	može	se	razlikovati	niz	za	koji	se	

čini	da	je	stacionaran,	niz	za	koji	se	čini	da	ima	jedinični	korijen	te	niz	za	koji	podaci	

nisu	dovoljni	da	bi	bili	sigurni	je	li	stacionaran	ili	integriran	(vidi	[51]).
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Poglavlje	4						

	

Ekonometrijski	ishodi	i	
izračun	
	

U	ovom	se	poglavlju	bavimo	s	ekonometrijskim	ishodima	koji	su	bitni	za	procjenu	

modela	te	također	predstavljamo	rekurzivan	algoritam	s	kojim	ćemo	dobiti	

računalnu	procjenu	Tobinovog	q	(krucijalnog	omjera	u	odlukama	o	držanju	zaliha).	

Unatoč	tomu	što	se	mogu	izvesti	posebne	procjene	za	jednadžbe	(10)	i	(12)	da	se	

procjeni	relevantnost	teorije	skladištenja,	treba	se	uzeti	u	obzir	da	endogenost	u	

običnim	procjenama	s	metodom	najmanjih	kvadrata,	može	proizvesti	

nekonzistentne	procjene	parametara.	

Stoga,	da	bismo	se	riješili	ovih	potencijalnih	smetnji,	simultano	procjenjujemo	

jednadžbu	spot	cijene	i	funkciju	prinosa	od	držanja.	Koristimo	trofaznu	proceduru	

najmanjih	

kvadrata	(3SLS),	koja	je	asimptotski	efikasnija	od	procjena	jedne	jednadžbe,	s	ciljem	

da	obratimo	pozornost	na	endogenost,	te	ju	računamo	koristeći	procjenitelj	

instrumentalnih	varijabli	(IV).	S	ciljem	postizanja	optimalnosti	IV	procjenitelja,	
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vektor	instrumenata	uključenih	u	3SLS	proceduru	je	izabran	na	način	da	

zadovoljava	uvjet	ortogonalnosti	(vidi	[17]).	Vrijedi	istaknuti	da,	u	modelima	

vremenskih	nizova	za	robna	tržišta,	prisutnost	autokorelacije	(i	

heteroskedastičnosti)	može	voditi	pristranim	procjenama	parametara	modela	(vidi	

[7]).	GMM	(generalizirana	metoda	momenata)	procjena	je	predložena	da	obuhvati	

postojanje	nestandardnih	reziduala	u	sistemu,	imajući	na	umu	da	se	3SLS	i	GMM	

procedure	podudaraju	kad	kovarijacijska	matrica	poremećaja	nije	ponderirana	s	

heteroskedastičnošću	i	autokorelacijom.	S	obzirom	na	momente	populacije,	skup	

ortogonalnih	uvjeta	za	GMM	procjenu	se	može	zapisati	na	sljedeći	način:	

𝐸 𝑔 𝑦3, 𝜓 = 0	 	 	 	 	 (20)	

gdje	je	𝑦3	vektor	promatranih	varijabli	u	vremenu	t,	a	𝜓	je	vektor	nepoznatih	

parametara	koje	procjenjujemo.	Uzorački	momenti	od	𝑔 ∙ 	su	dani	s:	

𝑔M 𝜓 = e
M

𝑔 𝑦3, 𝜓 .M
3ke 	 	 	 	 (21)	

GMM	procjenitelj	određuje	procjenu	koja	odgovara	uzoračkim	momentima	𝑔3 𝜓 	i	

populacijskim	momentima	danim	s	jednadžbom	(21).	Da	bi	se	riješio	taj	problem,	

Hansen	(1982)	predlaže	definiranje	funkcije	udaljenosti:		

𝐽M 𝜓 = 𝑔M 𝜓 𝑊M 𝑔M 𝜓 	 	 	 (22)	

gdje	je	𝑊M 	simetrična	i	pozitivno-definitna	težinska	matrica.	GMM	procjenitelj	je	

vrijednost	𝜓	koja	minimizira	funkciju	𝐽M 𝜓 .	Iz	ovog	rezultata	dobivamo	

konzistentan	procjenitelj	kovarijacijske	matrice	od	𝜓:	

𝑉𝑎𝑟 𝜓 = e
M
𝐺M 𝑊M 𝐺M 	 	 	 	 (23)	

gdje	je	𝐺M = 𝜕𝑔M 𝜓 𝜕𝜓.	Optimalan	GMM	procjenitelj	je	dobiven	izborom	težinske	

matrice	𝑊M 		koristeći	uvjetnu	heteroskedastičnost	(vidi	[17]).	Nadalje,	ovaj	model	

nema	prirodan	izbor	broja	autokorelacijskih	uvjeta.	Empirijski	koristimo	

Andrewsov	(vidi	[2])	izbor	procedure	selekcije	pojasne	širine	(eng.	bandwith)	da	

identificiramo	stohastički	izraz.	

Po	preporuci	Hansena	i	Singletona	(vidi	[18]),	izvodimo	GMM	procjenu	u	dva	

koraka.	Prvo,	izabiremo	suboptimalnu	težinsku	matricu	s	kojom	provodimo	

minimizacijski	program	te	dobivamo	konzistentan	procjenitelj	za	𝜓.	U	empirijskom	
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dijelu,	kompletna	usporedivost	modela	procijenjenih	s	3SLS	i	GMM	procedurama	je	

zadržana	koristeći	isti	skup	instrumenata.	Nadalje,	identificirajuće	restrikcije	mogu	

konzistentno	biti	testirane	s	pomoću	𝐽M 𝜓 = 𝑔M 𝜓 ′𝑊M 𝑔M 𝜓 	statistike.		

Koristeći	teoretski	model	koji	smo	razvili,	možemo	izvesti	optimalan	uzorak	zaliha	

za	metale	koji	evoluira	po	pravilu	Tobinovog	q.	Za	svaki	vremenski	period,	možemo	

izračunati	optimalno	pravilo	skladištenja	pomoću	zakona	kretanja	zaliha	tako	da	je	

𝜌 𝑡 = 𝑞 𝑡 .	

	

	
Slika	4.1	Spot	i	futures	cijene	

	

Zbog	empirijske	jednostavnosti,	u	obzir	uzimamo	diskretnu	verziju	(diskretno	

vrijeme)	jednadžbe	 𝐹0 	u	kojoj	je	razina	zaliha	u	trenutku	t-1	iskorištena	kao	

početna	vrijednost	i	optimalna	stopa	akumulacije	zaliha	koja	je	iskorištena	da	se	

dobije	razina	zaliha	u	trenutku	t.	Zbog	toga	što	varijable	iz	𝑞(𝑡)	nisu	određene	u	

trenutku	t-1,	zamjenjujemo	očekivane	vrijednosti	endogenih	varijabli	𝑃 𝑡 	i	𝜙(𝑡)	

prema	jednadžbama	(10)	i	(12).	Stoga	možemo	izračunati	sljedeći	rekurzivni	

algoritam:	

𝐹0 𝑡 = 𝐹0 𝑡 − 1 𝑞 𝑡 	 	 	 	 (24)	
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gdje	je	𝑞 𝑡 = 𝑞 𝐹01ÍÎ, 𝑄3Fe ∆𝑡.		

Fokusirajući	se	na	svjetsko	tržište	bakra,	ispod	raspravljamo	o	našim	podacima,	o	

svojstvima	niza	i	procjeni	modela	prezentiranog	u	Poglavlju	1.
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Poglavlje	5	

	

Podaci	i	procijenjeni	
rezultati	
	

Model	je	procijenjen	koristeći	mjesečne	podatke	za	svjetsko	tržište	bakra	u	

vremenskom	intervalu	od	srpnja	1993.	do	srpnja	2005.	Stoga	će	promjene	varijabli	

od	interesa	biti	aproksimirane	na	mjesečnoj	bazi.	

Na	slici	4.1,	prikazujemo	LME	(London	Metal	Exchange)	spot	cijene	bakra	i	cijene	

futuresa	bakra	s	tromjesečnim	dospijećem.	Nominalne	mjesečne	spot	i	futures	

cijene	tj.	 𝑃 	i	 𝑃𝑓 	su	dobivene	kao	prosjeci	tjednih	cijena	zabilježenih	svakog	

mjeseca	i	deflacionirane	s	američkim	indeksom	potrošačkih	cijena	(Consumer	Price	

Index	–	CPI).	Da	bismo	dobili	procijenjen	niz	za	𝜙,	kamatna	stopa	(r)	koja	je	

korištena	je	tromjesečna	američka	Treasury	bill	stopa.	Nadalje,	indeks	dolara	od	

realnog	tečaja	(exc)	je	konstruiran	kao	nominalni	široki	dolarski	indeks	podijeljen	s	

američkom	razinom	cijena,	dok	su	cijene	za	sirovu	naftu	dobivene	iz	londonskog	

indeksa	brenta	sirove	nafte	(London	Brent	Crude	Oil	Index)	(Ctd),	a	deflacionirane	

su	s	američkim	indeksom	proizvodnih	cijena	(Producer	Price	Index	–	ppi).	
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Tablica	5.1	Preliminarne	regresije	za	jednadžbe	za	prinos	od	držanja	

	

Svojstva	vremenskog	niza	su	proučena	pomoću	testova	jediničnog	korijena.	Dickey-

Fuller	test	korigiran	za	GLS	procjenitelj	je	iskorišten	za	varijable	u	jednadžbama	

(10)	i	(12)	tako	što	je	uključena	prisutnost/odsutnost	determinističkih	komponenti.	

Zbog	robusnosti,	također	provodimo	KPSS	test	(Kwiatkowski–Phillips–Schmidt–

Shin	test)	u	kojem	se	nulta	hipoteza	o	stacionarnosti	testira	nasuprot	alternativnoj	

hipotezi	o	nestacionarnosti.	Rezultati	su	prikazani	u	Dodatku	5.4	i	naglašavaju	

sveukupno	odbacivanje	hipoteze	o	prisutnosti	jediničnog	korijena	koje	opravdava	

korištenje	klasičnih	metoda	procjene	za	naš	model.	

S	empirijskim	testiranjem	utjecaja	zaliha	na	tržište	bakra,	preliminarno	

potvrđujemo	ulogu	teorije	skladištenja:	ono	nagovještava	da	zalihe	uvelike	utječu	

na	spot	cijene	na	tržištima	metala.	Prvo,	procjenjujemo	specifikaciju	jednadžbe	(12).	

Rezultati	su	prikazani	u	prvom	stupcu	Tablice	5.1	i	dobiveni	su	pomoću	OLS	

procjenitelja.	Značajna	i	linearno	negativna	veza	između	prinosa	od	držanja	i	zaliha	

je	zabilježena	za	poljoprivrednu	robu	(vidi	[5])	i	na	tržištima	za	bakar,	drvo	i	lož-

ulje	(vidi	[34]).	Drugo,	da	bi	testirali	prisutnost	nelinearnosti	u	vezi,	uključujemo	

kvadratni	izraz	u	razinu	zaliha	 2	𝐹0 	u	jednadžbi	(12)	(vidi	[27,	str.	12]).	U	

proširenoj	specifikaciji	(vidi	drugi	stupac	Tablice	5.1),	ističemo	da	je	kvadratni	izraz	

u	zalihama	ne	utječe	na	granični	prinos	od	držanja.	Međutim,	ovaj	rezultat	ne	

implicira	a	priori	odbacivanje	teorije	skladištenja.	U	stvari,	protučinjenični	test	je	
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baziran	na	ograničenoj	specifikaciji	u	kojoj	je	granični	prinos	od	držanja	zaliha	

regresiran	pomoću	polinomijalne	strukture	drugog	reda6	po	varijabli	zaliha	

(nezavisna	varijabla).	Naznačili	smo	robusnost	veze	između	zaliha	i	graničnog	

prinosa	od	držanja,	a	rezultati	modela,	prikazani	u	stupcu	3,	pokazuju	pozitivan	i	

značajan	koeficijent	za	kvadratni	izraz	u	zalihama	 𝐹0� .	Iz	ovog	dokaza,	možemo	

naglasiti	da	promjena	u	zalihama	bakra	ne	utječe	samo	na	uzorke	kretanja	spot	

cijene	bakra,	nego	također	i	na	granični	prinos	od	držanja	na	nelinearan	način.	

Zbog	simultanosti	između	kupnje	i	prodaje	na	spot	tržištu	i	odluka	o	držanju	zaliha,	

spot	cijena	u	jednadžbi	(10)	stvara	probleme	endogenosti	i	potencijalnu	

nekonzistentnost	OLS	procjenitelja.	Zbog	tog	razloga,	jednadžbe	(10)	i	(12)	su	

procijenjene	u	multivarijantnom	afinom	okviru	u	kojem	koristimo	procjenitelj	

instrumentalnih	varijabli	preko	3SLS	i	GMM	procedura.	

U	prvom	stupcu	Tablice	5.2,	pokazali	smo	parametre	jednadžbe	cijena	i	graničnog	

prinosa	od	držanja	procijenjenih	s	3SLS	procedurom.	Instrumenti	su	naznačeni	na	

dnu	Tablice	5.2	i	te	su	empirijski	pogodni.	Procijenjeni	parametri	su	koherentni	i	s	

ekonomskog	i	sa	statističkog	stajališta.	Pozitivna	promjena	u	zalihama	smanjuje	

trenutnu	dostupnost	bakra	za	spot	transakcije	i	stoga	ima	pozitivna	utjecaj	na	spot	

cijenu.	Stoga,	kako	su	istaknuli	Chambers	i	Bailey	(vidi	[7])	i	Deaton	i	Laroque	(vidi	

[10]	i	[11]),	čini	se	da	zalihe	igraju	značajnu	ulogu	u	utjecaju	na	uzorak	spot	cijena	

na	robnim	tržištima.	Nadalje,	značajan	i	negativan	koeficijent	uz	tečaj	sugerira	da	se	

oni	koji	investiraju	u	bakar	prilagođavaju	monetarnim	šokovima	s	značajnim	

efektima	na	tržišne	transakcije	(vidi	[15]).	Kao	što	je	i	očekivano,	procijenjeni	

parametar	sirove	nafte	ima	pozitivan	utjecaj	na	spot	cijenu.	Važnost	ovog	inputa	u	

proizvodnji	bakra	rezultira	povećanjem	u	graničnim	troškovima	čiji	su	efekti	

uključeni	u	spot	cijenu.	

	

																																																								
6	Vrsta	nelinearne	regresije	tipa	𝑦 = 𝑎N + 𝑎e𝑥 + 𝑎�𝑥� + 𝜀	
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Tablica	5.2	Rezultati	procjene	jednadžbi	(11)	i	(13)	

	

Preliminarni	statistički	testovi	za	strukturalnu	stabilnost	graničnog	prinosa	od	

držanja	u	jednadžbi	(12)	ne	pokazuju	specifične	šokove,	dok	su	procijenjeni	

koeficijenti	konzistentni	s	teoretskom	podlogom.	Spot	cijene	pozitivno	utječu	na	

granični	prinos	od	držanja:	kad	spot	cijena	raste,	pogodnost	držanja	uskladištene	

jedinice	bi	trebala	također	narasti.	Držanje	zaliha	je	negativno	povezano	s	

graničnim	prinosom	od	držanja	čija	vrijednost	bi	trebala	konvergirati	k	nuli	kako	

uskladištene	količine	idu	u	beskonačnost.	Obratno,	koeficijent	volatilnosti	spot	

cijene	nije	statistički	značajan.	Stoga	se	provodi	škrta	specifikacija	jednadžbe	

graničnog	prinosa	od	držanja	tako	da	se	izuzme	volatilnost	cijena	bakra	(vidi	stupac	

2	u	Tablici	5.2).	Procijenjeni	rezultati	potvrđuju	teoretske	sugestije	i	procijenjeni	

koeficijenti	su	blizu	onima	navedenim	u	stupcu	1.	Ishodi	dijagnostičkih	procedura	

su	konzistentni	s	nedostatkom	heteroskedastičnosti	i	autokorelacije	u	obje	

jednadžbe.	Procijenjena	jednadžba	cijene	naglašava	da	je	hipoteza	

homoskedastičnosti,	koja	je	testirana	s	LM	statistikom,	odbačena	za	cjenovnu	

jednadžbu	4.2527	[0.039].	Međutim,	kao	što	je	već	navedeno	prije,	problemi	

serijske	korelacije	utječu	na	obrazac	cijena.	Da	bi	generalizirali	test	serijske	

korelacije,	koristimo	multivarijantni	okvir	baziran	na	Fisherovoj	distribuciji	za	
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konačne	nizove,	po	Harveyu	(vidi	[19]).	Empirijska	vrijednost	ove	testne	procedure	

(F(4.269))	jednaka	je	58.96	(p-vrijednost=0.00)	i	pokazuje	prisutnost	značajne	

dosljednosti	na	svjetskom	tržištu	bakra.	

Kako	bi	se	riješila	pitanja	oko	heteroskedastičnosti	i	autokorelacije,	procjenjujemo	

model	s	bakrom	pomoću	GMM	procedure.	Zbog	usporedivosti	između	procjena,	

uvjeti	ortogonalnosti	su	zadovoljeni	držeći	skup	instrumenata	koji	se	koriste	u	3SLS	

procjenama	nepromijenjenim.	U	prvoj	fazi	GMM	procjene,	najznačajniji	instrumenti	

za	dvije	jednadžbe	leže	i	na	cijenama	s	pomakom	i	na	zalihama.	Nadalje,	procjene	za	

jednadžbu	spot	cijene	mogu	biti	značajno	poboljšane	koristeći	vremenski	trend	kao	

instrument.	Činjenica	da	vremenski	trend	predstavlja	vrijedan	instrument	u	

jednadžbi	spot	cijene	može	biti	racionalizirana	trajnošću	spot	cijene	bakra.	U	stupcu	

3,	rezultati	su	ekonomski	konzistentni	s	obzirom	na	prošla	otkrića,	unatoč	tome	što	

veličina	nekih	koeficijenata	može	biti	blago	drugačija.	

Kao	što	je	već	spomenuto,	za	svaku	specifičnu	kombinaciju	 𝑄, 𝐹0 ,	računamo	

optimalnu	stopu	skladištenja	koristeći	predviđanja	dobivena	iz	GMM	procjena	za	

jednadžbe	spot	cijene	i	graničnog	prinosa	od	držanja.	Na	Slici	5.3,	pokazujemo	

optimalnu	stopu	skladištenja	i	agregatne	zalihe.	Vrijednosti	za	optimalnu	stopu	

skladištenja	(q)	su	općenito	manje	od	jedan	s	opadajućim	trendom	akumulacije	

zaliha	isključujući	mjesece	poslije	9/11	(teroristički	napad).		
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Slika	5.3	Procijenjeno	pravilo	skladištenja	(q)	i	zalihe	
	

Ustvari,	ponašanje	ekonomskih	subjekata	(špekulanata)	iznova	mijenja	optimalnu	

putanju	zaliha	s	pozitivnim	efektima	supstitucije	između	imovine	pošto	je	premija	

rizika	financijske	imovine	dovela	do	toga	da	ona	bude	unosnija	od	tržišta	metala	

(vidi	[38]).	Što	se	tiče	ostale	robe,	dogodio	se	rastući	ciklus	akumulacije	zaliha	s	

tržišta	bakra	nakon	usporavanje	svjetskog	gospodarstva	potaknutog	terorističkim	

činom	9/11.	Volatilnost	cijena	je	bila	povećana	sa	svjetskim	šokom	te	je	to	natjeralo	

subjekte	da	akumuliraju	zalihe	zbog	rastućeg	prinosa	od	držanja.	

Konačno,	pomoću	algoritma	opisanog	u	Poglavlju	4,	prilagođene	(eng.	fitted)	

vrijednosti	zaliha,	𝐹0,	su	uspoređene	s	uzorkom	Tobinovog	q.	Može	se	ocijeniti	da	

izračunate	vrijednosti	Tobinovog	q	precizno	prate	ponašanje	subjekata	koji	drže	

zalihe	na	svjetskom	tržištu	bakra.	
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Dodatak	5.4	Testovi	jediničnog	korijena	
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Poglavlje	6		

	

Zaključak	
	
U	ovom	članku,	izvodimo	model	za	robna	tržišta	metala	iz	okoline	u	različitim	

vremenskim	trenucima.	Optimizacijski	problem		se	provodi	pomoću	tehnike	

dinamičkog	programiranja	u	kojoj,	za	svaki	vremenski	period,	tržišni	subjekti	mogu	

kontrolirati	razinu	proizvodnje	i	količinu	metalne	robe	koja	će	se	uskladištiti.	U	

usporedbi	s	trenutnim	stanjem,	doprinos	ovog	članka	je	dvostruk.	Prvo,	zatvorena	

forma	rješenja	granične	vrijednosti	za	skladištenje	izravno	proizlazi	iz	modela	te	

možemo	empirijski	izračunati	Tobinovu	q	funkciju	koristeći	jednadžbu	mjerenja	za	

graničan	prinos	od	držanja.	Drugo,	iz	naših	analitičkih	izračuna,	možemo	istražiti	

agregirano	ponašanje	u	vezi	strategije	držanja	zaliha	pojedine	robe.	Interpretacija	

Tobinovog	q	je	jednostavna	te	se	ponaša	kao	referentna	vrijednost	u	investicijskoj	
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teoriji	tj.	akumulira	zalihe	kad	su	granične	koristi	od	držanja	zaliha	veće	od	

graničnih	troškova	skladištenja.	

Koristili	smo	svjetske	podatke	o	bakru	da	testiramo	teoretski	model.	Procjene	

jednadžbi	spot	cijene	i	graničnog	prinosa	od	držanja	su	dobivene	s	3SLS	i	GMM	

procedurama.	Smatramo	da	su	procijenjeni	parametri	statistički	robusni	za	različite	

specifikacije	i	koherentni	s	teoretskim	predviđanjima.	Međutim,	novost	u	ovom	

članku	leži	u	tome	što	je	pokazao	da	se	optimalno	pravilo	u	neprekidnom	vremenu	

za	Tobinovo	q	može	dobiti	u	izrazima	relativnih	cijena,	tako	da	procijenjena	

vrijednost	Tobinovog	q	manja	od	jedan	implicira	opadajuću	instantnu	korekciju	

zaliha.	Dokaz	toga	je	bio	testiran	u	periodu	od	1993.	do	2005.	kad	su	šokovi	na	

strani	potražnje	na	svjetskom	tržištu	bakra	bili	usko	povezani	s	poslovnim	ciklusom	

i	kad	su	pozitivni	granični	prinosi	od	držanja	smanjili	razine	zaliha.	Tek	nakon	9/11,	

kao	rezultat	visoke	tržišne	nesigurnosti,	financijska	tržišta	su	zabilježila	pad	

graničnog	prinosa	od	držanja,	tjerajući	ekonomske	subjekte	da	drže	više	zaliha	zbog	

motiva	iz	predostrožnosti.	Konačno,	s	obzirom	na	robusnost	rezultata	i	dobre	

performanse	empirijskog	okvira,	moguće	je	bilo	koje	proširenje	našeg	modela	na	

druga	robna	tržišta	i	na	veću	frekvenciju	podataka.	
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Sažetak	

	
	

Ovaj	rad	je	detaljnija	obrada	članka	autora	Luce	Pieronia	i	Mattea	Ricciarellia	pod	

nazivom:	”Modelling	dynamic	storage	function	in	commodity	markets:	Theory	and	

evidence”	odnosno	prevedeno	na	hrvatski	:	“Modeliranje	funkcije	dinamičkog	

skladištenja	na	tržištima	roba:	Teorija	i	dokazi”.	U	radu,	slijedeći	tzv.	modernu	

teoriju	skladištenja,	modeliramo	cijene	robe	u	međuvremenskom	okviru	u	kojem	

racionalni	subjekt	može	prenositi	robu	kao	zalihe	iz	trenutnog	u	buduće	razdoblje	

zbog	špekulativnih	potreba	i	opreza.	U	prvom	poglavlju	opisujemo	ekonomsku	

teoriju	i	motivaciju	koja	se	nalazi	iz	svjetskog	tržišta	metala,	konkretnije	bakra.	U	

drugom	poglavlju	uvodimo	pojam	Hamiltonijana	te	definiramo	optimizacijski	

problem	i	ograničenja	zajedno	s	postupkom	optimizacije	funkcije	cilja.	U	trećem	

poglavlju	navodimo	potrebne	alate	za	ekonometrijsku	analizu	dok	u	četvrtom	

poglavlju	primjenjujemo	navedene	alate	na	podacima.	U	petom	poglavlju	

komentiramo	podatke	i	dobivene	rezultate.	U	šestom	poglavlju	dajemo	zaključak	te	

komentiramo	ponašanje	ekonomskih	agenata	s	obzirom	na	Tobinovo	q.

	



	 	 	
	

	

	

	

Summary	

	
This	paper	is	more	detailed	version	of	the	article	by	authors	Luca	Pieroni	and	

Matteo	Ricciarelli:	“Modelling	dynamic	storage	function	in	commodity	markets:	

Theory	and	evidence”	.	In	this	paper,	by	following	so	called	modern	theory	of	

storage,	we	model	commodity	prices	in	an	intertemporal	framework,	in	which,	a	

rational	subject	can	carry	commodity	as	stocks	from	present	to	the	future	period	for	

speculative	purposes	and	caution.	In	first	chapter,	we	describe	economic	theory	and	

motivation	behind	world	metal	market,	particularly	copper	market.	In	second	

chapter,	we	introduce	the	Hamiltonian	and	define	optimization	problem	with	it's	

constraint	together	with	optimization	procedure.	In	third	chapter,	we	mention	

necessary	tools	for	econometric	analysis	while	in	fourth	chapter,	we	apply	those	

tools	on	our	data.	In	fifth	chapter,	we	comment	on	data	and	results.	The	conclusion	

is	given	the	in	sixth	chapter,	together	with	a	comment	on	behaviour	of	economic	

agents	with	the	respect	to	the	Tobin's	q.	
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