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Uvod

U posljednjih pedeset godina fenomen kaosa i nelinearne dinamike prerastao je u pravu
znanstvenu disciplinu. Teorija kaosa opisuje ponasanje nekih nelinearnih dinamickih sus-
tava u matematici i fizici koji se pod odredenim uvjetima ponasaju na prividno nepredvid-
ljiv nacin. Povezana je s razvojem brojnih matematickih metoda i sofisticiranih kompju-
torskih programa za analizu nelinearnih pojava.

U ovom ¢emo se radu posebno baviti prou¢avanjem kaosa na inverznim limesima i na
hiperprostorima. Definirat emo neke osnovne pojmove kao §to su orbita, periodi¢ne tocke,
topoloska konjugacija, dokazati osnovne tvrdnje te dobiveno primjeniti na nekim poznatim
primjerima preslikavanja.

Danas postoje razlicite definicije kaosa kao Sto su Devaneyev, Auslander-Yorkov, Wig-
ginsov te Martellijev kaos. Od navedenih definicija, najviSe ¢emo se baviti Martellijevim
kaosom.

Promatrat ¢emo odnos izmedu Martellijevog kaosa na inverznim limesima s preslika-
vanjem pomaka i na originalnom sustavu s veznim preslikavanjem, odnosno pokazat ¢emo
da je pomak na inverznom limesu Martellijev kaos ako 1 samo ako je originalan sustav
s veznim preslikavanjem Martellijev kaos. S druge strane, promatrat ¢emo odnos izmedu
Martellijevog kaosa na hiperprostoru i originalnom sustavu, te pokazati da ako je hiperpros-
tor Martellijev kaos 1 orbita svake toCke originalnog sustava je nestabilna u hiperprostoru

tada je originalni sustav Martellijev kaos.






Poglavlje 1

Uvodni pojmovi i definicije

1.1 Osnovne definicije

Definicija 1.1.1. Topoloski dinamicki sustay je ureden par (X, f) gdje je X topoloski pros-
tori f : X — X preslikavanje. Ako je X kompaktan topoloski prostor, tada ureden par
(X, ) zovemo kompaktan topoloski dinamicki sustav. Uredenu trojku (X,d, f) zovemo

dinamicki sustav ako je X metricki prostor s metrikom d.

Definicija 1.1.2. Neka je n pozitivan cijeli broj i f : X — X preslikavanje. n-ta iteracija
funkcije f, oznaka f", definirana je sa f* = f o f*.

Definicija 1.1.3. Neka je f : X — X preslikavanje. Prednja orbita tocke x € X je
orb*(x) = {x, f(x), f2(x),..., f'(x),...} pri Cemu je f"(x) oznaka za n-tu iteraciju funk-
cije f u tocki x. Ako je f homeomorfizam tada definiramo (punu) orbitu od x sa orb(x) =
{fi(x), i € Z} pri emu je f7(x), i € N, oznaka za i-tu iteraciju inverzne funkcije od f u

tocki x.

Definicija 1.1.4. Nekaje f : X — X preslikavanje. Tocka x je fiksna tocka za preslikavanje
f ako je f(x) = x. Tocka x je periodi¢na tocka za preslikavanje f ako je f"(x) = x za neki

n € N. Najmanji n € N za koji je f"(x) = x naziva se osnovni period tocke x.

Definicija 1.1.5. Za podskup D topoloskog prostora X kaZemo da je gust u prostoru X ako

je njegov zatvaraé D jednak itavom prostoru X.

Definicija 1.1.6. KaZemo da je prostor X separabilan ako sadrZi prebrojiv gust podskup.
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Definicija 1.1.7. Za podskup A prostora X kaZemo da je prve kategorije u X ako je sadrZan
u uniji UA,, prebrojive familije zatvorenih skupova u X, od kojih svaki A, ima praznu nu-

trinu u X. Inace, kazemo da je A druge kategorije u X.

Definicija 1.1.8. Funkcija f : X — X je topoloski tranzitivna ako za svaki par nepraznih
otvorenih skupova U i V postoji pozitivan cijeli broj n tako da je f*(U) NV # 0. Funkcija
f je tockovno tranzitivna ako postoji xo € X tako da je orbita od x, gusta u X, tj. orb(xy) =

X, xg je tranzitivna tocka od X.

Prethodna dva pojma su opéenito neovisna. Neka je

n

1
X:{O}U{—:neN}
sa standardnom metrikom i preslikavanje f : X — X definirano sa

1
n=12 ...,
n+1 "

£0) = Oif(%) :

f je neprekidna. Tocka xy, = 1 je jedina tranzitivna tocka za (X, f), ali sustav nije topoloski
tranzitivan. Iz toga slijedi da tockovna tranzitivnost ne povlaci topoloSku tranzitivnost.
Pokazat ¢emo da ne vrijedi niti obrat, odnosno topoloska tranzitivnost ne povlaci tockovnu

tranzitivnost. Neka je I = [0, 1] interval 1 neka je
gx) =1-12x-1]

Satorska funkcija. Neka je X skup svih periodi¢nih to¢aka funkcije g, X gust skup u I, te
neka je f = gl|x. Sustav (X, f) ne zadovoljava uvjete tockovne tranzitivnosti, ali uvjeti za
topolosku tranzitivnost su zadovoljeni. To slijedi iz ¢injenice da za svaki nedegenerirani
podinterval J od I postoji pozitivan cijeli broj k takav da je g¥(J) = I. Stoga, za neka dva
neprazna otvorena podintervala J; i J, od I, postoji periodi¢na tocka od g ¢ija orbita sijeCe

1 Jy 1 J,. 1z toga slijedi da sustav (X, f) zadovoljava uvjete topoloske tranzitivnosti.

No pod nekim dodatnim uvjetima, ta dva pojma su ekvivalentna. Stovise vrijedi sljede¢i

teorem.

Teorem 1.1.9. Neka je (X, f) dinamicki sustav. Pretpostavimo da X nema izoliranih toc¢aka.
Ako je f tockovno tranzitivna tada je f topoloski tranzitivna. Ako je X separabilan te druge

kategorije i f je topoloski tranzitivna tada je f tockovno tranzitivna.
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Dokaz. Ako X nema izoliranih tockaka i {x,} je gusta orbita, tada postoji x; € U 1 x,, €
VN\{xo, X1, ..., x} koji je otvoren i neprazan. Nom > ki f»*U) NV # 0.

S druge strane, prepostavimo da f nema gustu orbitu i {V,})7 | je prebrojiva baza. Za svaki
x € X postoji V() takav da je f*(x) Vi) za svaki k > 0. Ali

U f_k(vn(x))
k=0

je otvoren 1 sijece svaki otvoren skup buduci je f topoloski tranzitivna. Ako stavimo da je
A, v komplement ove unije, tada A,,) sadrZzi x te je zatvoren i nigdje gust skup. Medutim,
X = UAn(x)
xeX

je prebrojiva unija Sto je kontradikcija da je X druge kategorije. O

Definicija 1.1.10. Funkcija f : X — X je osjetljiva na pocetne uvjete ako postoji 6 > 0
tako da za svaki neprazan otvoren skup U od X postoje tocke x, y € U tako da d(f"(x), f"(y)) >

0, za pozitivan cijeli broj n, gdje 6 zovemo konstanta osjetljivosti funkcije f.

Definicija 1.1.11. Neka je (X, d) metricki prostor, f : X — X preslikavanje. Orbita tocke
x € X je nestabilna ako postoji r > 0 tako da za svaku okolinu U od x postoji y € U i
nenegativan broj n takav da vrijedi d(f"(x), f"(v)) > r. Funkciju f zovemo nestabilna ako

Jje za svaki x € X orbita od x nestabilna.

Napomena 1.1.12. U gornjoj definiciji, odabir r-a ovisi o x. Odnosno, iz definicije nes-
tabilnosti slijedi da osjetljivost na pocetne uvjete povlaci nestabilnost. Obrat opcenito ne
vrijedi.

Definicija 1.1.13. Neka su (X, f) i (Y,g) dva dinamicka sustava. KaZemo da su f i g
topoloski konjugirani ako postoji homeomorfizam h : X — Y tako da je ho f = goh. Home-
morfizam h se zove topoloSka konjugacija. Nadalje, f i g su topoloski semi-konjugirane

ako je h : X — Y neprekidna surjekcija tako da vrijedi ho f = g o h.

1.2 Razlidite definicije kaosa

U nastavku dajemo razlicite definicije kaosa, te odnos izmedu njih. Prvo navodimo defini-

ciju Devaneyevog kaosa.
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Definicija 1.2.1. KaZemo da je funkcija f kaoticna po Devaneyu ako f zadovoljava sljedece

uvjete:

i) f je topoloski tranzitivna

ii) skup periodicnih tocaka od f je gust skup u X.
iii) f je osjetljiva na pocetne uvjete.

U nastavku ¢emo pod pojmom kaos misliti na Devaneyev kaos.

Banks i suradnici su u [2]] dokazali da i) 1 ii) povlace iii) za bilo koji metri¢ki prostor

X, tj. vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 1.2.2. Neka je X metricki prostor i f : X — X neprekidna funkcija. Ako je f
topoloski tranzitivna i skup periodicnih tocaka je gust skup u X, tada je f osjetljiva na

pocetne uvjete.

Dokaz. Pretpostavimo da je f topoloski tranzitivna 1 da je skup periodi¢nih to¢aka gust

skup. Funkcija f je osjetljiva na poCetne uvjete ako vrijedi:
(30 > 0)(Vx,VN € x,dy € N,n € N) tako da vrijedi | f"(x) — f"(y)| > 0.

Pokazimo prvo da postoji 6y > 0 tako da za svaki x € X postoji periodi¢na tocka g € X Cija
je orbita O(g) udaljena najmanje %0 od x. Izaberimo dvije proizvoljne periodi¢ne tocke g,
i ¢ s disjunktnim orbitama O(q;) i O(q;). Oznacimo s ¢, udaljenost izmedu orbite O(q;)
1 O(q,). Tada je po nejednakosti trokuta svaka to¢ka x € X udaljena najmanje 6—2" od jedne
od dvije izabrane orbite. Pokazat ¢emo da je f osjetljiva na pocCetne uvjete s konstantom
osjetljivosti 0 = %‘).

Neka je x € X proizvoljna tocka i neka je N neka okolina od x. Budu¢i da su periodi¢ne
tocke od f guste, postoji periodi¢na tocka p € U = N N Bs(x), gdje je Bs(x) kugla radijusa
0 oko tocke x. Oznacimo s n period od p. Kao Sto smo gore pokazali, postoji periodi¢na

tocka g € X ¢ija je orbita O(g) udaljena od x najmanje 45. Neka je

V=) Bsf @)
i=0
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neprazan 1 otvoren skup. Zbog toga 1 jer je f topoloski tranzitivna, postojiy € Uik € N
takvi da je f*(y) € V.
Neka je j = |_§ + 1]. Dakle, 1 < nj — k < n. Po konstrukciji vrijedi:

) = R € FUHV) € Bo(fHg)).
Primjetimo da je f™/(p) = p. Po nejednakosti trokuta slijedi:
d(f(p), f) = d(p, f7) = d(x, " (q)) - d(f (g, £ ) - d(p, x),

gdje je d funkcija udaljenosti na prostoru X. Zbog toga i jer je p € Bs(x) i f(y) €
Bs(f"7*(q)) vrijedi sljedede:

d(fH(p), fH(y)) > 46 — 6 — 6 = 26.

U svakom slucaju pronasli smo to¢ku u N &ija je nj-a iteracija udaljena od f™/(x) za vise

od ¢, pa slijedi da je funkcija f osjetljiva na poCetne uvijete. O

U nastavku promatramo odnos izmedu Martellijevog kaosa (M-kaosa) i ostalih defini-
cija kaosa.

Definicija 1.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor, f : X — X preslikavanje. Funkcija f
je M-kaoti¢na (ili kaoticna po Martelliju, Martelli kaoticna) ako postoji xy € X tako da
vrijedi:

i) Orbita od xy je gusta u X, tj. orb(xy) = X.

ii) Orbita od xy je nestabilna.

Teorem 1.2.4. Neka su (X, f) i (Y, g) topoloski konjugirani i h je njihova konjugacija. Tada

je orbita od xy € X gusta u X ako i samo ako je orbita od 'y = h(x,) gustau Y.

Dokaz. Pretpostavimo da je orbita od xy € X gusta u X, odnosno orb(x,) = X. Tada vrijedi:

orb(yo) = orb(h(xy)) = h(orb(xy)) = h(X) =Y.

Iz ovog slijedi da je orbita od y = h(xy) gustau Y.
S druge strane, pretpostavimo da je orbita od y = h(x() gusta u Y, odnosno orb(yy) = Y.

Tada vrijedi:

orb(xy) = h~'(orb(xo)) = h™(orb(xy)) = (YY) = X.
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Iz ovog slijedi da je orbita od x; € X gustau X. O
Ako su (X, f) 1 (Y, g) topoloski semi-konjugirani, tada vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 1.2.5. Neka su (X, )i (Y, g) topoloski semi-konjugirani i h je njihova semi-konjugacija.
Ako je orbita od xy € X gusta u X tada je orbita od y = h(x,) gustau Y.

Dokaz. Pretpostavimo da je orbita od x, gusta, tj. orb(xp) = X. Nekaje wy € Y, 9 €
h~'(wp). Bududi je zo gomiliste od orb(x,), postoji podniz od orb(x,) koji konvergira prema
20, ozna¢imo tajnizsa {z; : i = 1,2,...}. Nekaje z; = f"(xg), i = 1,2,.... Kako je h
semikonjugacija, vrijedi ho f = go hiniz {h(z;)) : i = 1,2,...} konvergira prema wy.
Stovise, h(z;) = h(f"(x0)) = g"(h(xp))) = g"(y), gdje je y = h(xp). Stoga slijedi da je niz
{h(z;) : i = 1,2,...} podniz orbite orb(y), §to povlati da je wy € orb(y). Stoga je orbita od
ygustau Y. m|

U [6]] je dokazan sljedeci teorem.

Teorem 1.2.6. Neka su (X,d, f) i (Y,d, g) dva topoloski konjugirana dinamicka sustava i
neka je h njihova topoloska konjugacija. Tada je orbita tocke xy € X nestabilna u X ako i

samo je orbita od y = h(xy) nestabilnau Y.

Teorem 1.2.7. Neka su (X,d, f) i (Y,d, g) dva topoloski konjugirana dinamicka sustava i
neka je h njihova topoloska konjugacija. Tada je f M-kaoticna u X ako i samo ako je g

M-kaotichau Y.

Dokaz. Pretpostavimo da je f M-kaoti¢na u X. Tada postoji xy € X tako da je orbita od x
gusta u X 1 orbita od xy je nestabilna. Tada je po teoremu |1.2.4{ orbita od y = h(x() gusta
u Y. Iz teorema slijedi da je orbita od y = h(xyp) u Y. Stoga, g je M-kaoti¢na u Y.
Analogno se pokaZe da vrijedi i obrat. O

Definicija 1.2.8. Neka je (X, d, f) dinamicki sustav. Funkcija f : X — X je W-kaoticna (ili

kaoticna po Wigginsu) ako je f topoloski tranzitivna i ako je osjetljiva na pocetne uvjete.

Definicija 1.2.9. Neka je (X, d, f) dinamicki sustav. Funkcija f : X — X je AY-kaoticna
(ili kaoticna po Auslander-Yorku) ako f ima gustu orbitu u X i ako je f osjetljiva na pocetne

uvjete.
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1z definicije kaosa slijedi da kaos povla¢i W-kaos. Budu¢i da su topoloska tranzitivnost
1 toCkovna tranzitivnost opcenito neovisne, slijedi da kaos ne povlaci AY-kaos i M-kaos.
Takoder, W-kaos ne povlaci AY-kaos i M-kaos. Kako osjetljivost na pocetne uvjete povlaci

nestabilnost, slijedi da AY-kaos povlaci M-kaos.

Teorem 1.2.10. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor i neka je f : X — X neprekidno
preslikavanje. Ako je f kaoticna tada je f M-kaoticna, odnosno kaos povlaci M-kaos.

Posebno, W-kaos povlaci M-kaos.

Dokaz. Pretpostavimo da je f kaoticna. Buduci da je X kompaktan metricki prostor, po
teoremu [I.1.9] slijedi da ako je f topoloski tranzitivna da je tada f tockovno tranzitivna.
Stovise, osjetljivost na po&etne uvjete povlaéi nestabilnost. Stoga, f je kaoti¢na povlati da
je f M-kaoti¢na. Takoder slijedi da W-kaos povlaci M-kaos. O

Postoji velika razlika izmedu W-kaosa 1 M-kaosa. Wiggins zahtjeva osjetljivost s obzi-
rom na X, dok Martelli zahtjeva nestabinost s obzirom na X. Ali pod nekim uvjetima, ove
se dvije razliite definicije kaosa mogu smatrati ekvivalentnima.

U [6] je dokazan sljedeci teorem.

Teorem 1.2.11. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor bez izoliranih toc¢aka i neka je
[+ X = X neprekidna funkcija. Tada je f W-kaoticna ako i samo ako je f M-kaoticna.

1.3 Kaos na intervalu

Obratimo sada pozornost samo na funkcije definirane na intervalu. Prvo navodimo sljede¢u

propoziciju.

Propozicija 1.3.1. Neka je I interval (ne nuzno konacan) i neka je f : I — I neprekidna i

topoloski tranzitivna funkcija. Tada vrijedi sljedece:
i) Periodicne tocke od f su guste u I
ii) f je osjetljiva na pocetne uvjete.

Kako bi dokazali ovu propoziciju, trebat ¢e nam prvo sljedeca lema.
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Lema 1.3.2. Neka je I interval (ne nuzno konacan) i neka je f : I — I neprekidna funkcija.
Ako je J C I interval koji ne sadrZi niti jednu periodicnu tocku od f, i ako su z, f"(z), f"(2)
eJiO<m<mn tadajeiliz < f™(z) < ") iliz> f"(z) > f"(2).

Dokaz. Pretpostavimo da postoji z € J tako da je z < f™(z) i f™(z) > f"(z). Definiramo

funkciju
g(x) = f"(x).

Tada znamo da vrijedi z < g(z) te pokazimo da to po indukciji povlaci da je
z< g(2) < g(2),Vk e N.

Pretpostavimo da je g¥*'(z) < g(z) za odredeni k. Tada funkcija g*(x) — x ima pozitivhu

vrijednost u z i negativnu vrijednost u g(z) pa postoji ¢ € [z, g(z)] tako da vrijedi
gk(c) —c=0.

No to znaci da je ¢ periodi¢na toc¢ka od f s periodom km i ¢ € J, pa dolazimo do kontradik-
cije. Zato je z < g"(z), Vk e Npatakoizak = n—m > 0, stoga je z < f"™"(z). Buduéi

da smo pretpostavili da je f"(f"(z)) < f™(z), analogno moZemo dokazati da je

FEMMR) < ().

Stavimo daje g = ™. Tada funckija """ (x)—x ima pozitivnu vrijednost u z i negativnu

vrijednost u f(z), Sto nam daje periodi¢nu tocku od f sa periodom (n — m)m u J. O

Dokaz propozicije. Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna i topoloski tranzitivna. Po
rezultatu iz [2] slijedi da trebamo pokazati da je skup periodi¢nih tocaka od f gust u I.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji interval J C I koji ne sadrZi niti jednu periodi¢nu
tocku od f. Neka je x € J, ali x nije rubna tocka od J, te neka je N C J otvorena okolina
od x1ineka je E C J\N (otvoren) interval. Buduc¢i da je f topoloski tranzitivna na / postoji
m € N takav da je f(N) N E # (. Zato postojiy € N C J takav da je f"(y) € E C J.
Bududi je f neprekidna, postoji okolina U od y takva da je f™(U) N U = (. Kako je U
otvoren skup, moZzemo ponovno Koristiti topoloSku tranzitivnost i pronaéin > miz € U
takav da je f"(z) € U. No tadaimamo 0 < m < n1iz, f*(z) € U, Sto je u kontradikciji s

rezultatom leme. O
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Vellekoop 1 Berglund su pokazali da tranzitivnost povlaci kaos na intervalu. Funk-
cije koje su definirane na intervalu moraju zadovoljavati samo uvjet i) iz definicije kaosa,
odnosno moraju biti samo topoloski tranzitivne da bi bile kaoti¢ne. Ako je interval nede-

generiran i zatvoren, tada vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 1.3.3. Neka je I nedegeneriran segment i neka je f : I — I neprekidna funkcija.

Ako je f tockovno tranzitivna, tada je f M-kaoticna.

Dokaz. Buduci da je f toCkovno tranzitivna i / je nedegeneriran zatvoren interval iz te-
orema|l.1.9slijedi da je f topoloski tranzitivna. Iz [11]] znamo da za funkcije definirane na
intervalu jedini uvjet koji mora vrijediti da bi f bila kaoti¢na je taj da mora biti topoloski
tranzitivna, pa iz toga slijedi je f kaoti¢na. Iz teorema[l.2.10]slijedi da je f M-kaoti¢na. O

1.4 Primjer

Neka je X, = {x = (x,),_ : X» € {0, 1} za svaki n} prostor nizova dva simbola 0 i 1. Sada
bismo Zeljeli prostor X, opskrbiti metrikom, te ga na taj nacin uciniti metrickim prostorom.

Za dvaniza x = xoX{X2... 1y = yoy1y2 ... njihova udaljenost definirana je formulom

O X — il
d(x,y) = —_—
(%) Z; 5
Pokazimo da je d uistinu metrika na ;.
Propozicija 1.4.1. d je metrika na %,.

Dokaz. Da bismo pokazali da je d metrika na ¥,, moramo provjeriti da je to simetricna

nenegativna funkcija koja zadovoljava nejednakost trokuta i svojstvo strogosti. OCito je
d(x,y) >0,Vx,y € X, 1d(x,y) = 0 ako i samo ako je x; = y;, Vi € N.

Time je nenegativnost, odnosno strogost funkcije d provjerena. Bududi je |x; — y;| = |y; — xi
slijedi da je d(x,y) = d(y, x), to jest d zadovoljava 1 svojstvo simetriCnosti. PokaZzimo na
kraju da je ona i subaditivna, to jest da zadovoljava relaciju trokuta. Neka su x, y, z € %,

buduci je |x; — yil + lyi — zil = [x; — zi| slijedi da je
d(x,y) +d(y,2) > d(x,2)

¢ime je dokazana nejednakost trokuta. m|
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Propozicija 1.4. 2 Neka su x,y € X, ipretpostavimo daje x; = y;za svakii = 0,1,...,n.

Tada je d(x,y) < 5;. Obratno, ako je d(x,y) < 5;, tada je x; = y; za svaki i < n.

2”’
Dokaz. Ako je x; = y; zasvakii < n, tada je

d(x,y) = Z i yl Z |XI yl Z 7i 2n+l 21 2n+1 %

i=n+1 i=n+1

S druge strane, ako je x; # y; za neki j < n, onda imamo
1 1
d > —2>—
(r.y)z 7 2 5

Pretpostavimo li sada da je d(x,y) < =, tada vrijedi x; = y; za i < n, a to smo i Zeljeli

2}1 2
pokazati. m|

Preslikavanje o : £, — X, definirano sa o(xy, x1, X2, ...) = (X1, X2, ...) ZOvemo pomak.
Preslikavanje pomaka naprosto ,,zaboravlja” prvi element niza, a sve ostale elemente tran-
slatira ulijevo za jedno mjesto. OCito je o~ dva-u-jedan preslikavanje na %, jer x, moze biti
ili 01li 1.

Propozicija 1.4.3. 0 : X, — %, je neprekidno preslikavanje.

Dokaz. Pokazat ¢emo da za svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svake dvije tocke x,y € Z,
za koje je d(x,y) < ¢ slijedi d(o(x), O'(y)) < €. Nekaje e > 01x = xpx1x3 ... proizvoljna
tocka iz %,. Izaberimo n takav da j Je <€, tenekajed = 2”” Ako je y = yoy1ys ... takav
daje d(x,y) < ¢ tadaje x; = y;, ondaJe prema|[[.4.2] Vl < n+ 1. No, tada se i-te koordinate
od o(x) 1 o(y) poklapaju u i < n pa je d(o(x), o (y)) < 3 < €. O

Pokazat ¢emo da je (X, o) kaos:

i) skup periodi¢nih tocaka funkcije o je gust skup u X,

Oznacimo s Per(o) skup svih periodi¢nih to¢aka funkcije o, a s Per, (o) skup svih pe-
riodi¢nih toCaka perioda n. Tada vrijedi da je Per(o) = U,anPer, (o). Tocka x € Z; je
periodi¢na s periodom n ako 1 samo ako je x = (Xg ... X,-1) = X0 ... X1 X0« - - Xp—1 - - -
zax; €{0,1},i=0,...,n—1.

Neka je x = xpx1x,--- € X, proizvoljna tocka. Neka je € > 0 proizvoljan. Tada
postoji N € N takav da je %N < €. Takoder vrijedidajey = (xo...xy-1)® € Per(o) 1
d(x,y) = 57 < €.
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i1) o je topoloski tranzitivna
Da bismo to pokazali, dokazat ¢emo da postoji tocka x Cija je orbita gusta u X,. Neka
jex=(0100011011000001I...). x smo konstruirali tako da smo redom nizali sve
moguce konacne nizove sastavljene od 01 1 prvo duljine 1, zatim duljine 2 i tako dalje.
Evidentno postoji iteracija od o koja se slaze s nekim danim nizom na proizvoljno
mnogo mjesta, pa su te tocke prema [I.4.2] po volji blizu. Preslikavanja koja imaju

gustu orbitu su topoloski tranzitivna, pa slijedi da je o topoloski tranzitivna.

iii) o je osjetljiva na pocetne uvjete
Buduéi da je X, metricki prostor i o : £, — X, neprekidno preslikavanje iz teorema
slijedi da je o osjetljiva na poCetne uvjete.

Bududi je X, kompaktan metricki prostor, iz teorema[I.2.10|slijedi da je (X, ") M-kaos.

Neka je F, : R — R, F,(x) = pux(1 — x) kvadratna familija. Posebno, promatramo

u > 4. Neka je I = [0, 1], te oznaimo sa
Ag={x€[0,1]: F,(x) > 1}.

Ao je otvoreni interval, te ako je x € A tada je F,(x) > 1, paje Fﬁ(x) <01 Fz(x) — —00.
Ay je skup toCaka koje odmah napuste interval I. Sve ostale tocke iz I ostaju u I nakon
jedne iteracije. Neka je

Ay ={x€l:F,x)€ Ay}

Ako je x € A; tada je F;(x) > 1, paje Fy(x) < 01 Fi(x) = —oco. Induktivno neka je
Ay={xel:Fi(x)eA}={xel:Fj(x)elzai<nali F;*'(x) ¢ I}

skup koji sadrzi sve tocke koje napuste / nakon n + 1 iteracije. Kao i prije, ako je x € A,

slijedi da orbita od x tezi prema -co.

Oznac¢imo sada sa
A =1\(U; A

skup svih tocaka iz I takvih da sve njihove iteracije ostaju u /.

Definicija 1.4.4. Skup A je Cantorov skup ako je zatvoren, potpuno nepovezan i perfektan
podskup segmenta. Skup je potpuno nepovezan ako ne sadrZi niti jedan interval; skup je

perfektan ako je svaka tocka gomiliste drugih tocaka skupa.
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U naSem dokazu da je A Cantorov skup, trebamo pretpostavku da je |F;l(x)| > 1, zasve
x € Iy U I,. Lako se vidi da to vrijedi za u > 2 + V5.

Teorem 1.4.5. Ako je 1 > 2 + V5, tada je A Cantorov skup.

Dokaz. Buduéije u > 2+ V3, vrijedi |F;1(x)| > 1, zasve x € Iy U I}, pa postoji 4 > 1 takav
da je |Fl;(x)| > A zasve x € A. Po pravilu ulanCavanja vrijedi |(FL’)' (x)] > A".
Prvo éemo dokazati da je A potpuno povezan. Pretpostavimo suprotno, odnosno da A
sadrzi interval. Tada postoje tocke x,y € A, x # y takve da je [x,y] € A. No tada je za
svaki

@ € [x,y] [(F}) ()] > A".

Neka je n takav da je A"|y — x| > 1. Po teoremu srednje vrijednosti je
IF"(y) = F'(0)l =2 Ay — x| > 1

Sto znaci da je barem jedna od tocaka F"(y) ili F"'(x) izvan segmenta / Sto je u kontradikciji
s definicijom od A. Dakle, A je potpuno povezan.

Bududi da je A ugnjezdeni presjek segmenata, slijedi da je A zatvoren.

Jos je preostalo za dokazati da je A perfektan. Prvo primjetimo da su sve rubne toc¢ke od Ay,
za svaki k sadrzane u A. Pretpostavimo sada da A nije perfektan, odnosno da postoji p € A
takav da je p izolirana. Tada sve okolne to¢ke od p moraju napustiti / pod iteracijama od
F,. Dakle, svaka od tih toCaka pripada nekom A pa ili postoji niz rubnih toCaka od A, koje
konvergiraju prema p ili se sve toc¢ke u toj okolini od p preslikaju izvan I u istoj iteraciji
od F,,.

U prvom slucaju dobivamo kontradikciju s pretpostavkom da je p izolirana, jer su rubne
tocke od A, sadrzane u A.

U drugom slucaju, postoji n takav da F; preslika p u 0, a skup toCaka iz okoline od p
u negativni dio x-osi. No tada F}; ima maksimum u p pa je (F Z)'(p) = 0. Po pravilu
ulanCavanja vrijedi F};(Fl"l(p)) = 0 za neki i < n. Dakle, F,(p) = 1 pa vrijedi Fi''(p) ¢ 1, i
Fl)(p) = —co $to je suprotno pretpostavci da je Fj(p) = 0. Dakle, A je perfektan. O

Napomena 1.4.6. Teorem zapravo vrijedi za u > 4 ali je dokaz teZi.
Definicija 1.4.7. Itinerer od x je niz

S(x)=508182...,
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gdje je
s; = 0 ako je FZ;(x) € ly, s; = 1 ako je FZ;(x) el.

Itinerer od x je zapravo niz 01 1. § promatramo kao funkciju § : A — %,.
Teorem 1.4.8. Ako je u > 2 + V5, S je homeomorfizam.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je S injekcija. Neka su x,y € A 1 prepostavimo da je
S(x) = S(y). Treba dokazati da je tada x = y. Tada, za svaki n F (%) 1 F () leZe na istoj
strani od % To znaci da je F, monotona na intervalu izmedu F(x) i F,(y). Zato i sve tocke
tog intervala zauvijek ostaju u I, U I; (odnosno u A) $to je u suprotnosti s ¢injenicom da je
A potpuno povezan. Slijedi da je S injekcija.

Pokazimo da je S surjekcija. Neka je J C I segment. Neka je

F"(J)={xel: Fl(x)€J).

Primjetimo da se F;l(J) sastoji od dva segmenta od kojih je jedan sadrzan u [ a drugi u

I,. Neka je sada s = 59515, ... Zelimo naéi x € A takav da je S (x) = s. Definiramo
Lisips, ={x€l:x€l Fu(x)€l,... . Fi(x) el } =1, NF,'"(I,)N...F,").

Tvrdimo da kada n — oo, tada I, ,, Cine ugnjezdeni niz nepraznih segmenata. Primje-
timo da je
-1
Isos152...s,, = Iso N F/l (Is1sz...s,,)-

Po indukciji pretpostavimo da je Iy, . ;, neprazan segment. Tada se F/:l(lslsz...s,,) sastoji od

dva segmenta od kojih je jedan u Iy a drugi u ;. Zato je I, N F;l(I.YISz._,Sn) segment.

Is05|52...s,, = Isoslsz...s,,_| N F‘;n(lsn) - Is

05152...5p-1°

Tada je
(e8]
ﬂ Isoslsz...s,,
n=0

neprazan. Primjetimo da za

(o)
X € ﬂ Isoslszu.sn
n=0
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vrijedi da je x € I, F(x) € I, .... Zato je S (x) = 505;52..., to jest S je surjekcija.

Na kraju pokaZimo da je S neprekidno. Neka je x € A 1 pretpostavimo S (x) = sps157 ... .

L
on

kombinacije tt; ...t,. Svi ti segmenti su disjunktni i A je sadrZan u njihovoj uniji. Zato

Neka je € > 01 neka je n takav da je 5; < €. Razmotrimo segmente /,,, , za sve moguce

postoji 6 > O takav daza x € A, [x—y| < dpovlaCidajey € I, s,- Zbog toga se S(y) 1
S (x) slazu u prvih n + 1 koordinata pa je po propoziciji[[.4.2]

dS(x),S©)) < % <e.

To dokazuje da je S neprekidno. Sli¢no se vidi i da je S ! takoder neprekidno pa slijedi da

je S homeomorfizam. m|
Teorem 1.4.9. Nekajeo : X, - X iF,: A — A TadajeS oF,=00S.

Dokaz. Tocka x € A dana je jedinstveno s ugnjezdenim nizom segmenata kao

(o)
X = m Isoslsz...s,,

n=0

odredena itinererom S (x). Tada je
Liysisr.s, = Iy NV F () 0 L F ()
pa se F,(I,s,..s,) MoZe zapisati kao
Fullgsisps) = I 0 o N F UG ) = Iy, Fuly) = 1

Stoga vrijedi

S Fu(x) = SFul( Vsgsisss) = S Lsros) = 5152+ = oS (¥)
n=0 n=1

O

Pokazali smo da je o M-kaotiCna, te da je S topoloSka konjugacija od o 1 F,. Tada po
teoremu slijedi da je i F,, M-kaoti¢na.



Poglavlje 2

Martellijev kaos na inverznim limesima

2.1 Definicije

Definicija 2.1.1. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor i neka je f : X — X neprekidno

preslikavanje. Inverzni limes lim(X, f) definiramo kao

lim(X, f) = {x = (X0, X1, X2, ...) € HX L f(xi1) = x;, Vi € N}
i=0

s metrikom definiranom na sljedeci nacin:

Inverzni limes je kompaktan podprostor produktnog prostora [ ]2, X;, gdje prostore X;

zovemo faktori, a preslikavanje f vezno preslikavnje.

Preslikavanje pomak o7y : lim(X, /) — lim(X, f) definirano je sa
0 (X0, X1, ) = (F(x0), F(X1)s (2D, ) = (F(X0), X0, X1, -.0)-
Stovise vrijedi
o0, x1, ) = (FG0), FAGe)s - M)y X0, x4 ) = (F (), fA (), -0,

17
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gdje je k nenegativan cijeli broj. Preslikavanje o je homeomorfizam i vrijedi

-1
o (Xo, X1, ...) = (X1, X2, ....).

Uredeni par (lim(X, f), o¢) ¢ini dinamicki sustav.

Preslikavanje m; : lim(X, f) — X definirano sa m;(xp, X1,...,X;,...) = x; za svaki
i =0,1,... je projekcija na i-tu koordinatu. Preslikavanje 7; je neprekidno i vrijedi da je
fom =mooyzasvakii =0,1,... Ako je f surjekcija, tada je m; otvoreno surjektivno

preslikavanje za svaki i = 0, 1,... Metrika d definira topologiju sa bazom

B={VclimX,f):V =nr"(U)zasvakii> 0ineki otvoreni skup Uu X }

2.2 Veza Martellijevog kaosa na (lim(X, f), o) ina (X, f)

U ovom odjeljku, neka je f : X — X neprekidna surjekcija. Promatramo vezu izmedu
M-kaosa na (lim(X, f), o) ina (X, f).

Teorem 2.2.1. Ako je xy € X i ako je orbita od x, gusta u X, tada je za svaki x € ﬂi‘l(xo),
orbita od x gusta u im(X, f). Obrnuto, ako je x € im(X, f) i ako je orbita od x gusta u
lim(X, f), tada je orbita od my(x) gusta u X.

Dokaz. Pretpostavimo da je orbita od xy gusta u X, tj. orb(xy) = X. Neka je V € B. Tada
postoji i > 0 i neprazan otvoren skup U u X tako da je V = &;'(U). Bududi da je orbita od
xo gusta u X, postoji cijeli broj k > 0 tako da je f*(x,) € U. Stovise, f o mj=mjooy,Sto

povladi f™ om; = m;0 0, zasvakim > 01 j = 0, 1,.... Za bilo koju tocku x € 75" (xp),

e
vrijedi
k+i

(@) e 77 o 0 m).

Neka je x = (xo, x1,...). Tada je m;(x) = x;. Buduéi je f(x;) = xo, slijedi da je f¥*(x;) =

F*(xp). Stovise, vrijedi

o '@ €77 () € 77 (U), odnosno o (x) € V.
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Iz ovog slijedi da je orbita od x gusta u lim(X, f), odnosno W@) = lim(X, f).

Obrat. Pretpostavimo da je orbita od x gusta u lim(X, f). Neka je )_c(_: (x0, X1,...). Tada
je mo(x) = xo. Neka je U neprazan otvoren skug u X. Budu¢idaje f : X — X nepre-
kidna surjekcija, slijedi da je 7y neprekidna surjekcija. Stovise, 731 (U) je otvoren skup u
1i£n(X, f). Stoga, postoji cijeli broj k > 0 takav da je o'";()_c) € m, L(U). Buduéi da vrijedi

m

m f— .
f omj=mjo0y

zasvakim>01j=0,1,...,slijedi

f" omy(x) =my o OJ}(E) € U , odnosno fk(xo) eU.

1z ovog slijedi da je orbita od x( gusta u X, odnosno orb(x) = X. O

Teorem 2.2.2. Ako je xy € X i ako je orbita od xy nestabilna u X, tada je za svaku tocku
X € 7T61()C0) orbita od x nestabilna u lim(X, f). Obratno, ako je orbita od x nestabilna u

lim(X, f), tada je orbita od ny(x) nestabilna u X.

Dokaz. Pretpostavimo da je orbita od x; nestabilna u X, odnosno postoji r > 0 tako da
za svaku okolinu U od x,, postoji tocka yo € U i cijeli broj m > 0 takvi da vrijedi
d(f™(xop), f™(yo)) > r. Neka je U € liin(X, f) neki otvoren skup od x, x = (xp, X,...),
x; = f(xiy1), zai = 0,1,.... Bududi je my otvoreno preslikavanje, tada je JTO(U) otvoren
skupu X1 xy € no(ﬁ). Stovise, orb(xp) je nestabilna u X, postoji yy € m)(ﬁ) 1 cijeli
broj k > 0 tako da vrijedi d(f*(xo), f*(yo)) > r. Uzmimo y € 75 (vo) N U i neka je
y = o, y1,...). Tada je

[e9)

(@), () = >

i=0

> d(f*(x0), f* (o)) > 7.

d(fk(xi)a fk(yi))
9i

1z ovog slijedi da je orbita od x nestabilna u lim(X, f).

Obratno, neka je orbita od x = (xg, xy,...) nestabilna u lim(X, f), odnosno postoji

r > 0 tako da za neku okolinu U od x postoji to¢ka y€ U i cijeli broj m > 0 takvi da vrijedi
c_l(oj?(g), O"}l(X)) > r. Uzmimo otvoren skup U od xo = mo(x). Tada je 7 Y(U) otvoren skup
ulim(X, f)ix € n;'(U). Bududi da je orbita od x nestabilna, postoji y € ;' (U) i cijeli broj

m > 0 takvi da vrijedi c_z’(a?(g), 0'}”(2)) > r. Uzmimo najmanji cijeli broj k£ > 0 takav da je



20 POGLAVLIJE 2. KRATKI NASLOV POGLAVLJA

c_l(o";(g),c’;()_i)) > r. Stoga je c_l(o"}‘l(g), 0")‘,‘1(2)) < r. Neka je yo = mo(y) € U. Tada vrijedi

[} d ” ). X i
4. Ay = ) A0

i=0

= d(f*(x0), f*(0)) + Z

d k—1 ), k—1 :
Zd(fk(xo)’fk(J’o))‘FE; v (X;if o)

d(f"(xl) f"(y,))

1
= d(f*(x0), fOo)) + Egl((fﬁ-_ (20,07 )

1
< d(f (x0), f*O0)) + 5”-

Stoga je d(f*(xo), f*(yo)) > %r. Iz ovog slijedi da je orbita od x; nestabilna, odnosno orbita
od my(x) je nestabilna u X. O

Teorem 2.2.3. Neka je X metricki prostori f : X — X neprekidno preslikavanje. Presli-
kavanje f je M-kaoticno ako i samo ako je oy : im(X, f) — lim(X, f) M-kaoti¢no.

Dokaz. Nuznost. Pretpostavimo da je funkcija f M-kaoti¢na, odnosno postoji xy € X tako

da je (1) orbita od x( gusta u X; (2) orbita od xo je nestabilna. Po teoremu [2.2.1] za svaki

x € 1" (x), orbita od x je gusta u lim(X, f), i po teoremu [2.2.2, orbita od x je nestabilna u

lim(X, f). Stoga, o, je M-kaotiCna.
Dovoljnost. Pretpostavimo da je oy M-kaotiCna, tj. postoji x € lim(X, f) tako da je (1)

orbita od x gusta u lim(X, f); (2) orbita od x je nestabilna. Po teoremu [2.2.1| my(x) je gusta

u X, i po teoremu [2.2.2] mo(x) je nestabilna. Stoga, f je M-kaoti¢na. m|

2.3 Primjeri

Primjer 2.3.1. Neka je I = [0, 1] jedini¢ni interval. Funkciju f : I — I definiranu na

sljedeci nacin:

_ <
700 = 2(1—x), 5 <

zovemo Satorska funkcija s nagibom 2.
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Slika 2.1: Satorska funkcija

Buduci da je f definirana na intervalu, da bi pokazali da je f kaoticna treba samo
pokazati da je f topoloski tranzitivna, $to smo vec pokazali u odjeljku[1.1]

Buduci je I = [0, 1] kompaktan metricki prostor, iz teorema |1.2.10 slijedi da je f M-
kaoticna. Stovise, iz teorema|2.2.3|slijedi da je o im(X, f) — im(X, f) M-kaoti¢na.

Primjer 2.3.2. Neka je I = [0, 1] jedinicni interval. Funkciju Fy : I — I definiranu sa:

Fix)=4x(1 —x), xel.

zovemo logisticka funkcija.

Slika 2.2: Logisticka funkcija
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Pokazat ¢emo da je funkcija F, kaoticna na cijelom intervalu I.

Dokaz. Definiramo funkcije na sljedeci nacin:
g:S' - S'sag() =26,

hy : S' - [-1, 1] sa hy(0) = cos ¥,
1
hy i [-1,1] > [0, 1] sa hy(x) = 5(1 - X)
g(x) =2x* — 1.

Tada vrijedi:
hy o g(8) = cos(20) = 2cos* 0 — 1 = g o hy(6).

Funkcija h; nije homeomorfizam jer nije injekcija pa nije ni topoloSka konjugacija funkcija

giq.
Takoder vrijedi:

hy o g(x) = %(1 2+ D) =1-x*=21-x1- %(1 —x)) = F4 0 hy(x)

pa slijedi da je g topoloSki konjugirana s Fj.

Sada moZemo pokazati da je F, topoloski tranzitivna. Neka su U i V bilo koja dva po-
dintervala od I. Tada postoje otvoreni lukovi U’ i V' od S! takvi da je hy o hi(U’) = U i
hyohi(V’) = V. Bududi da je g topoloski tranzitivna postoji k € N takav da je g{(U")NV’ #
(0. Zato vrijedi F fj(U )NV # 0 paje F, topoloski tranzitivna, pa je po propoziciji ka-

oti¢na. O

Po 9], Satorska funkcija f iz prethodnog primjera i funkcija F4 su topoloski konjugi-
rane. Iz prethodnog primjera i teorema slijedi da je Fy M-kaoticna. Po teoremu[2.2.3]
(im(Z, F4), 0F,) je M-kaos.



Poglavlje 3

Martellijev kaos na hiperprostorima

3.1 Definicije

Neka je (X, d) metricki prostor. Udaljenost tocke x od nepraznog skupa A definira se na
sljedeci nacin:
d(x,A) = in£ d(x,a).
Neka je (X, 7") topoloski prostor. Oznacimo s
CL(X) = {A C X : A je neprazan i zatvoren u X}

CL(X) ¢emo snabdjeti topologijom, tzv. Vietorisovom topologijom.

Mi ¢emo posebno promatrati potprostor prostora CL(X) koji se definira na sljedec¢i nacin:
2¥ = {A € CL(X) : A je kompaktan}

Definicija 3.1.1. Neka je 2% familija nepraznih kompaktnih podskupova od X. Vietorisova

topologija v, na 2% generirana je bazom
Uy, Uy, ... Uy) ={Fe€2X . FCUL Ui FNU; # 0 za svakii < n}
gdje su Uy, Uy, ..., U, otvoreni podskupovi od X.
Uredeni par (2%, 7,) zovemo hiperprostor prostora X.

Definicija 3.1.2. Neka je 2X familija nepraznih kompaktnih podskupova od X. Hausdorffova

metrika na 2X definirana je sa

dy(A, B) = max{sup d(a, B), sup d(b,A)} za svaki A, B € 2~

acA beB

23
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Uoc¢imo da je 2¥ = CL(X) kada je X kompaktan, jer je tada svaki zatvoreni pod-
skup od X kompaktan. Nadalje, ako je X Hausdorffov prostor, vrijedi 2¥ = {A C X :
A je neprazan i kompaktan } jer je svaki kompaktni podskup Hausdorffovog prostora za-
tvoren.

Neka je f : X — X preslikavanje. Funkcija 2/ na hiperprostoru 2¥ definirana je sa

2/ 2% 52X 2I(F) = f(F),F € 2% .

3.2 Veza Martellijevog kaosa na (2¥,2/)ina (X, )

U ovom odjeljku promatramo vezu izmedu M-kaosa na (2%, 2/) i M-kaosa na (X, f).

Teorem 3.2.1. Neka je X kompaktan metricki prostor, f : X — X neprekidno preslikavanje
i neka je 2/ : 2X — 2%, Neka je A € 2% tranzitivna tocka za 2/. Tada je svaki x € A C X

tranzitivna toc¢ka od X za f.

Dokaz. Pretpostavimo da je A tranzitivna tocka na (2%,27). Tada za svaki otvoreni skup

w(Uy, Us,...,U,) u2¥, postoji nenegativan cijeli broj n tako da vrijedi

2)"(A) = f"(A) € WUy, Uy, ..., Up).

Posebno, uzmimo U, = U, = ... = U,, = U, tada postoji nenegativan cijeli broj m koji
zadovoljava (2/)"(A) = f™(A) € v(U). Stoga je f™(A) C U. Stovise, za svaki x € A, vrijedi
f™(x) € U. Dakle, x je tranzitivna tocka na (X, f). O

Teorem 3.2.2. Neka je (2%,27) dinamicki sustav na hiperprostoru. Ako je orbita od {x}

nestabilna u (2%, 27) za svaki x € X, tada je orbita od x nestabilna u (X, f) za svaki x € X.

Dokaz. Neka je x € X. Dokazat ¢emo da postoji » > 0 takav da za svaki € > 0, postoji

y € X in > 0 koji zadovoljavaju

d(x,y) <& i d(f"(x), ")) >r.

Bududi je {x} € 2% i orbita od {x} je nestabilna u (2%, 2/) za svaki x € X, postoji r > 0

takav da za svaki & > 0, postoji B € 2% i n > 0 koji zadovoljavaju

du({x},B) < & i du(2))"(x)), "Y' (B)) = du(f"({x}), ["(B)) > r .
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Kako je
dy({x}, B) = max{sup d(a, B), supd(b, {x})} = supd(b, {x}) ,

a€{x} beB beB

slijedi da je sup d(b, {x}) < €. Stovise, za svaki b € B je d(b, x) < € i vrijedi
beB

du(27)"({x)), 27)"(B)) = max{sup d(f"(a), f"(B)), sup d(f"(b), f"({(x}))} > r.

as{x} beB

Stoga
du((2")"(x)), 2 )'(B)) = Sup d(f" (), f"(x}) > r.

Kako je B kompaktan podprostor od X i f neprekidna funkcija, postoji b € B tako da
je d(f"(b), f"({x})) = d(f"(x), f(b)) > r. Stoga slijedi da je orbita od x nestabilna u
X, f)- m

Teorem 3.2.3. Ako je 2/ : 2X — 2% M-kaoti¢na i orbita od {x} nestabilna u (2X,2/) za
svaki x € X, tada je f : X — X M-kaoticna.

Dokaz. Ako je 2/ : 2¥ — 2% M-kaoti¢na, tada postoji tranzitivna tocka A € 2 takva da je
orbita od A nestabilna u (2%,2/). 1z teorema slijedi da je x tranzitivna tocka u X za
svaki x € A, odnosno orbita od x je gusta u X. Kako je orbita od {x} nestabilna u (2%, 2/)
za svaki x € X, po teoremu slijedi da je za svaki x € A orbita od x nestabilna u (X, f).
Uzmimo x € A. Tada je x tranzitivna tocka u (X, f) i orbita od x je nestabilna u (X, f). Iz

ovog slijedi da je f M-kaoti¢na. O

Definicija 3.2.4. Funkcija f : X — X je (topolosko) mijesanje ako za svaka dva otvorena
skupa Uy, U, # 0, AN > 0 takav da ¥n > N vrijedi f"(Uy) N U, # 0.

Definicija 3.2.5. Funkcija f : X — X je (topolosko) slabo mijesanje ako za svaka dva
otvorena skupa Uy, U, # 0, An > 0 takav da vrijedi f"(U;) N U, # 0.

Definicija 3.2.6. Funkcija f : X — X je potpuno tranzitivna ako je za svaki m funkcija f™

tranzitivna.

Za dane definicije mijeSanja i tranzitivnosti, vrijedi sljedece:

mijeSanje = slabo mijeSanje = potpuna tranzitivnost = tranzitivnost
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Teorem 3.2.7. Neka je f : X — X preslikavanje. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
i) f je slabo mijesanje

ii) 2/ je slabo mijesanje

iii) 2/ je tranzitivna

Slabo mijeSani dinamicki sustavi osjetljivi su na pocetne uvjete pa iz toga slijedi da
osjetljivost na pocetne uvjete povlaci nestabilnost. Stoga, slabo mijeSani dinamicki sustavi
imaju nestabilnu orbitu. Po teoremu|1.1.9} ako je X kompaktan perfektan (nema izoliranih
toCaka) metricki prostor, tada su topoloska tranzitivnost i to¢kovna tranzitivnost ekviva-

lentne. S obzirom na ekvivalencije iz teorema[3.2.7] vrijedi sljedeci korolar:

Korolar 3.2.8. Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor bez izoliranih tocaka i neka je
f : X = X neprekidna funkcija. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

i) f je slabo mijesanje
ii) 2/ je slabo mijesanje

iii) 2/ je M-kaoti¢na
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Sazetak

Na pocetku rada navodimo neke osnovne definicije i pojmove, koji ¢e nam biti potrebni
u nastavku rada. Upoznajemo se s razliitim definicijama kaosa, te promatramo odnos
izmedu njih. Definiramo neka poznata preslikavanja te pokazujemo da su kaoti¢na.

U drugom poglavlju promatramo Martellijev kaos na inverznim limesima. Navodimo defi-
nicije, te kroz nekoliko teorema dokazujemo da je inverzni limes s preslikavanjem pomaka
Martellijev kaos ako i samo ako je originalni sustav s veznim preslikavanjem Martelijev
kaos. Navodimo i dva primjera kroz koja prikazujemo navedene tvrdnje.

Na kraju promatramo Martellijev kaos na hiperprostorima. Kao i u prethodnom poglavlju
navodimo definiciju, te nakon toga kroz nekoliko teorema dokazujemo da ako je hiperpros-
tor Martellijev kaos i ako je svaka toCka originalnog sustava nestabilna u hiperprostoru,

tada je i originalni sustav Martellijev kaos.






Summary

At the very beginning of this paper we introduce some basic definitions and concepts,
which we will need in sequel. We define different definitions of chaos, and observe the
relationship between them. We define some familiar mappings and show that they are cha-
otic.

In the second chapter we investigate Martelli’s chaos of inverse limit dynamical systems.
We give definitions, and through a few theorems we prove that inverse limit dynamical
system is Martelli’s chaos if and only if so is original system. Here are two examples that
illustrate listed properties.

Finally, we investigate Martelli’s chaos of hyperspace dynamical systems. As in the previ-
ous chapter we give some definitions, and through a few theorems we prove that hyperspace
dynamical system is Martelli’s chaos implies original system is Martelli’s chaos if the orbit

of every single point set of original system is unstable in hyperspace.
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