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Uvod

U ovom nam je radu cilj predstaviti ortonormirane valiée. Za funkciju ¢ € L*(R) reéi éemo
da je ortonormirani vali¢ ako sistem {¢/; : j,k € Z} Cini ortonormiranu bazu za prostor
L*(R), gdje je

Win(x) = Z%l//(ij — k), zasve j,k € Z.

Uz vali¢e éemo vezati i skup potprostora prostora L*(R), koje ¢emo, ako zadovoljavaju
odredena svojstva, nazivati multirezolucijskom analizom. Pokazat Ce se da ¢e nam upravo
multirezolucijska analiza biti koristan alat prilikom generiranja vali¢a. Spomenimo kako
se vali¢i mogu promatrati i na R”, no mi ¢emo se u ovom radu zadrZati u jednoj dimenziji.

Pokazuje se da su vali¢i baza mnogim algoritmima koriStenim u raznim granama, poput
obrade signala ili analize 1 kompresije slika. Glavna prednost, s raunalskog aspekta, lezi u
jednostavnosti “paméenja” takvog sistema. Naime, dovoljno je znati ponaSanje funkcije ¢
kako bi smo znali ponaSanje svih funkcija i ;. Takoder, pokazuje se da vali¢i imaju i dobra
rekonstrukcijska svojstva. Primjerice, prilikom kompresije slike, lako se iz komprimiranih
podataka dobije originalna slika.

Rad je podijeljen u 4 poglavlja. U pocetnom poglavlju navodimo nekoliko potrebnih re-
zultata iz funkcionalne analize, koje cemo koristiti kroz ¢itav rad. U drugom poglavlju for-
malno uvodimo multirezolucijsku analizu te pokazujemo kako iz nje dobiti ortonormirani
vali¢. Trece je poglavlje posveceno karakterizaciji vali¢a i multirezolucijske analize, dok u
cetvrtom poglavlju uvodimo diskretnu valiénu transformaciju te algoritme za dekomponi-
ranje 1 rekonstruiranje podataka. Na samom kraju poglavlja, predstavljamo vali¢ne pakete,
koji sluZe poboljSavanju odredenih svojstava vali¢ne transformacije, ponajvise lokalizaciji
frekvencije.



Poglavlje 1

Kratki pregled teorijskih Cinjenica

Kroz Citav rad bavit ¢emo se ortonormiranim sistemima i bazama u Hilbertovim prosto-
rima. Jedni od glavnih alata bit ¢e nam razvoj u Fourierov red te Fourierova transformacija.
Stoga, u ovom pocetnom poglavlju, navest ¢emo osnovne definicije i rezultate, koje cemo
kasnije koristiti. Rezultate navodimo bez dokaza.

Za dani ortonormirani sistem {f; : k € Z} i funkciju f € H, gdje je H Hilbertov prostor,
definiramo Fourierov koeficijente funkcije f s

e ={f. fu), k € Z.

Od interesa je proucavati kada je i kako zadovoljena jednakost

f=> ch (1.1)

kezZ

Kada (I.1)) vrijedi za svaki f € H, s konvergencijom reda u normi prostora H, onda sistem
{f« : k € Z} zovemo ortonormiranom bazom prostora H. Tipian primjer je H = L*(T),
gdje je T jednodimenzionalni torus koji po potrebi identificiramo s [0, 1) ili [—%, %>, te
fi(x) = €**. U tom slu€aju, govorimo o razvoju u Fourierov red.

Na prostoru L*(R) moZemo, uz standardne ortonormirane baze, promatrati i druge ko-
risne alate. Definiramo Fourierovu transformaciju, koja, isprva, funkciji f € L'(R) N L*(R)

pridruzuje funkciju £ po formuli

f© = f FeEd.

Ponekad ¢emo varijablu x zvati vremenskom, a varijablu ¢ frekvencijskom varijablom.
Lako se pokaZe da je f € L*(R), te da vrijedi Plancherelov teorem (vidi [3]]), koji kaZe

| A
(f.8) =718 (1.2)
T
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Time je zapravo definiran ograni¢en operator koji po neprekidnosti moZemo prosiriti na
L*(R), obzirom da je L'(R) N L*(R) gust potprostor prostora L*(R). Tada je operator f
\/#27 f unitaran operator, te se moZe pokazati da je i surjektivan.

Inverzna Fourierova transformacija dana je formulom

B(x) = f ¢ de.

Ako primijenimo inverznu transformaciju na g = f, dobijemo (f) = f.

Kod ortonormiranih valica, ¢esto ¢emo spominjati operatore translacije i diletacije. Za
h € R, definiramo operator 7, : L*(R) — L*(R) formulom (7, f)(x) = f(x — h), te operator
pn i L*(R) — L*(R) formulom (p,f)(x) = f(hx). Od interesa ¢e nam biti cjelobrojne
translacije, te diletacije potencijom broja 2. Stoga, definiramo posebne operatore T i D;,
za k, j € Z, formulama

(Tef)(x) = f(x = k),
(D)) = 22 f(2/),
za f € L*(R). Oba su operatora unitarna, $to ée nam biti od iznimne vaZnosti.
Fourierova se transformacija dobro ponasa u kompoziciji s ovim operatorima, jer vri-
jedi
Tif©) = ™ f©
D;f¢) = 274 f@7¢).



Poglavlje 2

Multirezolucijska analiza i konstrukcija
valica

U ovom poglavlju predstavit ¢emo metodu konstruiranja ortonormiranih vali¢a baziranu na
postojanju familije potprostora prostora L*(R), koja zadovoljava odredena svojstva. Takvu
¢emo familiju nazivati multirezolucijskom analizom, ili, skraceno, MRA. U sekciji de-
finirat cemo MRA preko standardnih pet svojstava, ali i pokazati da ta svojstva nisu ne-
zavisna. Samu konstrukciju vali¢a na temelju MRA pokazat ¢emo u sekciji te usput
prikazati neke od najpoznatijih primjera.

2.1 Multirezolucijska analiza

Multirezolucijska analiza sastoji se od niza zatvorenih potprostora V, j € Z, prostora L*(R)
koji zadovoljavaju

VJ'C Vj+1,Vj€Z, 2.1)
feV, & fQ2()eVi,VjeZ, (2.2)
(v, =10}, (2.3)
Jje€Z
v =rm), (2.4)
JjEZ

postoji funkcija ¢ € V), takva da je skup } (2.5)

{¢(- — k): k € Z} ortonormirana baza za V.

Funkcija ¢ iz (2.3) zove se skalirajuca funkcija dane MRA.
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Ponekad se uvjet (2.5)) relaksira pretpostavljajuéi da je skup {¢(- — k): k € Z} Rieszova
baza za V|, tj. da za svaki f € V, postoji jedinstveni niz {a; }yez € [*(Z) tako da vrijedi

f) =) apx = b,

kez

gdje red konvergira u L2(R), i

A laf <

kezZ

2

D etk <B) |l
2

keZ kezZ

gdje su 0 < A < B < oo konstante neovisne o f. Takvu ¢emo MRA nazivati MRA s
Rieszovom bazom. Na kraju sekcije pokazat cemo da je ovaj naoko slabiji zahtjev od
zapravo ekvivalentan. Primijetimo da (2.5) implicira da je {¢(- — k): k € Z} Rieszova baza
za Vy, s konstantama A = B = 1.

Neka je ¢ji(x) = 23¢(2/x — k). Iz uvjeta (2.2) proizlazi da je, za fiksni j € Z, skup
{p;k: k € Z} ortonormirana baza za prostor V;. Naime, neka je f € V;. Tada imamo (uz
oznaku fy = 27 f(277(-)) € Vp)

1f = D (el = lfs = D (o podeoill = 0, kako n — oo,

k=—n k=—n

gdje smo iskoristili unitarnost operatora D/, te invarijantnost skalarnog produkta na isti.
Ve¢ smo spomenuli kako svojstva (2.1))-(2.5) nisu nezavisna. Konkretno, vrijede sljedeca
dva teorema:

Teorem 2.1.1. Uvjeti 2.1), 2.2) i @2.5) impliciraju 2.3). To vrijedi cak i ako u (2.5)
pretpostavimo da je rije¢ samo o Rieszovoj bazi.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji 0 # f € [,z V;, bez smanjenja opcenitosti ||f]l, = 1.

Posebno, f € V_;,Vj € Z, pa moZemo definirati funkcije fi(x) = 21 f(2/x) tako da je
fi € Vo, po svojstvu (2.2). Vrijedi i da je ||fjll. = lIfll. = 1. Posto je {¢(- — k): k € Z}

. . o ~ g 12
Rieszova baza, mozemo pisati fj(x) = Yz a@(x — k) te vrijedi A Y7 |ai| <|Ifil3=1.
Primijenjujuci Fourierovu transformaciju, mozemo pisati

2RI = [ = ) ae 9@ = mi©).
keZ
edje je
mi) =) afe ™

keZ
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Primijetimo da je m; 2n-periodi¢na funkcija koja se nalazi u L*(T) s normom < ZX". Iz

svega navedenog vidimo da je fj(f) =2im H26)p(27€), te za j > 1 raspisujemo:

f f(©)ldé < 22 (f |90(2J§)|2d§) (f |mj(2J§)|2d§)
% 1 20427

00 2
[ wwrd |5 [ Im,-(,u)lzdﬂ)
20+ 2+

2/+2

2/+2 7
[ |90(,u)|2d,u) ( [ Im](u)lzdﬂ]

1

NI~

— 93

IA

1
2J-1 2

00 ) 1 224 2(1+ D) 5
= @@ldu| |5 f () P
LHn 2/ ; 20 w4 2in !

< 2r 2
< f Gl du X) :
2ty

Dakle, pustajuci j — oo, zaklju€ujemo da je f;:rl f©)ldé = 0, paje f(£) = 0 skoro svuda na

DI—=

D=

[27, 4. Isti racun moZemo primijeniti na funkciju 21 f216),1 € Z, te zakljuditi da je (&) =
0 skoro svuda na 2'[2x, 4x]. To nam daje da je f (&) = 0 skoro svuda na (0, co). Ponavljajuci
Citav ovaj postupak s intervalom [—47m, —27] u ulozi intervala [27, 4r], zakljuCujemo da je
£(& = 0 skoro svuda. To je u kontradikciji s po&etnom pretpostavkom da je f # 0, &ime je
dokaz gotov. |

Teorem 2.1.2. Neka je {V;: j € Z} niz zatvorenih potprostora u L*(R) koji zadovoljavaju

21, @2.2) i 2.3), te da je funkcija ¢ iz (2.3) takva da je || neprekidna u nuli. Tada je
ekvivalentno:

i) ¢0) #0,
i) Ujez V; = LX(R).
Tada je |@(0)| = 1.
Dokaz. Pretpostavimo da je ¢(0) # 0. Prvo tvrdimo da je skup
W= W
jezZ

invarijantan na translacije. Da bismo to dokazali, prvo ¢emo pokazati da je W invarijantan
na dijadske translacije 75-1,,,[,m € Z. Uzmimo f € W. Za dani € > 0 postoje jo € Z 1
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h eV takvidaje||f — Al < &. Iz (2.1)) zakljuCujemo da je h € V;,Vj > jo, a zbog 2.2) i
(2.5) mozemo pisati

h(0) = ) clpx - k).

kezZ

Stoga je

(Ty-ip,h) (x) = h(x — 27'm) = Z clo(2/(x—27"m) - k).

keZ

Akoje j > I, onda je 2/"'m € Z, pa je ¢(2/(x—27"'m)—k) = ¢(2/—2/"'m—k) element prostora
V;. Kako je W zatvoren, to je 7,-,,h € W. Jer je € bio proizvoljan, a (|75, f — 121, =
Il.f — All» < &, zakljuCujemo da je i 75-1,,f € W. Opcenito, za x € R moZemo nai [,m € Z
tako da je 27'm proizvoljno blizu x. Tada je i ||t f — T.fll» po volji malo, pa je W
invarijantan na sve translacije.

Posto je ¢(0) # 01 |¢| neprekidna u nuli, postoji u > 0 takav da je $(£) # 0 na (—u, u).
Pretpostavimo sada da postoji g € W*. Jer je, po upravo dokazanom, W invarijantan na
translacije, vrijedi

0= f f(x +ng(t)dt,
R

za svaki x € Ri f € W. Zbog (T_,fN&) = €4 f(&), posljednja jednakost i Plancherelova
formula daju

0= [ efone.
za svaki x € R. Kako je f& € L'\(R), slijedi da je f& = 0 za skoro svaki & € R. Posebno,
neka je f(x) = 2/¢p(2/x) tako daje f € V; € Wi f(&) = $(277€). Dakle, p(277€)g(é) = 0 za
skoro svaki & € R. No, ¢(277¢) # 0 za & € (=2/u, 2/u), pa mora vrijediti 2(¢) = 0 za skoro
svaki & € (=2/u,2/u). Pustajuéi j — oo, vidimo da je § = 0 skoro svuda, pajeig = 0
skoro svuda. Dakle, W = L*(R).

Pretpostavimo sada da je W = L*(R) i neka je f takva da je f = xi-1.13- Tada je [If13 =
%ll fll% = }T Oznacimo s P; ortogonalni projektor na V;. Po (2.I)) i naSoj pretpostavci
imamo da ||f — P;fll. = 0, kako j — oo, a time i [|P;f|l — l|f|l.. Oznacimo li ¢;x(x) =
23p(2/x — k), imamo

1
IPAAIB =11 ) pindpsulls = —.

kezZ
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kako j — oo (jer iz (2.2) i (2.5) slijedi da je {¢;x: k € Z} ortonormirana baza za V).
Zamjena varijabli i Plancherelov teorem daju nam

Do) =

kezZ

1
:@é

1
47122%:
Z’f_ .
L f e dy

|1
:2122 g

keZ a

2

f F& ;- N &)de
R

2

f f@27 e G278 dé
R

2

Za dovoljno veliki j vrijedi [-27/,27/] C [-n, 7], pa je zadnji izraz pod sumom kvadrat
norme k-tog Fourierovog koeficijenta funkcije x(_,-j»-/j¢. Ponovnom primjenom Planche-
relove formule za Fourierove redove, dobivamo

L2 ]
lim —f PGl dp = —.
Joo 2 ) _o-j T
Medutim, iz neprekidnosti funkcije |¢| u nuli zakljuCujemo da isti taj izraz konvergira k

£|2(0)°. Dakle, |(0) = 1 # 0. 0

Iz dokaza prethodnog teorema vidimo da se (2.4) moze zakljuciti ako pretpostavimo

2.1, 2.2), (2.5) te da postoji 4 > 0 takav da je p(¢) # 0 na (—u,u). Nadalje, ako je
{V;: j € Z) MRA, dokaz teorema pokazuje da mora vrijediti

1Y
lim — p(wlPdu = 1.
hm 5= [ 2_jlw(u)l u

Za kraj, pokazat ¢emo Cinjenicu koju smo spomenuli na pocetku, da je uvjet (2.5)
ekvivalentan zahtjevu da je skup {¢(- — k): k € Z} Rieszova baza za V), tj. da ako je skup
{¢(- — k): k € Z} Rieszova baza za V|, tada mozemo naci funkciju y € V, takvu da je skup
{y(-—=k): k € Z} ortonormirana baza za V. Ta je ¢injenica lagana posljedica sljedece leme:

Lema 2.1.3. Pretpostavimo da je ¢ € L*(R) takva da skup {¢(- — k): k € Z} ¢ini Rie-
szovu bazu za span{g(- — k): k € Z}, tj. da postoje konstante 0 < A < B < oo takve da
Ve = {ciiez € P(Z) vrijedi

A el <

keZ

2

<B Z lex? (2.6)

LI2(R) kezZ

Dl —k)

kezZ
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Neka je

T (&) = (Z|¢(§+ 2kn>|2) : 2.7)

kezZ

Tada je VA < o) < VB za skoro svaki & € R.

Prije samog dokaza, pogledajmo kako iz leme slijedi nasa ¢injenica. Definiramo 7y tako
da stavimo 9 = ¢/o,. Po lemi, 1/0, je ograniCena funkcija, tako da %, a time i y pripadaju
prostoru L*(R). Dodatno, zbog 2n-periodi¢nosti funkcije 0, mozemo naci nizove {yliez
i {Bikez iz IA(Z) tako da vrijedi

1 ikm —ikm
v Doy @) = Y pe ™,

keZ keZ

s konvergencijom u L*(T) (a ¢ak i skoro svuda na T). Stoga moZemo pisati

¥ = &) Z ae ¥ 1 (&) = (&) Zﬁke_ik”-

keZ keZ

Djelujuci Fourierovom transformacijom na gornje jednakosti, dobivamo

Y = > aupor(0) i ¢(x) = D Beyoul),

kezZ keZ

s konvergencijom u L*(R). Iz toga slijedi
v € span{pgs: k € Z} i ¢ € span{yo: k € Z}.

Nadalje, iz definicije funkcije ¥ i 2n-periodiCnosti funkcije o, jasno je da vrijedi

1
ng + 2km)’ = Z@(.g—‘ + 2km)]* = 1, za skoro svaki £ € R.

2
keZ O-‘P (f) keZ

Konac¢ni korak u rezoniranju daje sljedeca propozicija o karakterizaciji ortonormiranih si-
stema:

Propozicija 2.1.4. Ako je g € L*(R), tada je skup {g(- — k): k € Z} ortonormirani sistem
ako i samo ako vrijedi

Z|§(§ + 2km)|* = 1, za skoro svaki & € R.

keZ
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Dokaz. Dokaz se svodi na primjenu Plancherelove formule i periodizacije funkcije. Ras-
pisujemo:

(6O = ) = [ eoati—Rdr = o= [ p@retas
| & 2(1+1)1 ) e
%2;@ 2@ ds

1 © 21 )
= — |&(u + 21m)[Pe™du
27T Z:Z—oo 0

1 27 R )
=5 f (Z 18(u + 217r)|2J e du
0

|=—c0
- (Z 18(u + 217r)|2]A(—k).
I=—00

Ako je sistem ortonormiran, onda je lijeva strana jednaka oy x, pa funkcija (Z[’Z_OOI g(u+ 2l7r)|2)
ima samo nulti Fourierov koeficijent razli¢it od nule, te je stoga jednaka konstanti skoro
svuda, u ovom slucaju 1. Obratno, ako je funkcija (Z[’Z_ml g(u+ 2l¢r)|2) skoro svuda jednaka
1, onda je desna strana jednaka 6o, pa je sistem ortonormiran. O

Dokaz leme Zac = {ciliez € IA(Z) definiramo S = 37 cxpox- Tada vrijedi

Se(© = D e™p() =t D),

keZ

gdje je 9e(&) = Yoz cre ™ funkcija iz LA(T). Stovise,

2(k+ 1)

2 2 e A2
= fR 19(E)@(E)| dg_é f2 [0 dé

kn

Se

= fT 9 ZI@(& + 2km)Pd¢ = fT [9(E)T () dE.

kezZ

Plancherelov teorem nam zajedno s gornjim raunom daje

1
2 _ 2
|mM®—%ﬁM@%@M§
Ovim ra¢unom mozZemo reformulirati uvjet (2.6) u oblik

AR, < 180l < BlSel. (2.8)
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m—-1
Fiksirajmo n € T i izaberimo c¢ tako da je #(£) = 5— X, €*¢~. Tada dobivamo
k=0

n mé-n)

. 2
1
XGE ZmR[SSi = ] = Kn(n - &),

=3

gdje je K, m-ta Fejérova jezgra. Posto vrijedi [|[9¢|l,2r) = 1, (2.8) postaje
A < (K, * oﬁ)(n) < B, za skoro svakin € T. (2.9)

Konacno, funkcija oﬁ je iz prostora L!(T), pa parcijalne sume Fourierovog reda u smislu
Cesara konvergiraju prema funkciji skoro svuda. Dakle, pustajuéi m — oo u (2.9) dolazimo
do traZenih nejednakosti. O

Napomena 2.1.5. Primijetimo da je funkcija o, iz leme wvijek dobro definirana, ¢im
je ¢ € L*(R). Naime

km

2(k+1)m
[lowerde=Y, [ erde = [p@rde = 2neli. g,
T ez 2 R

2.2 Konstrukcija vali¢a na temelju MRA

Sada prelazimo na konstrukciju vali¢a iz dane MRA. Neka je W, ortognalni komplement
prostora Vo u Vi, tj. V; = Vo & W,. Ako diletiramo elemente prostora W, s 2/, dobivamo
zatvoreni potprostor W; prostora V,; tako da vrijedi

Vj+1 = Vj@ Wj,Vj eZ.
Kako je V; C Vi1 1ez V; = {0}, vrijedi
J
Via=V,eW;=Pw.vjez
[=—c0
S druge strane, kako je (J;ez V; = L*(R), to je

L®) =P w, (2.10)

Jj=—00

Kako bismo dobili ortonormirani valié, jedino Sto nam preostaje je pronaci funkciju
W € Wy takvu da je {¢(- — k): k € Z} ortonormirana baza za W,,. Zapravo, kada to nademo,
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zbog definicije prostora W, i svojstva (2.2) imamo da je {22y(2/-~k): k € Z} ortonormirana
baza za W;. Stoga, {{/;+: j,k € Z} je ortonormirana baza za L*(R), $to pokazuje da je
ortonormirani vali¢ na R.

Pokusajmo sada pronaci takvu funkciju ¢. Promotrimo Vo, = W_;®V_; i primijetimo da
je %go(j) € V_; c Vy. Po (2.3), mozemo tu funkciju zapisati u bazi prostora Vy {¢(- +k): k €
Z} ¢ime dobivamo

%90(%)6) = Z ap(x + k), (2.11)

keZ

gdje je ax = 3 nga(%x)cp(x + k)dx, red u @Z.I1) konvergira u L*(R) te {aiJicz € P(2).
Uzimajuéi Fourierovu transformaciju, dobivamo

P8 = (&) D are™ =: pEmy (&), (2.12)

kez

gdje je my 2r-periodi¢na funkcija u L?(T). Funkcija m, naziva se niskopropusni filter po-
vezan sa skaliraju¢om funkcijom ¢.
Za pocetak, dokazimo jednostavnu posljedicu propozicije [2.1.4;

Korolar 2.2.1. Ako je g € L*(R) takva da je {g(- — k): k € Z} ortonormirani sistem, tada je
lsupp(2)| = 2n. Jednakost vrijedi ako i samo ako je |g| = x, za neki izmjeriv skup K C R
za koji vrijedi |K| = 2.

Dokaz. 1z propozicije slijedi da je |2(£)| < 1 skoro svuda na R. Koriste¢i Plancherelov
teorem racunamo,

Isupp(@)| = f 1de > f R©PdE = 2n f g(oldx = 2.
supp(8) R R

Ako je |supp(g)l = 210 < g < 1 na skupu E pozitivne mjere, dolazimo do kontradikcije.
Naime,

27 = 133 = f 8(&)FPd¢ < |supp(@\E| + |E| = |supp(®)| = 27.
supp()

Stoga, |g(£)| = 1 na nosacu funkcije 2. Obratno, ako je |g| = vk za |K| = 2r, onda je ocito
lsupp(@)| = 27. O

Nastavljamo s konstrukcijom ortonormiranih vali¢a y povezanih sa skaliraju¢om funk-
cijom ¢. Vazno svojstvo niskopropusnog filtera je

Imo(&)* + [mo(€ + 7)* = 1, za skoro svaki & € R. (2.13)
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Kako bismo to dokazali, koristimo propoziciju [2.1.4| primijenjenu na ¢ te dobijamo
Z@(g + 2km)* = 1, za skoro svaki & € R.
keZ
Iz (2.12) slijedi da je gornje ekvivalentno s
Z|¢(§ + kr)*lmo(€ + km)|* = 1, za skoro svaki & € R.
keZ

Sumu na lijevoj strani rastavimo na sumu po parnim i sumu po neparnim cijelim brojevima
te koristeci propoziciju [2.1.4{i 2r-periodi¢nost funkcije my, dobijamo

1= Imo@P ) @& + 2mP +Imo(é + 7P ) J@E + 7+ 2Um)P

leZ leZ
= mp@)I” - 1 + Imo(& + M) - 1,

¢ime smo dokazali (2.13).
Da bismo nasli ¢ promatramo W_y, i to iz perspektive Fourierove transformacije.

Lema 2.2.2. Ako je ¢ skalirajuca funkcija MRA {V } jez i mo pridruZeni niskopropusni filter,
tada
Voo=1{f: f(é—') = mQ2E)my(€)P(E), za neku 2r-periodicnu m € LA(T)};
Vo =1{f: f(&) = E)PE), za neku 2n-periodicnu | € L*(T)}.
Dokaz. Akoje f € V_y, tada je f(x) = % Dkez ckgo(%x — k), za neki {c;Jrez € P(Z). Stoga,
koristeéi (2.12]), imamo
F© = V2(28) Y e = mQoPQE) = mQEOMYOPE),
keZ
gdje smo uveli m(&) = V2 3z cre ™, koja je iz LA(T).

Obratno, ako je m € L*(T)2n-periodi¢na, moZemo obrnuti gornji postupak te vidjeti
da funkcija f, definirana s f(&) = m(2&)my(€)P(€), pripada prostoru V_;. Jedino moramo
pokazati da je m(2&€)my(£)@(¢) funkcija iz prostora L>(R). Opéenito, za h € L*(T)2n-
periodi¢nu, zbog ortogonalnosti sistema {¢(- — k) : k € Z} po propoziciji [2.1.4] vrijedi:

27
f hEPp@PdE = f GPIpG + 2km) P = B o,
R 0

keZ
Kako je my ogranicena, a m € L*(T), to h(&) := m(2&)my(€) pripada L*(T).
Ako je g € Vy, tada je g(x) = Xz dip(x — k), za neki {di}rez € [2(Z). Tada vrijedi
2O =6€) Y die™ = [EB(E).
keZ

gdje je I 2n-periodi¢na funkcija iz L?(T). Obrat slijedi istim raunom kao za V_;. m|
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Nastavimo s konstrukcijom vali¢a y. Neka je U : V, — L*(T) definiran formulom
U(f) =1, gdje je I kao u lemi[2.2.2] U je ocito linearan, StoviSe, U zadovoljava

MU £y = Wy = 27 Y il = 27 £ .

keZ

Polarizacijske nam formule daju

1
fL&@rm = E<Uf, Ug)rxmVf, g €Vo.

Ako je f okomita na V_;, zadnja jednakost 1 lema govore nam da je / okomita na
m(2-)my(+), za sve 2n-periodi¢ne m € L*(T). Stoga,

74
0= fo (EmREm@)de

= j(; m2ERUEmy(E) + (& + mmo(& + m)}dé,

za sve 2n-periodi¢ne m € L*(T). To jest, n-periodi¢na funkcija u viti¢astim zagradama
je okomita na sve m-periodi¢ne kvadratno integrabilne funkcije, pa je [(&)my(€) + (& +
mmy(€ + m) = 0 za skoro svaki & € T. Dakle, mora vrijediti

(U&), [ + m) = =AE + m)(mo(§ + 1), =mo(£)) (2.14)

za skoro svaki £ i prikladnu A(¢). Ako stavimo & = u + 7, dobivamo

(U + 1), W) = =& + 2m)(mo (), —mo(u + 7)),

zbog 2m-periodicnosti funkcija my i [. No, ova je jednakost ekvivalentna jednakosti

(&), (& + m) = A& + 2m)(mo (& + 1), =mo(£)) (2.15)

za skoro svaki &. 1z (2.13]) znamo da vektor

(mo(§ + 1), =mo(£))

ima normu 1 za skoro svaki &. Ova €injenica, skupa s jednakostima (2.14)) i (2.15)), implicira
AE+ 1) = A& + 2nm), j. AE) = —A(E + m) za skoro svaki &. Dakle, A je 2r-periodiéna
funkcija iz L*(T) koja zadovoljava

AE) = —A(€ + ), za skoro svaki & € T. (2.16)
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Ovo znati da je A(&) = €“s(2¢), gdje je s 2rn-periodi¢na funkcija iz L*(T) (dovoljno je
definirati s(¢) = e 2 A(18)).
Iz (2.14)) i (2.16) dobivamo

I(€) = e 5(2&mo(€ + ), (2.17)

gdje je s 2n-periodi¢na iz L*(T). Lagano se pokaZe da je potprostor prostora L*(R) koji
sadrzi sve funkcije f za koje je f(&) = (£)@(€), [ kao u (2.17), ortogonalni komplement
potprostora V_; u V. Ovo nam daje karakterizaciju prostora W_;:

W_i ={f : f(&) = €¢5Q2E)mo(& + MP(&) za neku 2r-periodicnu funkciju s € L*(T)},
Sto daje sljedecu karakterizaciju prostora Wy:

Lema 2.2.3. Ako je ¢ skalirajuca funkcija MRA {V } jez i mo pridruZeni niskopropusni filter,
tada

Wo ={f: f (2¢) = eifs(Zf)mg@(f) za neku 2n-periodicnu funkciju s € LX(T)).
Iz ove leme slijedi da je W, invarijantan na integralne translacije. Slicno, imamo
W = {f : f(2771é) = ¥ 5(26)my(€ + m)@(€) za neku 2x-periodi¢nu funkciju s € L*(T)}.
Ako definiramo ¢ sa
J(26) = e“mo(€ + mp(é) (2.18)

(. s = 1 u (2.17)), tvrdimo da smo nasli ortonormirani vali¢ koji smo trazili. Dapace, svi
ortonormirani vali¢i u W, mogu se karakterizirati na sljedec¢i nacin:

Propozicija 2.2.4. Neka je ¢ skalirajuca funkcija MRA {V}}jez i mo pridruZeni niskopro-
pusni filter, tada je funkcija y € Wy = Vi NV ortonormirani valic¢ za L*(R) ako i samo
ako vrijedi

$(28) = v (2E)mo(E + mP(é) (2.19)
skoro svuda na R, za neku 2r-periodicnu izmjerivu funkciju v tako da je
[v(€)| = 1 skoro svuda na T.

Dokaz. Za podetak, ocito je ¢ € W, jer zadnja jednakost osigurava v € L*(T). Sada, za
bilo koji g € Wy, po karakterizaciji iz leme [2.2.3| postoji 27-periodi¢na funkcija s € L*(T)
takva da je 2(2&) = € s(2E)my(€ + m)@(&). Ovo nam daje

s(§) s(€) »

§&) = @€i§V(§)mo(%f +mP(36) = @Lﬁ(f) = SEVEWE).
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Posto je sv € LA(T), moZzemo pisati sS(E)(E) = Yz cxe ™, za neki {cylrez € A(Z), i dobiti

g0 = ) ew(x ),

keZ

Sto dokazuje da {y/(- — k) : k € Z} razapinje W,. Ortonormiranost ovog sistema mozZemo
dokazati preko propozicije [2.1.4}

D W&+ 2km)P = ) Ip(E + km)Pimo(3€ + e + m

keZ keZ

= > (& + 2m)Pmo(3¢ + 2bx + m)P

leZ

+ Z@(%g + 2Un + m)Plmo(3¢ + 21 + 2m)

leZ
= Imo(3€ + I + Imo(36)> = 1,

gdje smo prvo sumu razdvojili na sumiranje po parnim i neparnim cijelim brojevima, is-
koristili 2r-periodi¢nost funkcije my, propoziciju za funkciju ¢ i jednakost (2.13)) za
my.

Ve¢ smo komentirali kako iz Cinjenice da je {y/(- — k) : k € Z} ortonormirana baza za
W, slijedi da je {27y(2/ - k) : k € Z} ortonormirana baza za W;. Stoga, pomocu jednakosti
(2.10)), dobivamo da je ¢ ortonormirani vali¢ za L*(R).

Preostaje nam pokazati da su svi ortonormirani vali¢i ¢ € W, opisani jednakosti (2.19).
Za bilo koji y € Wy, po lemi postoji 2r-periodi¢na funkcija v € L*(T) tako da vrijedi

A T e A
U(&) = e2v(Emy(3€ + M)P(36).
Ako je ¢ ortonormirani vali¢, onda nam ortonormiranost sistema {y/(- — k) : k € Z} daje

1= Y 0+ 2%kmP = ) MOPIPGE + k)P imo(3¢ + ko + )P

keZ kezZ

= |v(§>|2( D 1P + 20mPimo(3¢ + m)P

leZ

+ D I+ 2Ir + n>|2|mo<§f>|2)

leZ

= WO (Imo(3€ + )P + Imo(36)?) = V(&) za skoro svaki £ € T,

¢ime je dokaz gotov. O
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Ovom smo propozicijom upotpunili konstrukciju valica iz MRA.

Prou¢imo jo§ malo vali¢ ¢ dan relacijom (2.18]). Posto je y iz V|, mozemo ju prikazati
kao (prebrojivu) linearnu kombinaciju translata funkcije ¢(2x). Zapravo, postoji nacin da
koeficijenti u tom prikazu budu povezani s koeficijentima @ koji su definirali m,. 1z (2.18))

i (2.12)) dobivamo

(28) = (Z(—l)ka—ke-“"-”@)@(g),

keZ
to jest
A — —i(k— l ~
(&) = (Z(—l)kake “ ”zf)]so(%f),
keZ
Primijenjujuéi inverznu Fourierovu transformaciju, dolazimo do
Y(x) = Z(—l)ka_k¢(2x — (k=1)). (2.20)
keZ
Pogledajmo jedan od najpoznatijih primjera vali¢a, Haarov vali¢.

Primjer 2.2.5. Haarov vali¢ konstruira se, do na translaciju, iz MRA generirane skali-
rajucom funkcijom ¢ = x(-10). Lako vidimo da za takvu ¢ vrijedi da je V; prostor svih
funkcija koje su konstante na intervalima oblika [27'k,27/(k + 1)], k € Z. Posto je
10(3x) = Ix120(X) = 10(x) + Jp(x + 1),
moZemo iskoristiti (2.20) kako bismo dobili
Yo =¢eCx+ D) —p2x)=x_ 1, -x

1.
30 [-3.0)

Ovaj se rezultat mogao dobiti i direktno. Naime,

30(3%) = 30(x) + 30(x + 1),

pa je niskopropusni filter za Haarov vali¢ funkcija my(€) = %(1 + €). Jer je

1 - e i< Sin(£/2)

—iEe @)

@) =

dobivamo
gl +e@Mef—1 (1 —e®)(e 1)
= ¢e" - .

we) = e 2 i 2iE
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Dakle,

A i€ it —2 4+l . it sin®(£/4)
'l’(f):eZT :lez(f/T

Lako se vidi da je Fourierova transformacija funkcije X\ _1,=X_1,, upravo gore dobivena
b g

Sfunkcija.

Prije daljnjih primjera, pokazat éemo kako dobiti |¢| iz |[¢]. 1z @.12), @.18) i (2.13)
dobivamo

PQREN + 1P QEE = 1@ Hlmo@F + Imo(é + 0P} = 1pE).

Iterirajuéi ovaj izraz, dolazimo do

N
PO = Ip2VOP + > 2oL

J=1

Posto je |@(€)] < 1, niz {Z?’:lllﬁ@ff)lz : N = 2,3,---} je rastuéi niz realnih brojeva
ogranien s 1 pa imam limes. Zbog toga postoji i limes limy_,..|p(2V&)|?. Stovise,

1
1o erde = 51 [ ip@Rd - 0.kako N — o0
R 2N Jr
pa po Fatouovoj lemi imamo
f lim [p(2"&)Pd¢ < lim f p2VE)Pdé = 0.
R N—o N—ooo Jp
Ovo pokazuje da je
lim pQVE) = 0.

Time smo dokazali formulu

N
6(&)2 = Zu@(zfg)ﬁ, za skoro svaki & € R, 2.21)

=1

¢ime je |@| izraZzena preko Fourierove transformacije valica.
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Primjer 2.2.6. Funkcija y ija Fourierova transformacija zadovoljava

J(€) = e x1(&), gdje je I = [~2m, —m) U (m, 2],

zove se Shannonov valié. Da bismo dokazali da je ovo vali¢, koristimo (2.21) da dobijemo
skalirajucu funkciju MRA koja ¢e dati ovaj valié. Imamo J(2/¢) = e x1,(§), gdje je

I =[-27""m,— = 27ny U 27, 277 7).

Posto su 1; disjunktni, a njihova unija, po j > 1 je [—n, n]\{0}, moZemo uzeti $ = X|—r .
Po propoziciji {o(- — k) : k € Z} je ortonormirani sistem u L*(R). Izaberemo V; kao

zatvorenu linearnu ljusku skupa {p;(x) = 25p(2ix — k) : k € Z}, za sve j € Z. Tada je
{V; : j € Z} multirezolucijska analiza ako pokaZemo da je %gp(%x) element prostora V),
$to je ekvivalentno pronalasku niskopropusnog filtera my koji zadovoljava (2.12)). Posto my
mora biti 2n-periodicna funkcija u L*(T), jednakost 2.12)) nam daje

1 ako —5<&é<Z,
mo(§) = 2 “win
ol& {O ako —n<&<-Filis<&<m,
$to se zatim prosiri po periodicnosti na R. Iz R.18) moZemo zakljuciti da je (&) = €' 3 x1(6).
Za Haarov vali¢ imali smo

Lo esinE2) L esin’(E/4)
P = T 1) = i =

Dakle, skalirajuca funkcija zadovoljavala je ¢(2km) = 0, za sve k # 0, k € Z, a vali€ je
zadovoljavao 1&(4kﬂ) =0, za sve k € Z. Opcenito, imamo sljedeci rezultat:

Propozicija 2.2.7. Ako je ¢ skalirajuca funkcija MRA i |p| neprekidna, onda je

@R2km) =0, zasvek #0, k € Z.

Dodatno, ako je y vali¢ konstruiran iz ove skalirajuce funkcije pomocu propozicije [2.2.4,
te su lmy| i |v| neprekidne, onda vrijedi

Y(4km) = 0, za sve k € Z.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. @(2kom) # 0, za neki ky € Z,ky # 0. Oznalimo
|@(2kom)| = a. Tada mora vrijediti

IBEF +13(£ + 2kom)I* > 1 + 1a®, kada je € € [-&, ],
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za neki € > 0, zbog neprekidnosti |@| 1 teorema No, ovo je u kontradikciji s propozi-
cijom 1)
Da bismo pokazali drugi dio, iz (2.19) zakljuujemo da je

Q2€)| = Imo(¢ + m)Pé)| na R,

zbog neprekidnosti |¢], mol i V] pa je [j(4km)| = mo(m)@(2kn)|, za sve k € Z. Medutim,
iz (2.12), (2.13) te neprekidnosti funkcija [¢| i m dobivamo da je mg(r) = 0. Dakle,
[J(4km)| = 0, za sve k € Z. -

Postoje primjeri valica koji nisu produkt multirezolucijske analize. Prvi je primjer dao
J.L. Journé i sastoji se od funkcije ¢ koja zadovoljava || = yx, gdje je

K = =27, ~4m) U [-1,~4m) U (4, 7] U (4, 2]

U kasnijim ¢emo poglavljima pokazati uvjete iz kojih ¢e proizaci da je ovako definirana
zaista vali¢. Zasada ¢emo samo prihvatiti da to vrijedi, te pogledati zaSto ne moZe postojati
MRA iz koje bi proizasao ovaj vali¢. Naime, u tom bi slucaju skalirajuca funkcija ¢ morala
zadovoljavati (2.21). 1z toga bi slijedilo

1 ak00<§§‘7—‘ﬂiliﬂ$|§|§%ﬂili2ﬂ§|§|§%ﬂ,

IP(&)] = { 0 inace.

Kada bi ¢ bila skaliraju¢a funkcija neke MRA, zadovoljavala bi propoziciju No, ako
oznagimo I = (0, 27), tada je |p(£)] = 1 na I. Stovise, za & € I je 2 < £ + 21 < Lx, pajei
|p(¢ + 2krr)| = 1. Tada bi vrijedilo

DIpE + 2k > Q)P +1p(E + 2P =2zaé €,

keZ

Sto je u kontradikciji s propozicijom [2.1.4
Veoma jednostavan uvjet koji karakterizira valice proizaSle iz MRA jest

D3 W@ + 2km) = 1, za skoro svaki £ € R. (2.22)

keZ j=1

Iz (2.21)) i propozicije [2.1.4] odmah vidimo da je ovaj uvjet nuzan. Da je uvjet (2.22) i
dovoljan da bi vali¢  proizasao iz MRA je malo teZe pokazati, te dokaz odgadamo za
sljedece poglavlje.

Znamo kako dobiti niskopropusni filter my iz skalirajuée funkcije ¢ (vidjeti (2.11) i
(2.12)). No, u nekim je sluajevima moguée je pronaci skalirajucu funkciju ako znamo
filter. Za sada ¢emo pokazati poseban slucaj, dok éemo podrobniju analizu dati u poglavlju
2.



POGLAVLIJE 2. MULTIREZOLUCIJISKA ANALIZA I KONSTRUKCIJA VALICA 21

Za danu funkciju ¢ definiramo njenu radijalnu (ili parnu) majorantu R, s

R,(x) = ess suplp(1)|. (2.23)
[7]>]x]
Pretpostavimo da radijalna majoranta pripada L'(R). Na primjer, za Haarov vali¢ to je
oCito ispunjeno. S druge strane, nije ispunjeno za Shannonov vali¢, jer je tamo |p| ~ ﬁ u
beskonacnosti. Zbog jednostavnosti, uzmimo ¢ € L*(R).
Primijetimo da je R, radijalna, padajuca na [0, o), 1 |¢(x)| < R,(x) za skoro svaki x € R.
Za k # 0 imamo

ftp(%x)‘p(x + k)dx
R

1
|lax| = 3

=

I <4 (p(%x)gmdx ’ fl > K QO(%x)mdx

Ako je |x| < %lkl, onda je |x + k| > %lkl paje |p(x + k)| < R¢(%|k|). Za |x| > %Ikl vrijedi
le(320)] < Ry(5k). Stoga, jer je ¢ € L'(R) (Sto proizlazi iz R, € L'(R)), imamo

il < SR, (51kD) " p(5x)dx + 3R, (3Ik)

[xl<7

. lo(x + k)|ldx

[x[=%5
< (@R (kD).

Posljedi¢no, imamo

*© k
Dl < e(@) Y Ry(GIkD) < 2¢(9) ) | fk R0y <o

kezZ keZ k=1
Kako je my(€) = X1z @e™¢, gornjim smo raspisom dobili sljedeéi rezultat:

Propozicija 2.2.8. Ako je ¢ skalirajuca funkcija za MRA koja je ogranicena te njena radi-
jalna majoranta, definirana s 2.23), pripada prostoru L'(R), tada pripadni niskopropusni
filter mqy pripada prostoru C(T).

Iterirajuci @(&) = mo(3€)@(1€) dobivamo

N
P& = p7Ne) 1_[ mo(27/€), za sve cijele brojeve N > 1.
j=1
Pretpostavimo da je ¢ integrabilna. Tada je ¢ neprekidna pa je po teoremu |®(0)] = 1.
Stoga,

mp(0) = lim e85 _

-,
0 @(6)
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Iz gornjeg slijedi da vrijedi

N
. N (N 4 (3
kilpwaja_kﬂ¢awa_¢@f

Uvijek mozemo pretpostaviti da je $(0) = 1, §to ¢emo i uciniti. Tada imamo sljedeci
rezultat:
Propozicija 2.2.9. Ako je ¢ ogranicena skalirajuca funkcija za MRA, a pripadajuca radi-
Jjalna majoranta R, pripada L'(R), ¢(0) = 1, tada vrijedi
p© = [m2).
j=1

Niskopropusni filter viSeg stupnja regularnosti moZemo dobiti ako pretpostavimo jace
uvjete na ¢. Jedan od takvih uvjeta je da pretpostavimo da postoji pozitivan broj m takav
da

f m(l + [xP)"p(x)Pdx =: ¢,y < 0. (2.24)

Iz ovog uvjeta slijedi da vrijedi

2dx < —m
L IZAlc,o(x)l dx < (2.25)

za sve A > 0. Tada, koriste¢i Cauchy-Schwarzovu nejednakost i ¢injenicu da je ||¢ll, = 1,
dobivamo

1
la| = )

foo go(%x)ga(x + k)dx

= % ‘f . cp(%x)go(x + k)dx + f . (p(%x)go(x + k)dx
<3 BE

1 1
< %‘/z(fll " lp(x + k)|2dx)2 + %1 (nfll I |(’0(%x)|2)2 ‘

2 2
Zamjenom varijabli x + kK = y u prvom te %x = y u drugom integralu lako se vidi da je

ol < e
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Ako je m cijeli broj, m > 2, ova nejednakost implicira da niskopropusni filter m, pripada
prostoru C"(T).

Za kraj ovog poglavlja, spomenimo jedan rezultat koji se tice funkcija koje imaju poli-
nomijalan pad. Kazemo da funkcija ¢ ima polinomijalan pad u L?*(R) ako je (2.24) zado-
voljeno za svaki nenegativni cijeli broj m. Za skalirajuce funkcije s tim svojstvom vrijedi
sljedeci rezultat, kojeg navodimo bez dokaza:

Propozicija 2.2.10. Ako skalirajuca funkcija ¢ za MRA polinomijalno pada, tada nisko-
propusni filter my pripada prostoru C*(T). Ako je jos i $(0) = 1, tada vrijedi

p&) = [ mo2 o).

J=1



Poglavlje 3

Karakterizacije u teoriji valica

U ovom ¢emo se poglavlju baviti karakterizacijama ortonormiranih vali¢a. Naime, umjesto
direktne provjere je li neka funkcija ¢ € L*(R) vali¢ (dakle, ¢ine li njene cjelobrojne tran-
slacije i diletacije ortonormiranu bazu za L*(R)), ponekad je jednostavnije provijeriti neka
druga svojstva. Tako ¢emo u sekciji [3.1] pokazati nuzne i dovoljne uvjete da bi funkcija
y bila vali¢. U sekciji [3.2] bavimo se uvjetima u kojima je ta funkcija MRA vali¢, dok u
sekciji [3.3| karakteriziramo skalirajuce funkcije za MRA.

3.1 Osnovne jednakosti

Kako smo spomenuli u uvodu, postoje dvije jednakosti koje karakteriziraju sve ortonormi-
rane vali¢e na L*(R). Dokazat ¢emo sljedeci rezultat:

Teorem 3.1.1. Funkcija ¢ € L*(R), gdje je ||, = 1, je ortonormirani vali¢ ako i samo
ako vrijedi

leﬁ(?f)lz =1, za skoro svaki ¢ € R 3.1)
JEZ
i
Z Y(2IE(2I(& + 2mn)) = 0, za skoro svaki & e R,m € 27 + 1. (3.2)
j=0

Napomena 3.1.2. Sistem (i : j,k € Z}, gdje je yji(x) = Z%W(ij — k), je ortonormiran
ako i samo ako vrijedi

ZIQZ/(S + 2kn)* = 1, za skoro svaki £ € R (3.3)

JEZ

24
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Z G(2I(& + 2km)W(& + 2km) = 0, za skoro svaki E € R, j > 1. (3.4)

keZ

Dokaz ove tvrdnje je krajnje elementaran, a moZe se naci u [2 poglavlje 3.1].

Pretpostavka [y, = 1 u teoremu m je sasvim prirodna, jer inaCe sistem {y/; :
J»k € Z} ne bi bio normiran. No, vazno je napomenuti kako jednakosti (3.1)) i (3.2)) bez
pretpostavke o normiranosti karakteriziraju sisteme koji nisu nuZno ortonormirane baze
za L*(R), ali zadovoljavaju osnovna “analiticka” i “rekonstrukcijska” svojstva ovih baza.
Pokazat ¢emo, zapravo, sljedeci rezultat:

Teorem 3.1.3. Ako je y € L*(R), sljedeée je ekvivalentno:
A Y KAvof = IfIPVf € LP®),

JkeZ

B) f = Z (fol a0 jx s konvergencijom u L*(R), Y f € L*(R),

JkeZ

(C) ¥ zadovoljava jednakosti (3.1) i (3.2).

Prije dokaza teorema pro¢i ¢emo kroz nekoliko napomena i opaski.

Rezultati koje ¢emo pokazati apstraktne su ¢injenice o opéenitom Hilbertovom prostoru
H, poput ekvivalencije (A) i (B) dijela teorema[3.1.3] Jednostavnosti radi, neka je {e; : j =
1,2,---} familija vektora u H. Tada ekvivalenciju (A) i (B) moZemo zapisati na sljedeci
nacin:

Teorem 3.1.4. Neka je H Hilbertov prostori{e;: j=1,2,---} familija vektora u H. Tada
Jje ekvivalentno

@) IFIP = Y (frepP,Vf € B

J=1

(i) f = Z(f, ejyej, s konvergencijom u H, Vf € H,
=1
Prije samog dokaza, vazno je primijetiti kako u teoremu [3.1.3] imamo enumeraciju
po skupu Z X Z, dok u teoremu po skupu N. Naime, opcenito se familija vektora
{e; - j = 1,2,---} koja ima svojstvo (i) teorema naziva Parsevalov bazni okvir,
ili Parsevalov frame (vidi [1]. Medutim, red u (i) konvergira apsolutno, pa i bezuvjetno.
Stoga, poredak vektora e; nije vazan, tako da moZemo enumerirati po bilo kojem prebro-

jivom skupu. Dakle, teorem [3.1.4] doista jest apstraktan zapis tvrdnji (A) i (B) teorema
3.1.3]
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Dokaz. Lako vidimo da (ii) povlaci (i). Kako bismo pokazali da (i) povlaci (ii) prvo
uo¢imo da je

N
Sy} = {Z(f, e,->e,},N = 1.2,
j=1

Cauchyev niz. Naime, ako uzmemo 1 < M < N, tada je

||Z<f epejll = sup|<Z<f epe; @)

sl<1 5t

< sup ZI(f el - I(g el < [Zw ej>|2]

lgl<1 =M

1
2

jer je po (i)
N
D Kg.epP <llglP < 1.
=M

Posto je red u (1) konvergentan, njegove parcijalne sume ¢ine Cauchyjev niz. Zbog toga je 1
niz {S y} Cauchyjev, a iz potpunosti prostora H, slijedi da je i konvergentan. Dakle, postoji
element /& € H tako da je

h=(f.epe).
=1

Primjenom poralizacijskih formula na jednakost u (i), dobivamo

(f:8)= D (fre)ej,8),¥f,g € H,

=1
Konacno, koristeéi zadnju jednakost
(hg)= (D (Frepe8) = ) (fre;Xes 8) = (f.8), Vg € H.
=1 =1
Iz toga slijedi da je & = f, pa smo dobili (ii). O

Sljedeci nam rezultat govori kako je teorem direktna posljedica teorema|3.1.3
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Teorem 3.1.5. Pretpostavimo da je {e; : j = 1,2,---} sistem vektora u Hilbertovom pros-
toru H koji zadovoljava uvjet (i) teorema Ako je

lejll > 1,¥j=1,2,---,
tada je {e; : j=1,2,---} ortonormirana baza za H.

Dokaz. Ako primijenimo jednakost (i) teorema[3.1.4|na f = e;,, dobivamo

2 2 2
lejol = Kejor ei) + D Kejpn e )P

J#Jo

To jest

2
lejol (1= lleI2) = > Keji» e )P

J#Jjo

> > 1, lijeva je strana gornje jednakosti nepozitivna. No, desna je strana

Posto je |lej,

nenegativna, tako da su obje strane jednake nuli. ZakljuCujemo da je |le;||* = 1, te da je
ej, okomit na ostale e;. Proizvoljnost indeksa j, pokazuje nam da je da je Citav sistem
ortonormiran. Uvjet (i) teorema [3.1.4/ nam pak govori kako je rijec o bazi prostora H, tako

da je na$ sistem zapravo ortonormirana baza. O

Sada ¢emo dati primjer funkcije ¢ € L*(R) koja zadovoljava (3.1)) i (3.2) ali sistem
{¥;x : j.k € Z} nije ortonormirana baza za L*(R). Neka je b nenegativna parna funkcija
takvadaje {r >0 : b(r) > 0} C [%n, i

b 1)+ b*(An) = 1,1 € [in, 7], (3.5)

Na primjer, moZemo izabrati b da bude proizvoljno glatka funkcija na R* (kao u [2} strana
37]). Nosac funkcije b sadrzan je u skupu E = [, ——7r] U [ n,]. Ako translatiramo
E za 2/gn, dobiveni skup lezi u potpunosti desno (llJeVO) od skupa E, ako j jeq pozitivan
(negativan) neparan cijeli broj, a j > 0. Dakle, ako definiramo y preko || = b, uvjet
(3.2) je zadovoljen. Jednakost (3.5) nam daje uvjet (3.1). S druge strane, zbog korolara
2.2.1} sistem {{/(- — k) : k € Z} ne moie biti ortonormiran, jer mjera nosaca funkcije i ne
prelazi |E| = %71 < 2r. No, po teoremu funkcija ¢ ima osnovna svojstva (A) i (B)
ortnormiranog valica.

Vratimo se sada na teorem 3.1.3] Po teoremu dovoljno je pokazati ekvivalenciju
(A) 1 (C) uvjeta. Sljedec¢a nam lema govori da uvjet (A) moZemo i oslabiti:

Lema 3.1.6. Pretpostavimo da je {e;: j=1,2,---} sistem vektora u Hilbertovom prostoru
H koji zadovoljava uvjet (i) teorema [3.1.4| za sve f iz nekog gustog skupa D C H. Tada je
taj uvjet zadovoljen i za sve f € H.
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Dokaz. Uzmimo f € Hiniz {f,} u D koji konvergira k f. Tada, za fiksni prirodni broj N,
imamo

N N 00
DMl = lim > (e < lim > K fon el
j=1 J=1 J=1

: 2 2
= lim|| fn|” = |l f1°.
n—oo

Posto je N bio proizvoljan, vidimo da je
DK fepl < IfIR. (3.6)
j=1

Kako bismo dobili obratnu nejednakost, uzmimo &€ > 01 g € Dtakodaje||f — gll < &.
Tada, po nejednakosti Minkowskog u /2, iz 1 ¢injenice da je || f]| < ||gl| + € proizlazi

1
0 2
£l =25 < ligl — & < llgll - llg = 1l = [ZKg, | ~lg= £
=1
1 1
2

1 1

) 00 2 o0 2

s{2|<g,ej>|2] {Zug—f,emz] < Z|<f,e,->|2) :
j=1 Jj=1 J=1

Jer je € bio proizvoljan, slijedi tvrdnja. O

Ostatak dokaza teorema [3.1.1] je tehnicki, te ga izostavljamo. MoZe se pronaci u [2,
sekcija 7.1].

3.2 Karakterizacija MRA valic¢a

U ovoj ¢emo sekciji pokazati nuzne 1 dovoljne uvjete da bi vali¢ ¥ bio povezan s MRA. Za
pocetak, objasnimo S$to znaci da je vali¢ povezan s MRA.

Neka je i ortonormirani vali¢. Za j € Z definiramo W, kao zatvara¢ u L*(R) linearne
ljuske skupa {1} : k € Z}. Buduci da je  ortonormirani vali¢, vrijedi

[XR) = @ W,

JEZ
Definiramo

vjzé_é,jez.

[=—00
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Niz potprostora {V; : j € Z} ocito zadovoljava svojstva (2.1), (2.2)), (2.3) i (2.4) iz definicije
MRA. Stoga, {V; : j € Z} ée biti MRA ako postoji funkcija ¢ € L*(R) takva da je sistem
{¢(- = k : k € Z} ortonormirana baza za V,. U tom sluc¢aju kaZemo da je vali¢ ¥ povezan s
MRA, ili, jednostavnije, da je ¥ MRA vali¢.

Za dani vali¢  proucavat cemo svojstva funkcije D,, koju definiramo kako slijedi

Dy = ) > W€ + 2km)P. (3.7)

j=1 kez

Da je D, dobro definiriano za skoro svaki &, lagano proizlazi iz 2r-periodiCnosti i sljedeceg
racuna

fo Dy(€)dg = ZZ e ke

j=1 keZ
2(k+1)m )
= Z f BQ/©)Pdé
j=1 kez Y2k

-Z [ weenrae

= (€)Pd¢
2]

|WH=ZMWM=2K

8

Glavni rezultat ove sekcije je sljedeci teorem:

Teorem 3.2.1. Vali¢ ¢ € L>(R) je MRA vali¢ ako i samo ako je Dy (&) = 1, za skoro svaki
el

Jedan smjer odmah proizlazi iz propozicije i jednakosti (2.21). Naime,

Dy€) = > Y QI + 2k = ) I6(€ + 2km) = 1.

j=1 kezZ keZ
Dakle, da bismo dovrsili dokaz teorema [3.2.Tfmoramo pokazati da ako je Dy (&) = 1 skoro
svuda, tada je y MRA vali¢. Dokaz te tvrdnje razdvajamo u nekoliko lema.

Lema 3.2.2. Ako je ¥ ortonormirani valié, tada vrijedi

0(2"¢) = Z Z G2 (€ + 2km)W(2i(& + 2km)J(27€) skoro svuda, (3.8)

j=1 kez

za sve n € N.
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Dokaz. Pokazimo prvo da je red u (3.8)) dobro definiran. Koristeé¢i Cauchy-Schwartzovu
nejednakost i (3.3]) dobivamo

D Q& + 2kmNPRIE + 2km))|
kezZ

1
2 2
< (Zh&(z"(f + 2kn)>|2) (ZI!Z/(Zj(f + 2k7r>)|2]

kezZ kezZ

1 1
2 2
< [ZWZ% + 2ln>|2] (ZIIZ/(?(& + 2kn>>|2]

leZ kezZ

2
= I[Zm(zf'(&zkn)nz] .

keZ

Sumirajuéi po svim j € N te koristeé¢i Cauchy-Schwartzovu nejednakost i (3.1)), zakljucujemo

D D W2 + 2km)I(E + 2Um)H(2E)
j=1 keZ
1

<> [szf(f 2| e
j=

kezZ

1
2

o o0 1
<| D) 2 W@+ 2k | Y (@)
j=1 keZ J=1
1
o0 2
<| > Sliie+ 2mknp | 1= VD@
j=1 keZ

Gornje su (ne)jednakosti istinite za skoro svaki & € R. Dakle, red u (3.8)) je dobro definiran
skoro svuda. Neka je G,(¢) desna strana u (3.8). Da bismo pokazali da je G,(¢) = ¥(2"¢)
skoro svuda, prvo ¢emo pokazati da je G, (&) = G,-1(2¢), a potom da je G(€) = 1/7(2§).
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Koristeéi (3.4), s indeksom n na mjestu indeksa j, imamo

Gal(§) = D P2 (€ +2km) > B2 + 2Um))in(2€)

keZ j=1

= ) (2N + 2km)IAE + 2km(&)

keZ

+ T PQE + 2km)IE + 2hm)i(E)

kezZ

= > @€ + 2km)) Z PQIE + 2km)i(2€)

keZ

Po (3.2), unutarnja je suma skoro svuda jednaka nuli, ¢im je k neparan. S tim u vidu,
supstituiramo k sa 2/ te zaklju¢ujemo

Gal(&) = D Q2N (E +4Im) D QI + Am)(2¢)

leZ =0
= ) @G +20m) ) GG + AR
leZ =0

= > B@™E +20m) Y PRI + 225 = G (§).

leZ j=1

Sada ratunamo G;(¢). Promjenom varijabli u sumi po j dobivamo

Gi(&)= ) 0E + 2hm) " D2 + 2hm)i2)

keZ j=1

= " P2¢ + 4km) Z (I + 4km)P(228).

keZ

Sumi po k£ dodamo odgovaraju¢e sumande, sa 2k + 1 umjesto 2k, koji su jednaki nuli po
(3-2). To nam daje

Gi(&) = ) 26 + 2km) D (212 + 2km)(212¢).

keZ j=0
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Mijenjanjuci poredak sumacije te koriste¢i (3.4) za j > 11 (3.3) za j = 0, dobivamo
G1(§) = Y (28). O

Promotrimo sada /(Z). Ako je y ortonormirani valié, tada definiramo vektor

Vi) = (Y2 +2kn) :keZ), j> 1.
Za skoro svaki & ovaj vektor pripada prostoru 2(Z), jer iz (3.3) slijedi

2
5Ol = [Zh&(zf(f + 2kn>>|2]
keZ

2
< (ZI@[A/(ZJE + 2171)|2] = 1, za skoro svaki € € R.

leZ

Neka je IFy(€) zatvaraC linearne ljuske skupa vektora {'¥';(£) : j > 1}, Sto je dobro definiran
potprostor prostora [*(Z), za skoro svaki £. Jednakost (3.8) tada moZemo zapisati koristeci
novouvedene oznake:

P(2"¢) = 2(%(5), W (E)pd(27€), za skoro svaki & € R.
=
Supstituirajuéi & sa & + 2lr, dobivamo
P(Q2"(€ + 2Im)) = i(‘I’n(f)» W () pd(2/(€ + 21m)), za skoro svaki £ € R,
=1
jerje (¥,(&), ¥ (€))p 2n-periodicno. Zapisano vektorski, vrijedi
¥,(6) = 2<‘Pn(§),‘1’j(§)>zz‘1’j(§)- (3.9)
=
Primijetimo da se i Dy(§) moZze izraziti preko ¥
Dy(é) = ill‘l’j(f)ll,zz- (3.10)
=

Za daljnja razmatranja, potrebna nam je sljedeca lema:



POGLAVLIJE 3. KARAKTERIZACIJE U TEORIJI VALICA 33
Lema 3.2.3. Neka je {v; : j > 1} familija vektora u Hilbertovom prostoru H takva da
vrijedi

() ZZlvjlP =C < coi

(2) Vo = 2pei (v, Viovk, za sve j > 1.

Neka je F = span{v; : j > 1}. Tada je dimF = Z;’;lllvjll2 =C

Dokaz. Pokazimo prvodaje T : H — H, definiran formulom

Tv = Z(v, Vi)Vie,
k=1

dobro definiran linearan operator. Neka su N, M € N takvi da je M < N. Tada imamo

N N N
2
D vom| < I, vewell < 1M1 vl
k=M k=M k=M

Po (1), posljednja suma tezi k nuli, kako M, N — oo. Kako je H potpun, 7Tv je dobro
definiran element prostora H. Linearnost operatora T je oCita. StoviSe, T je ogranicen
operator zbog

[ee) [Se]
2
TVl < > K, vl - lvell < Il v = CIvl
k=1 k=1

Tvrdimo da je F = Ker(T — I) = Im(T). Uistinu, F C Ker(7T — I) slijedi iz uvjeta (2) 1
neprekidnosti operatora 7', Ker(7 — 1) € Im(T') vrijedi za svaki linearni operator, a Im(7") C
FF slijedi iz definicije operatora T 1 prostora F.

Neka je {e;} ortnormirana baza za F. Jer je ¢, € Ker(T — I), imamo

C= ) IVl =) D lvedl = 3 > (viedewv))
J k k

J J

= Z <Z<€k’ Vj)Vj,€k> = Z(Tek,ek) = Z(ek,ek> = Z 1.
k J k k A

Ovo pokazuje da je broj elemenata baze za F jednak C, Sto smo 1 htjeli pokazati. |

Neka je S C T na kojem je D, (£) < oo i vrijedi (3.9). Tada su vektori ¥;(¢), j > 1,
dobro definirani na S te, uz v; = W¥;(¢), vrijede pretpostavke leme [3.2.3] To nam daje

dimFy (&) = Dy(¢) na S. (3.11)
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Sada smo spremni dokazati dovoljnost u teoremu Dakle, neka je ¢ € L2(R) valié
zakojije Dy (¢) = 1 skoro svudanaR. Po (3.11), za svaki ¢ € S, F,(¢) je jednodimenziona-
lan potprostor prostora [*(Z). Neka je U(£) jedini¢ni vektor koji razapinje F,(£), izabran
na sljedeci nacin. Za j > 1 neka je

E;={¢€S V&) #0i¥,&) =0zasvem< j).
Skupovi E; su medusobno disjunktni i skupa s
Ey={£€T: Dy =0},
Cine particiju skupa S. Stoga, za svaki & € S\ E\, postoji jedinstveni j > 1 takavdaje & € E;.

Jer skup E\ ima mjeru nula, skoro svuda na S dobro je definiran jedini¢ni vektor

U = Vi(é), € Ej, zaneki j > 1.

1
¥ Elle

PiSimo U(¢) = {ui(€) : k € Z}. S obzirom na ono $to Zelimo dobiti, prirodno je nadati se
da je ur(¢) = (¢ + 2km), ako nademo skalirajucu funkciju ¢ koju trazimo. Stoga, neka je

P(&) = up(¢ — 2km), ako je £ € T + 2kn, zaneki k € Z.

Time smo definirali ¢ na R. Tvrdimo da je $ € L*(R):

191 = 3 [ tote + 2k = Y [ucorae

kezZ keZ

_ f U@ IRdé = 2,
T

posto je U(€) jedini¢ni vektor. Vrijedi 1

2@(5 + 2km)|* = ka(gn2 = U@l = 1, za skoro svaki £ € R, (3.12)

kezZ kezZ

Sto je ekvivalentno &injenici da je {¢(- — k) : k € Z} ortonormiran sistem u L*(R), po
propoziciji Definiramo V{j kao zatvoreni potprostor prostora L*(R) razapet sistemom
{o(- = k) : k € Z}. Tvrdimo da je

Vi=Vo=EPw, (3.13)

j<0

Iz ovog Ce slijediti da je {V; : j € Z} trazena MRA.
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Za svaki j > 1 postoji izmjeriva funkcija v;, definirana na T, takva da je ¥; = v;U,
skoro svuda na T. Komponentno,

P(2/(& + 2km)) = v (E)P(& + 2km), za skoro svaki & € T i svaki k € Z.

Stoga, po (3.12)), za skoro svaki & € T vrijedi

DI+ 2km)P = > HEPIRE + 2km) = )P, (3.14)

kezZ kezZ

2

2 27/(2m). Zapisimo Fourierov red

Sto pokazuje da je v; € L*(T) s normom vl
funkcije v; kao

vi(é) = Z aie‘”“f, za skoro svaki & € T,
keZ

s konvergencijom u L*(T) i {ai}kez € [A(Z). Prosirimo li v; po 2z-periodi¢nosti na R,
dobivamo

P(2/€) = v(£)@(&), za skoro svaki & € T i svaki j > 1. (3.15)

Djelujuci inverznom Fourierovom transformacijom na gornju jednakost, imamo

Yool = 2739270 = 28 Y alp(x— k). j 2 1.

keZ

Stoga je ¥_jo € Vg, za j > 1. Kako je Vg invarijantan na cjelobrojne translacije, to je
W_jx € Vg, zasvek €71 j> 1. Dakle, W_; C Vg zasve j>1,pajeiVy C Vg.

Preostaje nam pokazati Vg C Vo. Dovoljno je pokazati da je ¢ okomita na W;, za
sve j > 0. Naime, posto je W; invarijantan na cjelobrojne translacije, zamjenom varijabli
lagano dobivamo da su i ¢(- — k) okomite na W}, za svaki k € Z. Iz toga slijedi da je i Citav
Vg okomit na sve W;, j > 0, pa je Vg c V.

Za j > 01l € Z, koriste¢i Plancherelov teroem, zamjenu varijabli i periodizaciju,
piSemo

2 i) = (@ W) = 24 f PO IE)e " dg
R

o fR SO de (3.16)

(10

=2} f [Z GI(E + 2km))(E + 2k7r)) e de.
T

keZ
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Iz (3.14) i pretpostavke da je D, (¢) = 1 skoro svuda, dobivamo

D WiEP = > 12 + 2km)P = 1, za skoro svaki £ € R,
j=1

J=1

Dakle, za takve & i za svaki j > 0 postoji jo = jo(2/€) takav da je v;,(2/¢) # 0. Ovo,
zajedno s (3.15)) daju, za takve &,

/(€ + 2kn)) = G(7I0(E + 2kn)), k € Z.

1
Vi (276)
Sada iskoristimo (3.4) kako bismo dobili

D QI + 2hm)WE + 2kn)

kezZ

1 5 v —
=T kZZ: JQI(E + 2m)E + 2km) = 0,

za skoro svaki & € T i sve j > 0. Uvrstimo li dobiveno u (3.16)), te koriste¢i neprekidnost
skalarnog produkta, dobivamo trazenu ortogonalnost.

Propozicija 3.2.4. Neka je y ortonormirani valié¢ na L*(R). Tada su sljedece tvrdnje ekvi-
valentne:

(1) ¢ je MRA valic,

(2) Dy(&) = 1 za skoro svaki ¢ € T,

(3) Dy(&) > 0 za skoro svaki & € T,

(4) dimFy (&) = 1, za skoro svaki & € T.

Dokaz. Ekvivalenciju medu tvrdnjama (1), (2) 1 (4) ve¢ imamo. Kako iz (2) ocito slijedi
(3), dovoljno je samo pokazati da (3) povlaci (2). Kako Dy (&) poprima samo cjelobrojne

vrijednosti te je nenegativna skoro svuda i 27-periodicna, iz fOZR Dy (&)dé = 2m, Sto smo
pokazali na poCetku sekcije, zakljuCujemo da je D, (&) = 1 skoro svuda. O

Navedimo i rezultat o aproksimaciji valica MRA vali¢ima:

Teorem 3.2.5. Pretpostavimo da niz MRA valic¢a (y™ : n = 1,2,---} konvergira k  u
L*(R). Ako je iy valié, tada je v MRA valié.
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Dokaz. Raspis kao na pocetku ove sekcije nam daje

fT Dyo_y(©)dé = 2ly™ — w2,

Kako, prema pretpostavci teorema, desna strana ove jednakosti tezi k nuli, kada n — oo,
po Fatouovoj lemi imamo

liminf D _,(£) = 0, za skoro svaki & € T.

Iz (3.10) vidimo da za /D, (é) vrijedi svojevrsna nejednakost trokuta, pa imamo

VD& < \[Dyny (@ + \[Dyn ().

Kako je ¢ MRA vali¢, imamo

\/Dw(g) < 1,D¢(ﬂ)_,ﬁ(§) + 1.

Uzimaju¢i liminf,_,., vidimo da je /Dy(£) < 1. No, kako Dy () poprima samo nene-
gativne cjelobrojne vrijednosti, te je f]r Dy (&)dé = 0, zakljuCujemo da je Dy (&) = 1 skoro
svuda na T. Preostaje primijeniti propoziciju 3.2.4 O

3.3 Karakterizacija skaliraju¢ih funkcija

Karakterizirali smo sve ortonormirane valie s dvije osnovne jednakosti (3.1) i (3.2) u
sekciji dok smo u sekciji prikazali karakterizaciju svih vali¢a koji proizlaze iz
MRA (teorem [3.2.1). Prirodno je postaviti pitanje kako karakterizirati one funkcije koje su
skalirajuce funkcije neke MRA.

Trebamo jasno naznaciti Sto mislimo kad kazemo da je funkcija skalirajuca funkcija
neke MRA. Za danu ¢ € L*(R), definiramo zatvorene potprostore V;, j € Z, kao

_ | span{e(- —k) 1 keZ}, akojej=0,
V= { (f: fQI)eVy,  akojej#0. (3.17)
KaZemo da je ¢ € L?*(R) skalirajuéa funkcija za MRA ako niz zatvorenih potprostora
{V;: j€Z}danih u (3.17) ¢ini MRA za L*(R), te je {¢(- — k) : k € Z} ortonormirana baza
Za V().
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Teorem 3.3.1. Funkcija ¢ je skalirajuca funkcija za MRA ako i samo ako vrijedi

Z|¢(§ + 2kn)? = 1, za skoro svaki & € T, (3.18)
keZ
lim|p(27/&)| = 1, za skoro svaki £ € R, (3.19)
Jj—

postoji 2n-periodi¢na funkcija my takva da je } (3.20)

P(28) = my(&)P(E), za skoro svaki & € R.

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢ skaliraju¢a funkcija za MRA kako je definirano u sekciji
Tada je {¢(- — k) : k € Z} ortonormiran sistem u L*(R), pa (3.18) vrijedi po propoziciji

Uvijet (3.20) je zapravo jednakost (2.12)) poglavlja 2} Bududi je {V; : j € Z} MRA za
L*(R), mora vrijediti zaklju¢ak koji smo dobili nakon dokaza teorema[2.1.2] koji glasi

lim

1 2-J 5
. D du=1.
tim s [ 0P

Zamjena varijabli u = 27/ pokazuje da vrijedi

1 ! .
lim f G IPdE = 1.
j—)oo 2 -1

Jer je [mo(¢)l < 1 za skoro svaki & € R (po (2.13) u poglavlju [2)), iz jednakosti $(2¢) =
my(€)@(€) zakljuCujemo da |P(277€)| ne pada kako j — oo, za skoro svaki & € R. Neka je

8(6) = limlp276).

Cinjenica da je |p(¢)] < 1 skoro svuda (kao posljedica (3.18))) nam, zajedno s Lebesgu-
eovim teoremom o dominiranoj konvergenciji, daje

1 1
EL g = 1.

pa (3.19) slijedi, jer je 0 < g(¢) < 1 za skoro svaki & € R.

Pretpostavimo sada da vrijede (3.18)), (3.19) i (3.20). Ortonormiranost sistema {¢(- —
k) : k € Z} slijedi direktno iz (3.18) i propozicije To nam, zajedno s definicijom
potprostora Vj iz (3.17), daje (2.5)) iz poglavlja[2]u definiciji MRA.

Definicija potprostora V; dana u (3.17) o¢ito pokazuje da je ispunjen i uvjet (2.2) po-
glavlja2] Dodatno, tvrdimo da za svaki j € Z vrijedi

Vi={f: f(2j§) = u;(&)@(€), za neku 2r-periodicnu funkceiju y; € LX(T)}. 3.21)
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Ta se tvrdnja lagano dobije tako da izrazimo f(27/-) € Vj kao linearnu kombinaciju funk-
cija ¢(- — k), k € Z, te primijenimo Fourierovu transformaciju. Koristeéi (3.20), (3.18)) i
2n-periodi¢nost funkcije my, imamo

1= Zl@(zf + 2k71')|2 = Z|mo(§ + kﬂ-)lzl()’b(é‘: + kﬂ')|2

keZ keZ
= Imo(@)P ) Ip(& + 2m)P + Imo(€ + M D Ip(E + 201+ Dm)P
[eZ leZ
= |mo(&)]* + [mo(€ + n)|, za skoro svaki & € T.

Posebno, ovo pokazuje da je |my(£)| > 1 skoro svuda na T. Svojstvo (2.1) iz poglavlja
slijedit ¢e ¢im pokazemo da je Vy C V;. Po (3.21), za dani f € Vj, postoji 2z-periodi¢na
funkcija py € L*(T) takva da je £(€) = uo(£)@(€). Stoga, koristeéi (3.20), vrijedi

FQ28) = po(26)@(28) = po(2E)mo(E)G(E).

Jer je my ograniCena na T 1 2m-periodicna, o€ito je uy(2&)my(&) 2m-periodicna funkcija iz
prostora L*(T). Ponovno koristeéi (3.21)), imamo f € V.

Teorem [2.1.1] nam kaze da svojstvo (2.3) poglavlja 2] slijedi iz svojstava (Z.1), (2.2) i
(2.5). Preostaje nam pokazati da vrijedi svojstvo (2.4) iz definicije MRA, tj. da vrijedi

[X(R) = U V.. (3.22)

JEZ
Neka je P; ortogonalni projektor na V;. Kako je {V;}ez sistem rastucih potprostora, do-
voljno je pokazati da za svaku f € L*(R) vrijedi

IP;f = £l = IIf13 = IIP;£1I3 — 0, kako j — oo.

Dodatno, moZemo pretpostaviti da je f takva da f ima kompaktan nosag, jer je funkcije s
kompaktnim nosacem &ine gust podskup prostora L>(R), a operator f + \/427 f je unitaran.

Tada funkcije f, za koje f ima kompaktan nosa¢, &ine gust potprostor prostora L*(R), pa
je tvrdnju dovoljno pokazati samo za takve funkcije f. Kako je (2202 - —k) : k € Z}
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ortonormirana baza za V; 1, za velike j f (2/+) ima nosa¢ sadrZzan u [—x, 7], to je

IPifIE =27

2

f F(Op2it — k)2/dt
R

keZ
2
=27)" f FQ Dot — k)dt
kez, VR
] 1 T 2
=2 kZZ] 5 f fRepEe e

2in

20 (7 . 1 A ,
) f fQIOEPdE = f |f @2~ m)Pdn.
mJ . 2r J_

2in

Alj,
12 . 1 (™,
= |fP1eQn)Pdn — —f |fPdn = IIf115, (3.23)
27T _irx 27T —oo

kako j — co, po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji i (3.19). ]

Napomena 3.3.2. Karakterizacija dana u teoremu nam govori da ako je ¢ skalirajuca

funkcija za MRA, onda je i ¢*, definirana preko *(&) = |p(&)|, takoder skalirajuca funkcija
za MRA u L*(R).

Za kraj, pokazimo na primjeru Shannonovog vali¢a kako nam teorem [3.3.1{ moZe biti
od velike koristi. Naime, za funkciju

sin(7rx)

o(x) =

znamo da vrijedi ¢(¢) = y(_n.n(&). Provjera uvjeta teorema je trivijalna.



Poglavlje 4

Diskretne transformacije

U proslim smo poglavljima proucavali funkcije definirane na ¢itavom skupu R. No, u
proucavanju signala (i mnogih drugih problema), ¢esto se susre¢éemo samo s podacima re-
prezentiranima samo s kona¢no mnogo vrijednosti. Stoga je vazno prouciti kako primijeniti
razvijenu teoriju na te “diskretne funkcije”. Opisat ¢emo algoritme za dekompoziciju i re-
konstrukciju podataka bazirane na vali¢ima. Konacno, u sekciji 4.2] spomenut ¢emo nacine
dobivanja novih, boljih baza za L*(R) koje su dobivene kori§tenjem tzv. “valiénih paketa”.

4.1 Valiéni algoritmi za dekompoziciju i rekonstrukciju

MRA metoda moZe se lagano primijeniti na analizu slika. Prostore V; moZemo shvatiti
kao prostore u kojima imamo aproksimaciju slike na j-tom nivou. Aproksimacija daje
zamucenu sliku kada je j malen, a sve CiS¢u kako j raste. Dodatno, “detalji” aproksimacije
iz prostora V;, koji nisu u V;_;, ”spremljeni” su u prostorima W;_; koji zadovoljavaju jedna-
kost V; = V,_1@W,_,. Struktura prostora V;, vezana uz diletacije i translacije, naslijedena je
1 u prostorima W;. Ovo dovodi do efikasnih algoritama za dekompoziciju i rekonstrukciju,
koje ¢emo podrobnije opisati u jednodimenzionalnom slucaju.

Neka je f funkcija definirana na R (koju moZemo smatrati npr. zvu¢nim signalom).
Izaberemo MRA sa skaliraju¢om funkcijom ¢ i valicem ¢, danim propozicijom [2.2.4] s
v = 1. Ortogonalni projektori P; : L*(R) — V,, j € Z, dani su formulom

Pif(x) = Z(f, ©jiP ik (X).
keZ

Obzirom da lim;, P;f = f, u L*(R) normi, moZemo izabrati J tako da P;f dovoljno
dobro aproksimira f (ovaj ¢e izbor, naravno, ovisiti o konkretnoj primjeni i odabranoj
MRA). Dakle, imamo koeficijente

Cix ={fr@ji)s Jk EZ,

41
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te ono Sto Zelimo napraviti je dekomponirati niz
¢/ ={c;;: keZl, 4.1)

koji pripada prostoru /*(Z), na aproksimaciju iz prostora niZe rezolucije V;_; i detalje iz
prostora W;_;.

Prije nastavka opisa dekompozicijskog algoritma, spomenimo kako nacin na koji se
koeficijenti vektora ¢/ ratunaju nije dio algoritma. S druge strane, u numeri¢kim primje-
nama funkcija f vec je dana kao (konacan) niz uzoraka. U tom se sluaju uzorci mogu
shvatiti kao koeficijenti projekcije na prostor V; povezan s MRA, prikladnom za konkretnu
primjenu. Skica algoritma za biranje najbolje baze bit ¢e dana u sekciji 4.2

Nastavimo sada s dekompozicijskim algoritmom. Koristimo filtere my(£) 1 m (&) =
e“my(& + m) uvedene u sekciji Prisjetimo se da je %cp(%)) € V_; C Vy, pa vrijedi

o) = D anp(x +m), (4.2)
nez
gdje je
a, = %Lgﬂ(%x)cp(x + n)dx, (4.3)
te
mo(€) = ) aye™. 4.4)
nez

Jednakost (4.2)) lako poopéavamos V_;iVonaV,1iV;, j€Z:

j-14(x) = 2807027 — k) = 230 DL (27 x — 26)
= 230*D Z anp(2x — 2k + n).

nez

To jest,

0100 = V23 aupioun(x), ik € . (4.5)

nez

Sli¢no, %1&(%) € W_; c V, pa vrijedi

W0 = > Buplx+n), (4.6)

nez
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Wicix(x) = ‘/EZ,BnSOj,zk—n(x), Jk €Z. 4.7)

nez

Stovige, koeficijenti 8, povezani su s koeficijentima a,,. Uzimajuéi Fourierovu transforma-
ciju u jednakosti (#.6)), dobivamo {(2€) = m;(£)p(é), gdje je

mE) =) B,

nez

a izbor vali¢a ¢y nam daje

m(€) = e“mo(€ + 7)

(po propoziciji[2.2.4). Iz toga slijedi

D Bue™ = mi(€) = € mo€ + ) = ¢ ) e

nez nez
— Z a,—n(_l)nei(l—n)f — Z(_l)rHlmeinf.
nez nez
Dakle,
By = ()", (4.8)

pa koeficijenti 5, ne zahtijevaju dodatno racunanje.
Uvrstimo sada (4.5)) u definiciju koeficijenta c;_; ; kako bismo dobili

Ci-tk = {frpjm10) = <f, ‘/EZ a’n(pj,2k—n>

nez

= V2 Z @y Cj2k-n- (4.9)

nez

Ovo pokazuje da se koeficijenti c;_; ; niZe rezolucije V;_; mogu dobiti preko koeficijenata
c;; vise rezolucije V; i niskopropusnog filtera. Za fiksni j, desna je strana u (4.9) konvolu-
cija nizova

G = V20,18 = Cjn»

ali zadrzavajuci samo parne indekse. Stoga, ako bi postojalo N znacajnih komponenti niza
¢/, @9) nam kaZe kako da izratunamo zamucenu rezoluciju sa priblizno 3N komponenti.
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Ostatak komponenti, u kojima su sadrzani detalji prelaska s v;_; na V;, nalaze seu W;_,.
Preciznije,

Dif(x):=P;f(x)— P;.1 f(x) = Z dj1 g j14(x),

nez

gdje je dj-1x = (f,¢-14). Koriste¢i (@.7)), dobivamo

djix = <f, \/EZIBnQOj,Zk—n> = \/EZIB_an,Zk—n- (4.10)

nez nez

Kao 1 prije, zadnji je izraz konvolucija, pradena zadrzavanjem samo parnih indeksa. Dakle,
dekomponirali smo niz ¢/ na nizove ¢/~! i d/~!. Proces moZemo nastaviti s nizom ¢/~! i tako
dobivamo dekomponirajuéi algoritam. Algoritam staje nakon M koraka, kada komponente
niza ¢/~ padnu u neki unaprijed odredeni raspon.

Ako uzmemo u obzir samo N komponenti poetnog niza ¢/, tada dobivamo priblizno
1N komponenti u d’~!, 1N komponenti u d2 itd. Kona¢no, u ¢/~ nam ostaje 2~ N kom-
ponenti, nakon M koraka. Vidimo da je koli¢ina podataka koju imamo na kraju algoritma
jednaka pocetnoj

Primjer 4.1.1. Pogledajmo sada kako opisani algoritam radi s Haarovim valicem. Uz-
mimo

Y(x) = X[_1,_%>(X) _)([_%,m(x) L p(x) = x1-1.0)(%),
kako bismo bili konzistentni s primjerom[2.2.5| Tada vrijedi

Lo(3x) = 1p(x) + 1p(x + 1),

WGX) = 30(x + 1) — 3(x).
Dakle,

o = %, ako je n € {0, 1},
" 0 inace,

, ako jen =1,

—%, ako jen =0,
1
2 .
0 inace.
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Iz @.9) vidimo da vrijedi

Cjok t Cjok-1
Js Js
Cj-1k = ‘5{# )

a iz @I0)

Cj2k—1 — Cj2k
iy = \/5{%}

Dakle, do na faktor V2, koeficijenti ¢ -1k su aritmeticke sredine susjednih dviju komponenti
niza ¢/, a detalji d;_, ;. su polovice razlika susjednih dviju komponenti niza ¢’.

Analizirajmo sada problem rekonstruiranja niza ¢/ iz nizovad/~!',d’=2,--. ,d/"Mi ¢/ ™M,
Za pocetak, razmotrimo rekonstrukciju niza ¢/ iz nizova d’~! i ¢/~!. Kako je

P]f:P]_1f+DJ—1f’

koristimo (4.3) i (¢.7) kako bismo dobili

Z Cjpji(x) = Z Ci—1k9j-14(x) + Z dj 1k j1 4 (X)

1€eZ keZ keZ

= Z Ci-1k (Z \/EanQDj,an(k))

keZ nez

+ Z di1x [Z ‘/zﬁnsﬂj,zk—n(k))

keZ nez

= Z {Z [\/Ecj—l,ka’zk—l + \/zdj_l,kﬁz,{_l]} ©;1(x).

leZ \ keZ

Dakle, vrijedi formula

Cj1 = ‘/EZ [Cj—l,k(lzk—z + dj—l,kﬂzk—z] . (4.11)

keZ

Na temelju toga, lako dobijemo algoritam koji iz koeficijenata ¢/~ i detalja d/~, d/~M*! ... d/~!
rekonstruira niz ¢/. Naime, po gore opisanom principu, samo s j — M + 1 u ulozi j, re-
konstruiramo ¢/~"*! iz ¢/~ i d/~M Dalje nastavljamo induktivno. Primijetimo da je svaki
pribrojnik u (4.11) konvolucija. Da to pokazemo, za fiksni j pogledajmo nizove

< _ ) Gt ako je n paran,
" 0 inace,
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1@, = \/za_n. Tada je
Cxa) = Z Cn_y = Z Cor@or = Z Ci-1k V2ay;.

nez keZ kezZ

Dakle, svaki korak algoritma zahtijeva proSirivanje nizova ¢ i d nulama, te njithovu konvo-
luciju s koeficijentima filtera a 1 .

Prou¢imo sada sloZenost algoritam dekomponiranja, sloZenost algoritma rekonstruira-
nja dobije se sli¢no. Pretpostavimo da niz {a; : k € Z} ima samo K ne-nul elemenata. Po
(4.9), isto vrijedi i za niz {B; : k € Z}. U tom slucaju, filtere nazivamo konacnim impulsno-
responzivnim filterima. Ako ¢/ ima N ne-nul komponenti, onda ¢/~! ima priblizno %N
ne-nul komponenti, pa po @9) trebamo obaviti 3 KN mnoZenja. Sli¢no, iz #.8) i @10)
slijedi da nam za d/~! takoder treba priblizno %KN mnoZenja. Nastavljajuci algoritam,
dobivamo

N N N N N
(K§+KZ+K§+'”+K2_M)+K2_M = KN.
Dakle, sloZenost algoritma dekomponiranja je, u ovom slucaju, linearna po N.

Tipic¢an primjer konacnog impulsno-responzivnog filtera je Haarov niskopropusni filter,
koji ima samo dva ne-nul koeficijenta. S druge strane, Shannonov ih niskopasni filter ima
beskonano mnogo, Sto je pak primjer beskonacnog impulsno-responzivnog filtera. U tom
se slucaju filter mora skratiti do kona¢nog, a greska u skracivanju mora biti izraCunata a
priori.

Na prvi pogled, algoritam dekomponiranja ne izgleda kao da ima dobra numericka
svojstva. lako je rekonstrukcija egzaktna, algoritam pretvori N brojeva u priblizno N bro-
jeva, cime ne cini nikakvu vidljivu kompresiju. Ali ako prou¢imo detaljnije, vidimo da
mnogi od detalja

dl,k’l:j_l,"'aj_MakEZa

mogu biti nula, ili dovoljno mali da padnu ispod nekog fiksiranog praga. Dakle, mozemo
izostaviti te male detalje, i dalje postizuci dobru rekonstrukciju.

4.2 Vali¢ni paketi

Vali¢ne baze koje smo razvili u prethodnim poglavljima imaju lokalizaciju frekvencije
proporcionalnu 2/ na rezolucijskom nivou j. Stoga, takve baze imaju slabu lokalizaciju
frekvencije kada je j velik. Za neke primjene, poput analize govora, pogodnije je imati
baze koje imaju bolju lokalizaciju. To ¢e nam dati vali¢ni paketi, koji su dobiveni iz vali¢a
povezanih s MRA.
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Ako je ¢ ortonormirani vali¢ generiran nekom MRA, tada W;, j € Z oznaCava zatvarac,
u L*(R), vektorskog potprostora razapetog skupom {;; : k € Z}. Stoga, kako bismo
smanjili lokalizaciju frekvencije elemenata prostora W; trebamo zapisati W; kao direktnu
sumu dva potprostora razapeta elementima s boljom lokalizacijom. Postupak moZemo
nastaviti sa svakim od ta dva potprostora, dok ne dobijemo zadovoljavajucu lokalizaciju.

Sami proces nije specifican za L*(R), moZe biti opisan za bilo koji beskona¢nodimenzi-
onalan separabilan Hilbertov prostor H. Nakon opcenitog pristupa, dobit ¢emo vali¢ne
pakete primijenjujuci dobivene rezultate na potprostore prostora L*(R).

Neka je {e; : k € Z} ortonormirani sistem za beskona¢nodimenzionalan separabilan
Hilbertov prostor H. Trivijalan nacin kako razdvojiti sistem na dva nova ortonormirana
sistema je podjela po parnim 1 neparnim indeksima. Zanimljivija podjela je sljedeca

{%[62](_1 + eZk] ke Z} 1 {%[e%_l - €2k] ke Z} .

Opéenito, uzmimo dva niza {ay : k € Z} i {Bx : k € Z} iz >(Z). Definiramo elemente
fr € H preko
Joks1 = VEZlezﬁzk—lez-

(Primijetimo sli¢nost gornjih formula s dekompozicijskim formulama {@.9)) i (4.10).) Za-
nima nas karakterizacija nizova {a; : k € Z} 1 {B; : k € Z} za koje je skup {f; : k € Z}
ortonormirani sistem. Promotrimo dva filtra:

mO(f) = Z € Ckkeik‘f,
{ my(§) = Zlizezﬁkeikf’ ek (4.13)

Takoder, promotrimo matricu

mo(&) mo(€ + )

@) mE+ n)) £eR (“4.14)

M) = (
Pokazat ¢emo da je {f; : k € Z} ortonormirani sistem ako 1 samo ako je matrica M(&)
unitarna. Prije samog dokaza, pronadimo ekvivalentne uvjete da bi M(¢) bila unitarna.
Lako se vidi da je M(¢) unitarna ako i samo ako vrijedi

b) Imi (O + Imi (€ + m)I* = 1, (4.15)

{ a) Imo(E)F + Imo(¢ + M) = 1,
¢) mo(&)m (&) + mo(& + mmy (& + ) = 0.
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Uvrstavajuci (@.13)) u a) dio @.13)), dobivamo

1= [Z ake""f] (Z a—,e—”f) + (Z e 1)kefkf) [Z ai(- 1)’e—”f]

keZ leZ keZ leZ
= Z {ak [Z e 1-hE 4 Z (=1 e-i(z_k)g)}
keZ leZ leZ
=2 {Z @] + (—1)’”]} e
mezZ \ IeZ
= Z {2 Z a’l—Zka_k} €_i2k€.
keZ leZ

Dakle, dio a) u (.13)) ekvivalentan je s

2 Z Ay = 5/(’0, zasve k € Z.

leZ

Sli¢ni argumenti dokazuju ostatak sljedece propozicije

Propozicija 4.2.1. Matrica M(¢), dana relacijama (¢.14)) i @.13)), unitarna je ako i samo
ako vrijedi

a) Z Qo) = %5/(,0, zasvek € Z,

b) Z Bi-auf = 16k0 zasvek €Z, i (4.16)

leZ
c) Z B =0, za sve k € Z.

leZ

Teorem 4.2.2. Neka je {e; : k € Z} ortonormirani sistem u Hilbertovom prostoru H. Skup
{fx : k € Z}, dan relacijom [&.12)), ortonormiran je sistem u H ako i samo ako je matrica

M(é), dana s @.14) i @.13), unitarna za svaki & € R.
Dokaz. Pretpostavimo da je M(€) unitarna. Po a) dijelu u (4.16), vrijedi

(faks fos) = < ‘/5 Z Q2k-1€1, \6 Z azs—1€1>

leZ leZ

=2 Z Qo i@rs; = 2 Z Ap-2(s-k)@Xp = Og_0 = Ok

leZ PEL
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Sli¢no, {fors1, frs+1) = d54 po b) dijelu u (@.16). Konacno, po (4.16) c), imamo

(foks fose1) = <‘/§Z @2k—1€], ‘/EZ,sz—1€1>

1eZ 1eZ
=2 Z Wop—ifBrs—1 = 2 Z @ p-o(s-1Bp = 0.
leZ PEZ

Ovo pokazuje da je {f; : k € Z} ortonormirani sistem. Drugi se smjer dobije obrtanjem
gornjeg postupka. O

Napomena 4.2.3. Cinjenica da je M(£) unitarna govori nam da su mg i m, povezani.

Zapravo, pocevsi s c) dijelom @.15) te argumentirajuci kao u 2.14), 2.15) i (2.16) po-
glavija @) (koristeci pritom @.15) a) i b)), zakljucujemo da vrijedi

mi(€) = e£52E)mo(¢ + 1), (4.17)

gdje je s € L*(T), 2n-periodicna i |s(¢)| = 1 za svaki & € R. Ovo je nuzan i dovoljan uvjet,
Jer se lako provjeri da ako vrijedi 4.17), tada je M(€) unitarna.

Sada ¢emo pokazati kako rastaviti Hilbertov prostor na direktnu sumu potprostora ko-
riste¢i (#.12).
Teorem 4.2.4. Neka je {e; : k € Z} ortonormirana baza za Hilbertov prostor H, skup
{fx : k € Z} i matrica M(€) dani relacijama @&.12), @.13) i (@.14). Tada je ekvivalentno:

1) skup {fi : k € Z} je ortonormirani sistem u H,
1) skup {fi : k € Z} je ortonormirana baza za H,
iil) matrica M(£) je unitarna.

Dokaz. Po teoremu [@.2.2] i) i iii) su ekvivalentni. Buduéi da o€ito ii) povlaci i), treba
pokazati da ako pretpostavimo i), vrijedi ii). To lagano slijedi iz sljedeceg racuna

e = kZz: V2o for + /;z: V2B foret (4.18)

O

Jasno je sada kako za dani Hilbertov prostor H s ortonormiranom bazom {e; : k € Z},
te dva niza {ay : k € Z} i {Bx : k € Z} iz [’(Z) koji zadovoljavaju uvjete propozicije |4.2.1
imamo

H =H, & H,, (4.19)
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gdje su Hy 1 H; zatvaraci u H potprostora razapetih s {for : k € Z} i {fu1 : k € Z},
definiranima s (4.12).

Sada smo spremni definirati valicne pakete povezane sa skaliraju¢om funkcijom. Raz-
motrimo MRA, zadanu kao u sekciji [2.1] sa sklaliraju¢om funkcijom ¢ za koju je $(0) = 1.
Neka je

mo(é) = ) ane™

kezZ

niskopropusni filter povezan s ¢ tako da vrijedi
P(28) = mo(§)p(6). (4.20)

Takoder, uzmimo m,(£) = e“my(& + ) tako da vrijedi

m(§) = Zﬁkeikf, gdje je B = (=)'

keZ

S ovim izborom my i m;, napomena {.2.3| pokazuje da je matrica M(¢) unitarna.
Neka je wy = ¢. Osnovni valiéni paketi w,(x),n =0,1,2,---, povezani sa skalirajuom
funkcijom ¢ definirani su rekurzivno s

W) =2 ) e, (2x + k) 4.21)
keZ
i
021 () =2 ) P25+ ). (4.22)
keZ

Kada je n = 0 u (4.21)), dobivamo

p(x) =2 ) axp2x + k),

keZ
za $to se lako vidi da je ekvivalentno relaciji (4.20) (primjenom Fourierove transformacije).
Kada je n = 0 u (4.22)), zakljuCujemo da je

W =2 aeQx+k).

keZ

Djelujuci Fourierovom transformacijom, dobivamo

wi(€) = mGEPGE). (4.23)
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Jer je my(&) = e“my(€ + mr), propozicija pokazuje da je w; = ¥ ortnormirani valié
povezan s danom MRA.
Iz (4.20) i pretpostavke da je ¢(0) = 1 zakljuCujemo

@(é) = n mo(277€) = mo(GEOP(€). (4.24)
j=1
Sli¢no, iz (#.23]) dobivamo
J(&) = w1(§) = mi(5€) l_[ mo(277€) = m(GEP(5€). (4.25)
j=1

Kako bismo poop¢ili ove rezultate promotrimo dijadski zapis nenegativnog cijelog broja
n, to jest

n=> &2, & e{0,1}. (4.26)
=1
Primijetimo da je gornja suma uvijek konacna, te da je dijadski zapis uvijek jedinstven.

Propozicija 4.2.5. Neka je n nenegativan cijeli broj s dijadskim zapisom danim u (4.26)).
Tada Fourierova transformacija osnovnih valiénih paketa, zadanih s @.21)) i (#.22)), zado-
voljava

00 k

&) = | | me 270 = {]_[ mg_,-(2‘j§)} p(2te), (4.27)
J=1 J=1

gdje je k = max{j:¢e; = 1}

Dokaz. Relacije (4.24) i (4.25]) pokazuju da tvrdnja vrijedi zan = 0in = 1. Nastavljamo
indukcijom po n. Neka je n = 2[ paran i vrijedi za sve nenegativne cijele brojeve
m < n. Po (4.21)) imamo

&) = ) a5 mi(3€) = mo(SE)@i(L6).

keZ

Akojel=}7, ;277! dijadski zapis broja [, onda je dijadski zapis broja n = 2/

[
n:O+281+2282+--~+2j8j+--~228]'_12j_l,
j=1
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s €9 = 0. Stoga,
D@ = (&) = mo(8) | | me @730 = moGO | [ me, . @70),
j:] ]:2

Sto pokazuje traZeni rezultat za parni n. Za slucaj kad je n = 2/ + 1 neparan, raspisujemo
sasvim analogno, koriste¢i (4.22) i definiciju m,(¢), te dijadski zapis broja n preko zapisa
[=X% &2/

j=1<J

(o8]

n=20+1=) &2,

j=1
gdje je gp = 1. O

Koristeéi svu dosad razvijenu teoriju lako je nac¢i nove ortonormirane baze za L*(R)
bazirane na osnovnim vali¢nim paketima.

Teorem 4.2.6. Neka je {w, : n € Z} osnovni valiéni paket, definiran s @.21)) i (#.22)),
povezan sa skalirajuc¢om funkcijom ¢ za MRA {V j} jez. Tada

a) za svaki j = 0,1,2,---, skup {w,(- — k) : k € Z,0 < n < 2/} je ortonormirana baza za
V;

b) skup {w,(- —k): k€ Z,n=0,1,2,---} je ortonormirana baza za L*(R).

Dokaz. Slucaj j = 0 u a) dijelu slijedi iz definicije MRA i ¢injenice da je wy = ¢. Nastav-
ljamo indukcijom po j. Pretpostavimo da je

{wa(-— k) keZ,0<n<2Y
ortonormirana baza za V;_;. Tada je
(V2w,2() = k) 1 k€ Z,0 <n < 2/}

ortonormirana baza za V; po (2.2)) u definiciji MRA. No, koristec¢i (4.21) i (4.22)), moZemo
pisati

wWon(x —m) = V2 Z [ V2w, (2x = 2m + k)]

kezZ

- \2 Z Womi[ V2w, (2x = D]

leZ
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Wae1 (X = m) = V2 3" Boyy [ V2w, (25 = D),

leZ

pokazujuéi da imamo transformaciju oblika (.12)). Kako je ¢ skalirajuca funkcija za MRA,
M(€) je unitarna (uz izbor By = (=1)'ay). Dakle, po teoremu skup {w,(- = k) : k €
Z,0 < n < 2/} je ortonormirana baza za V;. Time je a) dio dokazan.

Da bismo dokazali b), dovoljno je iskoristiti ¢injenicu da je

L*(R) = O v

J=0
i Vj C Vj+1, za svaki ] O

Za skalirajuéu funkciju ¢ 1 povezani vali¢ ¢ konstruirali smo odgovarajuce valiéne
pakete dane relacijama @.21)) i (4.22)). Skup

{zéwn(zj'_k) . ]skez’n 20’1’2’.'.}

sadrzi, mozemo reci, previse elemenata. Naime, ovaj skup sadrzi vali¢cnu bazu {Z%w(Zf :
—k): j,k € Z} (zan = 1) 1 valiCne pakete

{lwn(-=k): k€eZ,n=0,1,2,---}

(za j = 0). Mnoge druge potkolekcije daju ortonormirane baze za L*(R).
Za familiju vali¢nih paketa {w,} koji odgovaraju nekoj ortonormiranoj skalirajuéoj
funkciji ¢ = wy definiramo familiju potprostora prostora L?(R) danu s

Ul =spanfw,(2/ - —k) : k€ Z}, j€Z,n=0,1,2,--- . (4.28)
Primijetimo da je

U=V,
j J» .

jEZ,
{ l]J1 = Wj,

pa ortogonalnu dekompoziciju V.1 = V; & W; mozZemo pisati kao
UO

=UeU], jel

Ovaj rezultat moZemo generalizirati za sve n.
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Propozicija 4.2.7. Zan=0,1,2,--- imamo
U, =Ue U™, jez,
gdje je U’} definiran kao u (4.28).
Dokaz. 1z (@.21) slijedi da je U3" potprostor od U”, . Sli¢no, iz (4.22) imamo da je U;"*!
potprostor od U”, ;. Skup

(E(x) = 2% w0, x— 1) : 1 € Z)

je ortonormirana baza za U’ ,. Stoga, ako Fy(x) zadamo s #@.12)) (gdje uloge ¢, preuzimaju
E(x)), teorem pokazuje da vrijedi

U, = H @ H,,
gdje su
{ Hy = span{Fux() : k € Z},
H; = span{Fa;1(-) : k € Z}.
Ali,

Fu(0) = V2 ) an i Ei) = sqr2 ) ay 2% w0, x =)

leZ leZ

=2 Z o 22w, (20 x = 1)
leZ
=2 Z @, 22w, (220 x — k) + m)

meZ

= 23wy, (2Vx — k),

. .. . . _ n v M .o
gdje zadnja jednakost slijedi iz (@.21)). Dakle, Hy = U". Sli¢no, uz pomo¢ relacije (#.22),
dobivamo H; = U?"“. ]

Teorem 4.2.8. Za svaki j =1,2,3,--- vrijedi
Wj = UJZ-_I ) U3

-
— 774 5 6 7
W; = Uj_2 @ Uj_2 @ Uj_2 @ Uj_z,

' " 4.29
W,=U L eU e 0UL, ", (429)

W,=UYeU" e -0 U,
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gdje su U’ definirani kao u (4.28). Nadalje, za svaki j = 1,2,-+-, k = 1,2,--- ,jim =
0,1,---,25—1 skup

27 Wy, 27—l 1€7) (4.30)
je ortonormirana baza za szf;;m

Dokaz. Kako je UJI. = W;, moZemo primjenjivati propoziciju m iterativno kako bismo
dobili (4.29). Definicija prostora sz.f;;’" i ortonormiranost skupa {wok,,(2/7% - 1 : | € Z}

(po teoremu (4.2.6) pokazuju da je (#.30) ortonormirana baza za U?f};m. O

Prethodni nam teorem govori kako moZemo dobiti mnogo ortonormiranih baza za za
L*(R). Kako je

L*R)=VioWoa W, oW, ®---,

moZemo izabrati koji ¢emo od prostora W; dalje rastaviti, i kako, koristeci relaciju (4.29).
Ako odlu¢imo da neéemo rastaviti nijedan W;, tada dobivamo valiéni rastav prostora L*(R).
Ako izaberemo zadnju formulu u (4.29) za svaki W, tada dobivamo vali¢ne pakete. Izmedu
ove dvije opcije, postoji prebrojivo beskona¢no nacina kako rastaviti L?>(R), i pritom svaki
daje novu ortonormiranu bazu za L*(R). Takva je fleksibilnost jako pogodna za primjenu,
gdje mozemo izabrati ho¢emo li rastaviti ili ne prostor W, ovisno o podacima koje imamo.
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Sazetak

U ovom smo radu izloZili osnove teorije ortonormiranih vali¢a u jednoj dimenziji. Prikazali
smo kako konstruirati valie na temelju multirezolucijske analize, no vazno je napomenuti
kako to nisu ni blizu svi ortonormirani vali¢i u L>(R). Nakon same konstukcije, vazno
je bilo uvesti jednostavnije karakterizacije kako ortonormiranih vali¢a, tako i multirezo-
lucijske analize i pripadne skalirajuée funkcije. U zadnjem smo poglavlju prikazali neke
primjene ortonormiranih vali¢a. Uveli smo algoritme za kompresiju i rekonstrukciju po-
dataka bazirane na vali¢ima koji se koriste, primjerice, u kompresiji slika. Kroz valiéne
pakete, koji se koriste u analizi signala, pokazali smo kako dobiti bolju lokalizaciju frek-
vencije, ako nam originalna vali¢na nije dostatna.



Summary

In this thesis we have introduced basic theory of orthonormal wavelets in one dimension.
We have shown how to construct wavelets from multiresolutional analysis; however, it is
important to emphasise that there are wavelets that do not arise from a multiresolutional
analysis on L*(R). After construction, it was important to indroduce simpler characteriza-
tions of orthonormal wavelets, multiresolutional analysis and associated scaling function.
In the last chapter we have shown some applications of orthonormal wavelets. We intro-
duced algortihms for data compression and data reconstruction based on wavelets, which
are used, for instance, in image compression. Using wavelet packets, which are one of the
tools for signal processing, we have shown how to achieve better frequency localization, if
the original wavelet frequency localization was not enough.
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