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Uvod

Metoda sparivanja poznata je ve¢ dugo vremena i pokazala se veoma korisnom u dokazi-
vanju teorema iz teorije vjerojatnosti. Sastoji se od toga da je slucajni objekti stavljaju na
isti vjerojatnosni prostor s namjerom da se medusobno usporeduju.

U ovom diplomskom radu dat ¢emo uvod u metodu sparivanja, te ¢emo primijeniti rezul-
tate na teoriju Markovljevih lanaca i Poissonove aproksimacije. Prvo ¢emo, kako bi to
sve bilo moguce, u poglavlju ”Preliminarije” ponoviti naSe znanje o mjerama, Markovlje-
vim lancima, harmonijskim funkcijama 1 diskretnom Laplasijanu te diskretnim procesima
obnavljanja. Nakon toga posvetit ¢emo se osnovama teorije sparivanja kako bismo izveli
i dokazali glavne rezultate koje ¢emo kasnije koristiti. Zadnje poglavlje bavi se primje-
nom metode sparivanja. Posebno ¢emo obraditi Markovljeve lance (pozitivno povratne,
nul-povratne i prolazne), slucajne Setnje i na kraju Poissonove aproksimacije.



Poglavlje 1
Preliminarije

Za temeljito proucavanje metode sparivanja potrebna su nam neka predznanja koja ¢emo u
ovom poglavlju ponoviti.

1.1 Osnovno o mjerama

Za proucavanje metode sparivanja od velike vaznosti ¢e nam biti neke Cinjenice iz teorije
mjere, pa ¢emo se zato prvo prisjetiti nekih osnovnih definicija.

Definicija 1.1.1. Neka je X skup. Neprazna familija ¥ podskupova od X je o—prsten ako
vrijedi

(i)A,Be ¥ = A\Be ¥

(ii) Awers € F = U, Ay € F.

Ako F sadrZi cijeli X onda se ¥ zove o—algebra.

Jedan on najvaznijih primjera o—algebre je Borelova o—algebra na R” u oznaci B(R")
koja se definira kao o—algebra generirana famlilijom svih otvorenih skupova na R”.

Definicija 1.1.2. Neka je X skup i P(X) partitivni skup od X, te neka je ) € & C P(X) i
u:&E — [0, 0] takva da je u(0) = 0. Funkcija u je o—aditivna na & ako vrijedi

E\, E,, ... € &Emedusobno disjunktni i E = U E, e &E= u(E) = Z,u(Ei).

i=1 ix1

Definicija 1.1.3. Funkcija u koja je o—aditivna na o—prstenu F zove se mjera na ¥ .

Izmjeriv prostor je ureden par (X, ), gdje je X skup, a ¥ C P(X) o—algebra. Elemente
od ¥ nazivamo izmjerivim skupovima. Prostor mjere je uredena trojka (X, ¥, u), pri cemu

2



1.1. OSNOVNO O MJERAMA 3

je (X, F) izmjeriv prostor, a 4 mjera na ¥ . Ako su (X, X) i (¥, Y) izmjerivi prostori onda
za funkciju f kazemo da je (X, Y)—izmjeriva (izmjeriva u paru o—algebri X i Y, samo
izmjeriva ako su o-—algebre jasne) ako vrijedi f~1(Y) C X.

Definicija 1.1.4. Neka je {(X;, X)) : k € K} neprazna familija izmjerivih prostora. Pro-
matramo Kartezijev produkt skupova [|;cx Xk i za svaki ky € K promatramo projekcije
Ty - erK Xk - Xkox

T (Xt kek = Xk, -

Najmanju o—algebru u odnosu na koju su sve mty izmjerive nazivamo produktnom o—algebrom
u oznaci Qex X.

Posebno ¢emo u sluc¢aju da imamo Kartezijev produkt samo dva skupa imati sljedece
oznake.
Za (x,x") € X; X X, definiramo lijevu projekciju i desnu projekciju n” sa

alx,x)=x, a(xx)=x.

Nadalje, ako postoji niz (E,),en € F takav da je X = U, En 1 za svaki n iz N je
U(E,) < oo onda kaZzemo da je u oc—konacna. Posebno ona je konacna ako je u(X) < oo, a
ako je jo§ 1 u(X) = 1 onda je vjerojatnosna.

Kao jedan jednostavan primjer mjere pogledajmo mjeru koncentriranu u tocki.
Definiramo 6, : ¥ — [0, o] kao
{L xeA
0:(A) =

0, x¢A

Neka su (X, A, 1) 1 (Y, B, v) o—konacni prostori mjere. Tada postoji jedinstvena mjera
u®vna(XxY,A® B) takva da je

U V)A X B) = u(A)u(B) zaAxBeAxB.

Definicija 1.1.5. Realna mjera na izmjerivom prostoru (X, ¥ ) je realna funkcija u : ¥ —
R sa svojstvima

() u@) =01

(ii) za (E,)nen € F medusobno disjunktne vrijedi

p(UperiEy) = ) p(E,)
neN
Neka je u realna mjera na (X, ). Za skup P € ¥ kaZemo da je pozitivan (za mjeru )
ako vrijedi u(PNE) > 0zasve E € F,te zaskup N € ¥ kazemo da je negativan (za mjeru
w) ako vrijedi u(NNE) <0zasve E € F.
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Teorem 1.1.6. Neka je u realna mjera na izmjerivom prostoru (X, ). Tada postoje poziti-
van skup P € F i negativan skup N € F takvidaje PUN =Xi PNN = (. Par (P,N) s
ovim svojstvima nazivamo Hahnova dekompozicija funkcije .

Uocimo da Hahnova dekompozicija ne mora biti jedinstvena.

Neka je (P, N) Hahnova dekompozicija od u. Definiramo y*,u~ : ¥ — [0, o0) sa
©H(A) = WA NP) u (A) = —p(ANN).

Vidimo da su ™ i u~ mjere.
Uzmimodaje A € ¥ 1B € ¥ ,B C A. Sada iz Cinjenica da je

u(B) = u*(B) — u~(B) < u*(B) < p*(A)
dobivamo
1 (A) = sup{u(B) : Be F,B C A}.
Analogno za u~ dobivamo
w (A) =sup{—u(B) : Be ¥,B C A}

Te dvije ¢injenice nam pokazuju da u* i u~ ne ovise o izbori Hahnove dekompozicije. Sada
mozZemo pisati

p=pt -

Takav rastav od u nazivamo Jordanova dekompozicija za y, a 4", u~ nazivamo pozitivni,tj.
negativni dio od p. Buduéi da y* i 4~ ne ovise o izboru Hahnove dekompozicije Jordanova
dekompozicija je jedinstvena.

Nadalje, funkciju |u| = u* + u~ nazivamo varijacija od u. Za |u|(X) imamo posebnu oznaku
||ell;» 1 ZOvemo ju potpuna varijacija od u.

Neka je u realna mjera na izmjerivom prostoru (X, ) takva da vrijedi p(X) = 0. Imamo

0=puX)=p"X) - (X) = u"(X) = u (X).
Nadalje,

el = (X)) = 1 (X) + = (X) = 2u"(X) = 2iquu(A)-
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Dakle dobili smo jednakost

|leell = 2 sup u(A), za u takvu da je u(X) = 0, (1.1)
AeF

koju éemo Cesto koristiti.

Jedan od vaznih teorema teorije mjere je Radon-Nikodymov teorem, pa ¢emo ponoviti jos
neke pojmove kako bismo ga mogli izreci.

Neka je (X, ¥, u) prostor mjere. Funkcija f : X — R je jednostavna i izmjeriva ako i samo
ako postoje n € N, Ay, A,, ..., A, € ¥ medusobno disjunktni i a;, as, ..., a, € R takvi da je

n

f= Z aily,.

k=1

Oznadimo sa S = S(X, ¥, u) skup svih jednostavnih izmjerivih funkcija. Definiramo S, =
{feS,f>0}.Za fiz S, definiramo integral od f kao

f fdu= ) auA).
X k=1

Sada moZemo definirati integral op¢enite izmjerive funkcije f : X — [0, co] kao

ffd/t = SUP{fgdﬂ,g€S+,gSf}
X X

Konac¢no neka je f : X —» R U {+oo} U {—o0} (F, B(R U {+00} U {—00}))—izmjeriva funkcija.

Definiramo
f flu = f Frdu f fd.
X X X

Taj integral postoji ako je barem jedan od integrala fx frdui fx f~du konacan. Kazemo da
je f integrabilna nad A € ¥ (ili u—integrabilna nad A € ¥) ako postoji integral od f - 1, i
konacan je. Tada za taj prostor mjere definiramo vektorski prostor

L'XF,u,R) = {f : X = R : f je u — integrabilna na X}.

Nadalje za funkciju v : ¥ — R U {400} U {—00} kaZzemo da je potpuno aditivna ako je
v(0) = 01 ako za (A,),ey medusobno disjunktni vrijedi

U (Unendy) = ) (A,).

neN

Ako jos vrijedi da je v : ¥ — R onda kazemo da je konacna potpuno aditivna funkcija.
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Definicija 1.1.7. Neka je (X, F) izmjeriv prostor i u mjera na (X, ¥ ) te neka je v potpuno
aditivna funkcija na (X, F). Re¢i ¢emo da je v apsolutno neprekidna u odnosu na u, u
oznaci v < u, ako vrijedi

AeF,u(A)=0= [v|(A) = 0.

Uoc¢imo da |[v|(A) = 0 = v(A) = 0 dok obrat ne mora opcenito vrijediti. Ako je v
mjera onda je |[v| = v.

Teorem 1.1.8 (Radon-Nikodym). Neka je u o—konacna mjera na izmjerivom prostoru
(X, F). Ako je v konacna potpuno aditivna funkcija za koju vrijedi v < u, tada postoji
g € LYX, F,u,R) takva da je

v(A):fgd,u, YA eF.
A

Funkcija g je u—g.s. jedinstvena.

Napomena 1.1.9. Funkcija g oznacava se sa % i naziva Radon-Nikodymova derivacija od

du
v u odnosu na .

1.2 Markovljevi lanci i slucajne Setnje

Kako bismo mogli izucavati teoriju sparivanja i primjenjivati ju na Markovljeve lance 1
slucajne Setnje moramo prvo ponoviti svoje znanje o istima.

Definicija 1.2.1. Neka je S neprazan skup. Slucajni proces s diskretnim vremenom i prosto-
rom stanja S je familija X = (X,,)n>0 slucajnih varijabli (ili elemenata) definiranih na nekom
vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) s vrijednostima u S. Dakle, za svakin >0, X,, : Q — S
je sluc¢ajna varijabla.

Definicija 1.2.2. Neka je S prebrojiv skup. Slucajni proces X = (X,,),>0 definiran na vjero-
jatnosnom prostoru (Q, F ,P) s vrijednostima u skupu S je Markovljev lanac ako vrijedi:

P(Xni1 = jIXp =1, Xyt = ip-15 .0, Xo = io) = P(Xpiy = J1Xy = 1)

za svaki n > 01 za sve iy, ...,i,1,i,] € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti dobro
definirane.

Cinjenicu da je

P(Xvn+l = ]an =L, X1 =iy, Xo = lO) = P()(n+1 = ]an = l)
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nazivamo Markovljevim svojstvom. Sto to zapravo zna&i? Ako postavimo da je sadasnost
vremenski trenutak n Markovljevo svojstvo nam govori da je ponaSanje Markovljevog
lanca u neposrednoj buduénosti, uvjetno na sadaSnjost i proslost, jednako ponaSanju Mar-
kovljevog lanca u neposrednoj buduénosti, uvjetno samo na sadasnjost.

Lako se izvodi relacija

P(Xn+1 = j7 Xn = i, Xn—l = in—l’ --~9X0 = i0|Xn = l) =
P(X,41 = ]an = DP(X,1 = in-1, ..., Xo = ol X,, = D).

koja nam zapravo daje drugi nacin izricanja Markovljevog svojstva. Neposredna budu¢nost
1 proslost uvjetno su nezavisne uz danu sadasnjost. Mi se ¢esto bavimo samo homogenim
Markovljevim lancima. KaZemo da je Markovljev lanac homogen ako desna strana u gor-
njoj relaciji ne ovisi o vremenu n > 1.

Definirajmo sada (A, P)—Markovljev lanac. Kako bismo to napravili treba nam definicija
stohasticke matrice.

Definicija 1.2.3. Matrica P = (p;j); jes naziva se stohastickom matricom ako je

pij=0 VijeS iakoje Y pj=1, Vies.

Jjes

Definicija 1.2.4. Neka je A = (A;)ics vjerojatnosna distribucija na S, te neka je P =

(Pijijes Sstohasticka matrica. Slucajni proces X = (X,),s0 definiran na vjerojatnosnom

prostoru (Q, F,P), s prostorom stanja S je homogen Markovljev lanac s pocetnom distri-

bucijom A i prijelaznom matricom P ako vrijedi

())PXo=0)=A, VYieSi

(ll) P(X,Hl = ]an = i, Xn—l = in_l, ....,X() = lo) = Dij Vn > 0, i(), ceeey in—la l,] €s.
Primijetimo da nije odmah jasno da svaki (1, P)—Markovljev lanac ima Markovljevo

svojstvo, medutim ta se ¢injenica vrlo lako pokazuje.

Uvedimo jo$ uvjetnu vjerojatnost P; formulom P;(A) = P(A|Xy =i)za A € F.

Takoder, uvest ¢emo i1 pojam n—koracne prijelazne vjerojatnosti pg.’) = Py(X,, = j). Ova for-

mula nam govori da ako Markovljev lanac krece iz stanja i, tada je vjerojatnost da nakon n

koraka bude u stanju j jednaka i j—tom elementu n—te potencije prijelazne matrice P.

Posvetimo se sada nekim svojstvima Markovljevih lanaca.

Definicija 1.2.5. Neka je X = (X,).=0 Markovljev lanac s prostorom stanja S i prijeznom
matricom P. Za B C S definiramo prvo vrijeme pogadanja tog skupa sa

Tp =min{k >0 : X; € B},

uz konvenciju min @ = +oo. U sluc¢aju B = {j} zbog jednostavnosti piSemo T ; umjesto T\,
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Jo$ moZemo definirati i n—to vrijeme posjeta stanjui € S.

7" = min{k > 0: X, = i}.

Tl.(l) zovemo prvim vremenom povratka u stanje i € S. Induktivno definiramo

. -1 . -1
T(n) _ mln{k > Tl(n ) : Xk = l}, Tl.(n ) < 00, n> 2
l 00, inace.

Definicija 1.2.6. Za stanja i, j € S kaZemo da je j dostizno iz i, u oznaci i — j, ako
vrijedi

PI(T] < OO) > 0.
Nadalje stanja i, j € S komuniciraju, u oznaci i «— j, ako vrijedii — ji j — 1.

Relacija komuniciranja je relacije ekvivalencije na S X S, te stoga inducira particiju
prostora § na klase. Oznacimo te klase sa Cy, C,, ... (moZe ih biti konacno ili beskonac¢no).
Dakle C,NC; =0 zak # [,te U,C; = S. Sva stanja iz jedne klase medusobno komuniciraju.
Sada moZemo uvesti pojam ireducubilnog Markovljevog lanca.

Definicija 1.2.7. Markovljev lanac X je ireducubilan ako se prostor stanja S sastoji samo
od jedne klase komuniciranja, tj. ako sva stanja u S komuniciraju.

Za C c S kazemo da je zatvoren ako za svaki i € C vrijedi P;(Tg\c = 00) = 1. Zapravo
skup je zatvoren ako lanac ne moZe izaci iz njega. S druge strane, u zatvoren skup se moze
uci. Za stanje j € S kazemo da je apsorbirajuée ako je {j} zatvoren skup. To znaci da kada
lanac dode u stanje j tamo ostaje zauvijek.

Definicija 1.2.8. Stanje i € S je povratno ako vrijedi Pi(Tl.(l) < 00) = 1, a prolazno ako
vrijedi Pi(Tl.(l) < o0) < 1.

Navedimo nekoliko €injenica vezanih uz povratnost i prolaznost. Ako je i € S povratno
1i «— jtadaje1 j € § povratno stanje. Iz ovog lako slijedi da su povratnost i1 prolaznost
stanje klasa. Nadalje svaka povratna klasa je zatvorena i ako je S konacan skup stanja on
sadrzi barem jedno povratno stanje.

Teorem 1.2.9. Neka je X ireducibilan i povratan Markovljev lanac. Tada za svakii € S
vrijedi P(T\" < c0) = 1.

Definirajmo N; kao broj posjeta stanju i € S, tj. preciznije

N; = Z Lix, =iy
n=0
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Teorem 1.2.10. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(i)i €S je povratno;

(i) T Py = o0

(iii) E;N; = oo;

(iv) Pi(N; = 0) = 1.

Pogledajmo sada specijalne slu¢ajeve Markovljevih lanaca-slu¢ajne Setnje.

Slucajne Setnje na Z

Neka je (Y,,).>1 niz nezavisnih, jednakodistribuiranih sluc¢ajnih varijabli s vrijednostima u
Z s distribucijom P(Y; = k) = py, k € Z. Definiramo slucajnu Setnju X = (X,,),»0 sa:
Xo=0, X,=) Y, nxl
i=1
Za slucajnu Setnju kaZzemo da je jednostavna ako (Y),),>; imaju distribuciju

PY,=1)=p, PY,=-1)=1-p zanekipe][0,1].

1
Za jednostavnu slu€ajnu Setnju kazemo da je simetri¢na ako je p = 3 Pokazuje se da je

jednostavna simetri¢na slucajna Setnja na Z povratna.

Kao kriterij povratnosti za jednodimenzionale slucajne Setnje navest cemo Chung-Fuchsov
teorem. Kako bismo ga dokazali trebat ¢e nam sljedece leme. Prije nego Sto ih navedemo
ponovimo Borel-Cantelli lemu 1 Kroneckerovu lemu.

Neka je {A, : n > 1} niz dogadaja na vjerojatnosonom prostoru (€, ¥, P). Poznato je iz
teorije vjerojatnosti da je dogadaj {A, b.m.p.} = {A, se dogodi za beskona¢no mnogo n }
dan sa

{A,bm.p.} =N UL A,
Lema 1.2.11 (Borel-Cantelli). Ako je ., P(A,) < oo tada P(A, b.m.p.) = 0.

Lema 1.2.12 (Kroneckerova lema). Ako je (x,),en beskonacan niz realnih brojeva takav
da vrijedi
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Lema 1.2.13. Vrijedi da ako je Y, P(||S || < &) < oo tada P(||S,|| < € b.m.p.) = 0. Ako
St PIS ]l < &) = 0o onda P(||S || < 2 b.m.p.) = 1.

Dokaz. Prvi zakljucak slijedi iz Borel-Cantelli leme. Kako bismo dokazali drugi oznacimo
s F ={||S.l| < € b.m.p.}°. Rastavom po tome kada je zadnji put bilo ||S || < € dobivamo

ZP(HSmH <&l|ISul>ezasven>m+1)

m=0

P(F)

\Y

Z PAIS ull < &, 11, = Sl = 26 zasve n > m + 1)

m=0

= D RS ull < &)
m=0

gdje je psx = P(|IS,ll > 6 zasve n > k). Budu¢idaje P(F) < 11

D RISl < &) = oo

m=1

slijedi da je py.; = 0. Za poopcenje ovog zakljucka na p,.x za k > 2 oznaimo s
Ay ={lISull < &S, = ezasven > m+ k.

Budu¢i da bilo koji w mozZe biti u vecini k za A, ponavljajudi isti argument kao gore
dobivamo

k2 ) P(A) 2 D RIS ull < &)
m=0 m=0

Dakle py.x = P(|IS,ll = 2ezasve j > k) = 0, pa iz proizvoljnosti od k slijedi Zeljeni
zakljucak. m|

Napomena 1.2.14. Prethodni dokaz vrijedi za sve norme. Za sljedeci dokaz pretpostavit
cemo da je za x € R", ||x|| = sup_;, , |xil.

Lema 1.2.15. Neka je m > 2 prirodni broj i € > 0. Tada je

D UBS Il < me) < 2m)! ) RIS, < €).
n=0 n=0
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Dokaz.

ip(nsnn < me) < i D B(S, € ke +10,8)")
k

n=0 n=0

gdje unutarnja suma ide po k € {-m, ...,m — 1}¢. Oznacimo s
Ty =inf{l > 0: S, € ke + [0, &)}

1 tada rastavom prema vrijednosti od 7} 1 upotrebom Fubinijevog teorema imamo

Z P(S, € ke + [0,&)%) = P(S, € ke +[0,8)4, T, = )
n=0

NSRS
DM DM

=< PAIS, =Sl <& T =D.

l

Il
(=]
1]
~

n

Buduéidasu {T, =1} 1 {||S, — S/|| < €} nezavisni dobivamo nadalje

>

=0 n

e

PUIS, —Sill <& T =0 = Y B(Te=m) Y P(IS Il < &) < Y B(IS Il < &).
m=0 =0 =0

1]
—~

Koristedi ¢injenicu da ima (2m)¢ vrijednosti od k u {—m, ...,m — 1} dokaz je gotov. o
Kombiniranjem prethodne dvije leme dobivamo sljedeci korolar.

Korolar 1.2.16. Konvergencija (divergencija) izraza Y., P(IS .|| < €) za bilo koju vrijed-
nost od € > 0 je dovoljna za prolaznost (povratnost).

Sy .
Teorem 1.2.17 (Chung-Fuchs). Ako vrijedi slabi zakon velikih brojeva i — — 0 po vjero-
n
Jjatnosti, tada je S ,, povratna.

Dokaz. Oznacimo sa u,(x) = P(|S,| < x) za x > 0. Prema Lemi 1.2.15 slijedi

00 00 Am

1 1
Z up(1) 2 m Z(; up(m) = m Z(; Uy, (%)

n=0 n= n=

za bilo koji A > 0 jer je u,(x) > 0 1 rastuc¢a po x. Po pretpostavci u, (%) — 1 pa kada
pustimo m — oo i primijetimo da je

P&y A& (%)
3 2 (5) =3 2
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dobivamo, koriste¢i Kroneckerovu lemu

[

Zun(l) >

n=0

D 2>

Bududi da je A proizvoljan, suma mora biti jednaka oo pa Zeljeni zakljucak sljedi iz Koro-
lara 1.2.16. O

Slucajne Setnje na Z°

Neka je e; = (1,0) i e; = (0,1). (Y,)n>1 je niz nezavisnih jednakodistribuiranih slucajnih
vektora sa distribucijom P(Y,, = e¢;) = P(Y, = —e;) = P(Y,, = e2) = P(Y,, = —e;) = i,
Jednostavnu simetri¢nu slu¢ajnu $etnju na Z? definiramo kao

X, =0, X,,:ZY,-, n>1.
i=1

Pokazuje se da je takva slucajna Setnja povratna.
Slucajne Setnje na Z°

Neka je e; = (1,0,0),e, = (0,1,0) i e3 = (0,0,1). (Y,),>1 je niz nezavisnih jednakodis-
tribuiranih slucajnih vektora sa distribucijom P(Y, = ¢;) = P(Y, = —e¢;) = %,i =1,2,3.
Jednostavnu simetri¢nu slu¢ajnu Setnju definiramo analogno kao u Z2. Pokazuje se da je
takva slu€ajna Setnja prolazna.

Za kraj prisjetimo se pojmova stacionarne i grani¢ne distribucije Markovljevih lanaca, inva-
rijantne mjere te nekih njihovih svojstava.

Definicija 1.2.18. Slucajni proces X = (X,)us0 definiran na vjerojatnosonom prostoru
(Q, F,P) zove se stacionaran ako za sve k > 0 i sve n > 0 slucajni vektori (Xo, X1, ...., Xp) i
(Xi> Xpis1s ooees Xuw) imaju istu distribuciju (u odnosu na vjerojatnost P).

Definicija 1.2.19. Neka je X = (X,),»0 Markovljev lanac s prebrojivim skupom stanja S i
prijelaznom matricom P. Vjerojatnosna distribucija © = (1;);cs na S je stacionarna distri-
bucija (ili invarijantna distribucija) Markovljevog lanca X (odnosno prijelazne matrice P)
ako vrijedi

m=nP,
odnosno po komponentama

= Zﬂ'kpkj, za svej € S.
keS
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Propozicija 1.2.20. Neka je S konacan skup stanja, te pretpostavimo da za nekii € S,

limp” =n;, Vjes.

n—oco”
Tada je m = (1)) jes Stacionarna distribucija.

Definicija 1.2.21. Niz A = (A;);es naziva se mjera ako je A; € [0, 00) za svei € S. Mjera A
Jje netrivijalna ako postoji i € S takav da je A; > 0. Neka je X = (X,,),0 Markovljev lanac
s prijelaznom matricom P. Netrivijalna mjera A na S je invarijantna mjera Markovljevog
lanca X (4. prijelazne matrice P) ako vrijedi

A= AP,

odnosno po komponentama

A= Z/lkpkj Vi,jeSs.

keS

Reéi ¢emo da je stanje i € S pozitivno povratno ako je E,-(Tl.(l)) < oo. Inace kazemo
da je stanje i € S nul-povratno. Pozitivna potvratnost, tj. nul-povratnost su svojstva klasa
komuniciranja.

Teorem 1.2.22. Neka je i € S povratno stanje. Za j € S definiramo

(1)
T"-1

vi = E; Z lix,=j-
n=0

Tada je v inavrijatna mjera. Posebno ako je stanje i pozitivo povratno, tada je
Uj X S
nj=———, JjES,
j D
E(T;")

stacionarna distribucija.

Nadalje moze se pokazati da ako je X ireducibilan Markovljev lanac s prijelaznom

1
matricom P 1 stacionanom distribucijom r da je E j(Tj(.])) = —zasve j€S.

T
Definicija 1.2.23. Neka je X = (X,).»0 Markovljev lanac na skupu stanja S s prijelaz-
nom matricom P. Vjerojatnosna distribucija © = (1;);cs naziva se granicnom distribucijom
Markovljevog lanca X (odnosno prijelazne matrice P) ako za sve i, j € S vrijedi

lim p”

n—oo W

:7'[]'.
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Lako se pokazuje da ako je m grani¢na distribucija Markovljevog lanca X da je x tada
1 stacionarna distribucija. Obrat ove tvrdnje ne vrijedi uvijek. Da bismo pokazali kada
vrijedi moramo definirati period stanjai € S.

Definicija 1.2.24. Neka je X = (X,).s0 Markovljev lanac s prijelaznom matricom P. Za
stanje i € S oznacimo sa d(i) najveci zajednicki djelitelj skupa {n > 1 : pgl.") > 0}, gdje
je d(i) = 1 ako je taj skup prazan. KaZemo da je stanje i aperiodicno, ako je d(i) = 1. U

suprotnom je i periodicko stanje, a d(i) se zove period od i.

Pokazuje se da je periodi¢nost svojstvo klase komuniciranja tj. ako za i, j € S vrijedi
i « jtada d(i) = d()).
Lema 1.2.25. Neka je X = (X,).s0 ireducibilan i aperiodican Markovljev lanac. Tada za
sve i, j € S postoji ng = ny(i, j) € N takav da je pg.l) > (0 za sve n > ny.
Teorem 1.2.26 (Teorem o konvergenciji Markovljevih lanaca). Neka je A proizvoljna vjero-
Jjatnosna distribucija na skupu stanja S . Pretpostavimo da je X = (X,,)us0 (4, P)—Markovljev
lanac koji je ireducibilan i aperiodican, te ima stacionarnu ditribuciju . Tada je

limP(X, = j)=n;, VjeSs.
Specijalno

lim p? =7;, i, je€S,

n—00
tj., stacionarna distribucija ujedno je i granic¢na.

Teorem 1.2.27. Neka je X = (X,,).>0 ireducubilan, nul-povratan Markovljev lanac sa sku-
pom stanja S i prijelaznom matricom P. Tada za sve i, j € S vrijedi

lim p™ = 0

n—oo Y

1.3 Harmonijske funkcije i diskretni Laplasijan

Neka je f : Z¢ — R funkcija. Ozna¢imo sa A diskretni Laplacian koji djeluje na funkciju
f kao

_ 1 B d
(AN@) = 5 dyEZd%_x”:l[f(y) f®l, xezd,

gdje je x| = ||x|lc = max{|xi], |x2], ..., |x4]}. Za funkciju f kazemo da je harmonijska ako je
Af =0.
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1.4 Diskretni procesi obnavljanja
Definicija 1.4.1. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i neka su Zy,Z,,7Z,... nezavisne
slucajne varijable koje poprimaju vrijednosti u skupu Ny U {oo} i neka su Z,,7,... jednako

distribuirane i strogo pozitivne. Diskretni proces obnavljanja je proces S = (S )0 defini-
ran sa

S,,:anZ,-, za n>0.
i=0

U slucaju da je Z, = 0 kazemo da je S Cisti (diskretni) proces obnavljanja, a inace
kaZzemo da je odgodeni.
Neka je (pr)i>1 razdioba slucajne varijable Z, tj.

P(Z, =k)=pr, za keNU/{oo}
i neka je (a; )0 razdioba slucajne varijable Z, tj.
P(Zy=k)=a,, za k=0.

Definicija 1.4.2. Neka je (S ,).>0 diskretni proces obnavljanja. Definiramo proces vremena
obnavljanja V = (V,),s0 sa

1, n=S,, za neki k .
Vn = { = Z 1{Sk=n}-
k=0

0, inace

Lema 1.4.3. Neka je S cisti proces obnavljanja i pretpostavimo da je p = Y02, pr < 1 (1].
razdioba od Z, je degenerirana). Tada za ukupan broj obnavljanja R = }," | V, vrijedi

PR=m)=p"(1-p), m=1,
tj. R ima geometrijsku razdiobu.
Dokaz. Zam > 1 vrijedi

P(R = m) = P(Zl < 00,75 <00, .., Ly <00, L1 = OO)
= P(Z) < 0)P(Z; < 00)..P(Z,, < ©)P(Z11 = 00)
p"(1=p).
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Napomena 1.4.4. Zbog {V, = 1} C {R > n} iz Leme 1.4.3 zakljucujemo da u slucaju
P = 2l Pk < oo vrijedi

ER < o0,

jer R ima geometrijsku razdiobu.
S druge strane pomocu Beppo-Levijevog teorema dobijemo

gde iz nuznog uvjeta konvergencije reda slijedi lim,_,, P(V, = 1) = 0.
Dakle ako je lim,_,.,(V,, = 1) # 0 onda razdioba od Z, mora nuZno biti nedegenerirana, tj.

p=22lpe=1
Ako je Z, nedegenerirana, onda je u slucaju Zy = 0

P(R = 00) = P(N;7 {Z, < o0}) = lim P(Z, < c0) = 1.

n—oo

Primjer 1.4.5. Neka je X = (X,),»0 Markovljev lanac sa skupom stanja S i neka je i € S.
Definiramo:

To = min{k > 0 : X; = i}

T =min{k > 7, : X3 =i} n>1.

Sada iz jakog Markovljevog svojstva slijedi da je T = (1,),s0 proces obnavljanja jer su
duljine "izleta iz stanja”

Z() = To,Zl =T —T(),Zz =T —Tl,...,Zn =Ty — Tu=1s---

nezavisne slucajne varijable, a Z,,7,, ... su jednako distribuirane.

Uz vjerojatnost P; je T Cisti proces obnavljanja, jer je P(Zy = 0) = 1, dok se za P;, j # i
radi o odgodenom procesu obnavljanja.

Primijetimo da u ovom slucaju za pripadni proces vremena obnavljanja V = (V,),so vrijedi

V, = 1{X,,:i}7 neN.



Poglavlje 2

Osnove teorije sparivanja

U ovom poglavlju éemo definirati sparivanje, re¢i neSto o osnovnim nejednakostima me-
tode sparivanja i maksimalnom sparivanju.

2.1 Definicija sparivanja

Definicija 2.1.1. Sparivanje dvije vjerojatnosne mjere P i P’ na istom izmjerivom prostoru
(E, &) je svaka vjerojatnosna mjera P na produktnom izmjerivom prostoru (ExE,E® E) sa
svojstvom da

P:Pﬂ'_l, P’ :@ﬂ',_l,
gdje sumin’ desna i lijeva projekcija.

Ipak, ova definicija nam nece biti dovoljna za upotrebu, pa uvodimo i sljedecu definiciju
za slu€ajne elemente.

Definicija 2.1.2. Neka su X i X’ slu¢ajni elementi definirani na vjerojatnosnim prostorima
(Q,7F.,P)i (Q,F',P) s vrijednostima u (E,E). Sparivanje od X i X' je slucajni element
(X,X’) definiran na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) koji poprima vrijednosti u (E X
E,EQ &) takav da vrijedi

4 4 v

X=X, X=X
gdje = oznacava jednakost po distribuciji.

Napomena 2.1.3. Veza izmedu Definicija 2.1.1. i 2.1.2. je sljedeca:

P %) je sparivanje mjera Px i P, pri cemu je Px(A) = P(X € A) i P}, (A) = P'(X’ € A).

17
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Pogledajmo jedan jednostavan primjer.

Primjer 2.1.4. Neka su X i X’ dvije Bernoullijeve slucajne varijable, tj.

(2 )
Il-p p 1-p" p

te neka je U ~ U(0, 1) uniformna sluc¢ajna varijabla na intervalu [0, 1] definirane na
vjerojatnosnom prostoru (Q, F , P).
Definiramo sparivanje na sljedeci nacin

X, X)) = (Lip<v<p (@), Lp<v<p)(@)).

S

Uz pomo¢ cinjenice da za uniformnu razdiobu na intervalu [a, b] vrijedi P(U < c¢) = &2
pokazujemo da je

& d 5, d s
X=X X =X.
Racunamo

PX=1)=PO<U<p) =p=PX=1).
PX=0)=P(p<U<1)=1-PU<p)=1-p=PX=0).
PX' =1)=PO<U<p)=p =PX =1).

PX' =0)=P(p <U<1)=1-PU<p)=1-p =PX =0).

Primjetimo jo$ da sparivanje ne mora biti jedinstveno. U primjenama se pokuSava naci
sparivanje takvo da je ||P — P||;, najmanja mogudéa.

2.2 Nejednakosti

Teorem 2.2.1. Neka su X i X' dvije slucajne varijable, sa vjerojatnosnim distribucijama
Px i P}, i neka je (X, X') njihovo sparivanje na vjerojatnosnom prostoru (, ¥ ,P). Tada
vrijedi

IPx — Pyl < 2B(X # X')
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Dokaz. Uzmimo A € & i raCunajmo:

P(X €A)=PX eA)-PX €A)
PXeAX=X)+PXecA X%X)
PR eAX=X)-PX €A, X +X)
PXeAX+X)-PX A, X +X)
PXeA X +X).

P(X €A)

IA

Nadalje, prema (1.1)

IPx =Pyl = 2sup[Px(A) - Py (A)]
Ae&
= 2sup[P(X € A) - P (X € A)]
Ae&
< 2supPX eA X #X)
A€E

= 2PX # X).
O
Definicija 2.2.2. Neka su X = (Xy)nen, | X' = (X))new, dva niza slucajnih varijabli koji
poprimaju vrijednosti u (E™, &%) i neka je (X, X’) sparivanje od X i X'. Definiramo
vrijeme sparivanja od X i X' s
T =inflneNy: X, = )A(;n za sve m > nj.
To je zapravo prvo vrijeme od kojeg se dva niza podudaraju.
Teorem 2.2.3. Za dva niza slucajnih varijabli X = (X,))nen, i X' = (X )nen, koja poprimaju
vrijednosti u (E™, &%) | neka je (X, X') njihovo sparivanje i neka je T vrijeme sparivanja.
Tada vrijedi:
IP(X, € -) = P'(X;, € Ml < 2B(T > ).
Dokaz. Dokaz slijedi iz Teorema 2.2.1, jer je (X, # )A(,’,} C{T > n}. O

Definicija 2.2.4. Za n € N definiramo operator lijevog pomaka 8" : EY — E™ kao

Hn(x(b X1, ) = (Xn, Xn+1s )
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Teorem 2.2.5. Za dva niza slucajnih varijabli X = (X;))nen, i X' = (X )nen, koja poprimaju
vrijednosti u (E™°, E8%) | neka je (X, X') njihovo sparivanje i neka je T vrijeme sparivanja.
Tada vrijedi

IP(@"X € ) — P("X’ € N < 2B(T > n).

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teorema 2.2.1, jer je {X,, # X, za neke m > n} C {T > n}. O

Bududi da se varijacijska norma nikad ne povecava za neko preslikavanje vrijedi sljedeca
propozicija.

Propozicija 2.2.6. Neka je  izmjerivo preslikavanje s (E,&) na (E*,E") i neka je Qx =
Py oy~ i Q}, =P}, oy~!. Tuda vrijedi

1Qx — Qi llw < IPx — Pl < 2P(X # X').
Dokaz.

1Qx — Qi Il

2 sup [Q(B) - Q'(B)]
ZZug[P(w(X) € B)-P(X') € B)]

2sup[P(X € y~'(B)) - P'(X’ €y (B)]
Be&*

Oznadimo sad sa A = ¥~ !(B). Imamo

1Qx — Qlln = 2ZUSQ[P(X ey ' (B) -P'(X' ey (B)]

< 2sup[P(X € A) =P (X’ € A)] = |IPx — Pl
Ae&

Nejednakost dolazi iz &injenice da je ¢ izmjeriva pa je ¢~ (E*) C &. O

2.3 Brzina konvergencije

Pretpostavimo da imamo neku kontrolu nad vremenom sparivanja T , tj. da postoji neopa-
dajuca funkcija ¢ : Ny — [0, co) takva da je

lim ¢(n) = oo i B(¢(T)) < 0. (2.1)

Tada vrijedi sljedeci teorem.
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Teorem 2.3.1. Neka su X i X dvije sluCajne varijable i ¢ funkcija koja zadovoljava (2.1).
Tada vrijedi
IP(6"X € ) =P (¢"X" € )l = 0(545) kada n — co.
Dokaz. Vidimo da je
BT > n) < B(G(T)r5n).

Primijetimo da desna strana teZi k nuli kad n — oo po teoremu o dominiranoj konvergenciji
zbog E(¢(T)) < oo. |

2.4 Sparivanje po distribuciji

Pretpostavimo da sparivanje X, )A(’) dva sluajna niza X = (X,)sen, 1 X' = (X),eny, dolaze
sa dva slucajna vremena 7 1 7’ takvima da ne vrijedi samo

X=X, X=X
vel i
@XT)=@O"X.,T).

Ovdje promatramo dva niza pomaknuta za razli¢ita slu€ajna vremena, a ne za isto sluc¢ajno
vrijeme.

Teorem 2.4.1. Vrijedi
IP(@"X € -) =P (0"X € )l < 2B(T > n) = 2B(T" > n)

Dokaz. Za svaki A € E®' promatramo

P@'X €A, T <n)

Z B (@"X) € A, T = m)
m=0

= Z Bm@"R') € A, T’ = m)
m=0

= P@'X €A, T <n).
Slijedi da je

P@"X € A) - P(@"X € A) P@X e AT >n) -B@X €A T >n)

B(T > n) + B(T’ > n) = 2B(T > n)

IA
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1 konac¢no
IP(@"X € ) = P'(0"X" € )| 2 sup [P(O"X € A) — P (#"X € A)]

Ae&®No
2 sup [P(@"X € A) - B@#"X € A)]

Ae&®No

2B(T > n).

IA

2.5 Maksimalno sparivanje

Teorem 2.5.1. Za svake dvije vjerojatnosne mjere P i P’ na izmjerivom prostoru (E, &)
postoji sparivanje P takvo da vrijedi:

(i) [P = P'll,, = 2P(X # X") o

(ii) X i X’ su nezavisne uvjetno na dogadaj {X # X'} ako taj dogadaj dolazi s pozitivnom
vjerojatnoscéu.

Dokaz. Neka je A = {(x,x) : x € E} dijagonalaod E X Einekajey : E - EXE
preslikavanje definirano sa y/(x) = (x, x). Ozna¢imo sa
dP dP’

A1=P+P, g=2 o=
T T m

Primijetimo da su g i g’ dobro definirane jer su P i P’ apsolutno neprekidne. Nadalje
definiramo Qi1 Q' sa

dQ_ . ’ A ° -1
ﬁ_mm{g,g}, Q=Qoy™.

Sada je A nosac od Q Ozna¢imo y = Q(A) te

v=P-Q, vV=P-Q P=
Tada vrijedi

+ QA X E) = P(A)

P(AxE):%U,;E)

A

jer je v(A) = P(A) — QA), V' (E) = P(E)—QE) =1-v1QA X E) = Q(A). Sli¢no
I@(E X A) = P’(A). Vidimo da imamo valjano sparivanje. Kako bismo dobili (i) racunamo,
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uz pomo¢ Radon-Nikodym teorema

PPl f g — gldA = f (¢ +¢ —2min{g, ¢')dA
E E

P@D+Pam—2f}mm&gmﬂ
E

21 - f minfg. g'}dA] = 2[1 - Q(E)]
E
= 2(1 —v) =2B(A°) =2BX # X")

gdje druga jednakost slijedi iz Cinjenice da je min{g, g’} = e _ g_Tg,‘.
(i1) izvodimo iz

1
-y

BCIR # X') = B(|A) = (ﬁ & ——)().

O

Ono $to ovaj teorem zapravo govori je da ako smo dovoljno kreativni, moZemo naci
sparivanje koje daje tocnu vrijednost norme totalne varijacije. Ipak, u praksi je to tesko
egzaktno naci pa se moramo zadovoljiti nekim dobrim procjenama.



Poglavlje 3

Primjene metode sparivanja

3.1 Markovljevi lanci

U ovom poglavlju pretpostavit ¢emo da je (X, ),ey, ireducubilan i aperiodi¢an Markovljev
lanac na prebrojivom skupu stanja S s pocetnom distribucijom A = (4;);es 1 prijelaznom
matricom P = (p;;)i jes-

Razvit ¢emo posebnu teoriju za pozitivno povratne, nul povratne i prolazne Markovljeve
lance.

3.1.1 Pozitivno povratni Markovljevi lanci

U ovom slucaju postoji jedinstvena stacionarna distribucija z, koja je rjeSenje jednadZzbe
nm = nP te zadovoljava r > 0 1 lim,,_,, AP" = 7. Sada istrazujemo brzinu konvergencije.
Zai € S neka su:

T; =min{fn e N : X,, = i},
m; = E(T;) = E(Ti|Xo = i)
Uocimo da si 1 7T; 1 m; konacni jer je (X,,),en, PO pretpostavci pozitivno povratan. Jedan od
rezultata teorije Markovljevih lanaca je da vrijedi 1; = —.
m

Mi Zelimo usporediti dvije kopije Markovljevih lanca k(l)je pocinju s razli¢itim pocetnim
distribucijama A = (A)es i ft = (i)ies - Oznatit éemo ih sa X = (X,)ery i X' = (X))
Neka je

T" =minfn e Ny : X, = X}
vrijeme prvog njihovog susreta. Tada Teorem 2.2.3 daje

lAP" — uP"||,, < 2P, (T > n),

24
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gdje P/Lu oznacava bilo koju vjerojatnosnu mjeru koja je sparivanje od X i X’. Mi ¢emo
uzeti nezavisno sparivanje ISM = P, ® P, 1 umjesto na T~ koncentrirat ¢emo se na

T =minfn e Ny : X, = X =0},

njihovo prvo vrijeme susreta u nuli (gdje nula moze predstavljati bilo koje odabrano stanje
iz S). Budué¢idaje T > T* imamo

|AP" = Pl < 2P (T > ). (3.1)
Kljucna €injenica koju ¢emo koristiti je sljedeca:

Teorem 3.1.1. Ako je Markovljev lanac X pozitivno povratan, tada za sve pocetne distri-
bucije A i u vrijedi

By (T < o0) = 1.

Dokaz. Promotrimo procese obnavljanja pridruZzene Markovljevim lancima X 1 X’ kao u
Primjeru 1.4.5 i neka su V i V' pripadni procesi vremena obnavljanja. Definirajmo

V=WV)wso sa V,=V, V., n>0.

Uocimo da je X = (X, X’) Markovljev lanac u odnosu na PM pa je V proces vremena
obnavljanja pridruZen Markovljevom lancu X kao u Primjeru 1.4.5.
Neka je

[ ={V, = 1 za beskona¢no mnogo n € N}.
Sada po Teoremu 1.2.10 dovoljno je pokazati da vrijedi
By (D= 1.
Uzmimo prvo da je A = ¢ = mr. Tada zbog stacionarnosti imamo

A

I,EEDHJT(V'n =1 )

Pn(Vn = 1)Pn(vr,, = 1)

= Pu(X, = O)B,(X] = 0)

= Px(Xo = 0)P-(X; = 0)

= ﬂ'é >0
pa iz Napomene 1.4.4 slijedi da razdioba pripadnog procesa obnavljanja nije degenerirana
1 vrijedi

Poo(D) = 1.
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Sada koristeci aperiodi¢nost iz Leme 1.2.21 slijedi da postoji ny € N takav dazam > 0
vrijedi

Boo((Vig, V2 1) = (1, 1)) = Byo(X,,, = 0, X, ,,, = 0) > 0.

no> 7 no+m no+m

Imamo, iz formule potpune vjerojatnosti

1=Po() = Booll(Vigs Vi = L, DBV, V7, = (1, 1)

no+m

+Poo(T1(Vigs Vi # (1 DBV, Vi # (1, 1)),
Bududi da ako vrijedi 1 = xz+ y(1 —z) za x,y,z € (0, 1] znamo da je x = 1 slijedi

Poo(|(Vags Vi) = (1, 1)) = 1,
tj., zbog Markovljevog svojstva

Bou(D) = 1.
Dakle, zbog Markovljevog svojstva imamo
By (D) = Bojq(0)

paje

Bau(h) = Y Biy(Dp; = D Ay = 1.

i,j20 i,j20

Teorem 3.1.1 zajedno sa (3.1) daje
lim|[[AP" — puP"|ln = 0,

gdje stavljanjem p =  dobivamo Teorem o konvergenciji Markovljevih lanaca.

Pogledajmo sada kako brzina konvergencije ovisi o kardinalnom broju skupa S.
Ako je |§| < oo tada je brzina konvergencije eksponencijalna. Zaista uzmimo k dovoljno
velik da vrijedi

. def
mln(Pk)ij < p >0,
i.jes
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Sto je moguce zbog aperiodicnosti i ireducibilnosti.
PokaZimo sada indukcijom po n da vrijedi

Pru(T* > nk) < (1—p)" VYAu,n

Baza indukcije
n=1

PrT*>k)<1-p VYau

Pretpostavka indukcije
Pretpostavimo da

Py (T* > nk) < (1-p)" VYAu

vrijedi za neki n € N.
Korak indukcije

Py (T > (n+ k) =By (X,, # X,,m =0,1,2..., (n + Dk)

m=0,1,..,nk-1)

m? m?

= > P # Xpym =k + 1, (14 DRt = 6, Xy = o X # X
ijeS i#]

BruXoe = i, X = ji X # X,om=0,1,...,nk — 1)

= > By # Xpom =1, P (X, # X, m = 0, ..., nk)
i,jeSi+j

- Z By(Xy # X, m =1, kBT > nk)

i,jes i j
<(1=-p)1=p) =(1-py!

Po principu matemati¢ke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n € N.
Odavde slijedi

P/l,u(T* >n) < P(T* > 21k < (d _p)L%J
Sada koriste¢i Teorem 2.2.3 dobivamo

”/an — PnH < 2(1 _ )L%J — e—Cn+0(n)
H tv P R

1 1
diec= -1 >0
gdjec=+In [ 7 —p]
Moguce je proucavati i slucaj kada |S| = oo. Tada je brzina konvergencije nekad ekso-
nencijalna, nekad polimonijalna. Uz pomo¢ Teorema 2.3.1 mogude je procijeniti brzinu
kada na neki nacin kontroliramo 7 ili 7. To najcesée zahtjeva neke dodatne strukture.
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3.1.2 Nul-povratni Markovljevi lanci

Nul povratni Markovljevi lanci nemaju stacionarnu distribuciju, tj.

lim AP" = 0.
Zanima nas da li je joS uvijek
lim [|AP" — uP"||;, = 0 za svaki A i u? (3.2)

Dovoljno je pokazati da postoji sparivanje }A’M takvo da f’M(T < o) = 1. Uo¢imo da ne
mozemo samo preslikati dokaz Torema 3.1.1. jer se on oslanja na ¢injenicu da je my > 0.
Zapravo dovoljno je pokazati da postoji sparivanje P,L,, takvo da je P 2 (TF < 00) =1, §to
se ¢ini lakSim jer se dvije kopije Markovljevog lanca samo moraju sresti negdje, ne nuzno
u nuli.

Teorem 3.1.2. Ako je Markovljev lanac nul-povratan tada za svaki A i u vrijedi
Py (T* <o0)=1.

Dokaz ovog teorema ne¢emo provoditi, ali ¢emo kao zamjenu dokazati (3.2) ali u Ce-
sarovom smislu, tj. ¢injenicu da ako je X povratan onda je

1 N-1 1 N-1
v HZ:(;/IP" - N;gpn

Dokaz koristi pomic¢no sparivanje, tj. sparivanje sa slu¢ajnim vremenom pomaka.

lim

N—oo

=0 zasved,pu.
tv

Dokaz. Neka su X i X’ dvije nezavisne kopije Markovljevog lanca sa pocetnim distribuci-
Jama A1y 1neka su 7 1 7, prva vremena pogadanja stanja 0. Sparujemo X 1 X’ na nacin da
pustimo puteve da im podudaraju nakon 7o, tj. 7;,. Imamo

Xk+To =X

/
k+‘ro

Vk € Ny.

Fiksirajmo bilo koji dogadaj A i m,m’ € N,. Promatramo dogadaj K = {(7o, 7)) = (m, m’)}.
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Uvjetovanjem na njega imamo

2

Z(ﬂP")(A) - Z(uP")(A)
n=0

n=0

1 N—l N-1
= 5 2. (X, eA)—nZ:PM(X € A)
1 -1 N-1
= 5 20 BuK)x| ) BuuX, € AIK) ~ ) Bu(X, € AIK)
m,m’ €Ny n=0 n=0
. , 1 .
< Byulmaxiro. 7o) = M) + > Pu(K)
m,m’ eENg,max{m,m’}<M
min{N-m—1,N-m’—1}
x |(m+m') +|m—m'| + Z (Bry Xk € AIK) = (X, € AIK))
k=0
S ’ 2 ’
< Piu(max{ry, 7o} > M) + NE(maX{TO’T()}l{max{‘ro,‘r(’)}<M})

gdje u prvoj nejednakosti uzimamo M < N 1 primjeCujemo da je m + m’ + |m + m'| =
2 max{m, m’} broj sumanada koje gubimo kada pustimo da suma pocneun =mtj. n = m’,
pomicuci ih za m, tj. m’ i na kraju rezu¢i ih u min{N —m — 1, N —m’ — 1}. Posljednja suma
poslije prve nejednakosti je nula po sparivanju i tako dobivamo drugu nejednakost.

Buduci da je veza uniformna na A, tvrdnju dobivamo uzimajuéi supremum po A 1 puStanjem

N — ocoizatim M — oo. O

3.1.3 Prolazni Markovljevi lanci

Za prolazne Markovljeve lance nema opcenitog rezultata. Za njih uvijek vrijedi

lim AP" =0,

n—oo
ali

lim ||[AP" — uP"||,, = 0 za svaki Aiu

n—oo
nekada mozZe vrijediti, nekada ne mora. Kao primjere uzmimo prvo slucajnu Setnju na

Z% d > 1. Za nju navedena jednakost vrijedi (detalji u Poglavlju 3.2). Nadalje za sljedeci
Markovljev lanac ona ne vrijedi. Uzmimo da je § = Z i da su vjerojatnosti prelaska zadane
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ovako
B(Xoe = 11X, = 0) = BQXus = 01X, = 0) = BXiyy = 11X, = 0) = 5
P(X,-+1:j+1|X,-:j):§ zaj€S,j>0
B =j= 1K= =3 7ajes,j>0
B = j+ 1K= j)=5 7 j€s,j<0
B =j- 1K= =2 zajes,j<0

Ovaj Markovljev lanac je ireducibilan i aperiodi€an s lim,_, o, P,(7g = 00) = lim,_,_o, Py(7¢ =
o0) = 1. Slijedi da je

lim liminf |6, P" — 6_P"|l,, = lim lim inf 2 sup(6.(A)P"(A) — 5_.(A)P"(A)) = 2

X—00 n—00 0 n—0oo A€Z

jer se taj supremum postize za skup A = N.

3.2 Slucajne Setnje

Slucajne Setnje su samo specijalni slucajevi Markovljevih lanaca, ali njih moZemo veoma
detaljno analizirati.

3.2.1 Jednodimenzionalne slucajne Setnje
Neka je S = (S ,)neny, jednostavna simetri¢na slucajna Setnja na Z koja krece iz 0.

Teorem 3.2.1. Za svaki paran k € Z vrijedi

lim [[P(S, € ) = P(S, + k € )|, = O.

Dokaz. OznaCimo sa S’ nezavisnu kopiju od § koja poCinje u S|, = k. Stavimo da je p
zajednicka vjerojatnosna distribucija od (§,S”) i

T=minfneNy:S5,=S}
Tada

IP(S, € ) =P(Sy+ k€=, €)=P(S, €l < 28(T > n).
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Sada, S definirana sa S, = S’ — S, je slu¢ajna Setnja na Z koja pocinje u Sy = ki sa
nezavisnim jednako distribuiranim koracima Y = (Y))ie takvima da

P(Y,;=-2)=P(Y;=2) = 411’ P(Y; =0) = %

Ovo je jednostavna slucajna Setnja na 2Z 1 "skace” samo pola vremena. 1z Chung-Fuchsovog
teorema slijedi da je povratna. Iz Cinjenice da

T:%OZ{HEN()ZSHZO}
i povratnosti od S slijedi P(T < c0) = 1. Tvrdnju dobivamo pustanjem n — co. O

Rezultat teorema se ne moZe poopCiti na neparne k—ove. Zapravo, jer jednostavna
slu¢ajna Setnja ima period 2 slijedi

IP(S,€-)—PS,+ke)l,=supP(S, €A -PS,+keA)=2 VneNy,k € Zneparan.
A€Z

jer se taj supremum postize zaA = {2n— 1 : n € N},

Sada je pitanje da li rezultat Teorema 3.2.1 vrijedi za sluCajne Setnje koje nisu jednostave?
Odgovor je da, Sto nam pokazuje sljedeci teorem.

Teorem 3.2.2. Neka je S = (S ,)nen, Slucajna Setnja na Z sa nezavisnim jednako distribu-
iranim koracima Y = (Y;);en koji zadovoljavaju sljedeci uvjet

nzd{z —z:2,7 € Z,P(Y; =2)P(Y, =7) >0} = 1. (3.3)
Tada za svaki k € Z vrijedi

lim [|[P(S, €)-P(S,+ke),=0.

Dokaz. Pokugat éemo napraviti isto sparivanje kao u dokazu Teorema 3.2.1. Neka je P
zajedni¢ka vijerojatnosna distribucija od (S, S”). Stavljamo S, = S/ — S, n € Ny. Sada je
S = (8 ,)nery, sludajna Setnja koja pocinje u Sy = k &iji su nezavisni jednako distribuirani
koraci dani sa

Pi=2)= ), BYi=2B(Y;=7), ZeZ

2,7 €2,7 —z=%
Uocimo da uvjet (3.2) napisan pomocu ¥ glasi

nzdizeZ :P(Y, =% >0 =1,
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tako da je S aperiodi¢na i po Chung-Fuchsovom teoremu povratna slu¢ajna $etnja tj.
P(F < 00) = 1.

Ipak povratnost moZe nekada ne vrijediti. Iako je S simetri¢na slucajna Setnja (jer je
P(Y, = %) = P(Y, = -%),7 € Z), distribucija od ¥; moZe imati tezak rep §to moZe re-
zultirati sa E(|Y;|) = oo, u kojem slu¢aju S nije nuZno povratna.

Nedostatak povratnosti moZe se prevladati malom prilagodbom sparivanja. Naime, umjesto
da pustimo kopije slucajnih Setnji S 1S’ da rade nezavisne korake, pustimo ih da rade ne-
zavisno male korake, ali zavisno velike korake. Formalno, pustimo Y!” da bude nezavisna
kopija od Y;, i definiramo Y’ na nacin

3.4)

p_ Y0 M- YIsN,
"y, Y=Y >N

Zapravo S’ kopira korake od S” kada se oni razlikuju od koraka od S za najviSe N, inace
kopira korake od S. N ¢emo kasnije uzeti da bude dovoljno velik.
Sada prvo provjerimo da je S’ kopija od S. Tome je tako, jer za svaki k € Z,

P(Y; =2) =P(Y] = z,|Y1 = Y| < N) + B(Y] = 2|V, = Y]'| > N)
=P(Y) =2V, = Y| < N)+P(Y, = 2,|Y; = ¥]| > N)

gdje je prvi izraz na desnoj stani jednak P(Y; = z, |V, -V /'l £ N) po simetri¢nosti (koristimo
da su Y i Y” nezavisne) i dobivamo P(Y] = z) = P(Y; = 2).
Nadalje, slu¢ajna Setnja § = S — S’ ima korake

1

o Y/ =Y, [Y,=Y/|<N,
Yi:Y-—Yi: ! !
0, ¥ = Y/ > N.

tj. koraci veéi od N ne mogu se dogoditi. Imamo P(¥; # 0) = P(|Y; — Y| < N)>0za
dovoljno veliki N.

Znaci, S je aperiodi¢na simetri¢na slu¢ajna Setnja na Z sa ograni¢enom veli¢inom koraka.
Posljedica toga je da je § povratna i zato imamo P(%, < co) = 1 pa dokaz teorema moZemo
dovrsiti kao 1 dokaz Teorema 3.2.1. O

Napomena 3.2.3. Sparivanje u (3.3) zove se Ornsteinovo sparivanje.

3.2.2 Sludajne Setnje na Z¢

U slu¢aju kada imamo slu¢ajnu $etnju na Z¢ radimo Ornsteinovo sparivanje po kompo-
nentama. Prvo promatramo jednostavnu slu¢ajnu $etnju na Z¢, d > 2. Odabiremo smjer 1,
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naprimjer gledamo x; koordinatu slu¢ajnih $etnji S i S’ i radimo sparivanje na nac¢in da

1
Yie{-e,e1} = Y € {—ey, €1}, nezavisno sa P(Y! = —e;) = P(Y] = ¢;) = >
Yi¢{-eei} =Y =Y,
Tada slucajna Setnja § = S — S ima korake ¥ dane sa

2 2
- - 1 - 1
PYi:—Zi:PYiZZi:— , PY,':O :1—2— .

e et - (] -no1-a()
Po&injemo u §y = z € Z¢ kojem su sve komponente z',7?, ..., z¢ parne, i koristeéi da je S
povratna u smjeru 1 dobivamo da

7 =inf{n e Ny : §! = 0}

zadovoljava P(t; < oo0) = 1. U trenutku 7, prelazimo na sparivanje u smjeru 2, tj. radimo
isto kao u smjeru 1 samo §to sada izjednacavamo korake u svim smjerovima razli¢itim od
2 1 dopuStamo nezavisne korake samo u smjeru 2. Stavljamo da je

T, = inf{n > 1, :SﬁzO}

i primjecujemo da je (7, — 7, < ) = 1. Nastavljamo dok postupak ne ponovimo za svih
d smjerova. U trenutku

T, =1inf{n > 1,4 : gff =0}

za koji vrijedi (1, — T4_1 < ) = 1 dvije slucajne Setnje se susrecu i sparivanje je gotovo.

Kako bimo dobili isti rezultat kada je ' + 7> + ... + 7 paran radimo sljedece. Postoji
paran broj smjerova i za koje je 7 neparan. Sparimo te smjerove na prozvoljan nadin, re-
cimo (i1, ji1), (i2, j2), ..., (i1, j1) za neke 1 < [ < d. Radimo sparivanje po komponentama u
smjerovima (i1, j;) na nacin da su skokovi od S u smjeru i; nezavisni od skokova od S’
u smjeru j;, dok su skokovi u svim drugim smjerovima jednaki. Cekamo dok S’ — S ne
postane parna u smjerovima i; 1 j; te tada kre¢emo na smjerove (i, j). Nastavljamo sve
dok sve komponente od S’ — § nisu parne. Nakon toga radimo sparivanje kao u prijaSnjem
slucaju.

Opcenita tvrdnja, koju neCemo dokazivati nalazi se u sljedeCem teoremu.

Teorem 3.2.4. Pretpostavimo da nijedna podreSetka od 79 ne sadrZi {7 — z : z,7 €
74 P(Y, = 2)P(Y, = ) > 0}. Tada za svaki z € Z¢ vrijedi

lim [|[P(S, €)-P(S,+z€)l,=0.
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3.2.3 Slucajne Setnje i diskretni Laplasijan

Teorem 3.2.4 ima jako zanimljiv korolar. On nam pokazuje kako nam sparivanje uvelike
olakSava razne dokaze iz raznih podru¢ja matematike.

Korolar 3.2.5. Svaka ogranic¢ena harmonijska funkcija na Z¢ je konstanta.

Dokaz. Nekaje S jednostavna slucajna Setnja koja pocinje u nuli. Tada zbog harmonic¢nosti
od f imamo

E(f(Sw) = BES SIS n-1) = E(f(Sn-1)),

gdje koristimo E(f(S,)IS -1 = X) = f(X)+(Af)(x) = f(x). Iteriranjem dobivamo E(f(S,)) =
£(0). Sada izaberimo bilokoji x,y € Z? tako da su sve komponente od x — y parne i
racunajmo

FD = fON = BUS,+2)~EF S, +)
= Z[f(z +x) — fz+WIPS, = 2)
z€Z4
- Zf(z) [PS, =z—x)—P(S, =z-Y)]
zeZ4
< M) IBS,+x=2)~B(S, +y=2)
z€z74

= MIPS,+xe€)-PS,+yeln

Gdje je M = sup, ;. | f(2)] < o0. Pustimo n — oo i z pomo¢ Teorema 3.2.4 dobivamo f(x) =
f(y). Progirimo ovu nejednakost na x, y € Z¢ sa ||x—y|| je parna rade¢i sparivanje u sparenim
smjerovima, kao u odjeljku 3.2.2-Slu¢ajne Setnje na Z¢. Na taj nacin zakljuujemo da je f
konstanta na parnim i neparnim podreSetkama od Z%, tj. f = Cparan 1 ' = Cpeparan- Sada iz
cinjenice Cpeparan = E(f(S1)) = f(0) = ¢paran zakljuCujemo da je f konstanta. O

3.3 Poissonova aproksimacija

U ovom poglavlju B(n, p) ¢e nam oznacavati binomnu sluajnu varijablu. Podsjetimo se
da za X ~ B(n, p) vrijedi P(X = k) = (Z)pk(l — p)"*, k = 0, 1...n. Takoder nam je poznato
da vrijedi E(X) = np 1 Var(X) = np(1 — p). Nadalje ¢emo oznacavati g = 1 — p. Takoder
za n = 1 imamo Bernoullijevu slucajnu varijablu i za to ¢emo Kkoristiti oznaku Ber(p).
Sada jedan od rezultata teorije vjerojatnosti nam kaze da je za svaki A € (0,00) B(n, ﬁ)
blizu Poissonovoj slu¢ajnoj varijabli P(1), kada je n velik. Ako je X ~ P(A) vrijedi
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P(X = k) = ek = 0,1,2...,E(X) = 1i Var(X) = A. Uvedimo jo§ oznaku p,(k) = e ™4,

zad > 01k € Ny. Uovom poglavlju mi zapravo Zelimo vidjeti koliko su binomna i Poisso-
nova slucajna varijabla blizu. U tu svrhu razvit ¢emo tzv. Stein-Chenovu metodu.

Pogledajmo prvo jedan primjer.

Primjer 3.3.1. Neka su Y; nezavisne jednako distribuirane Bernulijeve slucajne varijable,
. Y; ~ Ber(p;),i = 1,2..,n i neka je X = Y. Nadalje neka X' ima Poissonovu
distribuciju sa parametrom A = )i, p;. Za k € Ny imamo

P(X =k) - py(k) = P(X =k —PX =k
= PX=kX=X)+PX =k X # X))
PX =k X=X)-PX =k, X %X
= PX=kX£X)-PX =k X+ X))

i stoga
IPCX € ) = pa)llw < 2P(X # X).

Dakle dovoljno je naci sparivanje od X i X' koje ih cini jednakima sa velikom vjero-
Jjatnoscéu. Ako ih izaberemo nezavisno, to nece ici.

Neka su (Y;,Y!),i = 1, ...,n nezavisni slucajni vektori s vrijednostima u {0, 1} X Ny i distri-
bucijom:

1 - pi k=0,k=0
P((Y;,Y)) = (k, k’ e’ —(-p), k=1LkK=0
(( i» i)_(’ ))_ 0’ k:0,k’€N
e k=1keN
Sumiranjem po k' i k vidimo da je
1- is k:O ]-(/
P(Y; = k) = { u B P(Y; =k') = e"”i—,", kK € N,.
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Sada racunamo

P(X#X) = P[anY,-iZn:Y{)
i=1 i=1

< PQ@i=1,.,ntd Y;#Y))
< ZP(Y,- £Y))
=1
= Y [P(i=0,Y] #0)+B(Y; = 1Y/ # 1)]
=1
n [ 00 pk/
i=1 L =2 :
n [ ') pk/
- Z e_pi _ 1 + Di + Z e_pfk_,l| _ e_P[ _ pl_e_Pi
i=1 L =0 :
n [ 0 pk’
= Z —l+p+eP Z k’l’ — pie "
i=1 L =0 "
= Z [-1+ p; + e Piel — pe™]
=1
=1
= Z pi(l1—e™")
=1
<

>k
i=1
Dakle za A = Y, p; dokazali smo da vrijedi

IP(X € ) = paOlly < 2AM  pri cemuje M = _gllax Di.
Vidimo da je aproksimacija dobra kada je M malen. Opcenito i M i A ovise o n.
Pokazuje se da je sparivanje konstruirano u ovom primjeru najbolje mogucée,tj. da je to
maksimalno sparivanje.

Sada ¢emo izvesti sli¢nu ocjenu nesto opCenitije. Fiksirajmo n € N i py, ps,...,p, €
[0, 1).
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Teorem 3.3.2. Neka su Y; nezavisne jednako distribuirane Bernulijeve slucajne varijable,
tj. Yi ~ Ber(p;),i = 1,..nineka je X = 3\, Y:. Tada vrijedi

(X € ) = paCll < Y 22
i=1

pricemuje ;= —Ing; i A=Y, A;.
Dokaz. Stavimo Y; ~ P(A;) nezavisne od Y;i X" = 37/, Y!. Tada

Y, ~ min{Y/, 1} (3.5)
X ~ P, (3.6)

gdje (3.4) slijedi iz ¢injenice da je suma nezavisnih Poissonovih slucanih varijabli s para-
metrima A; opet Poissonova sa parametrom A = ", A;. Dokazimo sada (3.3).

P(min{l,Y/}=1) = P(Y>1)
= 1-P(Y/<1)
= 1-P(Y =0)
0
_ A
= l-e o1
= l—¢™
= 1=-(-p)
= pi=PXi=1)
i
P(min{l, Y/} =0) = P(Y/=0)
= e_/li/l—?
0!
= e_’li

1 -pi=qi=P;=0).
Slijedi

n n

PX#X)=P|) Y, # H)SME:meLdK¢YD
i=1 i=1

<Y BY#Y) =) B, 22).
i=1
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Sada pak imamo

[

, T R V)
P(Y; ZZ)—Z k' < 2 Zoe o z/li,

k=2

gdje nejdnakost slijedi iz ¢injenice da je k! > 2(k — 2)! za k > 2. Dakle,budu¢i da je
IPX € ) = pa0)llw = IP(X € ) = P(X" € )lln < 2P(X # X')
tvrdnja teorema slijedi. O

Napomena 3.3.3. Vidimo da je !, /lf < MA gdje je M = max{A,, Aa, ..., A,}. Ovaj teorem
se najcesce koristi kada je n velik, pi, pa, ..., p, mali i A reda 1. U tipicnom primjeru je
pi = 5, te onda imamo

2

" 2
Zﬂ?:n[—log(l—f)] ~ &
— n n

kada n — .

Napomena 3.3.4. Primjer 3.3.1 i Teorem 3.3.2 pokazuju sli¢ne ocjene za A; = p;. Kada su
pi dovoljno mali imamo A; ~ p;.

Sada ¢emo se posvetiti sofisticiranijem nacinu postizanja Poissonove aproksimacije
koja se zove Stein-Chen metoda. Ona nam omogucava bolju ocjenu, te je moguca i sa
zavisnim slu€ajnim varijablama.

Opet fiksiramo n € N1i py, pa, ..., p, € [0, 1). Nadalje neka su Y; ~ Ber(p;),i = 1, ...,n. Ipak
ne mora vrijediti da su Y; nezavisne. Neka je

WZiY,’, /lzipi,
i=1 i=1

i,za j = 1,...,n definiramo slucajne varijable U; 1 V; kao
UjNW Vj"’W—”YjZI

gdieje W—-1=31,,,;YikadaY;=11V; =0kadaP(¥; = 1) = 0. Jasno je da ako je sa
velikom vjerojatnos¢u U; = V;, j = 1, ...,n tada ocekujemo da su Y/ slabo zavisne. U tom
slucaju, ako su p! mali, tada oCekujemo da je moguca dobra aproksimacija Poissonovom
slu¢ajnom varijablom.

Kako bismo nastavili bit ¢e nam potrebne sljedece dvije leme.
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Lema 3.3.5. Ako je Z ~ P(A) za neki A € 0, o) tada za svaku ogranicenu funkciju f :
N — R vrijedi

EQf(Z+1)-2f(Z)) =0.
Dokaz. Stavimo p,(k) = e~ za k € Ny. Tada

Apak) = (k + Dpatk + 1),
odakle slijedi

BAZ+1) = ) Apa®fle+1)

keNy

= > (k+ Dpatk+ Dftk+1)

kGNO

= > paIf

leN

= E(Zf ().
O

Lema 3.3.6. Neka su A € (0,00) i A C Ny, i neka je g, : Ny — R rjeSenje rekurzivne
relacije

Agaalk + 1) —kgaa(k) = 14(k) — pi(A), k€ Ny,
g1,4(0) = 0. (3.7)

Tada, uniformno na A, vrijedi

1Ag1alle = sup lgaatk + 1) = gaa(k)] < min{l, ).

kENO
Dokaz. Nekajezak € Ny Uy = {0, 1,...k}. Tada je rjeSenje jednadZzbe (3.6) dano sa
814(0) =0
gaatk+1) = [PA(A N Uy) = pa(A)pa(Up)],  k € No.

Ap,(k)

Provjerimo to indukcijom.
Baza indukcije
k=0

1
gaa(l) = W[PA(A N{0}) — pa(A)pa(0)]
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1.slucaj: 0 ¢ A

gaa(l) = %[—m(l‘\)e”]
UvrStavanjem u jednadzbu dobivamo
Agaa(1) = —pa(A)
/l%[—PA(A)] = —pa(A)
2. slucaj: 0 € A
gaa(l) = —[e_ﬂ(l Pa(A))]

Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo

1
/1/—1[(1 — pa(A)] =1 - pa(A)

Pretpostavka indukcije
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k € N,

814(0) =0
1
gaatk+1) = ) —[pa(A N Up) — pa(A)pa(Up)]
Da
Korak indukcije
Provjeravamo tvrdnju za k + 1.
(k+2)= 1 [Pa(A 0 Uiir) = pa(A)paUpi1)]
8a.A = Ak + 1) Pa k+1) = PalA)PaUpy 1

Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo
I.sluCaj: k+1¢A

5 PAA 0 Upet) = pa)paUis)] = L [pa(A 0 U = paApa(U] = =pa(A)
i [PAA MUY = pa(A)paUss D] = 5 [Pa(A 0 UL = pa(A)pa(U] = —pa(A)
U [ (Uper) = pa(Ui)] = —pa(A)

B pak+ 1) = —pa(A)
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2.slucaj: k+1€A

m[PA(A N Uks1) = pa(A)pa(Ugs1)] - %[p/l(A NU) — pa(A)p (U] =1 = pu(A)
i Pate + 1) = paApaUiid)] = g5 [=Pa(A)pa(U] = 1 = pa(A)
LU (Urar) = palUp] = 1 = pa(A)

1= 2 pak+ 1) = 1= py(A)

Tvrdnja vrijedi za k + 1. Po principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki k € Nj.
Sada mozemo zakljuciti sljedece dvije Cinjenice:

1A= 8 (3.8)
JjeA
gaa = —8aac 3.9

gdje je A° =Ny \ A. Za A = {j} imamo

— pa()) Zk )
—oPa(D), k<j
gk +1) = { pfg;(k) 1=0

P : (3.10)
i 2=kl PaDs k=,

iz Cega vidimo da je funkija koja k — g, (;(k+ 1) negativna i padajuca za k < j te pozitivna
i padajuéa za k > j.
Sada imamo g, j(k + 1) — g13(k) <0zak # j, dok za k = j vrijedi

(o)

L pati) pal) &
— )+ ——— [
Ay 2270 % 5 leo pih)

I=j+1

g+ 1D —gupn(p)

00 j-1

S OWZCEEWIT)

I=j+1 1=0

o j
= %( S n+ Y pa)t)
=1 J

I=j+1
RS 1
< - D=—(1- —4
< 5 ;m() (1=
< min{l, %},
gdje treca jednakost sljedi iz Leme 3.3.6. Sada iz (3.7) slijedi

gaalk + 1) — gra(k) < minfl, 1}.
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To u kombinaciji sa (3.9) daje

gralk+1) = g14(k) = —min{l, 1},
iz ¢ega kona¢no imamo

”Ag/LA”oo < min{19 %}

Sada smo spremni iskazati teorem o ocjeni koja nas zanima.

Teorem 3.3.7. Neka je n € N, pi, pa, ..., p, € [0,1) i W,U i V definirane kao gore. Tada
vrijedi

IP(W € -) = paC)lln < 2min{1, 3} Z piE(U; = V).
=1

Dokaz. Nekaje A c Ny. Tada je

IP(W € A) = pa(A)] E(14(W) = pa(A))l

= [E(gia(W + 1) = Wga(W))|

= Z[ij(gﬂ,A(W +1)) - E(Y,-gﬂ,A(W))]‘

=1

= > piEAW + 1) = E(gaa(W)IY; = 1)]

=1

= D pERuAU; + D) = gV + 1)

=1

Sada iz Cinjenice da je [g14(1) = gaa()] < I1Agaallwli — jl 1 Leme 3.3.6 zakljuCujemo da je

[B(W € A) = pa(A)l = | pE(gaaU;+ 1) = gaa(V; + 1)

=1

< lIAgaalle D p/BAU; = ViD

=1

<min{1,4} > pE(U; - V).

J=1
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Prisjetimo se da vrijedi

HMWEQ—W0M22g®MW€A%¢NM

pa tvrdnja teorema slijedi uzimanjem supremuma po A. O

Kako bismo primjenili ovaj teorem gledamo klasu zavisnih slu€ajnih varijabli Vi, ...Y,,.

Definicija 3.3.8. KaZemo da su slucajne varijable Y, ...Y, negativno korelirane ako postoje
nizovi slucajnih varijabli Y, ..., Y, i YJ’.I, .y Y;.n, J=1,...n, takvi da za svaki j sa P(Y; =
1) > 0 vrijedi

Yity oo Vi) = (Y1, .0, V),
(le'l’ ceey Y;n) é (Y], cens Yn)le = 1’
Yi<Y; Vi#]

dok za j takav da P(Y; = 1) = 0 vrijedi

Y;=0zaj#i

Vazna posljedica negativne korelacije je da postoji sparivanje takvo da je U; > V; za
sve j. Zaista moZemo izabrati

Up= > Yi Vi=-1 +Z”:Z;,..
i i=1

Sada

Up-Vi= > (Yi=Y)+(1=Y]))+Y;20.

i=1,.n,i#j
Teorem 3.3.9. Ako su Yy, ...Y, negativno korelirane tada

IP(W € ) = paC)lly < 2min{1, $}{2 — Var(W)]
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Dokaz. Uz pomo¢ sume iz Teorema 3.3.7 i Cinjenice da je U; > V; imamo

D pEU;=Vih = ) pEU;-V)
j=1 j=1

S pEo) - S pEY, =1+ Y )
J=1 =1 J=1

E(W)? = ) E(Y;W)+ 2
j=1

E(W)> —E(W?) + A

—Var(W) + A.

Sada ¢emo dati primjer.

Primjer 3.3.10. Pretpostavimo da imamo N > 2 urni i m < N kuglica. U svaku urnu stane
najvise jedna kuglica. Stavimo kuglice slucajno u urne. Neka je Y; = 1\yma i sadrzi kuglicu) 24
i=1,..,N.

Izaberimo n < N i neka je W = Y.\, Y;. Tada W ima hipergeometrijsku razdiobu tj.,

(DG)
(o)
gdje je (Z) broj nacina za smjestiti k kuglica u urne 1, ...,n, a (1’1\; :Z) broj nacina za smjestiti

m — k kuglica uurnen + 1, ..., N.
Znamo da vrijedi

P(W=k) = k = max{0,m + n — N}, ... min{m, n}},

N-n
N-1

m m m
EB(W) = nﬁ =1, Var(W)= nﬁ (1 - N)

Intuitivno je jasno da su Yy, Y, ..., Y, negativno korelirane jer ako uvjetujemo da urna j
sadrava kuglicu, tada urna i,i # j ima manju vjerojatnost da sadrZava kuglicu. For-
malno, za j = 1,...,n, definiramo Yj1,Yjp, ..., Yju i YJ’.I, Y;z, - YJ’.n na sljedeci nacin:

e stavimo kuglicu u urnu j

e razmjestimo preostalih m — 1 kuglica slucajno u ostalih N — 1 urni

e stavimo YJ/, = l{uma i sadrZava kuglicu}

e bacamo novci¢ na kojem je vjerojatnost da padne glava jednaka %

e ako padne glava stavljamo (Yj1,Yj, ..., Yn) = (Y;'l’ Y;.z, - YJ’.n)

e ako padne pismo, izaberemo kuglicu u urni j, stavimo ju slucajno u jednu od N — m urni
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koje su prazne i stavimo Yj; = Viuma i sadrzava kuglicu}
Ocekujemo da ako je —,— < 1, tada W ima pribliZno Poissonovu distibuciju. For-

malno,koriste¢i Teorem 3.3.9 dobivamo

IP(W €)= paO)lln < 2min{l, 3}[2 = Var(W)]
2min{1,§}ﬁ[1 - (1 _ T)N_”]

N/N-1
+n—-1)N -
= 2min(1, a7~ DNV Zmn
NN -1)
m+n-—1
N-1
Zaista ovo je maleno kada je 5, = <1 jer ako uzmemo € > 0i %5 < £, % < £ onda je
_ £_q £_19
m+n-—1 7 3 e N <0f_,

< = < = <2- =
N-1 N-1 N -1 2N -1 2
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo, nakon ponavljanja osnovnih ¢injenica iz nekoliko podrucja
matematike, definirali sparivanje i izveli klju¢ne teoreme koji opisuju sparivanje. Ono §to
smo naucili o metodi sparivanja primjenili smo na Markovljeve lance i sluajne Setnje gdje
smo izmedu ostaloga razvili Ornsteinovo sparivanje, te na Poissonove aproksimacije gdje
smo razvili Stein-Chen metodu.



Summary

In this work, after recalling some elementary facts from masure and probability theory,
we have defined coupling and presented basic theorems of coupling. Developed theory
of coupling has been applied to Markov chains and random walks, in particular Ornstein
coupling and Poisson approximation by using Stein-Chen method.
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