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Uvod

Cilj ovog rada je dokaz poznatog Hahn-Mazurkiewiczevog teorema koji daje karakte-
rizaciju Peanovih kontinuuma, te istovremeno u potpunosti rjesava problem nuznih i
dovoljnih uvjeta koje topoloski prostor mora zadovoljavati da bi bio neprekidna slika seg-
menta. Taj znacajan rezultat u povijesti opce topologije paralelno su dokazali austrijski
matematicar Hans Hahn i poljski matematicar Stefan Mazurkiewicz 1913. godine. Ovaj
pristup dokazu preuzet je iz udzbenika za topologiju [1], te je ta knjiga osnovna literatura
koriStena u ovom radu.

U radu se podrazumijeva poznavanje osnova teorije skupova, matematicke analize,
metrickih prostora i opée topologije. Pojmovi i rezultati koje ovdje koristimo, a ne
navodimo, kao i dokazi nekih navedenih ¢injenica mogu se pronadi u bilo kojem udzbeniku
za kolegije s preddiplomskog i diplomskog studija matematike, kao sto su [2], [3], [4] i [5].

Rad je podjeljen u cetiri poglavlja u kojima prezentiramo motivaciju za pocetak is-
trazivanja u ovom smjeru, te pregledno iznosimo sve potrebno da bismo na kraju dokazali
Hahn-Mazurkiewiczev teorem.

U prvom poglavlju spomenut ¢emo neka matematicka otkic¢a s kraja 19.st. koja su bila
od izuzetne vaznosti za razvoj moderne topologije i izmedu ostalog pokrenula zanimanje
za problem karakterizacije prostora koji su neprekidna slika segmenta.

U prvom dijelu drugog poglavlja ponavljamo neke klasi¢ne rezulate iz opc¢e topolo-
gije i dokazujemo Urysonov teorem metrizacije. Drugi dio posvecen je analizi svojstava
Hausdorffovih kontinuuma. Prezentiramo jednu karakterizaciju segmenta, te pokazujemo
da je Peanov kontinuum lukovima povezan prostor.

Nasg pristup dokazu Hahn-Mazurkiewiczevog teorema uvelike ovisi o svojstvima Can-
torovog skupa i bazira se na poznatom Aleksandrov-Hausdorffovom teoremu o tzv. uni-
verzalnoj surjektivnosti Cantorovog skupa. Zato ¢emo posebnu paznju u tre¢em poglavlju
posvetiti definiciji Cantorovog skupa i dokazu njegovih topoloskih svojstava. Ovdje, a
kasnije i za dokaz Aleksandrov-Hausdorffovog teorema treba nam pojam inverznog niza
topoloskih prostora i inverznog limesa, pa jedan odjeljak posvecujemo definiranju tih poj-
mova i dokazima ¢injenica koje kasnije koristimo. Na kraju dokazujemo karakterizaciju
Cantorovog skupa.

U cetvrtom poglavlju napokon dolazimo do iskaza i dokaza Hahn-Mazurkiewiczevog
teorema. Prvo dokazujemo da je neprekidna slika segmenta Peanov kontinuum. Zatim
¢emo dokazati Aleksandrov-Hausdorffov teorem, koji na kraju koristimo kao svojevrstan
ad hoc trik u dokazu da je svaki Peanov kontinuum neprekidna slika segmenta.

Na kraju uvoda zZeljela bih se zahvaliti mentoru, prof.dr.sc. Simi Ungaru, na pomod,
strpljenju i pozitivnim komentarima prilikom izrade ovog diplomskog rada. Takoder bih
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se zahvalila i doc.dr.sc. Zvonku Iljazovic¢u, koji je ljubazno pristao voditi ovaj rad 2015.
godine, unato¢ ostalim obavezama.
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1. Kriza intuicije (kratka povijest)

Zadnja dva desetljeca 19. stolje¢a mogli bismo nazvati pocetkom nove matematicke ere.
Cantorove kreativne ideje u formulaciji teorije skupova pokrenule su lavinu protuintu-
itivnih rezultata.

1878. godine Cantor je pokazao da su svake dvije konacnodimenzionalne mnogostru-
kosti ekvipotentne, $to posebno znaci da postoji bijekcija segmenta [0, 1] na hiperkocku
[0, 1]™ proizvoljne kona¢ne dimenzije. U svom pismu Dedekindu, Cantor kaze :

7Je le vois, mais je ne le crois pas!” (7 Vidim, ali ne vjerujem!”)

Cantorovi rezultati potakli su brojne matematicare na dublje razmatranje vlastitih
intuitivnih ideja, te se uvidala potreba za formalnom definicijom do tada neprecizno ili ni-
kako formuliranih matematickih koncepata. U tom smislu je pojam krivulje predstavljao
znacajnu poteskocu. Intuitivno bi krivulja bila “neprekidna putanja tocke u prostoru”.
U to vrijeme, kad se opca topologija tek pocela razvijati, bilo je uobicajeno promatrati
krivulje “unutar” euklidskih prostora. Tako bi preciznije, krivulja u R? bila slika neke
funkcije f = (f1, fo): [0,1] — R? Pitanje je bilo samo koje uvjete postaviti na koor-
dinatne funkcije f; i fo kako bi definirali upravo onaj pojam koji se intuitivno veze uz
pojam krivulje. 1882. godine francuski matematicar Camille Jordan predlaze zahtjev za
neprekidnoséu koordinatnih funkcija.

Medutim, Jordanov pokusaj definicije krivulje, iako na prvi pogled i intuitivno sasvim
logican, propao je nakon Peanovog genijalnog otkri¢a neprekidne surjekcije segmenta na
citav kvadrat, 1890. godine. Nakon Cantorovog otkri¢a bijekcije segmenta na kvadrat,
Peanov rezultat bio je prirodna posljedica potrage za egzistencijom takvog neprekidnog
preslikavanja. Peanova “krivulja koja ispunjava kvadrat” bila je svojevrstan Sok za ma-
tematicku javnost u to vrijeme, kad se Cinilo o¢itim da neprekidna slika segmenta treba
biti nesto “tanko” (jednodimenzionalno).

Danas surjektivna preslikavanja segmenta na visedimenzionalne topoloske prostore
zovemo Peanovim krivuljama.

Peanov rad ne ukljucuje ilustraciju konstrukcije takve “krivulje”, ve¢ je on definira u
smislu trijadskog zapisa brojeva iz segmenta [0,1], na sljedeéi nacin:

Neka je 0: {0,1,2} — {0, 1,2} permutacija definirana sa o(z) := 2 — z.
Definiramo preslikavanje f: [0,1] — [0,1]* s f(0.z 2273 ...) := (y1,¥2),
pri ¢emu je x = 0.zy29x3 . . . trijadski zapis elementa = € [0, 1], a trijadski
zapis elemenata y; i ys iz [0, 1] je definiran na sljedeé¢i naéin:

Y1 := 0.21072(x3)0™2 4 (x5) .. g®2 T4t T om (g g) L

Yo := 0.0"1 (22)o™ T8 (xy) ... g™ TFBT T (g ) L



Mogucée je da Peano izabire ovakav pristup kako bi se ogradio od vlastite (eventualno
krive) intuitivne procjene, a sigurno s namjerom da prezentira jedan takav dokaz u vri-
jeme kad su se graficki argumenti sustavno koristili u dokazima geometrijskih ¢injenica i
smatrali se viSe ili manje prihvatljivima.

Ovako definirana Peanova krivulja,

kao i sve kasnije definirane Peanove mEnEnEn
krivulje, moze se dobiti kao limes L L L]
nekog niza (f,), po dijelovima li- mEE m
nearnih neprekidnih preslikavanja. L I
Slika prikazuje prva tri preslikava-
nja u nizu za originalnu Peanovu N B ) B

krivulju.

U dokazu da niz (f,), tezi neprekidnoj funkciji koristi se potpunost prostora C (I, I?)
neprekidnih preslikavanja segmenta u kvadrat. Vidimo da su prva tri preslikavanja u nizu
iinjekcije. Pokazuje se da su sva preslikavanja f,, u nizu injektivna, pa su i homeomorfizmi
na svoju sliku, s obzirom da se radi o neprekidnim bijekcijama kompaktnog prostora na
Hausdorffov prostor. Medutim, limes tog niza preslikavanja ne moze biti homeomorfizam,
s obzirom da kvadrat nema prereznih tocaka, a sve tocke segmenta, osim rubnih tocaka
su prerezne tocke segmenta.

Nakon Peana, slicne konstrukeije dali su D. Hilbert (1891.g.), E.H. Moore (1900.g.),
H. Lebesgue (1904.g.), W. Sierpinski (1912.g.) i G.Poyla(1913.g).

Pokazuje se da su originalna Peanova krivulja i Hilbertova krivulja nigdje diferenci-
jabilna preslikavanja. To je jos jedno protuintuitivno svojstvo, s obzirom da je veéina
“korisnih” krivulja po dijelovima glatka. Lebesgueova krivulja je u tom smislu jos ¢udnija,
jer je diferencijabilna skoro svuda. Tocnije, ta je krivulja diferencijabilna svuda, osim na
Cantorovom skupu (koji je Lebesgueove mjere nula).

Detaljnije informacije o konstrukciji ovih krivulja, kao i dokazi navedenih svojstava
mogu se pronadi u [6].

Iz Peanovog primjera jednostavno slijedi egzistencija neprekidnih preslikavanja seg-
menta na hiperkocku proizvoljne konacne dimenzije. Postojanje opisanih neprekidnih
preslikavanja prirodno je pobudilo pitanje granica takvih “patoloskih” primjera, tj. pita-
nje nuznih i dovoljnih uvjeta koje prostor mora zadovoljavati da bi bio neprekidna slika
segmenta. 1908.g., A. Schoenflies daje karakterizaciju koja se mogla primijeniti samo na
podskupove ravnine, pa kao takva nije bila zadovoljavajuca. Daljnja potraga za rjeSenjem
ovog problema dovela je do novog topoloskog koncepta lokalne povezanosti, a konacno
rjeSenje neovisno pronalaze Hans Hahn i Stephan Mazurkiewicz 1913.g.

Da bi Hausdorffov prostor bio neprekidna slika segmenta nuzno je i dovoljno da je on
kompaktan, povezan i lokalno povezan metricki prostor.

Hahn-Mazurkiewiczev teorem pojavljuje se u mnogim matematickim situacijama kao
upozorenje da stvari nisu tako trivijalne kao Sto mozda na prvi pogled izgledaju, i tu je
prava vrijednost ovog teorema. Kao sto Hahn kaze u svojim predavanja o “krizi intuicije”
iz 1920. godine:



“Konstantno se uvjeravamo da je za odgovor i na najjednostvanija geometrij-
ska pitanja, intuicija potpuno nesiguran vodic. Nemoguce je dopustiti da tako
nepouzdano sredstvo bude baza bilo koje matematicke discipline...”



2. Kompaktnost i povezanost

U ovom poglavlju ponovit ¢emo neke osnovne pojmove i klasicne rezultate iz opce to-
pologije. Dokazat ¢emo Urysonov teorem metrizacije koji koristimo u poglavlju 4, kako
bi pokazali da je neprekidna slika segmenta metrizabilan prostor. Nadalje, prou¢avamo
strukturu kompaktnih povezanih prostora, te dokazujemo jednu korisnu karakterizaciju
segmenta. Uvodimo pojmove lokalne povezanosti i povezanosti lukovima topoloskog pros-
tora, te koristimo dokazanu karakterizaciju segmenta da bismo pokazali da je kompaktan
povezan i lokalno povezan metricki prostor lukovima povezan.

2.1 Neke ¢injenice o kompaktnim prostorima

Topoloski prostor X je kompaktan ako svaki otvoren pokrivac prostora X sadrzi konac¢an
potpokrivac za X. Poznata je karakterizacija kompaktnih prostora pomocu centriranih
familija zatvorenih skupova. Familija F podskupova od X je centrirana ako svaka
konacna potfamilija od F ima neprazan presjek. Vrijedi da je prostor X kompaktan ako
i samo ako svaka centrirana familija zatvorenih podskupova od X ima neprazan presjek.

Ponovimo nekoliko ¢injenica o kompaktnim prostorima, koje ucestalo koristimo kroz
citav rad.

Teorem 2.1. Zatvoren potprostor kompaktnog prostora je kompaktan.
Teorem 2.2. Kompaktan potprostor Hausdorffovog prostora je zatvoren.
Teorem 2.3. Neprekidna slika kompaktnog prostora je kompaktan prostor.

Definicija 1. Neka je f: X — Y preslikavanje topoloskih prostora. Kazemo da je f
zatvoreno ako je za svaki zatvoren podskup A od X, f(A) zatvoren u Y. Analogno, f
je otvoreno ako je za svaki otvoren podskup U od X, f(U) otvoren u Y.

Lema 2.4. Neka je X kompaktan, Y Hausdorffov prostor i f: X — Y neprekidno
preslikavanje. Tada je f zatvoreno. Ako je preslikavanje f k tome i bijekcija, onda je f
homeomorfizam.

Dokaz. Neka je A C X zatvoren. Prema teoremu 2.1 A je kompaktan, pa je prema te-
oremu 2.3 f(A) kompaktan. f(A) je, dakle, kompaktan potprostor Hausdorffovog pros-
tora Y, pa je zatvoren prema teoremu 2.2. Druga tvrdnja je ocita.

|

Teorem 2.5. Svaki kompaktan metrizabilan prostor ima prebrojivu bazu.
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Dokaz. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor. Za svaki n € N definiramo pokrivaé¢
W, za X s U, := {By(x, ) : € X}inekajeV, := {By(z;, 1), Ba(a2, %), ..., Ba(ahr, L)}
konacan potpokrivac od U, za svakin € N. Pokazimo da je | J,,cyy Vn prebrojiva baza za X.
Neka je z € X iU okolina od x. Tada postojin € N takav da je By(z, %) C U. Vg, pokriva
X, pa postoji i € 1,..., ko, takav da je & € By(ah,, 5-). Za proizvoljan y € By(wh,, 5-)

je d(z,y) < d(z,2h,) + d(xh,, y) < 5 + 5= = =, paje By(ah,,5-) € By(z,2) CU. W
Prisjetimo se aksioma separacije.

Definicija 2. Neka je X topoloski prostor. X je T; prostor ako su jednoc¢lani skupovi
zatvoreni u X. X je Hausdorffov ako za svake dvije razlicite tocke z,y € X postoje
disjunktni otvoreni skupovi U i V takvidajex € Uiy € V. T} prostor X je regularan
ako za svaku tocku z € X i zatvoren skup A koji ne sadrzi z, postoje disjunktni otvoreni
skupovi U i V takvidajexz € Ui A C V. T prostor X je normalan ako za svaka dva
disjunktna zatvorena skupa A i B u X postoje disjunktni otvoreni skupovi U i V' takvi
daje ACUiIiBCV.

Lako se dokazuje sljedec¢a karakterizacija regularnih prostora.

Lema 2.6. Neka je X T} prostor. X je regularan ako i samo ako za svaki x € X 1 okolinu
U od x postoji okolina V' od x takva da je V C U.

Sljedece dvije leme daju neke uvjete koji osiguravaju normalnost prostora.
Lema 2.7. Svaki kompaktan Hausdorffov prostor je normalan.
Lema 2.8. Regularan prostor s prebrojivom bazom je normalan.

Dokaz. Neka je X regularan prostor s prebrojivom bazom B i A, B disjunktni, zatvoreni
podskupovi od X. Za svaki z € A postoji okolina U od x koja ne sijece B. Prema lemi 2.6
postoji okolina V od z takva da je V C U. Neka je U, € B takav da je x € U, C V.
Familija U := {U, : © € A} pokriva A i prebrojiva je, pa neka je U = {U, }nen. Za
svaki x € Aje U, CV CU, pa UneNﬁn ne sijece B. Analogno izaberemo prebrojivu
familiju {V,,},en otvorenih podskupova od X koja pokriva B, a UnENVn ne sijece A.
U:=U,enUn 1V := U,y Va su otvoreni skupovi koji sadrze A i B respektivno, ali oni
ne moraju biti disjunktni.

U slucaju da U i V nisu disjunktni, za svaki n € N definiramo otvorene skupove
U, = U \U, Vi iV = V,\Ui, U,. Familija {U]}, pokriva A i familija {V'},, pokriva
B. Pokazimo da su skupovi U’ := |J, ey U, 1 V' := U,,en Vi disjunktni. Pretpostavimo
suprotno, tj. pretpostavimo da postoji z € U'NV". Tada je x € U; NV} za neke j, k € N,
paje x € U;NV,. No, uslucaju da je j < k, x € V] povlaci = ¢ Uj;, a u slucaju da je
j >k, xz €U, povlaci x ¢ Vi. U oba slucaja dobivamo kontradikeciju.

Dakle, U" i V' su disjunktni, otvoreni skupovi koji sadrze A i B respektivno. |

Urysonova lema poznata je karakterizacija normalnih prostora.

Teorem 2.9 (Urysonova lema). Neka je X normalan prostor i A, B zatvoreni podsku-
povi od X. Tada postoji neprekidno preslikavanje f: X — [0, 1] takvo da je f(A) = {0}
i f(B) = {1}.



Teorem 2.10 (Urysonov teorem metrizacije). Svaki regularan prostor s prebrojivom
bazom je metrizabilan.

Dokaz. Pokazuje se da je produktna topologija na R“ inducirana metrikom D: RYxR“ —
R definiranom s D(z,y) = sup{%c_i(xn,yn) :n € N}, gdje je z = (z,), vy = (Yn), &
d(a,b) := min{|a—b|, 1} je standardna ograni¢ena metrika na R. Zato je R* metrizabilan
prostor.

Neka je X regularan prostor s prebrojivom bazom. Pokazat ¢emo da X mozemo

smjestiti u R“ s produktnom topologijom.

Prema lemi 2.8, X je normalan. Dokazimo da postoji prebrojiva familija neprekidnih
preslikavanja f,,: X — [0, 1] sa svojstvom da za svaki zy € X i okolinu U od z( postoji
n € N takav da je f,(z9) > 01 f,(x) =0 za svaki x € X \ U.

Neka je B := {B,}, prebrojiva baza za X. Za svaki par n,m € N za koji vrijedi
B, C B,, koristeé¢i Urysonovu lemu izaberimo neprekidno preslikavanje g, ,,: X — [0, 1]
takvo da je gnm(Bn) = 11 gnm(X \ Bn) = {0}. Prebrojiva familija F := {g,,, } zadovo-
ljava trazeni uvjet. Neka je xq € X, U okolina od zq i B,, € B takav da je xg € B,, C U.
Prema lemi 2.6 postoji B, € B takav da je xg € B,, i B, C B,,. Tada za Gn,m € F vrijedi
Gnm(T0) = 11 gnm iSCezava izvan U. Radi jednostavnijeg zapisa, nanizimo elemente
familije F, tj. neka je F = {f, }nen-

Definiramo preslikavanje F': X — R* s F(x) = (fi(z), fo(),...). Dokazimo da je F
smjestenje. S obzirom da su sve koordinatne funkcije f,, neprekidne, a R ima produktnu
topologiju, F' je neprekidno. F' je injekcija. Za x,y € X, x # y, postoji okolina U od x
koja ne sadrzi y. Prema tome, postoji f, € F takav da je f,(z) > 01 f,(y) = 0, pa je
F(z) # F(y).

Kako bi dokazali da je F' homeomorfizam prostora X islike Z = F'(X), pokazimo da je
korestrikcija F': X — Z otvoreno preslikavanje. Neka je skup U otvoren u X, zo € F(U),
te zp € U takav da je F'(zg) = zo. Neka jen € N takav da je f,(zo) > 01 f,(X\U) = {0}.
Definiramo V := 7, }((0,00)) C R¥, gdje je m,: R — R standardna projekcija na n-tu
koordinatu. Skup W :=V N Z je otvoren u Z i vrijedi m,(20) = m,(F(z0)) = fu(zo) > 0,
pa je zo € W. Za svaki z € W je m,(2) € (0,00) i postoji € X takav da je F(z) = z.
Tada je f,(z) = m,(F(z)) = mo(2z) > 0, a kako f,, is¢ezava izvan U, mora biti z € U,
odnosno z = F(x) € F(U). Dakle je W C F(U). Pokazali smo da za svaku tocku
2o € F(U) postoji ovoren skup W u Z takav da je zp € W C F(U), odnosno F(U) je
otvoren u Z. |

2.2 Hausdorffovi kontinuumi

Kompaktan povezan Hausdorffov prostor zovemo kontinuum. U ovom dijelu ponav-
ljamo neke cinjenice o povezanim prostorima. Dokazat ¢emo nekoliko rezultata koji
prirodno dolaze na ovom mjestu, iako neke od njih koristimo tek u poglavlju 3. Od sad
nadalje zanimaju nas samo Hausdorffovi prostori, pa kad kazemo prostor, mislimo: Ha-
usdorffov prostor.



Separacija topoloskog prostora X je par {A, B} disjunktnih, nepraznih, otvorenih
podskupova od X koji u uniji daju ¢itav prostor X. Rabit ¢emo oznaku X = A U B.
Prostor X je povezan ako ne postoji njegova separacija.

Teorem 2.11. Neka je X = C'U D separacija prostora X i Y povezan potprostor od X.
Tada jeiiY CCiliY C D.

Teorem 2.12. Unija povezanih potprostora prostora X koji imaju zajednicku tocku je
povezana.

Teorem 2.13. Neka je Y povezan potprostor prostora X. Ako jeY C Z C Y, onda je
Z povezan.

Definirajmo relaciju ~ na prostoru X na sljedeci nacin: za z,y € X je x ~ y ako i
samo ako postoji povezan potprostor Y od X koji sadrzi a i b.

Lako se provjerava da je ~ relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencije s obzirom na
relaciju ~ zovemo komponente povezanosti (kratko: komponente) prostora X.

Komponente povezanosti ¢ine, dakle, particiju skupa X, pa su medusobno disjunktne
i u uniji daju c¢itav X, a lako se pokaze da su one i povezane.

Definirajmo jos jednu relaciju na prostoru X na sljedeéi nacin: za z,y € X jex >~y
ako 1 samo ne postoji separacija X = AU B takva da je z € Aiy € B. Relacija >~ je
takoder relacija ekvivalencije. Pripadne klase ekvivalencije zovemo kvazikomponente
prostora X. Prema tome, kvazikomponente ¢ine particiju skupa X. One ne moraju biti
povezane. Medutim, vrijedi sljedece.

Teorem 2.14. Komponente i kvazikomponente prostora X su zatvorene u X. Svaka
komponenta prostora X sadrzana je u nekoj kvazikomponenti prostora X .

Dokaz. Ako je C komponenta prostora X, ona je nuzno zatvorena, jer je C' povezan i
prema tome je ¢itav sadrzan u C. Neka je @) kvazikomponenta prostora X, z € @ i
y € Q. Pretpostavimo da vrijedi = 2 v, tj. postoji separacija X = U LUV takva da je
xreUiyeV. Tada je Q C U, pa je V otvorena okolina tocke y koja ne sijece @), sto
je u kontradikciji s pretpostavkom da je y € Q. Dakle, Q = @, pa je skup @ zatvoren u
X. Kvazikomponente su disjunktni zatvoreni podskupovi od X, pa svaka komponenta,
jer je povezana, mora biti sadrzana u nekoj od kvazikomponenata. |

Ocito je da se opcenito skup komponenata nekog prostora X ne mora podudarati sa
skupom njegovih kvazikomponenata. Medutim, pokazat ¢emo da u kompaktnom Ha-
usdorffovom prostoru to vrijedi. Ta ¢injenica i sljede¢a lema vazni su argumenti u dokazu
da je svaki Peanov kontinuum lukovima povezan, u $to ¢emo se uskoro uvjeriti.

Lema 2.15. Neka su a i b razlicite tocke kompaktnog prostora X i neka je {F,}aecr
familija zatvorenih potprostora od X, linearno uredena inkluzijom. Ako za svakia € I, a
ib leze u istoj kvazikomponenti od F,, tada a i b leze u istoj kvazikomponenti potprostora
MNocr Fo od X.



Dokaz. Neka je I' = (),c; Fo i pretpostavimo suprotno, tj. postoji separacija F' = AU B
takva da jea € Aibe B. F je zatvoreni A i B su zatvoreni u F', pa su zatvoreni i u
X. Prema lemi 2.7, X je normalan, pa postoje disjunktni otvoreni poskupovi U i V' od
X takvidaje ACUiBCV.
Go == F, N (X\(UUYV)) je neprazan. U protivnom bi vrijedilo F,, = F, N (UUV) =
(F,NU)U(FoNV), pabi F,NU1iF,NV separirali a ibu F,.

Familija {Gg }aer je linearno uredena inkluzijom, pa je to centrirana familija zatvore-
nih podskupova od X. Zato je [,c; G neprazan i vrijedi (), ,.; Go € F. 1z toga slijedi
da X\ (U UV) sijece F, a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je F C U U V. [

Lema 2.16. Neka je X kompaktan prostor, a i b tocke u X koje leze u istoj kvazikom-
ponenti prostora X. Tada postoji kontinuum K C X koji sadrzi a i b.

Dokaz. Neka je F := {F,}aes familija svih zatvorenih potprostora od X takvih da a i
b leze u istoj kvazikomponenti od F,. X € JF, pa je familija F neprazna. Parcijalno
uredimo J inkluzijom i prema Hausdorffovom principu maksimalnosti izaberemo neki
maksimalan lanac X = {Kj3}pe; C F. Prema prethodnoj lemi, tocke a i b leze u istoj
kvazikomponenti zatvorenog potprostora K := ﬂ,@e s K3, paje K € F. K je ocito
minimum lanca K. Pretpostavimo da K nije povezan i neka je K = K; U K, neka
separacija od K. Skup {a,b} mora biti sadrzan ili u K; ili u K5, pa neka je, na primjer,
{a,b} C K;. Kad bi postojala separacija K1 = H; U Hs takva da je a € H; i b € Ha,
onda bi {Hy U Ky, Hy} bila separacija od K, a € Hy U K5 i b € H,, suprotno ¢injenici da
je K € F. Dakle, K1 € F, a kao podskup od K je usporediv sa svakim elementom lanca
K. Medutim, K je pravi podskup od K, pa je lanac K; := K U {K;} C F strogo vedi
od lanca K, sto je u kontradikciji s maksimalnoséu od X. Dakle, K je povezan, a kao
presjek zatvorenih skupova je K zatvoren, pa je kompaktan. ]

Teorem 2.17. U kompaktnom prostoru X svaka kvazikomponenta je komponenta.

Dokaz. Neka je () kvazikomponenta prostora X i a € (). Prema lemi 2.16, za svaku tocku
b € @ postoji kontinuum K, C X takav da je {a,b} C K;,. Prema teoremu 2.11 K} je
sadrzan u nekoj komponenti povezanosti Cj, prostora X, a prema teoremu 2.14 je tada
C, C Q. Kako je a € ﬂbGQ Ky, prema teoremu 2.12 je kvazikomponenta ) = UbeQ K,
povezana, pa je ocito QQ = Cj, za svaki b € Q). |

Dolazimo do krajnjeg cilja u ovom dijelu, a to je pokazati da “izmedu” komponente
kompaktnog prostora i otvorenog skupa koji sadrzi tu komponentu postoji neki otvoren
i zatvoren skup. Taj rezultat bit ¢e od koristi u poglavlju 3 za dokaz karakterizacije
Cantorovog skupa. Dokazimo prvo dvije pomoé¢ne leme.

Lema 2.18. Neka je X kompaktan prostor, C' komponenta povezanosti od X ip € X \C.
Tada postoji separacija X =U UV takvadajepe U iC CV.

Dokaz. Neka je p € X \ C. C je i kvazikomponenta od X, pa za svaki ¢ € C' postoji
separacija X = U, UV, takva da je p € U, 1 ¢ € V,. C je zatvoren podskup od X
pa je kompaktan. Familija {V, : ¢ € C} pokriva C, pa postoji konacan potpokrivac
Vs oo Vgt zaC. U =N, Uy, 1V :=J, V,, su disjunktni otvoreni podskupovi od
X,peU, CCViUUV =X. |



Lema 2.19. Neka je X kompaktan prostor, C' komponenta povezanosti od X i F' zatvoren
podskup od X \ C. Tada postoji separacija X = U UV takvadaje F CUiCCV.

Dokaz. Prema prethodnoj lemi, za svaku tocku p € F' postoji separacija X = U, UV,
takvadajep € U,1C CV,. F' je kompaktan i familija {U, : p € F'} pokriva F', pa postoji
konacan potpokriva¢ {U,,,..., Uy} za F. U = J,_, Uy, 1 V := (., V}, su disjunktni
otvoreni podskupoviod X, FCU,CCViUUV =X. ]

Napokon, vrijedi:

Teorem 2.20. Neka je C' komponenta povezanosti kompaktnog prostora X i U otvoren
podskup od X koji sadrzi C. Tada postoji skup V', otvoren i zatvoren u X, takav da je
CCcCVCUu.

Dokaz. X \ U je zatvoren, pa prema prethodnoj lemi, postoji separacija X = U; UV
takva da je X \U C U, i C C V. V i Uj su disjunktni, pa je V disjunktan s X \ U, tj.
V C U. Kako je {Uy,V'} separacija od X, V je i otvoren i zatvoren u X. |

2.3 Strukturna svojstva kontinuuma

Cesto se struktura topoloskog prostora opisuje pomoéu kontinuuma koje prostor sadrzi.
U ovom dijelu, cilj je pronaci dovoljne uvjete koje Hausdorffov prostor, odnosno njegova
struktura u vidu potkontinuuma, mora zadovoljavati da bi on bio homeomorfan segmentu
u R.

Definicija 3. Neka je X povezan prostor. Tocka x € X je prerezna tocka prostora
X ako prostor X \ {x} nije povezan.

Sve tocke segmenta u R, osim rubnih tocaka, su prerezne tocke tog kontinuuma. Poka-
zat ¢emo da je svaki metrizabilan kontinuum sa samo dvije “neprerezne” tocke topoloski
ekvivalentan segmentu. U tome ¢e nam pomoci sljedeéi rezultati.

Lema 2.21. Svaki nedegeneriran kontinuum X ima najmanje dvije tocke koje nisu pre-
rezne.

Dokaz. Neka je N skup svih tocaka prostora X koje nisu prerezne. Pretpostavimo su-
protno, tj. |N| < 1. Neka je g € X \ N1 X \ {xo} = U,, UV, neka separacija. U
skupu N je najvise jedna tocka, pa je on ¢itav sadrzan ili u U, ili u V,,,, pa recimo da je
N CV,,. Za svaki x € U,, fiksirajmo separaciju X \ {z} = U, U V, tako da je zy € V,.

Pokazimo da je U, U {x} povezan potprostor od X. X \ {z} je otvoren u X, pa su
skupovi U,, 1 V,, koji su otvoreni u X \ {z}, otvoreniiu X, odnosno U, U{z} iV, U{x} su
zatvoreni u X. Kad bi postojala separacija U, U{z} = ULV irecimo da je x € U, onda
bi {V,U{z}UU, V} bila separacija od X, s obzirom da su V,U{z}UU i V zatvoreni u X.
Dakle, U, U{x} je povezan. Na slican nacin se pokaze da je V, U{x} povezan potprostor
od X.

xg € Vi, a X \ {0} je otvoren u X, pa je U, U {x} povezan i kao potprostor od
X \ {xo}. Sliéno se pokaze da je za proizvoljan y € U,, V, U {z} povezan potprostor
od X\{y}.



Kako je U, U{z} povezan potprostor od X \ {zo} koji sijece U,,, mora biti U, U{z} C
U,,. Dakle, za svaki z € U,, je U, C Uy,

Parcijalno uredimo familiju F := {U, : © € U,,} inkluzijom i koriste¢i Hausdorffov
princip maksimalnosti izaberemo neki maksimalan lanac {U,, :a € [} u &.

Vrijedi (,c; Uza = Naer(Uzo U {za}). Pretpostavimo suprotno, tj. postoji y €
Nocr(Uza U{2a}) \ Nues Uso- Tada je y = x5 zaneki B € Iixg € U, zasvaki a € I,
a # . U, je minimalni element linearno uredenog skupa {U,, : a € I}, jer kad bi
postojao element U,, tog skupa manji od U,,, onda bi vrijedilo x5 € U,, C U,,. Ako
je b€ Uy, onda je b € Uy, jer je Uy, C Uy, Tada je V,, U{xs} povezan potprostor od
X\{b}imxg €V, NV, paje Ve, U{zgt C Vi No, tada je U, U {b} C U,,, odnosno U,
je strogo manji od Uy, $to je u kontradikciji s minimalnos¢u od U,,. Dakle, ne postoji
Yy € naG](Uza U {I‘a}) \ ﬂae[ Uﬂ?a‘

{U,, : « € I} je linearno uredena familija skupova, pa je centrirana. Zato je {U,, U
{zo} : @ € I} centrirana familija zatvorenih skupova, pa postoji tocka p € (,c;(Us, U
{#a}) = Nues Uz Vrijedi p € Uy, pa postoji separacija X \ {p} = U, UV, i za svaki
a e ljeV, U{z,} CV,. Posebno je z, € V,, paje U, U{p} C U,,. Dakle, U, je
usporediv s U,, za svaki a € I, ali p ¢ U, pa je familija {U,} U {U,, : @ € I} lanac
koji je strogo veéi od lanca {U,, : o € I}, §to je u kontradikciji s maksimalnoséu od
{U,, : a € I'}. Dakle, mora biti |[N| > 2. |

Teorem 2.22. Neka je X nedegeneriran kontinuum i N skup svih tocaka iz X koje nisu
prerezne. Tada niti jedan pravi potkontinuum od X ne sadrzi N.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoji pravi potkontinuum Y C X, takav da je
N CY. Neka je x € X\ Y. Tocka x je prerezna tocka prostora X, pa postoji separacija
{U,V} od X \ {z} ineka je npr. Y C U. Tada je N C U, pa su sve tocke iz V prerezne
tocke od X. Potprostor V U {x} je povezan i zatvoren, pa je V U {x} kontinuum, a kako
je V neprazan, V U {x} sadrzi barem dvije tocke. Prema lemi 2.21 V U {z} ima bar
dvije tocke koje nisu prerezne za V U {z} i neka je y € V jedna takva tocka. Tada je
(VU{z})\ {y} povezan. Potprostor U U {z} je povezan, pa je, prema teoremu 2.12, X \
{y} = (U U{z}) U (VU{x})\ {y}) povezan potprostor od X, sto je u kontradikciji s
¢injenicom da su sve tocke iz V' prerezne tocke prostora X. ]

Korolar 2.23. Neka je x prerezna tocka nedegeneriranog kontinuuma X i X\{z} = UUV
neka separacija potprostora X\{x}. Tada svaki od skupova U i V sadrzi barem jednu
tocku koja nije prerezna tocka skupa X.

Kazemo da prerezna tocka x prostora X separira tocke pi qiz X, ako pi q leze u
razlicitim kvazikomponentama potprostora X \ {z}.

Neka su p i ¢ tocke povezanog prostora X. Oznacimo s F(p,q) podskup od X koji se
sastoji od tocaka p i ¢ i svih prereznih tocaka od X koje separiraju p i ¢. Mozda takve i
ne postoje, u kom slucaju je E(p,q) = {p, q}. Definiramo relaciju < na E(p, q) na sljededi
nac¢in: Za razlicite tocke x,y € E(p,q) vrijedi x < y ako je ili z = p ili x separira p i
y u X. Pokazat ¢emo da je < linearni uredaj na E(p,q), pa je iz definicije ocito da je

10



p minimum, a ¢ maksimum skupa FE(p,q). Uredaj < na E(p,q) zovemo separacijski
uredaj.

Teorem 2.24. Neka je X povezan prostor. Za svake dvije razlicite tocke p,q € X je
relacija < linearan uredaj na skupu E(p, q).

Dokaz. Antirefleksivnost relacije < je ocita.

Neka su z,y € E(p,q) \ {p} takvi da je z < y i {U,, V,} neka separacija prostora
X\ {z} takva dajep € U,, ay € V,. Kao u dokazu leme 2.21 pokazuje se da su U, U{x}
i V, U{x} povezani potprostori od X.

Neka su sad z i y razli¢ite tocke skupa E(p,q) \ {p,q}, {U., V.} separacija prostora
X\ {z}1i{U,,V,} separacija prostora X \ {y}. Ako je y € V,, onda je U, U{z} povezan
potprostor od X \ {y}, jer kad bi postojala separacija {U,V'} od U, U{z} u X \ {y}, onda
bi, s obzirom da je potprostor X \ {y} otvoren u X, {U, V'} bila separacija od U, U{z} u
X, a to ne moze biti. Ako je y € U,, slicno se pokaze da je V, U {z} povezan potprostor

od X\ {y}.

Neka su x i y razliciti elementi skupa E(p,q) \ {p,q} i {Us., V.} separacija prostora
X\ {z} takva da je p € U,, a q € V.. Ako je y € V,, onda z separira tocke piy u X,
tj. vrijedi x < y. Ako je pak y € U, i {U,,V,} separacija prostora X \ {y} takva da je
pe Uy, aqeV, V,U{x} jepovezan potprostor od X \ {y} i kao takav je u potpunosti
sadrzan u V,, s obzirom da je ¢ € (V, U{z})NV,. Posebno je x € V,, tj. y < x. Dakle,
svaka dva razlicita elementa od E(p,q) \ {p, ¢} su usporediva.

Ostaje pokazati tranzitivnost. Neka su x,y,z € E(p,q) \ {p,q}, t <y iy < z. Neka
je {U,,V,} separacija prostora X \ {z} takva da je p € U, iy € V, 1 {U,,V,} separacija
prostora X \ {y} takvadajep € U, iz € V,. U,U{x} je povezan potprostor od X \ {y}
i kao takav je u potpunosti sadrzan u Uy, jer je p € (U, U{z}) N U,. Posebno je x € U,,
pa je V, U{y} povezan potprostor od X \ {z}, a kako je y € (V,, U {y}) NV, vrijedi da
je V, U{y} CV,. Zato je z € V,, pa z separira p i z u X, tj. vrijedi z < 2. |

Prije nego nastavimo, ponovimo neke pojmove iz teorije skupova, koje koristimo u
daljnjem tekstu.

Neka su (A4, <) i (B, X) parcijalno uredeni skupovi. Kazemo da funkcija f: A — B
¢uva uredaj ako za sve z,y € A takve da je x < y vrijedi da je f(z) X f(y). Bijekciju
f: A — B koja cuva uredaj zovemo sliénost. Lako se pokaze da, ako je preslikavanje f
slicnost, tada i f~! ¢uva uredaj. Ako postoji slicnost f: A — B, kazemo da su (A, <) i
(B, X) istog uredajnog tipa ili da su sli¢ni.

Ako linearno uredene skupove (A, <) i (B, <) promatramo kao topoloske prostore s
pripadnim uredajnim topologijama i ako je f: A — B sli¢nost, tada f i f~! preslikavaju
interval u interval i zraku u zraku, pa su f i f~! neprekidna preslikavanja, odnosno f je
homeomorfizam.
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Linearno ureden skup (A, <) je gust ako sadrzi barem dva elementa, i za sve z,y € A
takve da je x < y postoji z € A takav da je v < z < y. Ovaj pojam koristi se neovisno o
topologiji na skupu i valja ga razlikovati od pojma gusto¢e nekog podskupa topoloskog
prostora, koja ovisi o topologiji tog prostora.

Neka je (S5, <) linearno ureden skup. Particiju (A, B) skupa S koja ima svojstvo da
za sve a € Aib € B vrijedi da je a < b, nazivamo prerez skupa S. Prerez skupa S je
Dedekindov prerez, ako vrijedi:

a) skup A ima najvedi element, a B nema najmanji element ili

b) skup A nema najveéi element, a B ima najmanji element.

Za linearno ureden skup S takav da je svaki prerez od S Dedekindov, kazemo da je
neprekidan u Dedekindovom smislu.

Skup R realnih brojeva je neprekidan u Dedekindovom smislu. Pokazuje se da je, uz
ostale aksiome, Cantorov aksiom potpunosti ekvivalentan aksiomu da je svaki prerez u
R Dedekindov, pa se skup realnih brojeva moze definirati i na taj nacin.

Trebat ¢e nam i sljedeci teorem o uredajnoj karakterizaciji skupa Q.

Teorem 2.25. Neka je (A, <) prebrojiv, gust linearno ureden skup koji nema ni najmanyji
ni najveci element. Tada postoji slicnost f: A — Q.

Sljededi rezultati daju koristan opis strukture kontinuuma i vode nas korak dalje k
zeljenoj karakterizaciji segmenta.

Lema 2.26. Neka je X povezan prostor i p i q razlicite tocke iz X. Tada je relativna
topologija R na E(p, q) finija od uredajne topologije 8 na E(p,q).

Dokaz. Ako je E(p,q) = {p,q}, onda je R diskretna topologija na E(p,q), pa vrijedi
8 ={E(p.q), (p.q), p,0), (p.dl} ={E(p,q), 0, {p}, {a}} =R

Neka je E(p,q) \ {p,q} # 0. E(p,q) je ocito u R. Pokazat ¢emo da je svaki element
podbaze za § u R, tj. da su zrake u F(p,q) u R. Zrake u E(p, q) su oblika [p, z) ili (x, q],
gdje je z proizvoljan element skupa E(p,q)\ {p,q}. Neka je x € E(p,q)\{p,q} i {Us, V.}
neka separacija prostora X \ {z} takva dajep € U, iq € V.. U, iV, su otvoreni u X,
jer je skup X \ {z} otvoren u X. Pokazimo da je [p,z) = U, N E(p,q).

Ako je y € [p,z), odnosno y < z, onda postoji separacija {U,, V,} prostora X \ {y}
takva da je p € U, i © € V. Kao u dokazu teorema 2.24, vrijedi da je U, U {y} C U,,
pa je posebno y € U, N E(p,q). Dakle, vrijedi [p,z) C U, N E(p,q). Pokazimo obratnu
inkluziju. Neka je y € U, N E(p,q) i {U,,V,} separacija prostora X \ {y} takva da je
peU,iqeV,ondajeV,U{z} CV, payseparirapiz u X, tj. y < z, odnosno
y € [p,x). Dakle, vrijedi U, N E(p,q) C [p,x), paje [p,x) = U, N E(p,q).

Takoder vrijedi (x,q] = V., N E(p,q). Ako je y € (x,q|, onda postoji separacija
{UY,V¥} prostora X \ {z} takva da je p € UY iy € VY. Neka je {U,,V,} separacija
prostora X \ {y} takva da je p € U, i ¢ € V,,. Tada je UY U {z} C U,, iz Cega slijedi da
je V, U{y} CV,, pajey e V,NE(p,q). Obratno, ako je y € V, N E(p, q), onda je ocito
x <y, odnosno y € (x, q|. |
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Teorem 2.27. Neka je (X,7T) kontinuum u kojem samo dvije tocke a i b nisu prerezne.
Tada je X = E(a,b) i topologija T se podudara sa topologijom 8 na X, dobivenom od
separacijskog uredaja na F(a,b).

Dokaz. Pretpostavimo da postoji z € X \ E(a,b). Tocka x je prerezna tocka skupa X,
pa postoji separacija {U,V'} prostora X \ {z}. Kako z ne separira a i b u X, vrijedi
{a,b} C U ili {a,b} C V, ato je u kontradikciji s korolarom 2.23, jer su a i b jedine tocke
u X koje nisu prerezne. Dakle, vrijedi X = E(a,b).

Prethodni teorem kaze da je 8§ C T. Pokazimo da je svaki skup U € T unija elemenata
baze uredajne topologije 8, tj. da za svaki U € T i tocku x € U postoje yo < x i 29 > x
takvi da je (yo, 20) C U, tj. (yo,2] CU i [x,20) CU.

Pogledajmo najprije slucaj kada je z € X \ {a,b} = E(a,b) \ {a,b}, i pretpostavimo
suprotno, tj. da za sve y, z takve da je y < x < z, vrijedi ili (y,z] € U ili [x,z) € U, ili
oboje.

Promotrimo familiju svih poluotvorenih intervala (y,z|, y < x, i pretpostavimo da
(y, x] nije sadrzan u U niti za jedan y. Zbog Hausdorffovog principa maksimalnosti,
postoji maksimalna inkluzijom linearno uredena familija poluotvorenih intervala F =
{{Ya> ]}acs. Zbog maksimalnosti je (), (¥a; 2] = {x}. Naime, kada bi postojao neki
Y € NacsWa, x| takav da je y' # x, onda bi familija T U {(y/, 2]} bila linearno uredena
familija poluotvorenih intervala ve¢a od F, protivno maksimalnosti od J.

Familija zatvorenih intervala [yo,2] = (Yo, 2] U {ya}, @ € J, je linearno uredena
familija zatvorenih skupova takvih da je (,c;[¥a, 2] = {x}. Skupovi [y, x| nisu sadrzani
u U (jer bi inace i skupovi (y,, z] bili sadrzani u U) pa je [ya, ] N (X \U), a € J, familija
nepraznih zatvorenih skupova linearno uredena inkluzijom, dakle i centrirana. Kako je
X kompaktan, presjek (,c; ([¥a, 2] N(X\U)) = (NueyVa,z]) N (X \U) je neprazan, pa
sadrzi neku tocku w. No tada jeiw € (,c;[Wa, 7], azbogw € X\ Uiz e Ujew # z,
¢ime je dobivena kontradikcija s ranijom tvrdnjom da je (.., [ya, ] = {2}, $to pokazuje
da postoji yo < z takav da je (yo,x] C U.

Analogno se dokazuje da postoji zg > x takav da je [z, z9) C U, pajex € (yo,20) C U,
tj. U € 8.

Slucajevi x = a i z = b dokazuju se sli¢no, s tim da su dokazi jednostavniji utoliko,
sto je u svakom od tih slucajeva dovoljno razmatrati samo jednu vrstu poluotvorenih
intervala, tj. zrake [a, z,) odnosno (ya, b]. |

Teorem 2.28. Neka je X povezan prostor, takav da je X = E(a,b). Tada je X nepre-
kidan u Dedekindovom smislu.

Dokaz. Skup X = E(a,b) je linearno ureden separacijskim uredajem. Neka je (L, R)
prerez skupa X. Pretpostavimo da L nema najveci element i R nema najmanji element.
Tada je L = [Jyepla,l) i R = U,cp(r,0]. Prema lemi 2.26, L i R su otvoreni u X,
pa je {L, R} separacija prostora X, suprotno pretpostavci da je X povezan. Ako pak
pretpostavimo da L ima najveci element M i R ima najmanji element m, onda je L =
[a,m) 1 R = (M,b], pa je iu tom sluéaju {L, R} separacija prostora X. Dakle, svaki
prerez skupa X je Dedekindov. |

Napokon mozemo dokazati:

Teorem 2.29. Neka je X metricki kontinuum u kojem samo dvije tocke a i b nisu
prerezne. Tada je X homeomorfan s [0, 1].
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Dokaz. Prema teoremu 2.5 X ima prebrojivu bazu, pa je i separabilan. Neka je C' pre-
brojiv gust podskup od X. Mozemo pretpostaviti da a i b nisu u C' (ako jesu, tada je i
C'\ {a,b} prebrojiv gust podskup od X). Prema teoremu 2.27 X = FE(a,b) i metricka
topologija na X se podudara sa topologijom dobivenom od uredaja na F(a,b).

Promatramo C' s topologijom dobivenom od restrikcije tog uredaja na C'. C je gust.
Naime, ako su z i y razli¢ite tocke skupa C', one su i u X, pa postoji z € X takav da je
z € (z,y). Kako je C gust u X, a (z,y) okolina tocke z u X, postoji ¢ € C' N (z,y).

Kad bi u C postojao najmanji element m, tada u skupu [a, m), koji je otvorena oko-
lina tocke a ne bi bilo elemenata od C, sto je u kontradikciji s gusto¢om od C' u X.
Slicno, kad bi C' imao najveéi element M, tada u otvorenoj okolini (M, b] od b ne bi bilo
elemenata skupa C'. Dakle, C' ima uredaj koji zadovoljava uvjete teorema 2.25, pa pos-
toji slicnost f: C' — Q. Skup Q N (0,1) sa standardnim uredajem je prebrojiv, gust, te
nema ni najmanji ni najveéi element, pa postoji slicnost g: Q — QN (0, 1). Preslikavanje
h:=gof:C — Qn{(0,1) je slicnost, a C'1 QN (0, 1) imaju uredajnu topologiju, pa je
h i homeomorfizam.

Definirajmo preslikavanje H: X — [0,1] sa H|¢ := h, H(a) = 0, H(b) = 1, a za
z € X\ ({a,b} UC) definiramo H na sljeded¢i nacin:

Neka je Cp == {y e C 1y <z} iCpr:={yeC:y >z} CpiCgsune-
prazni, jer je C' gust u X. (Cp, Cg) je prerez skupa C, pa je (h(CL), h(Cg)) prerez skupa
Qn(0,1). A(CL) i h(Cg) su neprazni, pa je h(Cr) odozgo ograni¢en svakim elementom
skupa h(CRr). Zbog potpunosti skupa R, skup A(Cp) ima supremum i on je jedinstven.
Definiramo H(z) := sup h(Cp). Preslikavanje H je prosirenje preslikavanja h na ¢itav
skup X. Pokazat ¢emo da je H bijekcija koja ¢uva uredaj, pa je H i homeomorfizam, jer
se metricke topologije na prostorima X i [0, 1] poklapaju s uredajnim topologijama na
tim prostorima.

H je injekcija i cuva uredaj. Neka su ;i x5 razlic¢ite tocke prostora X. Bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je 7 < xo. Ako su z7 i 2o u C, tada je H(xy) =
h(z1) < h(zy) = H(z2). Ako je 1 € C, a x9 € X \ C, postoji ¢ € C'N (x1,z2), te je
H(zy) = h(z1) < h(c) <suph({x € C : 2 < x3}) = H(zz). Ako je pak 1 € X \ C, a
xe € C'ice CN(xy,x9), tada je H(xy) =suph({z € C :z < z1}) < h(c) < h(zg) =
H(zs). Napokon, ako su x1 i zo u X \ C, postoje tocke ¢, ¢; i ¢y iz C takve da je
Ty < ¢ <c< ey < xe, pavrijedi H(zy) =suph({z € C: z < z1}) < h(e1) < h(c) <
h(cy) <suph({x € C:x < x9}) = H(x2).

H je surjekcija. Ako je y € QN [0, 1], tada ocito postoji € C' U {a,b} takav da je
H(z) =y. Nekajey € (0,1)\Q. Definiramo Dy, := (0,y)N Qi Dg := (y,1)NQ. (D, Dg)
je prerez skupa (0,1) N Q, Dy, nema najveéi element i Dg nema najmanji element. Kako
je h™! sliénost, to je (h~1(Dy), h~'(Dg)) prerez skupa C, takav da h™'(Dr) nema najveci
element i h~!(Dy) nema najmanji element. Tada postoji x € X takav da je x > ¢y, za
svaki ¢c; € h™1(Dp) iz < ¢y, za svaki o € h™'(Dg). U suprotnom bi (h=*(Dg), h"'(Dg))
bio prerez skupa X koji nije Dedekindov.

Takav x € X je jedinstven, jer ako pretpostavimo da su 7 i1 x5 razli¢iti elementi skupa

X s tim svojstvom i recimo da je x; < x9, tada postoji ¢ € C takav da je 1 < ¢ < g,
pa je ceC \ (hil(DL) U hil(DR)) = @
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To znaci da je h'(Dy) = {c € C:c <z} ih ' (Dg) ={ceC:c>uz}, paje
H(x) =suph(h™' (D)) = sup D;, =y, jer je Q gust u R. |

2.4 Lokalna povezanost. Povezanost lukovima.

Definiramo lokalnu povezanost, svojstvo topoloskog prostora koje se pokazalo korisnim
za karakterizaciju neprekidne slike segmenta.

Definicija 4. Neka je X topoloski prostor. X je lokalno povezan u tocki x ako svaka
okolina U tocke x sadrzi povezanu okolinu V' od z. X je lokalno povezan ako je lokalno
povezan u svakoj tocki z € X.

Povezanost topoloskog prostora opcenito ne implicira njegovu lokalnu povezenost.
Topoloska sinusna krivulja primjer je povezanog prostora koji nije lokalno povezan.
Lokalna povezanost nije nasljedno svojstvo, ali vrijedi sljedece.

Lema 2.30. Otvoren potprostor lokalno povezanog topoloskog prostora je lokalno pove-
zan.

Dokaz. Neka je X lokalno povezan prostor i S otvoren potprostor od X. Neka je x € S'i
U otvorena okolina od z u S. U je otvoren i u X, pa postoji otvoren povezan podskup V'
od X takavdajex e V CU CS. No, V je otvoren i u S, pa je S lokalno povezan. W

Korisna je sljedec¢a karakterizacija lokalne povezanosti.

Lema 2.31. Prostor X je lokalno povezan ako i samo ako je svaka komponenta poveza-
nosti otvorenog potprostora od X otvorena u X.

Dokaz. (=) Neka je S otvoren potprostor od X, C' komponenta povezanosti od S i
x € C. Prema prethodnoj lemi, S je lokalno povezan, pa postoji otvorena povezana
okolina V,, od z takva da je x € V, C S. V sijece C, pa vrijedi V,, C C. Dakle, vrijedi
daje C = J,c Va1 Ve je otvoren u X zasvaki x € C, pa je komponenta C' otvorena u X.

(<) Neka je U otvorena okolina tocke z € X i C' komponenta povezanosti od U koja
sadrzi . Prema pretpostavci, skup C' je otvoren u X, pa je X lokalno povezan. |

Definicija 5. Metricki prostor X je uniformno lokalno povezan ako za svaki realan
broj € > 0 postoji realan broj § > 0 takav da za sve z,y € X takve da je d(z,y) < ¢
postoji povezan skup koji sadrzi x i y i dijametra je manjeg od e.

Opcenito snaznije svojstvo od lokalne povezanosti, u kompaktnom metrickom prostoru
uniformna lokalna povezanost podudara se s lokalnom povezanoscu.

Teorem 2.32. Neka je X kompaktan lokalno povezan metricki prostor. Tada je X
uniformno lokalno povezan.

Dokaz. Neka je € > 0 realan broj, z € X. Kako je X lokalno povezan, postoji povezana
okolina V, od z dijametra manjeg od e. {V, : x € X} je pokriva¢ za X, te neka je
{W1,...,V,} konacan potpokriva¢. Neka je § Lebesgueov broj tog pokrivaca. Tada za
sve z,y € X takve da je d(z,y) < 0 postoji j € {1,...,n} takav da suz,y € V}. |
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Slika 2.1 Slika 2.2

Za proucavanje strukture lokalno povezanih kontinuuma koristan je pojam jednostav-
nog lanca.

Definicija 6. Neka je X topoloski prostor, a,b € X. Familija {A;,..., A,} podskupova
od X je jednostavan lanac od a do b ako vrijedi:

i)a€ A iag¢ Azai> 1.
it) be A, 1b¢ Ajzaj <n.

iti) A; N A; # (0 ako 1 samo ako je |i — j| < 1, tj. karika u lancu sije¢e onu prije nje i
onu poslije nje (i samu sebe) i niti jednu drugu kariku u lancu.

Slika 2.1 prikazuje jednostavan lanac podrucja od tocke a do tocke b.

Teorem 2.33. Neka je X povezan prostor, a,b € X | te U otvoren pokrivac za X. Tada
postoji jednostavan lanac od a do b sastavljen od elemenata pokrivaca U.

Dokaz. Definirajmo Y := {z € X : postoji jednostavan lanac od a do z sastavljen od
elemenata pokrivaca U}. Pokazat ¢emo da je Y otvoren i zatvoren u X, pa kako je X
povezan, to mora biti Y = X.

Y je otvoren. Neka je x € Y i {Uy,...,U,} jednostavan lanac elemenata pokrivaca
U od a do x. U, je otvorena okolina od x u X, pa je dovoljno pokazati da je U, C Y.
Neka je y € U,. Ako jey € U, \ U,_1 onda je {Uy,...,U,} jednostavan lanac od a do y.
Ako je pak y € U, NU,_1 onda je {Uy,...,U,_1} jednostavan lanac od a do y. Dakle je
yevy.

Y je zatvoren. Pokazujemo da je Y C Y. Nekajey € Y, Us € U takav da je y € Us.
Postoji z € Us NY, te neka je {Uy,...,U,} jednostavan lanac elemenata od U od a do
z. Neka je k:=min{j € {1,...,n}: UgNU; # 0}. Tada je {U,...,Us, Ug} jednostavan
lanac od a do y (vidi sliku 2.2). |
Definicija 7. Neka je X topoloski prostor, a,b € X. Ako je f:[0,1] - X put u X od
a do b koji je smjestenje od [0,1] u X, tj. f je homeomorfizam sa [0, 1] na f([0, 1]), onda
f zovemo luk u X od tocke a do tocke b. Kazemo da je X lukovima povezan ako za
svaki par tocaka a,b € X postoji luk u X od tocke a do tocke b.

Napomena. Ponekad se u literaturi luk izjednacava sa svojom slikom. I ovdje ¢emo,
kad tako bude zgodnije, sliku luka nazvati lukom. Dijametar luka f je dijametar
njegove slike f([0, 1]).
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2.5 Povezanost lukovima Peanovog kontinuuma

Kompaktan, povezan, lokalno povezan metricki prostor zovemo Peanov kontinuum.
Zelimo dokazati da je svaki Peanov kontinuum lukovima povezan. O¢cito je da lokalno
povezan prostor mozemo pokriti povezanim otvorenim skupovima, pa se, prema te-
oremu 2.33, svake dvije tocke lokalno povezanog, povezanog prostora mogu spojiti jed-
nostavnim lancem podrucja. Smanjujuéi karike tog lanca, intuitivno bi trebali dobiti luk
od a do b. Medutim, ako ti “silazni” lanci nisu na neki nacin medusobno povezani, njihov
“limes” moze biti gotovo bilo kakav kontinuum. Kako bi to izbjegli, zahtijevamo da je
svaka karika manjeg lanca sadrzana u nekoj karici veéeg. Cak i uz taj oprez, pokazuje
se da presjek tih profinjenja ne mora biti luk (moze se raditi o tzv. pseudoluku). I to
moramo na neki nac¢in izbje¢i. Konac¢no, kad smo i to napravili, jos uvijek se moze dogo-
diti da presjeku nedostaju neke tocke potrebne za formiranje luka. Uz dodatan zahtjev
za kompaktnoséu i metrizabilnoséu prostora, dobivamo potrebne uvjete da ti (sve finiji)
lanci teze luku.

Kako bi izbjegli prve dvije od gore navedenih nezeljenih situacija, definiramo sljedece:

Definicija 8. Neka su C) = {Uy,...,U,} i Cy ={V},...,V,,} jednostavni lanci od tocke
a do tocke b u prostoru X. Kazemo da Cy profinjuje C) ako je svaka karika V; lanca
(5 sadrzana u nekoj karici U; lanca C'. Kazemo da Cy direktno profinjuje C; ako Cs
profinjuje C' i vrijedi da ako V; i Vj leze u nekoj karici U; lanca C, tada za svaki j takav
da je i < j <k, Vj takoder lezi u U;.

Teorem 2.34. Neka je X lokalno povezan prostor i C = {Uy,...,U,} jednostavan lanac
povezanih otvorenih skupova od tocke a do tocke b. Neka je V familija otvorenih skupova
takva da je svaka karika U; € C unija elemenata od V. Tada postoji jednostavan lanac
od a do b koji je sastavljen od elemenata familije V i direktno profinjuje C'.

Dokaz. Neka je v = a, x, = bizasvei =1,...,n— 1, neka je x; tocka u presjeku
U; N Ui41. Indukcijom ¢emo pokazati da za svakii € {2,...,n} postoji jednostavan lanac
od tocke a do tocke x; koji je sastavljen od elemenata familije V i direktno profinjuje lanac
{U,Us,...,U;}.

Skup U; je povezan i unija je elemenata familije V. Prema teoremu 2.33, postoji
jednostavan lanac C; = {V{!,... V"'} od a do z; sastavljen od elemenata familije V koji
leze unutar U;. Neka je Vlj1 “prva” karika lanca C' koja sijece U, te neka je y; € Vlj1 NUs.
U, je povezan i unija je elemenata familije V, pa postoji jednostavan lanac C! od y; do
1z, sastavljen od elemenata familije V koji leze unutar U,. Cy := {Vi',..., V/'} U C}
je jednostavan lanac od a do s koji je sastavljen od elemenata familije V i direktno
profinjuje lanac {Uy, Us}.

Pretpostavimo induktivno da za neki ¢ € {2,...,n — 1}, postoji jednostavan lanac
C; = {V:},...,V"} od totke a do tocke x; koji je sastavljen od elemenata familije V i
direktno profinjuje lanac {Uy, Us, ..., U;}. Neka je sz prva karika toga lanca koja sijece
Uiyiinekajey; € V;] NU;41. Tada postoji jednostavan lanac C7, ; od y; do x;1, sastavljen
od elemenata familije V koji leze unutar Usy,. Tada je Ciyy = {Vi',..., V'Y U CL,
jednostavan lanac od a do x;41 koji direktno profinjuje lanac {Uy, Us, ..., U1}

Ova indukcija pokazuje da postoji jednostavan lanac od a do z,, = b koji je sastavljen
od elemenata familije V i direktno profinjuje lanac C'. Za vizualizaciju koraka indukcije
vidi sliku 2.3. |
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Slika 2.3. Punom linijom oznacen je dio rezultirajuéeg lanca iz teorema 2.34. Plavom
bojom istaknute su karike lanca C;, smedom bojom karike lanca Cj,;, a zelenom bojom
karike lanca Cj_,. Isprekidanom linijom oznacene su karike koje izbacujemo.

Prethodni teorem omogucéuje konstrukciju luka od tocke a do tocke b Peanovog kon-
tinuuma, te napokon mozemo dokazati sljedece:

Teorem 2.35. Svaki Peanov kontinuum je lukovima povezan.

Dokaz. Neka je X Peanov kontinuum i a,b € X. Jer je X lokalno povezan metricki
prostor, postoji pokriva¢ za X povezanim otvorenim skupovima dijametra manjeg od
1. Prema teoremu 2.33, postoji jednostavan lanac povezanih otvorenih skupova C; =
{UL,...,U"} od a do b, takav da je U{ dijametra manjeg od 1 za svei = 1,...,n;. Neka
jei € {l,...,n1} i * € U{. Postoji povezana otvorena okolina Vf(x) od z, dijametra
manjeg od 3 ¢iji zatvara¢ lezi u Uj. Ako definiramo d := min{d(z, X \ U}), 1}, onda
kugla B(z, %l) sadrzi neku takvu okolinu tocke z. Vrijedi U} = UweU{' Vf(x), pa prema
teoremu 2.34, postoji jednostavan lanac Cy = {U},...,Us?} od a do b koji direktno

profinjuje C1, a sastavljen je od elemenata skupa {Vf(m) cxeUl, i=1,...,n}.
Neka je Cy = {U},... ,U;*} jednostavan lanac od a do b sastavljen od povezanih
otvorenih skupova dijametra manjeg od % Neka je i € {1,...,n} i z € U}. Pos-

1
k+1

uUi. Ui = Uerf; V;j(x), pa prema teoremu 2.34, postoji jednostavan lanac Cyi =

toji povezana otvorena okolina Vki(x) od z, dijametra manjeg od ¢iji zatvarac lezi
{Uis1, ..., Ugﬁl od a do b koji direktno profinjuje Cj, a sastavljen je od elemenata
skupa {sz(x) cxeUl, i=1,...,n}.

Na taj na¢in smo definirali niz jednostavih lanaca {C), }cn, takav da dijametri karika
u lancu teze k 0, a Cyq direktno profinjuje CY, za sve k € N.

Neka je K; = J2, UJZ Zasvaki j € N, K; je kontinuum koji sadrzi {a, b} i K41 C Kj.

Prema tome, familija {K},en je linearno uredena familija zatvorenih potprostora od X.
K = ﬂ;’;l K; je ocito neprazan kompaktan potprostor od X.
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Pokazimo da je K i povezan. Neka su z,y € K. Tada su z,y € K, za svaki j € N,
a kako je K; povezan, to su posebno x i y unutar iste kvazikomponente prostora Kj.
Prema lemi 2.15, x i y leze unutar iste kvazikomponente prostora K. No tada su, prema
teoremu 2.17, x i y unutar iste komponente povezanosti prostora K, pa je K povezan.
Prema tome, K je kontinuum, a K o¢ito sadrzi {a, b}.

Primijetimo da je K takoder podskup od ﬂ;il(UZL U?). Jer, ako je z € K, tadije
za svaki j € N takav da je j > 2, v € Kj, pa postoji ¢ € {1,...n;} takav da je z € U} i
kari.ka U, (l)imca g’j_l,' takvaogajezcv € UJZ C Ul_, . Dakle, za svaki j > 2, x je u |2, U},
pajer mj:2(Uiil U;) = nj:1(Uiil U;)

Neka je z € K\ {a,b}. Zasvaki j € N definiramo P; := U;, gdje uzimamo uniju po
svim ¢ € {1,...,n;} takvim da je karika U;f u lancu Cj ispred jedne ili dvije karike koje
sadrze x i definiramo S; := Uf , gdje uzimamo uniju po svim k € {1,...,n,} takvim
da je karika UJ’?C u lancu Cj iza jedne ili dvije karike koje sadrze .

Neka je P = J;2, PN K i S =2, S;N K. Skupovi P i S su neprazni otvoreni
podskupovi od K \ {z}. P 1S su disjunktni, jer lanac C,,;; direktno profinjuje lanac C,,
za svaki n € N, pa se ne moze dogoditi da neka karika finijeg lanca koja je “iza x” sijece
neku od karika grubljeg lanca koja je “ispred x”.

Svaka tocka y iz K \ {z} lezi ili u P ili u S, jer ako uzmemo n € N, takav da
je % < d(z,y), tada je y sigurno u nekoj karici lanca C,, koja ne sadrzi z, tako da je
y € P, ili jey € S,. Dakle, {P, N} je separacija od K \ {z}. Slijedi da je svaka tocka
x € K \ {a,b} prerezna tocka skupa K, pa prema lemi 2.21, a i b nisu prerezne tocke

skupa K. Prema teoremu 2.29, K je luk od a do b. |

Primijetimo da, ako je neki od skupova K iz dokaza prethodnog teorema kompaktan,
tada je i K; kompaktan, za sve i vece od j (kao zatvoren potprostor od K;). To znaci da
je, da bi prethodni teorem vrijedio, dovoljno zahtijevati lokalnu kompaktnost prostora X.
Posebno, otvoren podskup kompaktnog Hausdorffovog prostora je lokalno kompaktan, pa
vrijedi sljede¢a generalizacija teorema 2.35.

Teorem 2.36. Povezan otvoren podskup Peanovog prostora je lukovima povezan.
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3. Cantorov skup

U ovom poglavlju definiramo Cantorov trijadski skup, te navodimo i dokazujemo njegova
osnovna topoloska svojstva. Zatim uvodimo pojam inverznog niza topoloskih prostora
i invernog limesa, Sto koristimo na kraju poglavlja da dokazemo da je svaki kompaktan
potpuno nepovezan savrSen metricki prostor homeomorfan Cantorovom skupu.

3.1 Definicija i topoloska svojstva Cantorovog skupa

Definiramo Cantorov trijadski skup, te navodimo i dokazujemo njegova osnovna topoloska
svojstva. Cantorov skup je zanimljiv, jer su neka od tih svojstava u potpunosti u nes-
kladu s intuicijom. Na primjer, on je neprebrojiv, ali nigdje gust, potpuno nepovezan, ali
savrSen. Zato ga se Cesto koristi kao primjer (ili kontraprimjer) u raznim granama ma-
tematike. U ovom radu je od posebne vaznosti, jer njegovo poznato svojstvo univerzalne
surjektivnosti koristimo kao svojevrstan ad hoc trik u dokazu Hahn-Mazurkiewiczevog
teorema. Postoji nekoliko razli¢itih pristupa definiciji Cantorovog skupa. Danas je naj-
popularniji iterativni (geometrijski) postupak koji éemo i ovdje iskoristiti. Zatim éemo
pokazati alternativni pristup koji je pogodniji za dokaz nekih od svojstava.

Neka je By = (3, 2) srednja trec¢ina segmenta

I=10,1], E5 := (5,2) U(§, &) unija srednjih

tre¢ina komponenata skupa I \ E;, F3 :=
(&, 2)U(E, U2, B)U(E, 2) unija sved-
njih tre¢ina komponenata skupa I'\ (EyUEy)
itd. Skup C:= 1\ U,—, En C [0, 1] zovemo

Cantorov trijadski skup.

Prvih pet koraka u konstrukeiji Primijetimo da za svaki n € N, E,, ima samo
Cantorovog skupa kona¢no mnogo komponenata povezanosti.

Zato I\ C ima samo prebrojivo mnogo komponenata povezanosti. Odmah je vidljivo
da je C zatvoren, pa je kompaktan, kao podskup segmenta [0, 1]. Takoder se lagano vidi da
je Cneprazan, jer sadrzi krajeve izbacenih intervala.Tih rubova intervala je prebrojivo, pa
se na prvi pogled moze ¢initi da je C prebrojiv. Medutim, koliko god to ¢udno izgledalo,
pokazuje se da C sadrzi jednak broj tocaka kao i segment [0, 1], tj. neprebrojivo mnogo.
Kako bi dokazali to, kao i druga svojstva, koristimo sljedec¢u karakterizaciju Cantorovog
skupa.
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Teorem 3.1. Cantorov skup C jednak je skupu svih brojeva x iz segmenta [0, 1] koji
imaju (bar jedan) trijadski zapis x = 0.x1x9x3... takav da je z,, € {0,2} za svakin € N.

Napomena. Znamo da mnogi realni brojevi imaju dva moguca zapisa u sustavu s
bilo kojom bazom. Medutim, u sustavu s bazom 3, svaki realan broj ima najvise jedan
zapis u kojem nema znamenke 1.

Dokaz. Promatrajmo paralelno intervale koje izbacujemo u n-tom koraku i segmente koji

ostaju nakon toga. Na pocetku imamo segment Iy := [0, 1] = [0, (0.2)3].
U prvom koraku izbacujemo “srednju tre¢inu” E; = (3, 2) segmenta I. Primijetimo

da su krajnje tocke intervala E; dobivene dodavanjem %, odnosno % lijevom rubu seg-
menta Io. Vrijedi By = (3,2) = ((0.1)3, (0.2)3) = ((0.02)3, (0.2)3). Nakon $to smo izbacili
E4, unutar segmenta [ ostaje

I =1\ B, =10,%] U [%, 1] =10,0.02] U[0.2,0.2].

3

U drugom koraku izbacujemo srednje tre¢ine komponenata skupa ;. Za svaku kompo-
nentu C? skupa I;, rubove srednje tre¢ine komponente C{ dobivamo dodavanjem 3%, od-
nosno = lijevom rubu komponente Cf. Izbacujemo, dakle, skup Ey = (0+35, 0+25) U (3+
#3+3) = ((0.01)3, (0.02)3) U((0.21)3, (0.22)3) = ((0.002)3, (0.02)3) U((0.202)3, (0.22)s),
te nakon toga preostaje skup

I =1, \ F5 = [0, (0.002)5] U [(0.02)3, (0.02)5] U[(0.2)s, (0.202)] U[(0.22)5, (0.2)s]

Za svaki n € N oznac¢imo s [, uniju segmenata koja preostaje nakon n-tog koraka i
promotrimo niz (I,),. Pretpostavimo induktivno da je svaka komponenta C* | skupa
I, oblika C* | = [(0.z129... 00 1)3, (07179 ...2,12)3], gdje je z; € {0,2} za svaki
i € {1,...,n — 1}. Takvih komponenata ima 2"~!. U n-tom koraku izbacujemo sred-
nje tre¢ine tih komponenata. Srednja tre¢ina komponente C* | = [(0.x125 ... 2, 1)3,
(0.2179 ... 2,12)3] je oblika DF = ((0.x129...2,1)3 + 3%, (0.x129 ... xp_1)3 + 3%> =
((0.x129 ... xp11)3, (02122 ...2,12)3), te izbacivanjem tih srednjih treéina dobivamo
skupove C* |\ DF = [(0.x129 ... 2_1)3, (0.2129 . .. 21 1)3] U [(0.2125 . .. 7, _12)3, (07129
oo Tp_12)3). Vrijedi I, = 27:11(07’;3_1 \ DF). Vidimo da je svaka komponenta skupa I,
oblika [(0.z125 ... 2,)3, (0.2125 . .. 2,2)3], gdje je x; € {0,2} za svakii € {1,...,n}.

Tako smo indukcijom pokazali da su za svaki n € Ny komponente skupa I, oblika
[(0.2129 . .. )3, (0.2125 . .. 2,2)3], gdje je z; € {0,2} za svakii € {1,...,n}.

Slijedi da su za svaki n € N komponente skupa F,, koje izbacujemo u n-tom koraku
oblika <(O.(L’1ZE2 c. ..Tn_l)g + 3% 5 (0.%11’2 Ce l‘n_l)g + 3%> = <(0.I1I2 c .Z’n_ll)g s (0.I1$2 c.
Tn-12)3), gdje je x; € {0,2} za svakii € {1,...,n —1}.

Neka je sad D,, := ((0.z122...2,-11)3, (0.2122...2,_12)3) neka komponenta skupa
E, iy = (0.y1y2...)3 proizvoljan trijadski zapis elementa y € D,. y; = x; za svaki
ie{l,...,n—1} iy > (0.x122...2,_11)3, pa mora biti y,, > 1. S druge strane, y <
(0.x129 ... 2,-12)3, pa mora biti y, < 2. Dakle, za svaki trijadski zapis y = (0.y1y2...)3
elementa y € E, vrijedi y,, = 1.
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Obratno, neka je y € I, ;1 i pretpostavimo da je y, = 1 za svaki trijadski zapis
y = (0.y192...)3. ¥ je unutar neke od komponenata C* | = [(0.x125...2,_1)3, (0.7179
... Tp_12)3] skupa I,,_;. Tada je y; = x; za svakii € {1,...,n— 1}. Medutim, y ne moze
biti unutar skupa C*_ \DF = [(0.2175 ... 2, 1)3, (0.2129 . .. 7 _11)3] U [(0.2129 . . . 2,12)3,
(0.2123 . .. 2,-12)3]. Dakle, y izbacujemo u n-tom koraku, pa je y € E,,.

Pokazali smo da za y € I vrijedi da je y € E,, ako i samo ako je u svakom trijadskom
zapisu y = (0.41y2 . ..)s znamenka y,, jednaka 1. Buduéi da je C = I\ |, E,. Dakle,
vrijedi da je y € C ako i samo ako postoji trijadski zapis od y u kojem su sve znamenke
01ili 2. |

Definiramo preslikavanje f: C — I's f(3p0; ap37%) = > 50, %27F 3 %27 pred-
stavlja binarni zapis realnog broja Y ;> %27% iz segmenta [0, 1], a zadano pravilo pri-
druzivanja nam govori da je f(z) € I dobiven iz z € C, tako da su sve znamenke 2 u
ternarnom prikazu od x zamijenjene znamenkama 1.

Jasno je da svakiy € I ima prikaz u bazi 2. Nekajey = > 7, b2~ gdje je by, € {0,1}
za svaki k € N. Tada za © = >, 2b,37% vrijedi da je z € Ci f(z) = y. Dakle, f je
surjekcija, pa je C neprebrojiv.

Podskup Y topoloskog prostora X je savrsen ako je Y zatvoren i svaka tocka iz Y
je gomiliste od Y. Savrsen skup jednak je skupu svojih gomilista, te takav skup nema
izoliranih tocaka.

Pokazimo da je svaka tocka Cantorovog skupa C gomiliste od C, tj. da je Cantorov
skup savrsen, i da je njegov komplement I \ C gust u I, tj. da je C nigdje gust u .

Neka je x = (0.z122...)3 € C, pri ¢emu su x; € {0,2} za sve j. Neka je J proizvoljan
interval oko tocke x. Odaberimo n dovoljno velik da je (x — 2,2 + 3%) C J, i neka

3
) 0, ako je xpi0 =2 5 .
j€ Ynio = { 9 ko ;e . z 0 Tada su tocke y := (0.21 ... Tpiy1YntoTni3Tnid - - )3 1
z = (0.2y... 21111 .. )3 u intervalu (z — 35,2 + 37) € J, pri cemu je y € C, y # z,

izé¢C.

Topoloski prostor X je potpuno nepovezan ako su jedini povezani potprostori od
X jednoclani podskupovi od X.

Kao topoloski potprostor od [0, 1], Cantorov skup je potpuno nepovezan. Naime, neka
sua,b e C, a#b Tada postoji r € I\ C takav da je a < r < b. Tada su [0,r) N C i
(r,1] N C disjunktni otvoreni podskupovi od C, a € [0,7) N Cib € (r,1]NC. Dakle, a ib
leze u razlicitim komponentama povezanosti od C.

3.2 Inverzni nizovi topoloskih prostora
Inverzni niz topoloskih prostora specijalan je slucaj opcenitijeg koncepta inverznog sus-

tava. Taj koncept od izuzetne je vaznosti u modernoj topologiji i ima brojne primjene.
U daljnjim razmatranjima modéi ¢emo se uvjeriti u korisnost ovog matematickog kon-
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cepta. Pomodi ¢e nam u karakterizaciji Cantorovog skupa, kao i u dokazu Aleksandrov-
Hausdorffovog teorema.

Definicija 9. Neka je {X,, : n € Ny} prebrojiva familija topoloskih prostora, {f,: X, —
X,—1 | n € N} familija neprekidnih preslikavanja. Niz parova {X,,, f,, }» zovemo inverzni
niz topoloskih prostora i piSemo

f’ﬂ+1/ X,n fn anl f’ﬂfl\ . f3 N X2 f2 N Xl fl N Xo.

Inverzni limes inverznog niza {X,, f,}, (topologkih prostora) je potprostor pro-
dukta [ [, oy, Xn, koji se sastoji od onih nizova (), € [],en, Xn za koje vrijedi z,, 1 =
fu(zn) za sve n € N i oznacavamo ga s X, = lim,. {X,,, f,.}.

Inverzni niz kompaktnih Hausdorffovih prostora ima sljedec¢e vazno svojstvo:

Teorem 3.2. Neka je {X,, f,}, inverzni niz nepraznih kompaktnih Hausdorffovih pros-
tora. Tada je X, neprazan kompaktan Hausdorffov prostor.

Dokaz. Za svakin € N definiramo Y, := {(zo, z1,...) € [~ Xn : ©j—1 = f;(z;) za svaki
j €A{l,...,n}}. Pokazat ¢emo da je Y, zatvoren u produktu [[ -, X,.

Neka jen € N1i (yo,y1,...) € Z, = ([[72 Xn) \ Ya. Tada postoji j € {1,...,n} takav
da je yj_1 # f;(y;). Dakle, y;_1 i f;(y;) su razlicite tocke Hausdorffovog prostora X,_,
pa postoje disjunktni otvoreni podskupovi U;_; i V;_; od X,_; takvi da je y;_1 € U;_; i
fi(y;) € V1. Neka je V; := fj’l(Vj,l). V; je otvoren podskup prostora X;. Definiramo
Uy :=Up) x Uy x -+ x U2 x Uj_y X Vi x U XU -+ XU X Xipgg X Xppgg X
gdje je U; otvoren podskup od X; koji sadrzi y; za sve it € {0,...,7 — 2,7+ 1,...m}.

Pretpostavimo da je z = (zo, 21,...) € Y,NU,. v jeu Uy, pajex; € V;iz;1 € Uj_;.
x je takoder u Y, pa je x,_1 = fj(x;), iz ¢ega slijedi da je x;_y € V;_q, jer je x; € V; i
f(V;) € Vj_y. To je kontradikcija, jer je U;—1NV;_; = 0. Dakle, U,NY,, =0, tj. U, C Z,.
Pokazali smo da svaka tocka skupa Z,, ima otvorenu okolinu sadrzanu u Z,,, Sto znaci da
je skup Z, otvoren u [[2, Xy, tj. Y}, je zatvoren u [[>7 ) X,.

(Y,)n je silazan niz nepraznih zatvorenih skupova, pa je familija {Y,}, centrirana.
Prema Tihonovljevu teoremu je [~ ) X, kompaktan, pa je () —, Y, # 0.

Vrijedi Xoo = (), Yn, jer ako je y = (Yo, y1,...) € ()~ Yn, onda za svaki n € N i
g €{1,...,n} vrijedi z;_; = f;(z;), pa je posebno za svaki n € N, z,,_1 = fn(x,) , tj.
y € X, a obratna inkluzija je o¢ita. Dakle, X, je neprazan i kompaktan kao zatvoren
potprostor od [[°", X,. [[—, X, je Hausdorffov kao produkt Hausdorffovih prostora,
pa je X Haudorffov kao potprostor od [ X.. |

Na prirodan nac¢in definiramo preslikavanje inverznih nizova. Neka su {X,, fu}n,
{Y,, gn}n inverzni nizovi topoloskih prostora. Preslikavanje ®: {X,, fn.} — {Yn, 9.} je
familija {¢, }, neprekidnih preslikavanja ¢,,: X,, — Y, takvih da za svaki n € N vrijedi
InPn = Pn—1fn, tj. sljedeéi dijagram komutira:

\
7

fnt1 X, fn . X, frn—1 X, s fo—2 f2 X, f1 .

[ = [z | 7o

In+1 g gn—1 gn—2 g2 g1
—— Yy, —— Yo —— Yoo —— - Yy > Yo

[e=]
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¢ iducira preslikavanje ¢: Xo, — Y., inverznih limesa. Za svaki z := (xg,21,...) €
Xoo definiramo ¢(x) := (po(x0), ¢1(z1),...). Preslikavanje ¢ je dobro definirano, jer
za svaki x = (xo,21,...) € Xoo 1 n € N vrijedi da je p,(z,) € Y, 1 gu(on(zn)) =
On-1(fn(xn)) = pn_1(xy_1), iz Cega slijedi da je p(z) € Y.

Kako se radi o produktnoj topologiji, ocito vrijedi:

Teorem 3.3. Preslikavanje p: X, — Y, inverznih limesa inducirano preslikavanjem
O {X,, fn} = {Yn, gn} inverznih nizova je neprekidno.

U nekoliko navrata trebat ¢emo sljedeci rezultat:

Teorem 3.4. Neka su {X,,, fu}n 1 {Yn, gn}n inverzni nizovi kompaktnih prostora, ® =
{en}: {Xn, fn} — {Ya, 9.} preslikavanje inverznih nizova takvo da je ¢,: X, — Y,
surjekcija za svaki n € N. Tada je i inducirano preslikavanje ¢: X, — Y., surjekcija.

Dokaz. Neka je (yo,y1,...) € Yoo. Za svaki n € N definiramo X! := ¢ 1(y,) i neka
je preslikavanje f/: X! — X, restrikcija preslikavanja f, na X/. X! = ¢ (y,) je
zatvoren podskup od X,,, pa je X, kompaktan, a kao potprostor Hausdorffovog prostora
je X! i Hausdorffov. Ako je x,, € X/, onda je ¢,_1(f,(xn)) = gn(n(xyn)), paje f(x,) €
P l1(9n(pn(0))) = 03 21(9n(Un)) = @pl1(Yn—1) = X_y. Dakle, {X, f1}, je inverzni
niz kompaktnih Hausdorffovih prostora, pa je X/ mneprazan i za svaki x € X/ vrijedi
o(x) = (o(x0), p1(x1), ...) = (Yo, 41, - . .). Dakle, preslikavanje ¢ je surjektivno. |

Za preslikavanje ® iz prethodnog teorema kazemo da je surjektivno. Ako je svako od
preslikavanja ¢, : X,, — Y, bijekcija, kazemo da je preslikavanje ® := {¢, }: {X,, fn} —
{Y,., gn} inverznih nizova bijektivno.

3.3 Karakterizacija Cantorovog skupa

Znamo da je Cantorov skup kao topoloski potprostor od [0, 1] potpuno nepovezan kom-
paktan savrSen metricki prostor. Ovdje ¢emo pokazati da je on zapravo, u topoloskom
smislu, jedini takav.

Lema 3.5. Neka je U otvoren pokriva¢c metrickog prostora X. 'Tada za svakin € N
postoji profinjenje V od U sastavljeno od otvorenih skupova dijametra manjeg od % Ako
je X uz to kompaktan, onda postoji takvo konacno profinjenje.

Teorem 3.6. Neka je X kompaktan, potpuno nepovezan metricki prostor. Tada postoji
niz (U,), konacnih pokrivaca za X takav da je svaki U, familija disjunktnih skupova
dijametra manjeg od % koji su i otvoreni i zatvoreni u X, a U, profinjuje U,, za svaki
n € N.

Dokaz. Komponente povezanosti od X su jednoclani podskupovi od X, pa prema lemi 2.20,
za svaki x € X i otvorenu okolinu U od z, postoji skup V, otvoren i zatvoren u X takav
da je x € V C U. Neka je Wy otvoren pokriva¢ za X skupovima dijametra manjeg od
1. Svaki x € X lezi u nekom W, € Wy, te postoji otvoren i zatvoren podskup V, C X
takav da je x € V, C W,.
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Vo := {V, : 2 € X} pokriva X, pa postoji konacan potpokrivac {Vg',..., V¥} od V

za X. Skupovi Vi',... Vi su ocito dijametra manjeg od 1, ali ne moraju biti disjunk-
tni. U sluéaju da nisu disjunktni, neka je U} := V! i za svaki j = 2,...,k; definiramo
Ul = Vi \ (UZ V§). Skupovi Ul,...,Uf" su u parovima disjunktni, otvoreni (kao

konacan preSJek otvorenih skupova) i zatvoreni (kao presjek zatvorenih skupova). Kako
je za svaki j € {1,... ki}, UJ C Vb], dljametrl tih skupova su manji od 1. Takoder je
Uflzl Ul = Uflzl Vbj, pa je Uy := {U},..., U} pokriva¢ za X disjunktnim, otvorenim i
zatvorenim skupovima ¢iji su dijametri manji od 1.

Neka je U, := U}, ..., UM kona¢an pokriva¢ za X medusobno disjunktnim, otvorenim
i zatvorenim skupovima ¢iji su dijametri manji od £. Prema lemi 3.5 postoji profinjenje
W, od U, sastavljeno od otvorenih skupova dljametra manjeg od +1 Svaki z € X
lezi u nekom Wn(x) € Wn, te postoji otvoren i zatvoren podskup V,) € X takav da
jer € Viw) © Wi = {Vh@) + * € X} pokriva X, pa postoji konac¢an potpo-
krivaé { ,nl, ce Vf”“} od Vn za X. Skupovi V! ... ,Vf”“ su oc¢ito dijametra manjeg

od +1 U slucaju da V!, ..., V1 nisu disjunktni, definiramo skupove U}, = V!

izasvaki j = 2,... kuy1, UnJrl = VI \ (UZ V7). Skupovi U! SR PR kall su u pa-

n
rovima disjunktni, otvorenl i zatvoreni u X, njihovi dijametri su manji od +1, te je

WUpir = {Upsy, ... n_ﬁl} pokriva¢ za X koji profinjuje U,,. Tako smo induktivno defi-
nirali trazeni niz konacmh pokrivaca za X. |

Familiju U podskupova topoloskog prostora mozemo “opskrbiti” diskretnom topolo-
gijom i u tom smislu mozemo promatrati U kao diskretan topoloski prostor. Ako je (U, ),
familija pokrivaca kompaktog potpuno nepovezanog metrickog prostora X kao u pret-
hodnom teoremu i ako svaki U, opskrbimo diskretnom topologijom, mozemo formirati

inverzni niz topoloskih prostora {U,, f,}, ¢iji ¢e inverzni limes biti homeomorfan s X,
tj. vrijedi sljedece:

Teorem 3.7. Neka je X kompaktan, potpuno nepovezan metricki prostor. Tada je X
homeomorfan inverznom limesu nekog inverznog niza konac¢nih diskretnih prostora.

Dokaz. Neka je (U,), niz pokrivaca za X iz teorema 3.6 i neka je za svaki n € N,

= {U}, ..., Uk} topoloski prostor s diskretnom topologijom. Za svaki n € N, prostor
U,, je konacan, pa je kompaktan, a kako je diskretan, to je U, i Hausdorffov. Za n > 1
definirajmo neprekidno preslikavanje f,,: U, — U, _; na sljedeéi nacin. Ako je U’ € U,,
onda postoji jedinstven element Ug_l od U, koji sadrzi U, jer U, profinjuje U,_1, a
skupovi Ul |, ..., U:Z;l su disjunktni. Definiramo f,(U!) := Ui_l. Preslikavanje f,, je
trivijalno neprekidno, jer su svi podskupovi prostora U, otvoreni.

Tako smo dobili inverzni niz {U,, f,}, kompaktnih Hausdorffovih prostora. Prema
teoremu 3.2, inverzni limes U, tog niza je neprazan, kompaktan Hausdorffov prostor.

Definirajmo preslikavanje h: Uy, — X na sljedeéi nacin: Neka je p = (U*,Us2,...) €
Us. Niz (Uin), je silazan niz nepraznih zatvorenih podskupova od X. X je kompaktan,
pa je presjek (,oy Ul neprazan. Kako je za svaki n € N diam(U}r) < %, u presjeku
Mhex Uin je samo jedna tocka. Naime, pretpostavimo da su z,y € Mnen Uin. Vrijedi da
je d(z,y) < diam Ul» < L za svaki n € N, iz ¢ega slijedi da je d(z,y) = 0, tj. = = y.
Definirajmo h(p) = z, gdje je z € X jedinstvena tocka iz (), U
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Pokazimo da je preslikavanje h bijekcija. Neka je x € X. Za sve n € N, U,, je po-
kriva¢ za X disjunktnim skupovima, pa postoji jedinstven Ui € U, koji sadrzi z. Dakle,
postoji jedinstven silazan niz (Uir), skupova takav da je Ui € U, i z € Ui za svaki
n € N. Tada je p := (Uj*, U, .. .) jedinstvena tocka iz Uy, takva da je h(p) = z.

Primijetimo da je familija B := (J, .y U, baza za topologiju na X. Naime, neka je U
otvoren podskup od X iz € U. Neka je d := d(xz, X \ U). Izaberemo j € N takav da je
% < d ineka je U;j onaj element od U; koji sadrzi . Tada je z € U;j cU.

Zato je, da bi dokazali da je preslikavanje h neprekidno, dovoljno provijeriti da je
za svaki j € Ni Ul € Uy, skup h™'(U}) otvoren u Us. h~'(U}) se sastoji od svih
tocaka iz Us Cija je j-ta koordinata skup U7. Skup {Uj} je otvoren u Uy, pa je skup
Uj:=Up x U x -+ x Ujq X {U;} X Ujpq x -+ otvoren u [], . Un. Us ima relativiu
topologiju kao potprostor produkta [, .y Un, pa je skup h*I(U;) = Uy N Uj otvoren u
Us. Dakle, preslikavanje h je neprekidno, pa je h homeomorfizam, prema lemi 2.4. W

Sad smo spremni dokazati karakterizaciju Cantorovog skupa. Vidjeli smo da je kom-
paktan, potpuno nepovezan metricki prostor topoloski ekvivalentan inverznom limesu
nekog inverznog niza konac¢nih diskretnih prostora. Primijetimo da dokaz prethodnog
teorema ne daje samo egzistenciju, ve¢ i konstrukciju jednog takvog inverznog niza i ho-
meomorfizma. Pokazat ¢emo da, ako su X i Y kompaktni potpuno nepovezani metricki
prostori koji su k tome i savrseni, onda pripadne inverzne nizove mozemo izabrati tako
da njihovi inverzni limesi budu homeomorfni. Dokazimo prvo sljede¢u lemu.

Lema 3.8. Neka je X potpuno nepovezan savrsen topoloski prostor i U neprazan, otvoren

podskup od X. Tada za svaki n € N postoje disjunktni, neprazni, otvoreni podskupovi
Ui,...,U, od X takvida jeU = J;_, U;.

Dokaz. Indukcijom pon € N. Za n = 1 tvrdnja je ocito ispunjena, jer je sam U neprazan
otvoren podskup od X. Pretpostavimo da je, za neki n € N, U = |J._, U;, gdje su
Ui, ..., U, disjunktni, neprazni, otvoreni podskupovi od X. U, nije povezan, jer su jedini
povezani podskupovi od X jednoc¢lani skupovi, a takvi nisu otvoreni u X, jer je X savrsen.
Neka je U, = Ul U U?2. Tada su U} i U? disjunktni, neprazni, otvoreni podskupovi od U,,.
Kako je U, otvoren u X, to su U} i U2 otvoreni i u X i vrijedi U = (JI—] U;) UU} U U2,
tj. U je unija n + 1 disjunktnih, nepraznih otvorenih podskupova od X. ]

Teorem 3.9. Neka su X iY potpuno nepovezani kompaktni savrseni metricki prostori.
Tada je X homeomorfan s Y .

Dokaz. Neka je {U,}, niz pokrivaca za X iz teorema 3.6 i {V,,},, niz pokrivaca za Y iz
istog teorema. Za svaki n € Nnekaje U, = {U},...,U"}iV, ={V! .. Vi) Akosu
U, iV ekvipotentni, neka je U] := Uy 1 V| :=V;. Ako je ky > [y, definiramo ekvipotentne
pokrivace U] za X 1V za Y na sljedeéi na¢in. Prema lemi 3.8 postoje disjunktni neprazni
otvoreni skupovi Wy, ..., Wy, 1,41 takvidaje Vi! = W U. . .UWy, ;41 Definirajmo U, :=
Wy i V5= {Wa, ..., Wi —i,41, V2, ..., V{'}. Primijetimo da su skupovi Wi, .., Wi, i, 41
iz dekompozicije od V}! takoder zatvoreni u Y. Svaki od tih skupova je komplement unije
otvorenih skupova u V!, pa je zatvoren u V!, a kako je V! zatvoren u X, to je svaki od
skupova Wy, ..., Wi, ;41 zatvoren u X.
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Ako je pak ky < Iy, definiramo V} == Vi W, := {Y1,..., Y}, _x,41, U2, ..., U},
gdje su Yy, ..., Y, k41 neki disjunktni, neprazni otvoreni podskupovi od X takvi da je
Ul =Y, U...UY), p,+1. Skupovi Yi,...,Y), 1,41 iz dekompozicije od U} su takoder
zatvoreni u X.

Dijametri elemenata pokrivaca U} i V| su o¢ito manji od 1.

Pretpostavimo da smo definirali ekvipotentne pokrivace U, := {Uy,,...,U}; } za X
iV, ={V,,..., V. } za Y takve da su elementi od U], medusobno disjunktni, otvoreni
i zatvoreni podskupovi od X i njihovi dijametri su manji od % u X, a elementi od V!, su
medusobno disjunktni, otvoreni i zatvoreni podskupovi od Y i njihovi dijametri su manji

odiuY.

n

Neka je m’ € N, m’ > n, takav da svaki skup dijametra manjeg od % sijece najvise
jedan od skupova Uy, ...,U); . MoZemo, na primjer, uzeti m’ € N takav da je % <

d :=min{dx (U}, ,U},.): i,k € {l,...,jn}, i # k}. Tada i za svaki prirodan broj n’ veci
od m’ vrijedi % < d, pa m’ mozemo izabrati tako da bude veéi od n.

Analogno izaberemo m” € N, m” > n takav da svaki skup dijametra manjeg od #
sijece najvise jedan od skupova V...,V .

Neka je m := max{m’,m”}. Tada U,, profinjuje W, . Naime, svaki element U,, od
U,, je dijemetra manjeg od %, pa ¢ak i ako je U,, prvotno bio sadrzan u U} kojeg smo,
moguce, rastavili, on opet sijece najvise jedan od disjunktnih skupova U}, ..., Uy, . W,
pokriva X, pa je Uy, u potpunosti sadrzan u nekom od skupova Uy, ..., U, . Analogno
se pokaze da 'V, profinjuje V...

Neka je i € {1,...,j,} proizvoljan. Neka su Ul. ... U™ oni elementi od U,, koji
leze unutar U, a V1..... V'™ neka su oni elementi od V,, koji leze unutar V/,. Ako su
familije U := {U},,..., U} iV :={V]L. ... VI'm} ekvipotentne, definiramo U, := U
1V :="V. Ako je ppi > Tpmi, koristeéi lemu 3.8 rastavljamo V! na s,,; := pi — i + 1
disjunktnih, nepraznih, otvorenih (pa onda i zatvorenih) skupova Wl ... W: % tako
da dobijemo ekvipotentne skupove V. := {W}. ... Wi V2 O yrmiy g ur .= U.

Ako je pak p,.; < 7, rastavimo U,%“- na t,; ‘= mi — Pmi + 1 disjunktnih, nepraznih,
otvorenih i zatvorenih skupova Y. ... ,YJ{;”’ tako da dobijemo ekvipotentne skupove
W=y Y R UP i =,

U bilo kojem od tih slucajeva je svaki element od U . unutar U},
V! . je unutar V... . ‘

Definiramo W/, ,, := JI*, W/, i VI .4 == J*, Vi;. Familija U, pokriva X i profi-
njuje U;,, a elementi od U/, ; su disjunktni skupovi, otvoreni i zatvoreni u X, te je njihov
dijametar manji od n+r1 u X (m je strogo veci od n). Jednako tako, V!, pokriva Y i

profinjuje V; . a elementi od V; _; su disjunktni skupovi, otvoreni i zatvoreni u Y, te je

a svaki element od

n’
njihov dijametar manji od —5 u Y.

Par {U,,,,V,,} jos ima svojstvo da za svaki i € {1,... j,}, U); iV, sadrze jednak
broj elemenata pokrivaca U, , iV ;.

Na taj na¢in smo induktivno definirali niz parova {U], V. }, takav da vrijedi:

i) {W }, je niz pokrivaca za X takav da su za svaki n € N elementi od W, disjunktni
skupovi dijametra manjeg od % koji su i otvoreni i zatvoreni u X i U/, profinjuje

w..
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ii) {V!,}n je niz pokrivaca za X takav da su za svaki n € N elementi od V!, disjunktni
skupovi dijametra manjeg od % koji su i otvoreni i zatvoreni u X iV, , profinjuje
v

iii) za svakin € N familije W, := {U}, ..., UM} iV :={V] ... Vk} suekvipotentne,
a njihovi elementi uredeni na taj nac¢in da za svaki i € {1,...,k,}, Ul i V! sadrze
jednak broj elemenata pokrivaca U, ;, odnosno V,, ;.

Za svaki n € N promatrajmo familije U/, i V!, kao diskretne topoloske prostore i
neka su {W, f.} i {V,, g} inverzni nizovi, pri ¢emu su f,: W, — W, |1 g,: V, —
V! _, preslikavanja definirana kao u dokazu teorema 3.7. Induktivno definiramo bijek-
tivno preslikavanje ® = {p,}n: {W,, fn} — {V.,g,} inverznih nizova. Definiramo
o1: W, — Vs oi(U}) := V{, za svaki i € {1,...,k }. Pretpostavimo da smo defini-
rali o,—1: W,y = Vi 18 pp1(Ui_y) == Vi, zasvakii € {1,...,k,_1}. Definiramo
on: W — V! tako da @, za svakii € {1,...,k,_1} elementima familije U/, koji se nalaze
unutar U!_; bijektivno pridruzi elemente familije V/, koji se nalaze unutar V' ;. Neka
jeneN,je{l,....kna}iU: cU_, iz W, Vrijedi gn(¢n(U?)) = ga(Vi) = VI | =
On1(Ul ) = ©n_1(fa(U2)) i @y je trivijalno neprekidno za svaki n € N, jer je prostor
U, diskretan, pa je ®: {U., fn.} — {V,,gn} preslikavanje inverznih nizova. Kako je @
bijektivno preslikavanje, to je prema teoremu 3.4 inducirano preslikavanje ¢: UL — V.
inverznih limesa surjekcija, a ocito je ¢ i injekcija. Prema teoremu 3.3 ¢ je neprekidno
preslikavanje, pa je homeomorfizam. Prema teoremu 3.7, U je homeomorfan s X i V.
je homeomorfan s Y, pa su X i Y homeomorfni. |

Iz prethodnog teorema odmah slijedi:

Korolar 3.10. Neka je X potpuno nepovezan kompaktan savrsen metricki prostor. Tada
je X homeomorfan Cantorovom skupu.
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4. Hahn-Mazurkiewiczev teorem

Napokon dolazimo do iskaza i dokaza Hahn-Mazurkiewiczevog teorema. Prvo dokazu-
jemo da je neprekidna slika segmenta Peanov kontinuum. Ovaj smjer jednostavna je
posljedica Urysonovog teorema metrizacije i ¢injenice da neprekidna zatvorena preslika-
vanja ¢uvaju lokalnu povezanost. Nakon toga, dokazat ¢emo Aleksandrov-Hausdorffov
teorem, koji zajedno s ¢injenicom da je Peanov kontinuum uniformno lokalno lukovima
povezan, koristimo u dokazu da je svaki Peanov kontinuum neprekidna slika segmenta.

4.1 Preslikavanja segmenta

Tako je lokalna povezanost ocito topolosko svojstvo, za razliku od kompaktnosti i po-
vezanosti, ona nije invarijanta neprekidnog preslikavanja. Pokazat ¢emo da zatvorena
neprekidna preslikavanja ¢uvaju lokalnu povezanost.

Lema 4.1. Neka je f: X — Y neprekidno preslikavanje topoloskih prostora, C' kompo-
nenta povezanosti od Y. Ako je f~'(C) neprazan, tada je f~'(C) unija komponenata
povezanosti od X.

Dokaz. Neka je B C X komponenta povezanosti od X. f(B) je povezan potprostor od
Y, pajeili f(B)NC = Qilije f(B) C C. To znaéi da je ili f71(C)N B = 0 ili je
B C fH(O). u

Lema 4.2. Neka je X lokalno povezan prostor, f: X — Z neprekidno zatvoreno presli-
kavanje. Tada je slika od f lokalno povezan prostor.

Dokaz. Neka je Y = f(X), U otvoren potprostor od Y i C' komponenta povezanosti od
U. Preslikavanje f je neprekidno, pa je skup f~1(U) otvoren u X. Prema lemi 4.1 f~(C)
je unija komponenata povezanosti od f~!(U). Komponente povezanosti od f~}(U) su
otvorene prema lemi 2.31, tako da je f~1(C') otvoren u X, odnosno X\ f~1(C) je zatvoren
u X. Vrijedi f(X\ f7HC)) = f(f/1(Y\C)) =Y \C, jer je Y slika od f. f je zatvoreno
pa je Y \ C zatvoren u Y, tj. C je otvoren u Y. Ponovno, prema lemi 2.31 vrijedi da je
Y lokalno povezan. |

Iz lema 2.4 1 4.2 odmah slijedi sljede¢i teorem.

Teorem 4.3. Neka je X kompaktan, lokalno povezan prostor, Y Hausdorffov prostor,
te neka je f: X — Y neprekidno preslikavanje. Tada je slika od f kompaktan lokalno
povezan prostor.
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Sljedeéi teorem posljednji je korak u dokazu kljuénog rezultata ovog odjeljka, koji je
zapravo jedan smjer Hahn-Mazurkiewiczevog teorema.

Teorem 4.4. Neka je X kompaktan metricki prostor, Z Hausdorffov prostor, te neka je
f: X — Z neprekidno preslikavanje. Tada je slika od f kompaktan metrizabilan prostor.

Dokaz. Neka je Y = f(X). Y je kompaktan Hausdorffov prostor, pa je prema lemi 2.7
normalan. Ako pokazemo da Y k tome zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, onda
je on metrizabilan prema teoremu 2.10. Dokazujemo da Y ima prebrojivu bazu. X je
kompaktan metricki prostor i kao takav ima prebrojivu bazu prema teoremu 2.5 ;| te neka
je to {U, }ien- Neka je U otvoren u X. X\U je zatvoren, pa je i f(X\U) zatvoren, jer je
f zatvoreno prema lemi 2.4. Za svaki n € N definirajmo familiju B,, := {Y" \ f(X \ U) :
postoji konacan podskup KX C N t.d. je |[K| = nizakojijeU = J;cxU;}. Pokazat
¢emo da je familija B := (J, oy Bn prebrojiva baza za Y. Za svaki n € N je familija B,
prebrojiva, jer je |B,| jednak broju kona¢nih podskupova prebrojivog skupa, a takvih je
prebrojivo. Familija B je, dakle, prebrojiva unija prebrojivih familija, pa je prebrojiva.

Neka je y € Y, a V otvorena okolina od y u Y. f~!(y) je zatvoren podskup od X i
sadrzan je u otvorenom podskupu f~}(V) od X. f~!(y) je kompaktan, pa se pokrivac za
f7H(y) koji se sastoji od svih U; takvih da je f~'(V)) = U, Uj, za neki I C N, reducira
do kona¢nog potpokrivaca {Uy, ... U,}.

Neka je U := i, U; € B. Vrijedi f7'(y) C U C f71(V), iz ¢ega odmah slijedi
X\ f (V) C X\UC X\ f(y), a iz toga lako dobivamo f~1(Y \ V) C X \ U C
7YY\ {y}). f preslikava X na Y, tako da vrijedi Y \ V C f(X \U) C Y \ {y}, tj.
yeY\ f(X\U)CV. [ |

Napokon, kao posljedicu teorema 4.3 1 4.4 imamo:

Teorem 4.5. Neka je Y Hausdorffov prostor, f: [0,1] — Y neprekidno preslikavanje.
Tada je slika od f Peanov kontinuum.

4.2 Preslikavanja Cantorovog skupa

Cilj nam je dokazati jedno od osnovnih svojstava Cantorovog skupa, poznati Aleksandrov-
Hausdorffov teorem koji kaze da je svaki kompaktan metricki prostor neprekidna slika
Cantorovog skupa. Taj rezultat ima brojne primjene, posebno u analizi, geometriji i
topologiji. Nama ¢e biti od koristi kao kljucna ideja u dokazu Hahn-Mazurkiewiczevog
teorema.

Ideja dokaza Aleksandrov-Hausdorffovog teorema vrlo je zanimljiva i originalna, te
pokazuje jos jednu od brojnih primjena inverznih nizova u topologiji. Trebat ¢e nam
sljedeca lema.

Lema 4.6. Inverzni limes X, niza {X,id},cn je homeomorfan s X .

Dokaz. Ocito je Xoo = {(z,2z,2,...) : © € X}. Definiramo preslikavanje f: Xoo — X s
flz,x,x,...) ==z [ je ocito bijekcija.
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Neka je U otvoren podskup od X. f~1(U) = {(z,x,z,...) : € U}, a lako se
provjerava da je {(z,z,z,...) 12 € U} = Xoo NU X X x X x X x -+, pa je f~Y(U)
otvoren u X,.. Dakle, f je neprekidno preslikavanje.

Neka je U = X, oNU; XUy X -+ - x U, x X x X x X X --- proizvoljan otvoren podskup
od Xo (U; je otvoren podskup od X;, za sve i € {1,...,n}). Definiramo V := ., U;.
Vrijedi f(U) = f(Xeoe NV XV XV x--+) = f{(z,z,2,...) rx € V}) =V paje f
otvoreno preslikavanje. Dakle, f je homeomorfizam. |

Teorem 4.7 (Aleksandrov-Hausdorff). Neka je X kompaktan metricki prostor. Pos-
toji neprekidna surjekcija Cantorovog skupa na X.

Dokaz. Neka je {U,},en familija konacnih pokrivaca za X, takva da se svaki U, sas-
toji od zatvaraca otvorenih skupova dijametra manjeg od te je U, profinjenje od
Uy—1,Vn € N.

n—l—l’

Ideja dokaza je formirati inverzni niz {V,,, f,} kompaktnih Hausdorffovih prostora na
neki nac¢in povezanih s danim nizom pokrivaca, tako da inverzni limes V. toga niza bude
potpuno nepovezan, te paralelno formirati surjektivno preslikavanje ® := {y,} nizova
{Vi, fu} 1 {X,id}pen. Zatim mozemo primijeniti prethodne rezultate.

W, = {U},U?,...,U}"}. Definirajmo disjunktne kompaktne skupove Vi'* := {(u, ) :
w e U}, iy =1,...,7;. Definirajmo topologlju na Vj := UJ1 V" tako da su skupovi
V', ..., V7" otvoreni, a preslikavanja h%': V" — Ui, definirana s hi (u, i) := u, u € U,
= 1, ..., J1, homeomorfizmi. Definirajmo preslikavanje ¢1: Vi — X s ¢4 yin = h“

Uy, = {UL,UZ,...,U?}. Svaki element U od Uy lezi u nekom U2 € Uy. Za
svaki U2 € U definirajmo V3™ = {(u,i1,i5) : U} C Ui, u € Ui'}. Definirajmo
topologiju na V, := U, ;, V- 2(“’22) tako da su skupovi V2 /i) otvoreni, a preslikavanja
hé“’”): V;ihi?) — U2, definirana s héil’iz)(u, i1,12) := u, homeomorfizmi.

Definirajmo preslikavanja py: Vo — X s g02|v2(i1,i2) = hg”m ifo: Vo = Vis fo((u,iq,ia)) :=
(u,i2). Vrijedi @1 fo = po = id 0 po, tj. sljededi dijagram komutira:

Vo —2s

1902 l@l
X 4, X
Pretpostavimo da smo definirali {Vi_1, ¢x_1, fx—1} za neki k > 3. Svaki element U,il od

Uy lezi u nekom U2 | € Up_y, koji pak lezi u nekom U;? , € Uy itd. Na kraju, svaki

element U, Ye—1

od Uy lezi u nekom Uf’“ € Uy. Za svaki izbor (ig, i3, ..., i) definirajmo
Vk(ihiQ’”'?ik‘) = {(u7ilyi27 . ) U“ C Ul? 1 C UZB o g U;k_l g Uik7u € Ulj:l}

Ovdje koristimo ¢injenicu da je U, profinjenje od U,,_1, za sve n € N kako bismo
mogli definirati funkcije f,, za sve n € N .
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Definirajmo topologijuna V; := J; Vk(i1 """ ) tako da su skupovi Vk(il""’i’“) otvoreni,

il:--w
a preslikavanja hgl"”’l’“): Vk(“""’”“) — U,', definirana s h,gzl""’zk)(u,il, ...,i) = u home-
omorfizmi. Konacno, definirajmo preslikavanja ¢r: Vi, — X sa @y i) 1= h,(g“"“’““)
i fi: Vi = Vi1 sa

fk((u,il,ig, e ,Zk)) = (U,ig, Ce ,Zk) vrljedl ka—lfk = Pk = Zd O Pk.

(i1sey
Vk

Time smo rekurzivno definirali {V,,, on, fu} za sve n € N tako da komutira sljedeéi
dijagram:

fn+1 Vn Jn | ) fn—1 o f2 Vi f1 Vi
J/Son l@nfl lSOQ lSOI
id X id X id . id X id X

Za svaki n € N, ¢, je neprekidna surjekcija, jer su R A Ul home-
omorfizmi, U,, pokriva X, a V' su disjunktni zatvoreni skupovi.

V' je homeomorfan s U! za svako i, pa je kao takav kompaktan metricki prostor (U
je kompaktan za svaki i, jer je zatvoren potprostor od X). Prema tome, za svaki n € N
je V,, kompaktan (kao kona¢na unija kompaktnih skupova) i metricki.

Prema teoremu 3.2 inverzni limes V,, inverznog niza {V,,, f,} je neprazan kompaktan
Hausdorffov prostor. S obzirom da je ® := {¢,}: {V,, fu} — {X,id} surjekcija, prema
teoremu 3.4 je inducirano neprekidno preslikavanje ¢: V, — X, takoder surjekcija.
Prema lemi 4.6 postoji homeomorfizam h: X, — X.

Pokazat ¢emo da je V., potpuno nepovezan, ali ne mora nuzno biti savrsen. Medutim,
i u slucaju da V., nije savrsen, produkt V., x C ¢e biti potpuno nepovezan i savrsen, pa
¢e postoji homeomorfizam h': C — V,, x C. Oznacimo li s 7: V, x C — V. projekciju,
tada ée hopomoh': C— X biti trazena neprekidna surjekcija Cantorovog skupa na X.

Ostaje jos pokazati da je V., potpuno nepovezan. Skup tocaka prostora V,, koje imaju
n-tu koordinatu u skupu V") je otvoren i zatvoren u Vi:

i17---7’in)

Vo ima topologiju potprostora od ], . Vi, skup Vi je otvoren i zatvoren u V,,,

paje Vi x Vo x oo x V,_1 X FACREC RN Vag1 X -+ - otvoren i zatvoren u [[, _n Vi, te je

njegov presjek s V., otvoren i zatvoren u V, .

neN

Neka su x = (z1,29,...) i ¥y = (y1,92,...) dvije razlicite tocke prostora V... Ako
pokazemo da za neki n € N z,, i y, leze u razlic¢itim podskupovima Vn(il""’i") i Vn(i/l""’i;‘)
od V, tada x i y leze u razlicitim komponentama povezanosti od V.. Neka je z =
((w, 1), (u,i1,42),...) , y = ((v,d}), (v,4},45),...), © # y. Ako je u # v, postoji n € N
takav da niti jedan element pokrivaca U, ne sadrzi w i v (npr. mozemo uzeti n takav

da je % < %d(u7 v)). U tom slucaju, =, i y, leze u razli¢itim podskupovima {i1min) g

Vn(ill"”’i;l) od V,, (i1 je nuzno razli¢it od i}). Ako je pak u = v, onda postoji n € N takav
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da je x, # yn, Sto znadi da x, i y, leze u razli¢itim podskupovima Y liin) Vn(l/l"
od V,,. |

Prethodni teorem omogucuje jednostavnu konstrukciju neprekidne surjekcije segmenta
I :=10,1] na kvadrat I?. Neka je f := (f1, fo) : C — I? neprekidna surjekcija Cantorovog
skupa na kvadrat I?. Definiramo prosirenje F' := (Fy, Fy): I — I? preslikavanja f na
sljedeci nacin: Neka je (a,b) proizvoljna komponenta skupa I\ C. Definiramo F' na [a, 0]
tako da su koordinatne funkcije F1|[a,b] i F2|[a,b] afina preslikavanja odredena svojim vri-
jednostima u tockama a i b. Jednostavno se pokaze da je preslikavanje F neprekidno. U
prvom poglavlju spomenuli smo da surjekcija segmenta na kvadrat moze biti skoro svuda
diferencijabilna. F' je primjer jednog takvog preslikavanja. Preslikavanje F' je ocito dife-
rencijabilno u svakoj tocki skupa I'\ C, a to je skoro svuda, jer je Cantorov skup C mjere
nula.

4.3 Hahn-Mazuriewiczev teorem

Kao sto smo najavili, cilj nam je dobiti karaktrizaciju Peanovih kontinuuma. Pokazali
smo da je, da bi topoloski prostor bio Peanov kontinuum, dovoljno da je Hausdorffov i
da je neprekidna slika segmenta. U ovom poglavlju dokazujemo obrat: ako je prostor Pe-
anov kontinuum, onda je on (nuzno) neprekidna slika segmenta. Iskoristit ¢emo rezultat
prethodnog poglavlja da formiramo neprekidnu surjekciju Cantorovog skupa na Peanov
kontinuum i svojstvo Peanovog kontinuuma koje zovemo uniformna lokalna povezanost
lukovima, kako bi tu funkciju neprekidno prosirili na ¢itav segment. Motivaciju za ova-
kav pristup nalazimo u prethodnom primjeru. Dokazimo prvo da Peanov kontinuum ima
spomenuto svojstvo.

Lema 4.8. Neka je X Peanov kontinnum, € > 0 realan broj. Tada postoji realan broj
d > 0 takav da za sve x,y € X takve da je d(z,y) < § postoji luk od x do y dijametra
manjeg od €. Kazemo da je X uniformno lokalno lukovima povezan.

Dokaz. Prema teoremu 2.32 je X uniformno lokalno povezan. Iz dokaza tog teorema
vidimo da vrijedi i viSe, tj. za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da ¢im je d(z,y) < J postoji
otvoren povezan skup U dijametra manjeg od € koji sadrzi z i y. Prema teoremu 2.36 u
U postoji luk od = do y. Njegov dijametar je manji od e. ]

Napokon smo u poziciji gdje mozemo dokazati nas krajnji cilj:

Teorem 4.9 (Hahn-Mazuriewicz). Hausdorffov prostor X je Peanov kontinuum ako
i samo ako postoji neprekidna surjekcija F': [0,1] — X.

Dokaz. (<) smo pokazali (teorem 4.5).

(=) Neka je C C I := [0, 1] Cantorov skup. Komplement I \ C ima prebrojivo mnogo
komponenti povezanosti. Neka su to I, = (pn,q,), n € N. Prema teoremu 4.7 postoji
neprekidna surjekcija f: C — X. Definiramo prosirenje F': [ — X preslikavanja f na
sljede¢i nacin:

Ako je zaneki n € N f(p,) = f(g,) definirajmo F(z) := f(pn), za sve x € I,,.
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Nadalje, neka je (€,)nen niz pozitivnih realnih brojeva takav da (e,), — 0. Jer je X
uniformno lokalno lukovima povezan, postoji realan broj 1, > 0, 1, < €1, takav da za sve
a,b € X takve da je d(a,b) < n; postoji luk od a do b dijametra manjeg od €;.

f je neprekidno preslikavanje kompaktnog prostora u metricki prostor, pa je f uni-
formno neprekidno. Zato postoji realan broj §; > 0 takav da za sve z,y € C, takve
da je |z —y| < &y, vrijedi da je d(f(x), f(y)) < m. Zaklju¢ujemo da je skup {n € N :
d(f(pn), f(gn)) = m} konacan, te neka je to skup {nii,nia,...,n1x,}. X je lukovima
povezan, pa za sve i = 1,..., k; postoji luk od f(py,,) do f(qn,,) sa slikom A, .. Zato za
sve i = 1,..., ky postoji homeomorfizam s [p,,., ¢n,,] na A, i definirajmo F na [py,,, ¢n,,]
da bude upravo taj homeomorfizam. Tako smo dodefinirali F' na onih kona¢no mnogo

intervala (pp, q,) za koje je d(f(pn), f(qn)) = m.

Postoji 1o > 0 takav da svake dvije tocke u X udaljene za manje od 7, mozemo
spojiti lukom dijametra manjeg od e;. Ponovno, zbog uniformne neprekidnosti od f,
vrijedi da postoji d; > 0 takav da za sve x,y € C, takve da je |z — y| < 09, vrijedi da
je d(f(x), f(y)) < ma. Takoder vrijedi da je skup {n € N :n > d(f(pn), f(qn)) = n2}
konac¢an, te neka je to skup {ng1,n22, ..., nok, }. m smo izabrali tako da (f(pn,,) 1 f(qny;)
mozemo spojiti lukom dijametra manjeg od €;, za sve i = 1,..., ko, te neka je A4,,, slika
tog luka. Postoji homeomorfizam s [p,,., ¢n,,] na A,,, i definirajmo F' na [p,,., ¢s,,] da
bude taj homeomorfizam. Tako smo dodefinirali F' na onih konactno mnogo intervala

(P> qn) za koje je my > d(f(pn), f(qn)) = m2.

Ovaj postupak mozemo ponoviti za svaki m € N. Toc¢nije, za svaki m € N postoji
Nm > 0 takav da svake dvije tocke u X udaljene za manje od 7, > 0 mozemo spojiti lukom
dijametra manjeg od €,,. Postoji d,, > 0 takav dazasve z,y € C, takve da je |[x—y| < iy,
vrijedi da je d(f(x), f(y)) < 1m. Skup {n € N : np_1 > d(f(pn), f(gn)) = 1m} je konacan,
te neka je to skup {nm1, nm2, - ke, b- (F(Pnyy) 1 f(Gn,,;) mozemo spojiti lukom dija-
metra manjeg od €,,_1, za sve i = 1,...,k,,, te neka je A4, . slika tog luka. Definirajmo
F na [p,,.,qn,,] da bude homeomorfizam s [p,, ., ¢, .] na A, .. Tako smo dodefinirali F’
na onih konacno intervala (p,, ¢,) za koje je 0,1 > d(f(pn), f(qn)) = N -

Na taj na¢in smo induktivno definirali F' na ¢itavom segmentu I. F' je surjekcija jer
prosiruje surjektivno preslikavanje f. Ostaje pokazati da je I’ neprekidno.

F je homeomorfizam s [p,, ¢,] na A, pa je preslikavanje F' neprekidno u svakoj tocki
otvorenog intervala I,,, tj. F' je neprekidno na I'\ C. Neka je sad x € C, € > 0 proizvoljan.
Treba pronaéi okolinu tocke x koja se ¢itava preslika u kuglu Bx(f(z),€). Kao prvo,
postoji €, < €, te pripadni 7, takav da ¢im je a € Bx(f(x),n,), postoji luk od f(x)
do a dijametra manjeg od €,, pa njegova slika citava lezi u Bx(f(z),¢). Kako je f
neprekidna funkeija, postoji 6 > 0 takav da, za svaki y € C, ako je |z — y| < § vrijedi
da je d(f(z), f(y)) < n,. Preslikavanje F' je homeomorfizam segmenta [z,y] na sliku
luka od f(x) do f(y) koja je ocito ¢itava u Bx(f(z),€). Dakle je F((z — §,xz + 9)) C
BX(f(m)v 6)' u
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Abstract

The Hahn-Mazurkiewicz theorem is one of the most important results in the history of
point-set topology, because it completely solves the problem of “space-filling” curves. It
states that a Hausdorff space is a continuous image of a line segment if and only if it
is a Peano continuum, that is, compact, connected and locally connected metric space.
In this B.sc. thesis we give a short description of the problem and present a proof of
this theorem. The fact that a continuous image of a line segment is a Peano continuum
is a simple consequence of the Urysohn metrization theorem combined with the fact
that local connectedness is preserved by a continuous closed map. To prove the other
direction of our theorem we use the Aleksandroff-Hausdorff theorem about the existence
of continuous mapping of the Cantor set onto an arbitrary compact metric space and we
continuously extend this mapping over the line segment.



Sazetak

Hahn-Mazuriewiczev teorem jedan je od najvaznijih rezulata u povijesti opée topologije,
jer u potpunosti rjesava problem Peanovih krivulja. Teorem kaze da je Hausdorffov pros-
tor neprekidna slika segmenta ako i samo ako je Peanov kontinuum, odnosno kompaktan,
povezan i lokalno povezan metricki prostor. U ovom radu dajemo kratak opis spomenu-
tog problema i predstavljamo jedan dokaz Hahn-Mazurkiewiczevog teorema. Cinjenica
da je neprekidna slika segmenta Peanov kontinuum jednostavna je posljedica Urysonovog
teorema metrizacije i ¢injenice da je lokalna povezanost ocuvana neprekidnim zatvorenim
preslikavanjem. Za dokaz drugog smjera Hahn-Mazurkiewiczevog teorema iskoristit ¢emo
Aleksandrov-Hausdorffov teorem o postojanju neprekidne surjekcije Cantorovog skupa na
proizvoljan kompaktan metricki prostor, te ¢emo jedno takvo preslikavanje neprekidno
prosiriti na Citav segment.
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