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Uvod

Poznavanje polinoma je vrlo znacajno kako u teorijskoj tako i u primijenjenoj matematici.
Iako mnogi od nas toga nisu svjesni, ljudi u raznim vrstama zanimanja koriste polinome
svakodnevno, buduci da se polinomi koriste za opisivanje krivulja razli¢itih vrsta. Plane-
ti, mehanicke sile, kemijski 1 bioloSki procesi, itd. mijenjaju se kroz prostor i vrijeme,
tj. promjenjivi su pa ith moZemo opisati krivuljama. Takoder, televizori, racunala, tele-
foni, glazba primaju signale koji se opisuju krivuljama. Te i druge promjene, kao Sto su
promjene u gospodarstvu, mogu se opisati krivuljama. Polinomi su jednostavne funkcije,
te se mogu lako analizirati. Pomocu njih moZemo aproksimirati razne sloZenije funkcije
do Zeljene tocnosti, stoga je nuzno dobro poznavati njihova svojstva. PoloZaj nultocaka
polinoma vrlo je vaZan i Cest zadatak u matematici i primjenama. Buduéi da ne postoje
opée formule za izraCunavanje nultoCaka polinoma ¢iji je stupanj veci od Cetiri, potrebno
je do nultocaka doci na neki drugi nacin. Postoje razne numericke metode za odredivanje
nultocaka polinoma do Zeljene to¢nosti; no, da bismo ih uopée mogli primijeniti, moramo
najprije locirati nultocke, tj. priblizno odrediti njihov poloZaj unutar kompleksne ravnine.
Odredimo li nultocke polinoma, u stanju smo locirati 1 njegove stacionarne tocke. Prema
Rolleovom teoremu, izmedu svake dvije razliCite realne nulto¢ke polinoma s realnim ko-
eficijentima, leZi barem jedna stacionarna tocka tog polinoma. Postoje mnoge interesantne
generalizacije ovog teorema na slucaj kompleksnih polinoma. Zasigurno jedan od naj-
znacajnijih rezultata tog tipa, koji govori o poloZaju stacionarnih toc¢aka polinoma u odnosu
na njegove nultocke, je Gauss—Lucasov teorem. Teorem kaZe da konveksna ljuska skupa
nultoCaka polinoma sadrZi sve njegove stacionarne tocke.

U ovom radu obradujemo nekoliko kompleksnih analogona Rolleovog teorema i to
najprije za polinome proizvoljnog stupnja, a zatim posebnu paznju posvecujemo kubi¢nim
polinomima. Geometrija nultoaka i stacionarnih tocaka kubi¢nih polinoma posebno je
interesantna. Ako su nulto¢ke polinoma vrhovi trokuta, tada su njegove stacionarne tocke
fokusi Steinerove elipse, tj. jedinstvene elipse koja stranice tog trokuta dira u njihovim
polovistima. Osim ovog vaznog rezultata, koji je dokazao Marden, iznosimo jos neke zani-
mljive rezulate o poloZaju stacionarnih to¢aka kompleksnog kubi¢nog polinoma s obzirom
na njegove nultocke.



Poglavlje 1

Nultocke polinoma

1.1 Pojam polinoma

U ovom poglavlju uvest ¢emo pojam polinoma, te izloZiti osnovne pojmove i rezultate o
polinomima koje ¢emo Kkoristiti u daljnjem radu.

Neka je (K, +, -) polje koje ¢emo krace oznacavati s K, te neka su O i 1 neutralni ele-
menti u odnosu na + i -, redom. Za a, b € K, umjesto a - b piSemo krace ab.

Definicija 1.1.1. Polinom n-tog stupnja nad poljem K je funkcija p : K — K definirana s
P = a,d" + a2+ az + ag (1.1)

gdje sun € N, ag,a,...,a, € K, a, # 0. Brojeve ay,...,a, nazivamo koeficijentima
polinoma. Koeficijent a, nazivamo vodecim ili najstarijim koeficijentom, a koeficijent a
slobodnim ¢lanom polinoma p. Zapis (1.1)) nazivamo kanonskim zapisom polinoma. Ako
je n stupanj polinoma p, tada pisemo stp = n. Ako je a, = 1, kaZemo da je p normiran
polinom.

U ovom radu promatrat ¢emo polinome s kompleksnim koeficijentima, odnosno kao
funkcije p : C — C. Skup svih polinoma nad poljem C oznacavamo sa C[z]. Posebno, ako
su koeficijenti polinoma realni brojevi, tada se polinom promatra i kao funkcija p : R — R.

Akojeap = a;--- = a, = 0, onda se polinom p koji je prema (I.1I)) oblika

p(2)=0"+0"" 4+ +0z+0

naziva nulpolinom. Ako je p nulpolinom, piSemo p = 0. Nulpolinom je jedini polinom za
koji se stupanj ne definira.
Polinomi stupnja 0 nazivaju se konstante.
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Sada ¢emo u skup C[z] uvesti operaciju zbrajanja, mnoZenja i relaciju jednakosti. Kako
su polinome koje promatramo kompleksne funkcije, njihov ¢emo zbroj definirati kao zbroj
funkcija. Isto tako, njihov produkt se definira kao produkt komplesknih funkcija.

Definicija 1.1.2. Za polinome p,q : C — C definiramo p + q formulom:
(p + 9)(2) = p2) + q(z), za svaki z € C.

Pokazati ¢emo sada da je i p + ¢ polinom ako su p i g polinomi.
Pretpostavimo da su polinomi p i ¢ zadani svojim kanonskim zapisima. Neka je p
zadan kanonskim zapisom (I.1)), a g sa:

q(2) = bpZ" + by 12" + -+ bz + by (1.2)

1 neka je odredenosti radi n > m. Neka je zo bilo koji kompleksan broj. Prema definiciji
zbrajanja i svojstvima zbrajanja u skupu kompleksnih brojeva, imamo:

n—1 m—1

(P + Qo) =(anzy + an-1zy  +--+ a120 + ap)+(byzy + b2y +--++ b1z + bo)
= a,z, + an_lz’g_l + o4 (@p+ bp)zy + -+ (a1 + bi)zo + (ap + by).

Jednakost vrijedi za svaki zo € C. Slijedi da je zbroj dvaju polinoma opet polinom. Dva se
polinoma zbrajaju tako da se zbroje njihovi ¢lanovi istog stupnja.
Uocimo, ako p, g i p + g nisu nulpolinomi, onda je st(p + ¢g) < max{st p, stqg}.

Definicija 1.1.3. Za polinome p,q : C — C definiramo p - q formulom:

(p- 9@ = p@ - q(), za svaki z € C.

Ako polinomi p i ¢ imaju kanonske zapise (I.1)) i (I.2), onda za svaki zy € C, prema
svojstvima zbrajanja i mnoZenja u skupu C imamo:

(P 9z0) = (anzl + an12y " + -+ + @120 + ag) - () + b2~ + -+ + b1z + by)
= Aubzly™ + (@nbm-t + n_1b)Zg™ " + -+ + (aoby + arbo)zo + (ao + bo).

Slijedi da je produkt p - g dvaju polinoma p i g opet polinom iz C[z], odnosno, dva poli-
noma se mnoze tako da se svaki €lan jednog polinoma pomnoZzi sa svakim ¢lanom drugog
polinoma, a dobiveni produkti se zbroje.

Uocimo, ako p i g nisu nulpolinomi, onda je st(pq) = st p + stq.

Kao kompleksne funkcije kompleksne varijable, polinomi p i g su jednaki ako i samo
ako za svaki z € C vrijedi p(z) = ¢q(2).

Kriterij jednakosti dvaju polinoma moZe se iskazati u terminima njihovih koeficijenata.
Taj kriterij nalazimo pomocu teorema o nulpolinomu.
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Teorem 1.1.4 (teorem o nulpolinomu). Polinom p(z) = a,7" + ay127 N+ -+ ayz + ao,
a;€Czai=1,...,n,je nulpolinom ako i samo ako je a; = 0 za svakii =0, ...,n.

Dokaz. Akojea;=0zai=0,...,n,ondaje p(z) =0 zasvaki z € C.

Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da je p(z) = 0 za svaki z € C i da nisu svi
koeficijenti a; jednaki nula. Neka je m > O takavdajeay =a; =---=a,-; =01a, #0.
Stavimo lik =n—-miby = a,,b; = aps1, ..., b = aper = a,, dobivamo

m+k

p(@) =bo?" + b "+ + b =0, zasvakiz € C.

Podijelimo li izraz sa 7", pri ¢emu je z # 0, slijedi da je
by +biz+ -+ bZ" = 0, za svaki z € C\{0}.
Neka je M = max{|b,|, |bs|, ..., |bi|} > 0. Tada za z € (0, %) imamo
bol = |b12 + by2® + -+ + by2'| < byl + [bol2® + -+ - + [byl*

1 1 1
SMZ(1+Z+"'+Zk_1)SMZ(1+§+?+~~-+F)
1

k

1
z = 2Mz(1 - ?) < 2Mz.

1

1
= Mz
1 2

ZakljuCujemo da je

b 1
M <z, zasvakize€ <O, —>.

2M 2
Uzmemo li za zredom z = 55, 55, ..., 37, . . . slijedi
lbol 1 .
wsi, ]—2,3,...

Prema tome, zakljucujemo da je by = 0, Sto je u kontradikciji s pocetnom pretpostavkom
daje by = a,, # 0. O

Teorem 1.1.5 (teorem o jednakosti polinoma). Polinomi p(z) = a,7"+a,_12" '+ - -+a,z+ay
i q(2) = bp?" + by 12"+ -+ biz+ by, a, £ 0, b, # 0, jednaki su ako i samo ako vrijedi
m=nia;=b;zasvakii=0,...,n.

Dokaz. Akojem =nia; = b; zasvakii = 0,...,n, onda je oCito i p(z) = q(z) za svaki
zeC.
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Pretpostavimo sada da je p = ¢q. Treba pokazati da je tada m = n1a; = b; za svaki
i = 0,...,n. Pretpostavimo suprotno, tj. da je m # n. Neka je bez smanjenja opcenitosti
n > m. Tada za svaki z € C vrijedi

1 1 1

a '+ a7+ and" +ap 7+ +aiz+ag = b 7"+ by + -+ b1z + by

1z te jednakosti slijedi
an "+ + (@ = )" + (et = bpe)Z" "+ + (@ = b))z + (a9 — bp) = 0
za svaki z € C. Prema teoremu o nulpolinomu, dobivamo
ap=0ap1 =" =au1 =0, an=by, au1=by1, ..., a =by, ay=by,

Sto je u kontradikciji sa a, # 0. Dakle, vrijedi n = m. Tada iz p = ¢ slijedi (a, — b,)7" +
-+ 4+ (ap — by) = 0, odakle je a, = by, ...,ag = by. O

Sada ¢emo uvesti pojam djeljivosti polinoma, te navesti teorem o djeljivosti.

Definicija 1.1.6. Za polinom p kaZemo da je djeljiv polinomom g # 0 ako postoji polinom
P1, st py > 0, takav da vrijedi p = p; - q, tj. ako za svaki z € C vrijedi p(z) = p1(2) - q(2).

Teorem 1.1.7 (teorem o djeljivosti polinoma). Za svaka dva polinoma p i g # 0 postoje
jedinstveni polinomi py i r € C takvi da za svaki z € C vrijedi

p(2) = p1(2) - q(2) + r(2).

Ako je stp = n > m = stq, onda je p, polinom stupnja n — m. Polinom r je ostatak
dijeljenja. Ako je r # 0, onda je str < m.

1.2 Nultocke i faktorizacija polinoma

Definicija 1.2.1. Kompleksna nultocka polinoma p € C|z] zove se svaki kompleksan broj
21 takav da je p(z1) = 0. Ako je z; realan broj, kaZe se jos da je 7, realna nultocka polinoma
p.

Sada ¢emo navesti teorem koji nam govori o svojstvu nulto¢ke polinoma.

Teorem 1.2.2 (Bezout). Broj z; je nultocka polinoma p ako i samo ako je p djeljiv polino-
mom q(z) = 7 — 71.
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Dokaz. Ako je polinom p djeljiv polinomom ¢g(z) = z — z;, onda po definiciji djeljivosti,
postoji polinom p; takav da je p(z) = (z — z1)p1(z). Kako jednakost mora biti istinita za
svaki z € C, ona mora biti istinita i za z = z;, pa uvrStavanjem z = z; dobivamo p(z;) = 0,
te je z; nultocka od p.

Obratno, ako je z; nultocka od p, onda je p(z;) = 0. Prema teoremu o djeljivosti s
ostatkom, postoje jedinstveni polinomi p; i r (=konstanta) takvi da je p(z) = (z—z1)p1(z)+r.
Kako jednakost vrijedi za svaki z € C, ona posebno vrijedi i za z = z;, pa uvrStavanjem
Z = z; u tu jednakost dobivamo p(z;) = r. Po pretpostavci je p(z;) = 0, pa iz prethodne
jednakosti slijedi r = 0, Sto znaci da je p(z) = (z — z1)p1(2), tj. p je djeljiv polinomom
qz) =z—z1. O

Definicija 1.2.3. Za nultocku z; polinoma p € C|[z] kaZemo da je visestruka reda k € N, ili
krace k-struka, ako postoji polinom q € C|z] takav da je

p(2) = (z—2)q(z), q(z1) #0.

Jos se kaZe da je kratnost (visestrukost) nultocke z, jednaka k. Ako je k = 1, kaZemo da je
nultocka jednostruka.

Teorem 1.2.4. Ako je 7, nultocka polinoma p kratnosti k > 2, onda je z, nultocka od p’, i
to kratnosti k — 1.

Dokaz. Ako je z; nultocka polinoma p kratnosti &, tada polinom p moZemo prikazati u
obliku p(z) = (z—z1)* - ¢(z), gdje je g polinom koji nije djeljiv sa z — z;, odnosno g(z;) # O.
Tada je

P @) =kz-2)""9@) + (z-2)'¢' (@) = (- 2)" ' [kq(2) + (z — 21)¢'(2)],

pa je z; zaista nultoCka od p’ kratnosti k — 1, jer z; nije nultoka polinoma z — kq(z) + (z —
21)q'(2). O

Teorem 1.2.5. Komplekan broj z, je k-struka nultocka polinoma p ako i samo ako je

pz)=p'@)=--=p*P@)=0, p¥)=#0. (1.3)

Dokaz. Neka je z; nultocka polinoma p kratnosti k. Uzastopnom primjenom teorema|l.2.4
na polinome p, p’, ..., p*~V dobije se (T.3).
Obrnuto, pretpostavimo da vrijedi (I.3)). 1z Taylorovog razvoja polinoma p u tocki z;
dobivamo
P'(z1) P’ (z1)

(n)
2 p (Zl)

p(2) = p(z;)) + (z—z1)"
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pa je prema (L.3)
(k) (k+1) ()
_ JPP @) pt () p(z1) ek
p(@) =(z—2z1) ot "t D! (z—z)+--+ Py (z—z21)"",
§. p2) = (z — 20)kq(2), gdje je qlz1) = L2 % 0, iz Zega slijedi da je z; k-struka nultocka
polinoma p. O

Postavimo pitanje, ima li svaki polinom nultocku? Odgovor ¢e bit negativan ukoliko
nultocke traZimo medu realnim brojevima: polinom z + z> + 4 nema realnih nultocki.

Osnovni je razlog promatranja skupa kompleksnih brojeva upravo potreba da se prona-
de skup brojeva u kojem se moZe pronaci rjeSenje svake algebarske jednadzbe, tj. u kojem
svaki polinom ima nulto¢ku. Iz gornjeg primjera, npr. jedna nulto€ka polinoma z+ z>+4
bit ¢e z = 2i. Osnovni teorem algebre daje nam odgovor na postavljeno pitanje.

Teorem 1.2.6 (osnovni teorem algebre). Svaki polinom p € C[z] stupnja n > 1 ima
nultocku u skupu kompleksnih brojeva.

Ovu je tvrdnju prvi formulirao Alber de Girard 1629. godine, naravno, bez dokaza.
d’Alembert (1746), Euler (1749), Lagrange (1771) pokusali su dokazati taj teorem, ali
njihovi objavljeni dokazi sadrZe nepreciznosti ili nisu potpuni. Prvi potpuni dokaz ucinio
je Gauss 1799. u dobi od 22 godine, a zatim je 1815., 1816. i 1849. punudio jos tri drukcija
dokaza ove tvrdnje. Niti jedan od ovih dokaza nije elementaran ve¢ se koriste tehnike koje
su sastavni dio teorije funkcija kompleksne varijable.

Navesti ¢emo neke posljedice osnovnog teorema algebre.

Teorem 1.2.7. Svaki polinom p € C|z] n-tog stupnja moZe se na jedinstveni nacin prikazati
u obliku produkata n linearnih faktora nad C.

Dokaz. Nekasu zy,...,z, nulto¢ke polinoma (I.T)). Pokazat ¢emo da vrijedi

p@) =a(z—z21)z2—22) (2= 2,). (L.4)

Prema osnovnom teoremu algebre, polinom p ima barem jednu nulto¢ku. Oznaéimo ju sa
z1. Prema teoremu [1.2.2] polinom p djeljiv je sa gi(z) = z — z;, odnosno, postoji polinom
p; takav da vrijedi

@) = (z—z20)p1(2). (1.5)

Ako je p; konstantni polinom, onda je p;(z) = a,, a ako je p; bar prvog stupnja, onda opet
na temelju osnovnog teorema algebre polinom p; ima bar jednu nultocku. Oznacimo ju sa
Zp. Zatim opet, prema teoremu [1.2.2] postoji rastav: p;(z) = (z — 22)p2(z). Uvrstimo i p; u
(L.5)), dobivamo

p(2) = (2= 21)(z — 22)p2(2).
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Nastavimo li ovaj postupak, vidjet ¢emo da se p moZe napisati kao produkt polinoma
81(2) =z2—21,80@) =2-22,...,8:(2) = 2— 24, 0dnosno

p@) =a,(z—z21)z—22) (2= 2n),

¢ime smo dokazali postojanje rastava.
Sada ¢emo pokazati da je rastav jedinstven. Pretpostavimo da osim prikaza (I.4)), pos-
toji 1 prikaz:

P(@) = a(z—=vi)(Z—Vv2) (2= V). (1.6)

Iz (T.4) slijedi:
an(z—z2)@Z—22) (2= 20) =z —v)(Z— V) - (2= V). (L.7)
Pretpostavimo da je za neki i € {1, ..., n} nultoCka z; razli¢ita od v; za svaki j = 1,...,n.

Tada bi u (1.7)) za z = z lijeva strana jednakosti bila jednaka nuli, a desna razli¢ita od nule.
Prema tome, svaki z; jednak je nekom v; i obratno.

Trebamo jo§ pokazati da ako je z; k- struka nulto¢ka polinoma (1.4)), onda je i pripadni
v; k-stuka nultocka polinoma (I.6). Prepostavimo da je z; k-struka nultocka od (L.4)), a
pripadni v; [-struka nultocka od (L.6). U slucaju k > I, dijeljenjem jednakosti (I.7) sa
(z — z;)! dobili bismo jednakost u kojoj je lijeva strana djeljiva sa z — z;, dok desna nije. Na
isti nacin, u slu¢aju k < I, dijeljenjem jednakosti (I.7)) sa (z — z;)* dobili bismo jednakost
u kojoj je desna strana djeljiva sa z — z; dok lijeva nije. Prema tome, k = [, te smo time
dokazali jedinstvenost rastava. O

Teorem 1.2.8. Svaki polinom p € C[z] stupnja n > 1 ima tocno n nultocaka, ako svaku od
njih brojimo onoliko puta kolika je njezina kratnost, tj.

P@) = az—2)" - 2)? (2 - z,)",

gdje je a, vodeci koeficijent polinoma p, a z;, i = 1,..., p, medusobno razlicite k;-struke
nultoc¢ke polinoma p, te vrijedi ky + - -+ + k, = n.

Dokaz. Neka je z; ki-struka nultoCka, z, kp-struka nultoCka, ..., z, k,-struka nultocka.
Neka je z; # zj, za i # j. Tada polinom p oblika (I.I) prema teoremu mozemo
zapisati kao

p@) =az—2)"(z-2)" (@ — 2 (1.8)

pri Cemu je ki + kp + -+ + k, = n. Pokazat Cemo da je svaki od brojeva k;,i = 1,..., p,
jednak kratnosti nulto¢ke z;. Pretpostavimo da je kratnost nultocke z; jednaka m;. Tada
je ki < m;. U sluCaju k; < m; imali bismo p(z) = (z — z;)™q(z), gdje g ne sadrzi faktor
pi(z) = z—z;. Rastavimo li polinom ¢ na linearne faktore te uvrstimo u prethodnu jednakost,
dobiti éemo rastav razli¢it od rastava u (I.8), §to je u suprotnosti s teoremom Prema
tome, k; = m,. O



POGLAVLIJE 1. NULTOCKE POLINOMA 9

Teorem 1.2.9. Ako su polinomi p,q € C[z] stupnja koji nije veci od n i ako oni imaju
Jednake vrijednosti u vise od n tocaka, tada je p = q.

Dokaz. Ako su p i g stupnja koji nije veci od n, onda je njihova razlika h(z) = p(z) — q(2)
polinom ¢iji stupanj nije veéi od n. Kako postoji m > n i tocke zi, 2, . . . , Z» Za koje vrijedi
p(z1) = q(z1), ..., p(Zm) = q(zn), to su brojevi z;, i = 1, ..., m, nultocke polinoma #, pa bi 1
imao vise od n nulto¢aka. Tada je, prema teoremu [I.2.8] st = 0, tj. & konstanta. Kako je
osimtoga h(z;) =0zai = 1,...,m, zakljuCujemo da je & nulpolinom pa je stogap =¢g. O

Vieteove formule

Promotrimo polinom p stupnja n dan u obliku (I.1)). Neka su njegove nultocke z1, 22, . . . , Z,-
Polinom p moZemo zapisati i u obliku (T.4)). Izjednac¢imo li oba prikaza dobivamo jedna-
kost:

an(z—2)@—2) (2= 20) = @ + @y + -+ a1z + a.

Pomnozimo li faktore s lijeve strane i izjedna¢imo koeficijente uz istovjetne potencije,
dobiti ¢emo sljedece jednakosti koje moraju zadovoljavati nulto¢ke polinoma:

ap—1
itttz = - )
a,
an-—2
W+ +2Z+ 223+ -+ 2%+ + 12w = P
n
a3
22223+ + 21120 T 222324 + - Y %120 0t Zp2Zp-120 = — 0
n
ao
2132233 Zn = (_1)na_

n

Ove formule nazivaju se Viéteove formule. U drugom retku nalazi se zbroj svih umnoZzaka
po dviju nultoCaka z;z;, i < j, u treCem retku zbroj svih umnozaka po tri nultocke z;z;z,
i < j<k,itd.

Polinomi s realnim koeficijentima

Promatramo sada polinom p : C — C oblika

p@) = anZ" + ap 2+ arz + ag,
gdje su koeficijenti ay, .. ., a, realni brojevi i a, # 0. Prema osnovnom teoremu algebre,
polinom p ima n kompleksnih nultocaka brojeéi njihove kratnosti. Pokazat ¢emo da se one
nultocke polinoma koje nisu realni brojevi javljaju kao parovi konjugirano-kompleksnih
brojeva.
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Teorem 1.2.10. Ako je zy k-struka nultocka polinoma p s realnim koeficijentima, onda je
Zo takoder k-struka nultocka polinoma p.

Dokaz. Neka je

-1
p(2) = apd" + ap17" + -+ a1z + ap,

gdje su koeficijenti ay, . . ., a, realni brojevi i a, # 0. Tada je
P@) = a,@" + @ @'+ aiZ+ ap = pQ).
Takoder, prema teoremu je

p@) = az—z2)" @ -2 (- 2,)", (1.9)

gdjesuz;,i=1,..., p, medusobno razliCite k;-struke nultocke polinoma p, te vrijedi k; +
-+ +k, = n. Stoga je

P@) = p@) = a,G-2)"C- )@ -2z,

odnosno
P = a,(z-2)" @ -2) - (2 -7,)". (1.10)

Usporedimo li rastave (1.9)) i (I.10), vidimo da ako je zaneki i € {1, ..., n}, broj z; nultocka
polinoma p kratnosti k;, onda je 7; takoder nultocka kratnosti k;. Time je teorem dokazan.
]

Rolleov teorem je jedan od osnovnih teorema diferencijalnog racuna, a kaZze da za
funkciju f : [a,b] — R, neprekidnu na segmentu [a, b] C R, derivabilnu na {a, b), te takvu
daje f(a) = f(b) = 0, postoji tocka c € {a, b) za koju je f’'(c) = 0.

Posebno, ako je p : C — C polinom s realnim koeficijentima, tada p u realnim tockama
poprima realne vrijednosti, pa se na njega moze primijeniti Rolleov teorem.

Teorem 1.2.11. Izmedu dvije uzastopne realne nultocke xy i x, (x; < x,) polinoma p € C|z]
s realnim koeficijentima nalazi se bar jedna nultocka polinoma p’.

Navedimo joS neke interesantne posljedice Rolleovog teorema i teorema koje
¢emo koristiti u daljnjem radu.

Teorem 1.2.12. Neka je p € C[z] polinom s realnim koeficijentima.

(1) Izmedu dvije uzastopne realne nultocke x| i x5 (x| < x}) polinoma p’ nalazi se najvise
Jjedna nultocka polinoma p.
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(i1) Ako su sve nultocke polinoma p realne, tada su i sve nultocke polinoma p’ realne.
Pritom, ako su nultocke od p medusobno razlicite, tada nultocke od p’ razdvajaju
nultocke polinoma p.

(iii) Polinom p ne moZe imati vise od k+1 realnih nultocaka, ako polinom p’ ima k realnih
nultocaka.

Ako je p polinom ¢ije su sve nultocke realne, pogledajmo kako se mijenjaju stacionarne
tocke polinoma p, ako nultocke od p pomic¢emo udesno.

Teorem 1.2.13. Neka je p(z) = (z—x1)(2—x2) - - (2—Xp), gdje su x; < Xy < -+ < X, realne
nultoc¢ke. Ako neku nultocku zamijenimo s x; € {x;, Xjs1), tada sve nultocke od p’ povecaju
svoju vrijednost.

Dokaz. Prema tvdrdnji (i1) teoremal|l.2.12} sve nultocke polinoma p’ su realne i razdvajaju
nultocke od p. Neka suz; <z, < -+ < z,-1 nultocke od p’. Tada je

X1 << X <D< < X1 <Zp-1<Xx,.

Neka su x| = xi,...,X_, = Xi_1, X}, X.,; = Xit1,...,%, = X, nultoCke polinoma ¢, za
kojeg bez smanjenje opcenitosti pretpostavimo da je normiran, a 2}, ...,z,_, nultocke od

q'. Prema teoremu |1.2.12] (ii), sve nultocke od ¢’ su realne 1 vrijedi
/ ’ / ’ / ’ 4
X) < <x << <x,_, <z <X,

Kako je Inp(z) = Y. In(z —xj) ilng(z) = ¥, In(z - x;.), deriviranjem ovih izraza dobije
se

’ 1
AC. T , 2€C\{x1,...,x,),
p@ z—-x =X
’ 1 1
7@ _ et . z€C\{x|,..., X},
q9)  z-x Z= X,
odakle je
, n 1 ’ Z’ n 1
AR ~0, Q(,k):z =0, k=1...n-1. (L1
P(zi) ok T X q(z,) =1 T
Pretpostavimo da tvrdnja teorema ne vrijedi, tj. da postoji k € {1,...,n — 1} takav da je
g <z Tadajez —x; <z —xjzaje{l,...,n—-1}\{i} iz — x] <z —x;. UoCimo da su,
zasvaki j = 1,...,n, razlike z; — x;1 z; — x) istog predznaka, pa je
1 1 . .
< s Jeilonp\ i),

’
L — Xj Zk—xj
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1 1
—— <o
S B
Tada je
n 1 n 1
e D N
=1 kTN G %k T
Sto je u kontradikciji s (I.TT). Prema tome, z; > zx zasvakik =1,...,n— 1. o

1.3 Nultocke kubic¢nog polinoma

JednadZba oblika
"+ ap 127+t aiz+ag =0, (1.12)

a, # 0, a; € C, zove se algebarska jednadZba n-tog stupnja. Brojevi ay,ay, . ..,a, zovu se
koeficijenti jednadzbe, Ako je a, = 1, onda za jednadzbu (I.12)) kazemo da je normirana.
Broj 7y naziva se korijen jednadzbe (1.12) ako je

1

AnZo + Q125+ -+ a1zo +ap = 0.

Korijen jednadZzbe zove se 1 rjesenje te jednadzbe. RijeSiti jednadZbu znaci naci sve njene
korijene i njihove kratnosti. Korisno je algebarskoj jednadzbi (I.12)) pridruziti polinom

p@) = anZ" + ap 7+ -+ aiz+ ag.

Svaki korijen te jednadzbe jest nultocka tog polinoma, i obratno. k-struku nultocku po-
linoma p zovemo k-strukim korijenom pripadne algebarske jednadzbe. Prema teoremu
1.2.8} slijedi da svaka algebarska jednadzba n-tog stupnja ima tocno n korijena, raCunajuci
svaki od korijena onoliko puta kolika je njegova viSestrukost.

Posebno ¢emo promatrati algebarske jednadzbe treceg stupnja. Opéi oblik takve jed-
nadzbe glasi:

2+a? +bz+c=0.

Supstitucijom z = x — § ona poprima oblik:

x3+px+q:O (1.13)
gdje su
1 2 1
p:b—§a3, qzﬁa3—§ab+c.

Jednadzba u kojoj nema kvadratnog ¢lana naziva se kanonski oblik jednadzbe treceg stup-
nja. Primijetimo da se svaka jednadZba treCeg stupnja moZe svesti na kanonski oblik.
Rjesenje jednadzbe (1.13)) trazimo u obliku

X=u+v, (1.14)
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gdje su u i v neki brojevi. Ako je (I.14) korijen jednadzbe (I.13)), onda mora zadovoljavati
(u+vy¥+pu+v)+q=0,

odnosno
QGuv + p)u+v) + uw’ +v: + q) =0.

Odaberimo sada onaj od rastava (I.14]) za koji vrijedi
3uv+p =0.

Ako to uvrstimo u prethodnu jednadZzbu, dobivamo

uw+v =—q
D (1.15)
uy = -3
Umjesto gornjeg sustava, promotrimo sustav
w+vi=—q
3 (1.16)
W = - (%) .

Ako su u, v rjeSenja od (I.13)), onda je u + v rjeSenje od (I.13)). Uo¢imo da sustavi i
(1.16) nisu ekvivalentni. Svako rjeSenje sustava (1.13]) je rjeSenje sustava ((1.16)), ali svako
rjeSenje sustava (1.16)) ne mora biti rjeSenje sustava (I.15)). Stoga mozemo rijesiti (1.16)
te uzeti ona rjeSenja koja su ujedno i rjeSenja od (I.13)), tj. ona koja zadovoljavaju drugu
jednadzbu u (1.15).

Prema Viéteovim formulama, iz (T.16)), vidimo da su u* i v* korijeni jednadZbe

3
t2+qt—(§) 0. (1.17)

q q\? (p)3
hao=-=%+/|% =,
12= 75 (2) 13

AN

Odavde dobivamo

odnosno
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Rjesenje jednadzbe (1.13)) tada izgleda

AT G A e

Formula (1.18) naziva se Cardanova formula. Zbog toga §to u i v moraju zadovoljiti uvjet
3uv + p = 0, jednadzba (I.13)) ima samo tri rjeSenja, $to je u skladu s Cinjenicom da
algebarska jednadzba n-tog supnja ima tocno n korijena.

Navesti ¢emo primjer u kojem ¢emo vidjeti primjenu Cardanove formule.

Primjer 1.3.1. Pomocu Cardanove formule rijesiti jednadzbu z° + 15z + 124 = 0.

Rjesenje. Kao §to vidimo, jednadZba je u kanonskom obliku, pa moZemo primijeniti
Cardanovu formulu. U ovom slucaju, p = 15, g = 124, pa imamo

u= i/—62+ V622 + 53 = V1.

Treéi korijen ima tri vrijednosti. Oznacimo ih sa uy, u,, u3. Pomoéu Moivreove formule

dobivamo:
o S S P N £
u =1, Uy = ) 21, Uus = 3 21.
Pripadne v; odredujemo iz uvjeta 3u;v; + p = 0, tj. iz u;v; = =5, i = 1,2, 3. Dobivamo:

v =5, v= 2(1 +V3i), vy = g(l - V3i).
Zbog (1.14) sijedi z; = u; + v;, i = 1,2,3, tj.
z=-4, 2=2+3V3i, z3=2-3V3i
su rjeSenja zadane jednadzbe.

Cardanova formula je nespretna za raCunanje, pa ¢emo postupak rjesavanja malo mo-
dificirati. Neka je

Ako je
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onda je
E = —— + _—, E

2 2
Tvrdimo da se onda rjeSenja jednadzbe (I.13) mogu napisati ovako:

XIS U+ V), Xp=UE+VIES, X3 = UE + V& (1.19)

Da je x; = u; + v jedno od rjeSenja jednadzbe, ocito je iz samog postupka pomocu kojeg
smo izveli Cardanovu formulu. Treba provjeriti da su x;, 1 x3 takoder rjeSenja te jednadzbe.
Za x; = uj& + v, uvrstavanjem u (I.13)) dobivamo:

(u1e + v1<92)3 + p(u e + vlez) +q= u? + v? +e(uy +v1&)Buivi + p)+q =0,

jer u; i vy zadovoljavaju sustav (I.13). Dakle, i x, je rjeSenje jednadzbe (I.13). Na isti
nadin pokaZe se da je i x3 = u;& + v, & rjeenje te jednadzbe.

Ako sada u (T.T9) uvrstimo & = —3 — %5, rjeSenja moZemo napisati u obliku

1 V3 1 V3
X|=uj+vy, xp= _E(ul +v) + T(Vl —up), xX3= _E(ul +vp) - T(Vl —up). (1.20)

Ove formule znatno nam pojednostavljuju rjeSavanje jednadzba treceg stupnja.

2 3

U Cardanovoj formuli pojavljuje se izraz A = (‘5’) + (%) , koji ima istu ulogu kao
i diskriminanta kod kvadratne jednadzbe, pa zato A nazivamo diskriminantom jednadzbe
(L.13). Sljedeci teorem govori o tome kako narav rjeSenja jednadzbe (I.13)), ¢iji su koefi-

cijenti realni, ovisi o A.

Teorem 1.3.2. Neka je A diskriminanta jednadZbe treceg stupnja s realnim koeficijentima.
Tada vrijedie sljedece tvrdnje.

(i) Akoje A > 0, onda jednadzba (1.13) ima jedno realno i dva konjugirano-kompleksna
rjeSenja.

(ii) Ako je A = 0, onda su sva rjeSenja jednadzbe (1.13) realna i bar jedno od njih je
visestruko.

(iii) Akoje A <0, onda su sva rjesenja jednadzbe (1.13)) realna i razlicita.

Dokaz. (i) Neka je A > 0. U tom slucaju rjeSenja ¢, i t, jednadzbe (I.17) realna su i
razli¢ita, pa je bar jedno od njih razli¢ito od nule. Neka je to npr. #,. Neka je u; = v, ona
vrijednost treceg korijena koja je realna. Tada je v, realan broj jer je 3u;v; + p = 0. Kako
jeti # h,tojeiu # v, pajeiu # vi. 1z formule (T.20) slijedi da je rjeSenje x; realano,
a x, 1 x3 su konjugirano-kompleksna rjesenja.
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(i) Akoje A=0ig # 0,ondaje s, = 1, = —% # 0. Neka je u; = /-2 realna vrijednost

tre¢eg korijena. Kako je u;v; = —£ realan broj, to jei v, = J —1 realna vrijednost treceg
korijena, pa je u; = v; # 0. Prema (1.20)), zakljucujemo da su rjeSenja:

X1 =2u; #0, x2=x3=-u,

tj. jednadzba (1.13]) ima tri realna rjeSenja i jedno od njih je dvostruko.

Ako je pak A = 0ig = 0, tada je i p = 0. U tom sluéaju jednadzba (I.13]) ima oblik
¥ =0,pajex; =x, =x3=0.

(iii) Ako je A < 0, onda su brojevi #; = —% + VA 1, = -1 - VA konjugirano-komple-
ksni, pa je stoga |t;| = |t;| # 01¢; # t,. Neka su u; 1 v brojevi takvi da je

M? =t, wmv = —g, Vi = . (1.21)

Kako sut; # 01, # 0 po modulu jednaki brojevi, iz (T.21)) slijedi da je |u;* = [v|* # 01
|M1| = |V1| * 0. (122)

Bududi da je 7, # 1o, slijedi u; # vy. Iz (I.21) slijedi

R
3 V1,

pa je prema (1.22)
— 2 == 2= 2= _ == _ _ 2
ui(u)” = wiugy = lug["uy = vil"uy = @vve = uvi)vy = uvy,
odnosno (u;)* = vi. Odavde i prema (I-21) vrijedi
—\3 _ 3 3_ 2 — 2
() =t =t =vy =vivi = (u)vy,

paje u; = v;. Kako je u; # vy, slijedi da su u; i1 v; konjugirano-kompleksni brojevi, pa
iz (1.20) zakljuCujemo da su sva tri rjeSenja x;, x, i x3 realna. Treba jo§ pokazati da su
rjeSenja razliCita. Iz (1.20) slijedi da je x, # x3. Pretpostavimo da je x; = x,. Tada iz (I.19)
slijedi u; + v; = u1& + v;€%, odnosno u;(1 — &) = vi(g? = 1) = vi(e — 1)(g + 1), pa je
u; = —vi(e+1) = v,g2. Odavde slijedi daje t, = t, i A = 0, a to je u kontradikciji s uvjetom
A < 0. Prema tome, x; # x;. Na isti nain se dokazuje da je x; # x3. O



Poglavlje 2

Polozaj stacionarnih tocaka polinoma u
odnosu na njegove nultocke

2.1 Gauss-Lucasov i Jensenov teorem

Postoji viSe interesantnih rezultata koji govore o vezi nulto¢aka polinoma
p(2) =a, 7" + an_1zn_l + -+ az+ap,
gdje je a, # 0, 1 nultocaka njegove derivacije
P @) =na,2" + (n— Da,_12" > + -+ +a.

U uvodnom poglavlju spomenuli smo Rolleov teorem koji nam govori o poloZaju staci-
onarih toCaka polinoma realne varijable u odnosu na njegove nultocke. Jedan od naj-
znacajnijih kompleksnih analogona ovog teorema zasigurno je Gauss—Lucasov teorem,
koji kaZe da stacionarne tocke polinoma kompleksne varijable leZe u konveksnoj ljusci
njegovih nultocaka. JoS jedna vazna generalizacija Rolleovog teorema koja se odnosi na
polinome kompleksne varijable s realnim koeficijentima je Jensenov teorem. Prije nego
Sto dokaZzemo ove teoreme, upoznat ¢emo se s pojmovima konveksne ljuske skupa 1 Jense-
novih krugova.

Skup § C C je konveksan ako sadrzi svaki segment ¢iji rubovi su elementi tog skupa.
Konveksna ljuska skupa S, u oznaci co S je najmanji konveksni skup koji sadrzi S. Uo¢imo
da je konveksna ljuska konacnog skupa S najmanji konveksni poligon koji sadrzi S.

Neka je p polinom kompleksne varijable s realnim koeficijentima. Ne-realne nultocke
takvih polinoma javljaju se kao parovi konjugirano-kompleksnih brojeva. Za svaki konju-
girano- kompleksni par z = x+iy 1z = x—iy nulto¢aka od p, konstruiramo krug sa srediStem
u tocki x i polumjerom |y|, tj. krug ¢iji dijametar spaja tocke z i z. Tako konstruirani krugovi
nazivaju se Jensenovi krugovi polinoma p.

17
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Teorem 2.1.1 (Gauss—Lucas). Stacionarne tocke polinoma p pripadaju konveksnoj ljusci
njegovih nultocaka.

Slika 2.1 : Pravac L ne sijeCe co{zy, ..., 2,}
Dokaz. Neka je p(z) = (z —z1) - (2 — z,) polinom n-tog stupnja. Budu¢i da je In p(z) =
2i=1 In(z — z;), deriviranjem se dobije

n

' 1
];((ZZ)):Z . z€C\lzih.... 7).

= Z—Zj

Neka je ¢ stacionarna toCka polinoma p. Ako je p(c) = 0, onda je ¢ = z; za neki j €
{1,...,n},pac €cofz,...,z,}. Stoga pretpostavimo da je p(c) # 0.
Prepostavimo ¢ ¢ co{zy, ..., z,}. Tada mozemo povuci pravac L kroz tocku c koji ne

sijee skup co{z,...,z,}. Neka je a kut koji pravac L zatvara s pozitivnim dijelom x-osi
(slika 2.1).
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Neka je L pravac kroz ¢ koji s pozitivnim dijelom x-osi zatvara kut 7 — a. Zapi§imo

brojeve z; — ¢ u polarnoj formi: z; — ¢ = rievi,j=1,...,n.Tadaje @ < p; < @ +m, j =
1,...,n. Takoder, Z; — € = r;e"® %), paje
1 zZi—¢C 1 ., | . .
= > = —zrje’@’r o) = —PmeD =1, ,n.
Zj—¢C |Zj—C| rj T;
. . . v . 1___) 1___> “
Pritomjer —a <2nr—¢; <2n—-a,j=1,...,n. To znali da vektori 2021, s 2C T leze

svi u istoj od dviju otvorenih poluravnina na koje pravac L dijeli kompleksnu ravninu, pa

suma tih vektora ne moZe biti nul-vektor (slika 2.1). Drugim rije¢ima, ) Z%C # 0. Odavde
j=1"

slijedi
P v 1
= #0
p(c) ; €=z
tj. p’(c) # 0 $to je u kontradikciji s pretpostavkom. Zaklju¢ujemo da ¢ € cofzy,...,z,}. O

Teorem 2.1.2 (Jensen). Neka je p polinom s realnim koeficijentima. Tada svaka ne-realna
stacionarna tocka polinoma p leZi u nekom od Jensenovih krugova polinoma p.

Dokaz. Neka je p polinom n-tog stupnja s nultockama zy, . . ., z,. Ve¢ smo prethodno vidjeli
da vrijedi
’ z n 1

p_():z . z2€C\{z1,...,za}- (2.1)

P Hiz-gz
Neka je c¢ ne-realna stacionarna to¢ka od p. Ako je p(c) = 0, onda je ¢ = z; za neki
j€1{1,...,n}, pac pripada Jensenovom krugu odredenom dijametrom cc.

Neka je sada p(c) # 0. Pretpostavimo da ¢ ne pripada niti jednom Jensenovoma krugu

polinoma p. Nekajec=u+iv,v#0,tez;=a; +ib;,j=1,...,n.

Ako je z; ne-realna nultocka od p, tj. b; # 0, onda je z; takoder nultocka od p. Tada je

1 1 1 1 2c - a)) 2(c —apl(c ~a;)* +b3]
+ — = - —+ - = =
c-z; c-z; c-aj—ib; c—a;+ib; (c—a)?+b} (¢ — a;)? + b3

(2.2)

Zanima nas kojeg je predznaka Im (i + %) .
] J

Uocimo, prema (2.2) je predznak od Im (ﬁ + ﬁ) jednak predznaku od

Im((c — apl(© — a;)* + b3]) = Im((u — iv — a))lc — a;I* + (u + iv — a;)b3)

= v(b? —lc—a;P).

(2.3)
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Kako po pretpostavci ¢ ne pripada Jensenovom krugu odredenom dijametrom ﬁ, tj. krugu
polumjera |b;| sa sredi$tem u a;, to je |c — a,* > b?. Stoga iz (2.3) slijedi da je predznak
broja Im (‘_LZ/ + L—;z,) suprotan predznaku broja v.

Uzmimo sada da je z; realna nultoCka od p, tj. z; = a;. Tada je

1 1 1 E—aj_u—iv—aj

c-z; c—-aj c—a; ¢—a; |c—aP’
pa je predznak od Im (i) suprotan predznaku od v.
J
n
Kako se u sumi ), i pojavljuju dvije vrste nultoCaka od p: ne-realni z; koji dolaze u
j:1 J X
n

kompleksno-konjugiranim parovima, te realni z;, zakljucujemo da i Im ( > ﬁ) ima pred-
=1

2 ﬁ) # 0. No, tada je prema (2:T))

znak suprotan broju v, pa je stoga Im(
=1

Pl v 1
= # 0,
p(c) ; c—2Zj

odnosno p’(c) # 0 $to je u suprotnosti s pretpostavkom. Prema tome, ¢ leZi u nekom od
Jensenovih krugova polinoma p. O

2.2 Sendov-llieffova slutnja

Poznata Sendov-Ilieffova slutnja govori o poloZaju stacionarnih to¢aka polinoma p stupnja
veéeg od jedan u odnosu na njegove nultocke. Slutnja kaze da ako sve nulto¢ke polinoma
p leze u krugu {z € C : |z] < 1}, tada je svaka nultocka polinoma p udaljena za najvise
1 od barem jedne stacionarne tocke polinoma p. Slutnju je postavio bugarski matematicar
B. Sendov, ali se Cesto pripisuje L. Ilieffu. Slutnja je dokazana za sve polinome stupnja
najviSe osam (v. [[1]), te za joS neke posebne polinome. U ovoj ¢emo tocki pokazati da je
tvrdnja istinita za polinome oblika

p(@) = (z—21)"(z—22)"(z—23)",
gdje su ny, ny, n3 € N. Tvrdnju su dokazali Cohen i Smith u [3].

Teorem 2.2.1. Neka je p(z) = (z — 21)"(z — 22)"(z — z3)™, gdje je n; € N te |z;] < 1 za
i =1,2,3. Tada svaki od krugova

Ki={zeC:lz—z| <1}, i=1,2,3,

sadrzi barem jednu stacionarnu tocku polinoma p.
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Sada ¢emo navesti lemu koja ¢e nam koristiti u dokazu Sendov-Ilieffove slutnje.

Lema 2.2.2. Neka je p polinom stupnja n, gdje je n > 2. Ako je

Ip"(zo)l = (n = D)Ip’(z0)I,
tada barem jedna stacionarna tocka od p lezi unutar kruga {z € C : |z — zo| < 1}.

Dokaz. Neka su cy,...,c,—1 nultocke polinoma p’. MoZemo pretpostaviti da je najveci
n—1

koeficijenta polinoma p jednak 1. U tom je slucaju p’(z) = n [[(z — ¢;). Ako je p’(z) # O,
=1

tada se deriviranjem izraza In p’(z) = Inn + Y’ In(z — ¢;) dobi}e
P _ Zl 1

P Hz-c
Jasno je da tvrdnja vrijedi ako je p’(zp) = 0, pa stoga pretpostavimo da je p’(z9) # O.

Pretpostavimo da je |zo — ¢;] > 1 zai = 1,...,n — 1. Tada iz nejednakosti |p”(zo)| >
(n — DIp’(z0)| slijedi

1 1
B P"(20) Z <n-1
Pl IZO - cil
Sto vodi do kontradikcije. Dakle, postoji i € {1,...,n} za koji je |zo — ¢;| < 1. O

Dokaz teorema2.2.1) Ako je 7y = 75 = z3, onda je z; € K;, i = 1,2, 3, stacionarna tocka
polinoma p.
Ako je 71 # 2o = 73, onda je p(z) = (z — z1)"(z — 22)™™™, pa je

P'@)=@G-z2)" " @-2)"" [ +ny+n3)z = (na + n3)z1 — mz2)].

Uocimo da je p'(zz) = 0, tj. z, € K, je stacionana tocka polinoma p. Ako je n; > 1, onda
je p’(z1) = 0 paje z; € K, takoder stacionarna to¢ka od p. U slucajun; =1 je

P(2) = (2= 22" (1 + ny + n3)z — (ny + n3)z1 — 22)]
paje

_(m+m)u+2
1+ny+n3

druga stacionarna toc¢ka polinoma p. Tada je

(n2 + m3)z1 + 22 lzo — 2l z1] + |z2] 2
lc—z1l = -z = < < <1
1+n, +ns 1+ny+n; 1+n,+n3 1+n,+n3
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pace K.
Preostaje dokazati teorem u slucaju kad su sve tri nultocke polinoma p medusobno
razliCite. Neka je n = ny + n, + n3. Tada je prema teoremu [[.2.4]

P@=nz-2)""z-2)"" -2 z-c)z-c2) (2.4)

za neke cy,c, € C. Pokazat ¢emo da tada p ima stacionarnu tocku u krugu K. (Zbog
simetrije, na isti nacin se pokaZe da tada p ima stacionarnu tocku i u krugu K, i u Kj.)
Ako je n; > 1, onda je z; stacionarna toc¢ka od p i ocito z; € K.
Pretpostavimo da je n; = 1. ZapiS§imo p u obliku p(z) = (z — z1)q(z). Tada je

P'(2) = q(@) + (- 21)q (2),

paje
P'(z1) =q(z1) = (21 — 22)" (21 — 23)". (2.5)

Iz 2.4) i (2.5) slijedi

n(z1 — c1)(z1 — ¢2) = (21 — 22)(21 — 23). (2.6)

Kako je |71 — 22| < |z1] + |zl £ 21|21 — z3| < |z1] + |z3] £ 2, dobivamo

1 4
lz1 —cillzi — 2l = =lz1 — 22llz1 — 23] £ =
n n

Stoga za n > 4 vrijedi |z; — ¢illz1 — 2| paje lz; — 1] < 11ili |21 — ¢»] < 1, odnosno ¢; € K;
ili ¢; € K.
Preostaje razmotriti slu¢ajn = 3, tj. ny = n, = n3 = 1. Tada je

P(@) = (z2-21)(z — 22)(z — 23).
Neka je q(z) = (z — 22)(z — 23), tj. p(2) = (z — 21)q(2). Vrijedi

P' (@) =q@+ @z-2)q9 ),
P'(2) =24'(2) + (z-z21)q"(2),
paje
P'@) =q@), p’) =24,
odakle slijedi
P, _ 2q’(zl) _ 2( 1 . 1 ): 21221 — 220 — 23)
p'(z1) q(z1) 2-2 u-z) (@-z2)0(z-2z3)

(2.7)
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Pretpostavimo najprije da tocke zi, 25, 73 leZe sve na istom pravcu te neka je z, unutar
segmenta s krajevima z; 1 z3. Tada je |z; — z3| > |21 — 22| pa je
2z —z2 —z3l = 1(z1 —22) + (21 — )| = |21 — 22l + |21 — 23 2 2|z1 — 22| = |21 — 2221 — 23]
Odavde prema (2.7) slijedi

22z1 — 20—z
_ 1221 — 22 3'22:11—1
lz1 — 22llz1 — 23l

p"(z1)
P'(z1)

pa prema lemi[2.2.2|barem jedna nultocka od p’ lezi u krugu ;. Na isti se na¢in pokaze da
barem jedna nultoc¢ka od p’ lezi u krugu K ako tocka z3 pripada segmentu s krajevima z;
1 2p. Pretpostavimo stoga da z; pripada segmentu s krajevima z; 1 zz.Tada postoji ¢ € (0, 1)
tako daje 21 =170 + (1 - I)Z3. Slljedl 21— 2 = (1 - l)(Z3 - Zz), 71—243 = l(22 - Z3) paje

lz1 — 22llz1 — 23| = H(1 = D)lzp — 73| < 26(1 — 1) < 2.

Stoga prema vrijedi 3|z) — cillzi — 2l = |21 — 22llz — 23] £ 2, 4. 21 —cillzy — ol < 3 pa
mora biti |Z1 - C1| < 1ili |Z1 - C2| < 1. Dakle C] € 7(1 ili C) € 7{1.

Slika 2.2: Tocke z;, 2, 1 z3 ne leZe na istom pravcu.

Preostaje razmotriti slucaj kada tocke z, 22, z3 ne leZe sve na istom pravcu, odnosno
71,22 1 73 su vrhovi trokuta Az;zpz3 (slika 2.2). Nekajea = |z —z3l, b = |z — z3l, ¢ =
71 — 22|, a m,, duljina teZiSnice trokuta Az;z,zz povucene iz vrha z;. Neka je z4 Cetvrti vr

-, duljina t trokuta A p h Neka j tvrti vrh
—_> . —> v Ve _ . —_ —_—
paralelograma razapetog sa z;z> 1 7123, @ w polovisSte duzine z,z3. Tada je 27w = 7174 =
= .
2122 + 2123, paje

2m, = 2wl =ln-—z+z-al=2u -2 -zl
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Pretpostavimo da je 2m;,, > bc. Tada je prema (2.7)

2271 -z -zl 2-2my
|21 — 2ollz1 — z3] bc

p"(z1)
P'(z1)

pa prema lemi barem jedna nultocka od p’ lezi u krugu K.

Uocimo, b = |z — z3| < |z1] + |z3] £ 2, ¢ = |21 — 22| < |zl + |z2] £ 2, pa stoga u sluCaju
m;, > bimamo 2m;, > 2b > cb, dok u sluCaju m;, > c vrijedi 2m;, > 2¢ > bc. Prema tome,
tvrdnja teorema vrijedi ako je m;, > bilim, > c.

Preostaje razmotriti slucaj kada je m, < b im, < c. Ovdje razlikujemo sljedece
podslucajeve: bc < 3, odnosno bc > 3.

Ako je be < 3, onda je prema (2.06)

>2=n-1,

3lz1 = cillzi — €2l = |21 — 22llzy — 23] = be < 3,

pajelzi —cillzi — el < 1, 8topovladi |z; — ¢ < 1ilifzy — ¢ £ 1, 4. ¢; € K ilic; € K.

Slika 2.3: KruZnica S opisana Az;2,23, gdje je h,, visina trokuta iz vrha z;.
Pretpostavimo stoga bc > 3. Tada je b* + ¢* = (b — ¢)* + 2bc > 6, pa kako je a < 2,
slijedi
b+t —a*>6-4>0. (2.8)
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Neka je @ = /z37125. Tada je a* = b + ¢* — 2bc cos a, pa iz (2.8) slijedi cos @ > 0, odnosno
a <90°.

Stavimo S = /z12223, Y = £z12322- Kako je m;, < b, slijedi y < 90°. Takoder, iz m,, < ¢
slijedi B < 90°. Prema tome, Az;z,z3 je oStrokutan. Oznacimo s R polumjer kruznice S
opisane trokutu Az;z,23, a s h;, visinu trokuta iz vrha z; (slika 2.3).

Tada je sinf = h%, te sinf8 = %, pa slijedi bc = 2Rh,, < 2Rm,,. Ako pokaZemo da je
R <1, imat ¢emo bc < 2m,,, Cime Ce tvrdnja teorema biti dokazana.

-
1

Slika 2.4: Moguc¢i poloZaji vrha z3 ako su vrhovi z; i z, fiksirani.

Kako je |z;] < 1,i = 1,2,3, to vrhovi trokuta Az;z,z3 leZze unutar ili na jedini¢noj
kruZnici K sa srediStem u ishodiStu. Pokazat ¢emo sada da polumjer R postiZze maksimalnu
vrijednost u sluaju S = K itadaje R = 1.

Fiksirajmo vrhove z; i z, unutar ili na kruZnici K i pogledajmo kako smjestiti treci vrh
73 tako da polumjer R kruznice S bude najveci mogudi.

Neka je s simetrala duZine 71z, a 51 1 s, pravci paralelni sa s kroz tocke z; 1 25, re-
dom. Kako su a < 90° 18 < 90°, zz3 mora leZati unutar podruc¢ja omedenog pravcima s;
i 55 1 kruZznicom K (iscrtkano na slici 2.4). SrediSte opisane kruZnice trokuta Az;z,z3 lezi
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na simetrali s. Podruc¢je unutar kojeg lezi z; mozemo prekriti duZinama ¢iji je jedan kraj
tocka z;, dok drugi kraj leZi na rubu podrudja iscrtkanog na slici 2.4. Pomi¢emo li se duz
proizvoljne duZine od tocke z, prema rubu iscrtkanog podrucja, birajuci polozaj tocke z3
na toj duZini, jasno je da ¢e polumjer R opisane kruZnice S rasti, pa ¢e S imati najveci
moguci polumjer ako je vrh zz rubna tocka te duZzine. Prema tome, Zelimo li da R bude
najveéi mogudi, vrh zz treba birati na rubu iscrtkanog podrucja na slici 2.4, oznaceno pla-
vom bojom. Takoder, kre¢emo li se od tocke z; duz pravca s; prema kruZnici K, birajuci
na toj duzini poloZaj tocke z3, jasno je da ¢e polumjer R opisane kruZnice rasti, pa ¢e R biti
najveéi mogudi ako z3 lezi na kruznici K. Time smo pokazali da za dane vrhove z; i 2, vrh
73 treba birati na kruznici K ako Zelimo da polumjer R opisane kruZnice S trokuta Az;2,23
bude najveci mogudi.

Prema tome, sad moZemo smatrati da je jedan vrh, recimo z;, na kruznici K, dok je
vrh z, unutar ili na kruznici K. Prema opisanom postupku, da bi polumjer R bio najveci
moguci, vrh z3 mora pripadati kruznici K.

Konac¢no, sad znamo da dva vrha, recimo z; i1 25, leZe na kruznici K, te Zelimo 1i da R
bude najvec¢i mogucéi, prema opisanom postupku i treéi vrh z3 mora leZati na K.

Time smo zapravo dokazali da ée polumjer R opisane kruZnice trokuta Az;z,z3 biti
najve¢i mogudéi u slucaju kada sva tri vrha leZe na jedini¢noj kruznici K, tj. u slucaju
S = K. Tada je R = 1. Prema tome, za bilo koji polozaj tocaka zy, z,, z3 koje leze unutar ili
na kruznici K, vrijedi R < 1. m]

2.3 Mardenov teorem o poloZaju stacionarnih tocaka
kubicnog polinoma

Neka je

-1
p(2) = ayd" +a,17" + -+ az + ap,

gdje je a, # 0, polinom n-tog stupnja s nulto¢kama z;,...,z,. Ozna¢imo s cy, ...,y
nultocke njegove derivacije

P @ =na,2"'+ (- Da, 2"+ +ay.

Tada je
an—1 (n - 1)an—1
21t = , at- At =E——0r,
a na,

odakle slijedi

1
St g) = (cr 4+ cp)

n—1
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Prema tome, teZiSte lika Ciji su vrhovi nultocke polinoma p podudara se s teZiStem lika Ciji
su vrhovi stacionarne tocke polinoma p. Posebno, stacionarna toc¢ka kvadratnog polinoma
je poloviste duzine ¢iji krajevi su nultocke tog polinoma.

U ovoj tocki razmotrit emo vezu izmedu nultocaka kubi¢nog polinoma i njegovih
stacionarnih toCaka. Pritom pretpostavljamo da nultocke z;, z5, z3 polinoma p ne leze sve
na istom pravcu u kompleksnoj ravnini. Takoder, bez smanjenja opCenitosti, neka je vodeci
koeficijent polinoma p jednak jedan, buduci da dijeljenje s konstantom razli¢itom od nule
ne mijenja nultocke polinoma p, odnosno nultocke njegove derivacije p’. Dakle,

p(2) = (z—21)(z - 22)(z - 23),

odnosno
P@) =2 — (21 + 22+ 23)7 + (2122 + 2223 + 2123)7 — 212225-

Deriviranjem se dobije
P'(2) =37 =2z + 22+ 3)7 + 2122 + 2223 + 2 Za-

Oznacimo s

1
8= 5(21 + 22 +23)

teziSte trokuta Az;z,z3 s vrhovima z1, 22, z3. Tada su

1
Clp=8%* \/g2 - §(lez + 2223 + 2123) (2.9)

nultocke polinoma p’. Uo¢imo da su tocke ¢; 1 ¢, smjeStene simetri¢no u odnosu na teZiste
g. Prema Gauss—Lucasovom teoremu c; i ¢, leZe unutar trokuta Az;2,z3 ili na njegovim
stranicama. Zapravo, te tocke leZe unutar trokuta, Sto se jednostavno provjeri. Naime, ako
je ¢ nultocka od p’, tada je ¢ # z;, j = 1,2, 3, buduci da p po pretpostavci nema viSestrukih
nultoCaka. Kako je

In p(z) = In(z — z1) + In(z — 22) + In(z — 23),

to se deriviranjem dobije

= » 2F#21,22,23,

odakle slijedi
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Tada je ¢ = @121 + @220 + @323, gdje je
-2
c—3zj
Yt le =z

1y + a; + a3 = 1. To pokazuje da c leZi unutar trokuta Az;2,23.

Slika 2.5: Jednakostrani¢an trokut Az;z,23.

Dalje, pokazimo da p’ ima dvostruku nultocku ako 1 samo ako je trokut Az;z,z3 jedna-
kostrani¢an. Prema (2.9)), p’ ima dvostruku nultocku ako i samo ako je

3¢° = 2122 + 2023 + 21 23, (2.10)

Sto je ekvivalentno s
2., 2., .2
24 + e + 23 = 2122 + 2233 + 2123,

odnosno s
(21— 22)(z —21) = (23 — 22)". (2.11)
Dakle, ako p’ ima dvostruku nultocku, onda prema (2.10) vrijedi
p@) =7 -3¢ +38%2-nnn=C-9 ~nnn+g.
Neka je v := /222073 — g°. Tada je p(z) = (z — g)* — v*, pa su nultocke polinoma p :
u=g+v, n=gtwv, 73=g+w,

gdje je w = e . Jasno je da su tada z3, 2, z3 vrhovi jednakostrani¢nog trokuta. Obratno,
ako su zy, 22, z3 vrhovi jednakostrani¢nog trokuta, tada postoji ¢ € [0, 27), tako da je

, o o
-z =re¥, zz—zi =¥y, 73—z, = re'¥t3),
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gdjejer = |z — z1l = |z3 — 21| = 73 — 22| (v. sliku 2.5). Tada je
. . T . 4n
(z1 — 22)(z3 — 71) = re @ re D = P2 = (73 - 2),

odnosno vrijedi (2.11)), pa stoga p’ ima dvostruku nulto¢ku.

Puno finija veza izmedu nultocaka kubi¢nog polinoma i njegovih stacionarnih tocaka,
pociva na jednom geometrijskom rezultatu koji dugujemo Steineru [12]]. Steiner je pokazao
da je u dani trokut uvijek moguce upisati jedinstvenu elipsu koja dodiruje stranice tog
trokuta u njihovim polovisStima. Ako su vrhovi trokuta nultocke kubi¢nog polinoma p, tada
su njegove stacionarne tocke fokusi Steinerove elipse. Ovaj vrlo vaZan rezultat dokazao je
Marden [7]] (v. takoder [8]). Mi ¢emo izloziti pojednostavljen dokaz Mardenovog teorema
prema Kalmanovom radu [6].

Teorem 2.3.1 (Marden). Neka je p(z) = (z — 21)(z — 22)(z — 23) polinom treceg stupnja s
kompleksnim koeficijentima, Cije su nultocke z,,7, i 7z nekolinearne tocke u komplesnoj
ravnini. Neka je T trokut s vrhovima z,,2; i z3. Tada postoji jedinstvena elipsa upisana u
T koja dodiruje stranice trokuta u njihovim polovistima. Fokusi elipse su nultocke od p’ :

1
Clp=8% \/82 - §(Z122 + 2223 + 2123),

gdje je g = %(Zl + 20 + 23) teZiste trokuta T .

Prije nego zapo¢nemo s dokazom navest ¢emo neka opaZanja. Prvo, moguce je da je
elipsa spomenuta u teoremu ustvari kruznica. U ovom slucaju fokusi se podudaraju, Sto
znaci da p’ ima dvostruku nultocku, a opisani trokut je jednakostranican.

Jedinstvenost Steinerove elipse je vazan podatak Zelimo li Mardenov teorem iskoris-
titi za konstruiranje nultoCaka od p” : pocevsi sa trokutom, potom upisanom elipsom, a
naposljetku s pronalaskom fokusa. Ovakva konceptualizacija ne bi imala smisla bez je-
dinstvenosti elipse.

Bez smanjenja opcenitosti, moZemo rotirati, translatirati i skalirati trokut na pogodan
nacin. Takve transformacije moZemo prikazati linearnom funkcijom M : C — C. Neka je
M(z) = az + B, gdje su a # 01 fiksni kompleksni brojevi. @ mozemo izraziti u polarnom
obliku kao re®. Transformacija z u M(z) ima sljedecu geometrijsku interpretaciju: skaliraj
Z za r, rotiraj oko ishodiSta za kut 0, translatiraj za 5. Kako bismo opravdali tvrdnju da
ovakve transformacije moZzemo bez smanjenja opéenitosti provoditi u dokazu Mardenovog
teorema, treba pokazati da teorem vrijedi za {z;, 22, z3} ako i samo ako vrijedi i za tran-
sformiranu trojku {M(z,), M(z,), M(z3)}. Zbog invertibilnosti linearne funkcije, dovoljno je
pokazati samo jednu od ovih dviju implikacija. Ako znamo da Mardenov teorem vrijedi za
{z1, 22, 23}, pokaZimo da mora vrijediti i za {M(z,), M(25), M(z3)}.
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Propozicija 2.3.2. Neka je M(z) = az + B8 linearna transformacija u kompleksnoj ravnini,
gdje su a # 0 i B proizvoljni kompleksni brojevi. Neka je p(z) = (z — 21)(z — 22)(z2 — 23), te
neka su cy i c; nultocke polinoma p’. Ako je

Pu(2) = (2— M(z)(z — M(22))(z — M(z3)),

tada su M(c,) i M(c,) nultocke polinoma p,.

Slika 2.6: Steinerova elipsa upisana u trokut.

Dokaz. Naslici 2.6 prikazan je trokut s vrhovima zy, 2, 73, te upisanom Steinerovom elip-
som. Prikazani su fokusi elipse, koji moraju biti nultocke od p’. Gledajuc¢i na M geome-
trijski, primijetimo da ¢emo transformacijom sve saCuvati. Naime, slika trokuta biti ¢e
njemu sli¢an trokut, slika Steinerove elipse ¢e 1 dalje biti Steinerova elipsa transformi-
ranog trokuta, a slike fokusa orginalne elipse su fokusi transformirane elipse. Prilikom
transformacije novi polinom ¢e biti oblika

Py(z) = (z — M(z1))(z — M(22))(z — M(z3)).

Trebamo pokazati da transformacija M preslikava nultocke od p” u nultocke od p/,. Zami-
jenimo z s M(z) u definiciji polinoma p,,. Tada je

Pu(M(2)) = (M(2) — M(21))(M(z) — M(23))(M(2) — M(z3)). (2.12)
Primijetimo da je M(z) — M(z;) = a(z — z;). Dakle, iz (2.12)) dobivamo

pu(M(2) = &’ p(2).
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Derivirajuéi obje strane jednakosti i uzimajuéi u obzir M’(z) = @ dobivamo

apy(M(2) = &’p'(2)
1 stoga
PuM@) = a*p'(2).
Ovo nam pokazuje da ako je z nultocka od p’, tada je M(z) nultocka od p’,. O

Prethodna propozicija nam omogucava da izaberemo odgovarajuéu transformaciju M
pomocu koje nulto¢ke od p skaliramo, rotiramo i translatiramo u pogodnije poloZaje u
kompleksnoj ravnini, S§to ¢e nam pojednostavniti dokaz Mardenovog teorema. Naime, bit
¢e dovoljno dokazati teorem s “’jednostavnijim” polinomom p,,.

Ranije smo uocili poseban slucaj u kojem p’ ima dvostruku nulto¢ku ako i samo ako su
nultocke polinoma p vrhovi jednakostrani¢nog trokuta. U tom je slucaju Steinerova elipsa
zapravo upisana kruZznica tom trokutu. Buduéi da je linearna transformacija M bijektivna
funkcija, to ¢e p’ imati dvostruku nultocku ako i samo ako pj, ima dvostruku nultoCku.
Prema tome, Steinerova elipsa transformiranog trokuta je kruznica to¢no tada kad je i Ste-
inerova elipsa originalnog trokuta kruZnica.

Slika 2.7: Elipsa s fokusima F; i F;, vanjskom tockom A i tangentama AG; i AG».

Drugi vazan pojam je odnos koeficijenata i nulto¢aka kvadratnog polinoma. Kvadratnoj
jednad?bi z2 + bz + ¢ = 0 koja ima nultocke z; i z,, moZemo lako izracunati koeficijente
Vieteovim formulama b = —(z; + z2) 1 ¢ = z122. Ovo ¢emo Cesto Koristiti u dokazima koji
slijede.

Posljednji pojam tice se optickog svojstva elipse: tangenta povucena u bilo kojoj tocki
elipse zatvara iste ostre kutove s pravcima koji prolaze kroz fokuse elipse i tu tocku. Za
dokaz Mardenovog teorema trebat ¢e nam manje poznata, iako zapravo ekvivalentna, vari-
janta ove ¢injenice koju dokazujemo u sljedecoj lemi.
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Lema 2.3.3. Neka je zadana elipsa s fokusima Fy i F,, te neka se tocka A nalazi izvan
elipse. Postoje dva pravca iz tocke A koji su tangencijalni na elipsu. Neka su G, i G, tocke
u kojima ti pravci dodiruju elipsu. Tada je /F\AG, = LF,AG, (slika 2.7).

Dokaz. Konfiguracija opisana u lemi prikazana je na slici 2.8, s jednom od dvije moguce
dodjele oznaka to¢aka G; 1 G».

Oznacimo s H; osnosimetri¢nu sliku tocke F; s obzirom na pravac AG,. Neka je tocka
K, poloviste duZine H,F,. Trokuti AAK,F, i AAK;H; su sukladni, pa vrijedi d(A, Fy) =
d(A, Hy), te /F1AK, = /HAK,. Analognu konstrukciju moZemo napraviti i za G,. Dakle,
neka je H, osnosimetri¢na slika tocke F, s obzirom na pravac AG,, a to¢ka K, poloviste
duZine H,F,. Trokuti AAK,F, i AAK,H, su sukladni, pa vrijedi d(A, F») = d(A, H), te
(F>AK, = /tH,AK,.

Slika 2.8: Konfiguracija opisana u lemi[2.3.3]

Nas je cilj pokazati /F1AG, = LF,AG,. Zbog uoCene sukladnosti trokuta, dovoljno je
pokazati /F\AH, = /F,AH,.

Konstruirajmo duzine F1Gy,GH,, te F»,G,. Primijetimo da je /F1G1K, = /tH,G K,
jer je pravac AK,; simetrala duzine H;F;. Osim toga, zbog optickog svojstva elipse je
(F\G K, = /F,G,A. Slijedi /F,G1A = /H,GK;, $to pokazuke da tocke F,, G| i H;
leZe na istom pravcu. Analognu konstrukciju provedemo za G,, te zakljuCujemo da tocke
Fy, G, 1 H, leZe na istom pravcu.

Sada ¢emo pokazati da su trokuti AAH, F, 1 AAFH, sukladni, tako da pokazemo da su
im odgovarajuée stranice jednakih duljina. Ranije smo pokazali da je d(A, F) = d(A, H}),
te d(A, F,) = d(A, Hy). Nadalje, imamo d(H,, F») = d(F1,G,) + d(Gy, F») = d(Fy,G,) +
d(G,, F») = d(Fy, Hy), gdje smo iskoristili svojstvo elipse koje nam govori da je suma
udaljenosti bilo koje tocke elipse do njenih fokusa konstantna.
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Iz sukladnosti trokuta AAH | F, i AAF1H, slijedi /zH\AF, = /F{AH,. Ovim kutovima
je kut /FAF, zajednicki, pa slijedi /F1AH, = /F,AH,. ZakljuCujemo da je /F1AG, =
LF,AG,. o

Napomena 2.3.4. Lema [2.3.3] potjece jos od starih Grka. Iako se ¢ini da se radi o pro-
Sirenju optickog svojstva elipse, ova dva svojstva su zapravo ekvivalentna. Kao Sto se
vidi iz dokaza leme|2.3.3} rezultat za tocku A izvan elipse slijedi iz optickog svojstva elipse.
Medutim, ako pretpostavimo da elipsa ima svojstvo koje opisuje lema[2.3.3] tada se opticko
svojstvo elipse dobije kao granicni slucaj kada se tocka A pribliZava elipsi.

Lema 2.3.5. Neka je p polinom s nultockama z,,72,,723, te neka je T trokut s vrhovima
21,22 [ 73. Neka je & elipsa Ciji su fokusi nultocke od p’, te koja prolazi kroz poloviste jedne
stranice trokuta T . Tada je ta stranica trokuta T tangencijalna na elipsu &.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti, moZemo rotirati, skalirati i translatirati trokut na nacin
koji Zelimo. Neka jedna stranica trokuta leZi na x-osi s poloviStem u ishodiStu koodinatnog
sustava 1 neka joj je duljina jednaka 2, dok suprotan vrh trokuta lezi iznad x-osi. Dakle,
vrhovi trokuta (odnosno nultocke polinoma p) su 1, —1 te w = a + bi, gdje je b > 0.

Promatrat cemo elipsu koja prolazi kroz ishodiSte O, koje je poloviSte stranice trokuta
koja lezi na x-osi. Kako bismo dokazali da je ta stranica trokuta tangencijalna na elipsu,
pokazat ¢emo da pravci iz ishodiSta koordinatnog sustava koji prolaze kroz fokuse elipse
zatvaraju iste kutove s x-osi.

Polinom p je oblika

p(2)=G@-DEz+DE-w) =2 —wz? —z+w.
Deriviranjem polinoma p dobivamo

2 1
p’(Z):322—2WZ—1:3(13—?‘4)Z_§).

Ako su nultoCke od p’ oblika ¢; = re? ic, = rne®, gdje je 0 < 6,60, < 2n, tada iz
Viéteovih formula dobivamo ¢; + ¢; = 3w i ¢jc; = —1. Prva jednakost nam govori da e
barem jedna nultocka od p’ lezati u gornjoj poluravnini, dok nam druga jednakost govori
da je 8, + 6, = m, Sto znaci da Ce obadvije nultoCke lezati u gornjoj poluravnini. Stoga
su kutovi koje vektori %I 1 O_C; zatvaraju s pozitivnim dijelom x-osi suplementarni. To
znaci da ili obje tocke ¢ 1 ¢; leze na y-osi, ili jedan od vektora 0_cl> i1 O_c; zatvara oStri kut
s pozitivnim dijelom x-osi, dok drugi vektor zatvara kut iste mjere s negativnim dijelom
x-osi. U oba slucaja, pravci koji prolaze kroz ishodiSte 1 fokuse elipse zatvaraju iste kutove
s x-0si, koja je stoga tangenta elipse. O
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Lema 2.3.6. Neka je p polinom s nultockama z1, 25, z3, te neka je T trokut s vrhovima z1, 2,
i z3. Neka je & elipsa s fokusima u nultockama od p’, koja dodiruje poloviste jedne stranice
trokuta T . Tada su preostale dvije stranice trokuta T takoder tangencijalne na elipsu &.

(&)
C1
0,

01+ 6 8,

Slika 2.9: Kut izmedu Oc, 1 Ow jednak 6.

Dokaz. Kao Sto smo veé prethodno rekli, moZzemo smjestiti trokut u koordinatnom sustavu
na nacin koji Zelimo. Jedna stanica trokuta 7 je tangencijalna na elipsu &, pa pretpostavimo
da ta stranica leZi na x-osi. Neka se jedan vrh trokuta, oznalen s O, nalazi u ishodiStu
koordinatnog sustava, te neka je drugi vrh trokuta tocka 1. Preostali vrh oznacimo s w =
a + bi, gdje je b > 0 (v. sliku 2.9). Uz ovakvu konfiguraciju, pokazat cemo da je stranica
trokuta Ow tangencijalna na elipsu &.

Polinom p je oblika

p@) =z2z-DE-w) =2 - (1 +wz +wz
Deriviranjem polinoma p dobivamo

P'(2) = 3722 = 2(1 + w)z + w.

Neka su nultocke od p’ oblika ¢; = e i c, = re®. Prema Vieteovim formulama
dobivamo ¢; + ¢; = %( 1 + w), Sto nam govori da barem jedna nulto¢ka od p” mora lezati
u gornjoj poluravnini. Isto tako, znamo da su nultocke od p’ fokusi elipse &, kojoj je x-os
tangenta, pa se obje nultocke nalaze u gornjoj poluravnini, tj. vrijedi 0 < 6; < 6, < 7.

Iz Vieteovih formula imamo cyc¢; = 3, Sto nam govori da je zbroj kutova 60; + 6, jednak
kutu izmedu pozitivnog dijela x-osi i Ow. Slijedi da je kut izmedu Oc; i Ow jednak 6; (v.
sliku 2.9).
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C2
C1

0,

19) ' ' ' ' 1

Slika 2.10: Ow je tangenta na elipsu & jer je 8 = 6.

Primijenimo sada lemu pri ¢emu ishodiSte O koordinatnog sustava ima ulogu
vanjske tocke A. Kako znamo da se ishodiSte nalazi izvan elipse? To je ocito, s obzirom
da je x-os tangenta na elipsu &, koju dodiruje u tocki x = % Zaista, x-os je jedna od dvije
tangente na elipsu & iz ishodista (v. sliku 2.10). Oznacimo drugu tangentu s L. Primjenom
leme kut g izmedu Oc; 1 L jednak je kutu izmedu x-osi 1 Oc; Sto je jednako 6. Isti
kut zatvaraju Oc;, 1 Ow, pa je stoga Ow tangenta na elipsu &. Preostaje nam pokazati da je
stranica trokuta 1w takoder tangencijalna na elipsu &. Ovo moZemo dokazati na isti nadin,
tako da trokut translatiramo horizontalno tako da su vrhovi —1 1 0, umjesto 01 1. O

Koriste¢i prethodne tri leme, sada smo u moguénosti dokazati Mardenov teorem. U
dokazu teorema koristit ¢emo kao poznati rezultat sljedecu Cinjenicu (v. [2]]): ako su Fy i F,
dvije razlicite tocke u kompleksnoj ravnini, a L proizvoljan pravac koji ne presijeca duZinu
F\F», tada postoji jedinstvena elipsa & s fokusima F, i F, kojoj je pravac L tangenta.

Dokaz teorema Pretpostavimo da je p polinom s kompleksnim koeficijentima. Neka
su 71, 22 1 z3 njegove nultocke, te neka je 7 trokut s vrhovima z;, 2, 1 z3. Neka su nultocke od
p’ fokusi elipse & koja prolazi kroz poloviste jedne stranice trokuta 7. Prema lemi [2.3.5]
ta stranica trokuta je tangencijalna na elipsu &. Prema lemi preostale dvije stranice
trokuta 7~ takoder su tangencijalne na elipsu &. Tvrdimo da su to¢ke u kojima elipsa &
dodiruje preostale dvije stranice trokuta 7 zapravo polovista tih dviju stranica. Ako nisu,
ponovimo opisanu konstrukciju tako da odaberemo drugu stranicu trokuta i konstruiramo
elipsu & s fokusima u nultockama od p’, tako da je ta stranica trokuta tangencijalna na
elipsu &'. S obzirom da elipse &1 & imaju iste fokuse, te da je ista stranica trokuta tan-
gencijalna na obje elipse, one se moraju podudarati. To znaci da tada svaka od ovih dviju
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elipsa dodiruje 1 drugu stranicu trokuta 7~ u poloviStu te stranice. Simetrijom, isti zaklju¢ak
dobivamo i za preostalu stranicu trokuta. Stoga, elipsa & dodiruje sve tri stranice trokuta u
njihovim polovistima. O

2.4 Saff-Twomeyev teorem

Zaa € C, |a| < 1, oznaimo s P(a) skup svih kubi¢nih polinoma ¢ije nultocke leZe unutar
zatvorenog kruga polumjera 1 sa srediStem u ishodiStu, s tim da je barem jedna nultocka
jednaka a. Teorem[2.2.1]kaZe da e barem jedna stacionarna tocka svakog takvog polinoma
lezati u zatvorenom krugu polumjera 1 sa srediStem u nultocki a. U ovom dijelu opisat
¢emo joS jedno podrucje D(a) sa svojstvom da svaki polinom p € $(a) ima barem jednu
stacionarnu tocku u D(a) (v. sliku 2.11). Za rezultate koji slijede pretpostavit ¢emo da je
0 < a < 1, jer se ostali skupovi mogu dobiti rotacijom.
Uvedimo oznake

Aa) = {‘z - g‘ < A}, Cla) = {‘z - g' _ A},

gdje je
4 - a?
12
Prema Gauss—Lucasovom teoremu znamo da stacionarne tocke svakog polinoma p €

P(a) leze unutar zatvorenog kruga K polumjera 1 sa srediStem u ishodistu. Uocimo da je

A(a) C K. Zaista, kako je 0 < a < 1, tojea’* —3a +2 = (a — 1)(a — 2) > 0, pa je stoga
4-a® o (2-a)
n =4 >

odnosno A < 1 — 4. Zato za z € A(a) imamo

a a al a a
=z-=-+z|<|z—-z|+ <A+ <L,
& ‘Z 2 2“‘Z 2| T2
tj. z € K. Nadalje, uo¢imo da je
4-a> & a
l1>d* o 4>4d> ©4-d* >3d° > o A>-
>a° o 4>4a & a_3a<:>12_4<:> > 5
odakle slijedi da je za 0 < a < 1 uvijek
a a
Az2-, A=-oa=1. 2.13
=2 2 7 13

Sljedeci rezultat o poloZaju stacionarnih tocaka polinoma p € $(a) dokazali su Saff i
Twomey u radu [11]].



POGLAVLJE 2. POLOZAJ STACIONARNIH TOCAKA POLINOMA 37

Teorem 2.4.1. Neka je p(z) = (z—a)(z—21)(z2—22), gdjeje O <a < 1, |z < 1 iz < L.
Tada polinom p ima barem jednu stacionarnu toc¢ku u skupu D(a) definiranom kao

D(a) A(a) \ [C(a)Nn{z :Im(z) > 0}], a>0;
DO) = A0).

U dokazu teorema koristit ¢emo sljedece leme.

Lema 2.4.2. Ako polinom p(z) = b,z*> + biz + by nema nultocku u otvorenom krugu polu-
mjera 1 sa sredistem u ishodistu, tada je

\bol* — |bof* = |byby — bob|. (2.14)

Dokaz. Slucaj kada je b, = 0 je trivijalan. Naime, ako je tada i b; = 0, onda (2.14) vrijedi,
pa stoga pretpostavimo da je by # 0. Tada je p(z) = b1z + by = 0 ako 1 samo ako je z = —Z—‘l’.
Prema pretpostavci, iz p(z) = 0 slijedi |z] > 1, . | - Z—(l’| > 1, odnosno |by| > |by|. Jasno je
da tada vrijedi (2.14).

Slu¢aj b, # 0 moZemo reducirati na b, = 1.

Neka su z; 1 z; nultocke od p, tj. vrijedi z? +bizj+ by = 0za j = 1,2. Tada je prema
pretpostavci |zi| > 1, |z2 > 1, odakle slijedi (|z;] — 1)(Iz2] = 1) 2 0, te |z122] + 1 = |z1| + [z2]-
Prema Vieteovim formulama imamo z;2, = by, 21 + zo = —b,. Stoga, mnozeci obje strane
zadnje nejednakosti sa |z;z2| — 1 = |bo| — 1(= 0) dobivamo

2 2 2

|bol” — 1 > |zi17|zal + |zillz2]™ = |z1] = 22
2 2

= (lz1]" = Dlza| + (Iz2]” = Dlz1l

> (121 = D22 + (22l = D21l = [by = bobi .
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Slika 2.11: Skup D(a) za0 < a < 1.

Lema 2.4.3. Neka je p(z) = (z—a)(z—21)(2—22), gdjeje 0 <a < 1, |z;| = 1 i|zp| < 1. Ako
polinom p nema stacionarnih tocaka unutar kruZnice C(a), tada je z, =7y ilia =z = 1 ili
a=23= 1.

gtovi§e, ako je po(z) = (z—a)(z — ei")(z _ e"”) i

a+ 6A a— 6A

) <a < arccos(

OSaq:arccos( ):CI’QSﬂ',

gdje je A = /432 , tada p, ima par kompleksno-konjugiranih stacionarnih toc¢aka i kako

a prolazi segmentom [y, a,], tako te stacionarne tocke opisuju kruZnicu C(a). Medutim,
ako je 0 < a < ay ili o, < a < «, tada p, ima stacionarnu tocku unutar C(a).

Dokaz. Nekaje z; = %' iz, = re’?, gdje su ¢y, ¢ € [0,27)10 < r < 1. Neka je

2
a a
PR):=p (Az + 5) =3A’7 + A(a - 221 — 220)2 + 2122 — T

Ako je |z| < 1, onda je |Az + 5 — 5| <A, paAz+ 5 leZi unutar kruznice C(a). Stoga je po
pretpostavci p'(Az + §) # 0, tj. P(z) # 0. Stoga, kao posljedicu leme 2.4.2, imamo

|bol* — |bal* = [b1by — boby| > [Re(b1by — bob:)| = Re(b1b, — boby) (2.15)
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gdje je
2
a
by :=7120 — Z
b] = A(Cl - 2Z] - 222)
1

b, :=3A=1- Zaz.

Kako je

- - - 1 __a

b1b2 - b()b] = A(a - 2Z1 — 2Z2) 1- —a2 — 2132 — — A(a - 2Z1 - 2Z2)
4 4

1 (2.16)
= A[a -2+ )+ Eaz(Zl — 2+ 7% — ) — L1 + 2% + 2%,

slijedi
Re(Elbz - Eobl) = Ala — 2(cos ¢ + rcos ¢;) — arcos(¢ + ) + 2rcos ¢, + 2r% cos ©1]

= Ala(l = rcos(p; + ¢2)) —2(1 — r?) cos @1]-
(2.17)
Takoder je

a\(._ d a2\’ a’
|bol* = 1bo* = (lez - Z) (2122 - Z) - (1 - —) == [1 —rcos(o; +@)] + 71> — 1.
(2.18)
Tada 2.15), @.17), 2.18) i A > § daju

2
% [1—rcos(p +@)]+r7 =1 > A|a(1 — recos(¢r + ¢2)) — 2(1 — r*) cos 901|

\%

a
5|a(1 — reos(e + ¢2) — 2(1 — ) cos |

\%

a a

5|a(1 — reos(e; + ¢2))| - §|2(1 —r*)cos ¢y
Clz o)

= o [1=reos(er +¢2)] —a(l —rlcos gil,

Sto je ekvivalentno s
r* —1>—a(l —r*)|cos ¢,

odnosno
(1 =r")alcosg| - 1) > 0.

Kakoje 1 —72 > 0ialcosg;| — 1 <lacos¢g|— 1 <0, to je takoder

(1 = r*)(alcos | — 1) <0.
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Prema tome, (1 — r?)(alcos¢g;| — 1) = 0, pa slijedi » = 1 ili alcos¢g;| = 1. Uogimo,
alcos | = 1 ako i samo ako je a = |cos ;| = 1. Medutim, za a = 1 je, prema (2.13)),

A =% =1 pajeprema (ZT3). @I7) i €T8)

1 1
) [1 —rcos(pr +¢2)] + -1 > E[(l —rcos(pr + ¢2)) — 2(1 - ’”2)005901]
odnosno

(1 —r*)(cos¢p; — 1) > 0.

Osimtogaje 1 — 7> > 0icosg; — 1 < 0, paje (1 — r*)(cosg; — 1) < 0. Prema tome,

(1 — r*)(cos¢; — 1) = 0, §to je moguce ako i samo ako je r = 1 ili cos; = 0, j. ¢; = 0,
odnosno z; = 1. Time smo pokazali da mogu nastupiti dva slucaja, a to su r = 1 ili
a=z7 = 1.

Razmotrimo slucaj r = 1. Tada (2.18)) daje

2
a
bol* = |byf* = o) [1 - cos(e + ¢)], (2.19)
dok je prema (2.17) B B
Re(b by — boby) = Aa[l — cos(¢; + ¢2)], (2.20)
pa stoga (2.15)) povlaci
&
5 [1 = cos(gr + ¢2)] = Aall = cos(p1 + ¢2)]
tj.

(g — A) [1—cos(p; +¢y)] > 0.

Kako je, prema (2.13), § — A < 01i vrijedi 1 — cos(¢; + ¢2) > 0, to je

—A)[l —cos(pr +¢2)] <0

—_
N

pa zakljuujemo da je (% - A) [1 —cos(p + ¢2)] = 0. Prema tome, £ —A =0, tj. a = 1, ili
cos(¢1 + ¢2) =1, 1. 7120 = r = 1, odnosno 7, = 7;.

Konacno, ako je r = a = 1, tada iz (2.16) slijedi

2
Im(Elbz - Eobl) = —[2sin ¢ +2 sin ¢, —sin ¢; —sin @, +sin(@; +¢,)—2 sin @ —2 sin ¢, |

[sin(¢; + o) — sing; — sin¢;].

S S

(2.21)
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Takoder, prema (Z.19) i (Z:20) slijedi |bo|* — |b,* = Re(E] by — boby), pa je stoga prema
@D, |b1b2 - bObll = Re(b1b2 - bobl). Dakle, Im(b1b2 - bobl) = 0. Sada iz @ Sll]edl

sin(g) + ) = sin@; + sin g,

odnosno

4 Y1+ . w1t 01— P2
2 s8in cos = 2sin coS .

) 2 2 2
Odavde zaklju¢ujemo

901+902:O " C08901+902:COSSO1—902
2 2 2

sin

U sludaju sin 2222 = 0 imamo ¢; + ¢» = 2km za neki k € Z, pa je 71z, = €1+ =

, 2
e = 1, odnosno z, = 7;.

: piter (a2} :
Ako je pak cos =5= = cos ©5+, onda je

+ —
A 2 CcoS AN £ —2sin pal sin ﬂ,

0=
COS ) 2 >

pajesin& = 0ilisin £ = 0. Dakle, ¢ = 2knr zaneki k € Zili ¢, = 2kn za neki k € Z.
Ako je ¢; = 2kn zaneki k € Z, onda je z; = €% = ¥ = 1, a ako je ¢, = 2kn za neki
k€ Z,ondajez, =¥ = e*" =1, Prematome,a=2z = lilia=2 = 1.
Time smo dokazali prvi dio leme [2.4.3
Neka je sada p,(2) = (z—a)(z—€)(z—e™), @ € [0, xr]. Stavimo #, := a—4 cos a. Tada

je
’ a 2.2 a’
Py(2) = p, (Az + 5) = 3A7°+A(a—271 —22)7+ 2120 — T
2
= 3A22 4+ A(a—4cosa)z + 1 — az
= 3A%7 + Ar,z + 3A
pa su

1y + T 36A7

6A ’

fe — \12 — 36A?

6A

(@) _ (@ _ _
Vi = Vo, =

nultocke polinoma P,,.
Pretpostavimo najprije da je

(a+6A) (a—6A)
0 < a; = arccos < a < arccos =ap <.

Tada je
cos0 > cosa; > cosa > cos @, > COST,
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tj.
1<a—6A< <a+6A<1
- cosa s
<—— < <— <
pa je
a—6A—-4cosa<0, a+6A—-4cosa>0.
Stoga je
2 —36A% = (a —4cosa)* — 36A% = (a —4cosa — 6A)(a - 4cosa + 6A) <0,
pa je
@ _ “lat i/36A% — 12 @ o~ i/36A% — 12
s 6A I 6A
odakle slijedi
1
W = ) = — 12 + (3647 - )] = L.

36A%2° ¢
(@) : (@)

PokaZimo sada da kako a varira od @ do a;, tako toCke v|"" 1 v, opisuju jedini¢nu kruznicu
sa srediStem u ishodiStu. Dakle, uzmimo z = €'¥ za neki ¢ € [0, 27) i pokaZimo da je tada
z= v(l") iliz= v(z") zaneki a € [a, as].

Stavimo s := —6A cos ¢. Tada je

a—6A a-s a+6Acosg a+6A
-1< < = < <1,
4 4 4 4

pa je dobro definirano « := arccos 2, te vrijedi a; = arccos % < @ < arccos % = ;.

Takoder, iz cos @ = = slijedi s = a — 4 cos @ = 1,.
Ako je ¢ € [0, ], onda je

36A% — 12 = V36A2 — 52 = /36A% — 36A2 cos? ¢ = 6A A[sin’ ¢ = 6A sin ¢,

pa je
. t \36A2 — 12
— i — + . o - _ a + . a — ((1)
z=¢€%Y=cosp+ising At e =

Ako je ¢ € (m,2m), onda je

36A2 — 12 = V36A2 — 52 = /36A% — 36A2 cos? ¢ = 6A +/sin’ ¢ = —6A sin ¢,

paje
‘ t \36A% — 12
— e — rising= - _j N o _ (@
z=e COS +ising A l GA vV,
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(a) _ (a) —
Prema tome, pokazali smo da za a; < @ < a, vrijedi pa(Av +5)=p(Av," +5)=0te
da, kako « prolazi intervalom [a, @], tako tocke v(“)
srediStem u ishodistu.

Stavimo

1 v2 opisuju jedini¢nu kruZnicu sa

wi? = A + 2, wy? = Av<“>+E « € [0, 7].

@y = O,tezai=1,21a € [a),a,] vrijedi

Tada je p,(w, p;(w(“)) =

@ 4| _ @y _ (@) _
o —5‘_|Avl. ) = A = A

tj. w(la), w(z") € C(a). Takoder, kako a prolazi intervalom [al,cxz] tako tocke w(") i W(Z(’)

opisuju kruznicu C(a). Uo¢imo da pritom vrijedi wi” = Av(o‘) =AY + £ = =w®.
Konacno, ako je 0 < @ < @y, onda je cosa > cos @ = “+6A pa]e a+6A—-4cosa <0.
Stoga je 12 — 36A% = (a — 4cosa)* — 36A% = (a + 6A — 4cos @)(a — 6A —4cosa) > 0.
Takoder, ako je @, < @ < m, onda je cosa < cosa, = “‘46A, pajea—6A —4cosa > 0.
Stoga je 12 —36A% = (a—4 cos @)’ —36A% = (a+6A —4 cos a)(a—6A -4 cosa) > 0. Prema
tome, u slucaju 0 < a < a; ili @, < a < 7, vrijedi v(“) (“) eR, v(“) # v(zo‘). Osim toga, kako
je '™ v = 1, toje PVl < 1ili p{”] < 1. Odavde Sh]edl W — 4 = AV = APV < A
(@)

ili lwy,” = 5] = IAV(a)I = Alv(a)l < A, tj. barem jedna od nultoCaka polinoma p), leZi unutar
kruznice C(a). i

Kao ocitu posljedicu leme imamo sljedeéi rezultat.

Korolar 2.4.4. Neka je p(z) = (z —a)(z —21)(z — 22), gdje je 0 <a < 1, || = 1 i |z < 1.
Tada p ima barem jednu stacionarnu tocku u A(a).

Dokaz. Ako polinom p nema stacionarnu to¢ku unutar kruznice C(a) tada je, po lemi[2.4.3]
a=z1=1llia=2=1,iliz =z pricemuz;,z; € C(a). Akojea=zy =1lilia=272 =1,
tada je a = 1 stacionarna to¢ka polinoma p za koju vrijedi a € C(a). Prema tome, p ima
barem jednu stacionarnu tocku u A(a). O

Lema 2.4.5. Neka je p(z) = (z—a)(z—z21)(z2—22), gdje je 0 <a < 1, |z;| < 1 i|z;| < 1. Tada
p ima barem jednu stacionarnu tocku unutar kruZnice C(a).

Dokaz. Pretpostavimo da je z; = aili z = a. Tada iz |z1] < 11 |z| < 1 slijedi a < 1.
Takoder, a je dvostruka nultocka polinoma p, pa je stoga p’(a) = 0. Nadalje, buduéi da
je prema (Z.13), § < A, te § = Asamo zaa = 1, to vrijedi |a — §| = § < A. Dakle, a je
stacionarna toc¢ka polinoma p koja lezi unutar kruznice C(a).

Pretpostavimo sada da je z; # a i z; # a. Povu¢emo pravac kroz tocke z; i a, te s w;
oznacimo presjek tog pravca i jedini¢ne kruznice S sa srediStem u ishodistu, i to tako da

z; pripada segmentu s krajevima w, 1 a. Zatim povuéemo pravac kroz tocke z; 1 a, te s W,
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oznacimo presjek tog pravca i kruznice S i to tako da z, pripada segmentu s krajevima w,
ia (v. sliku 2.12).

wa

Slika 2.12: Slucaj kada z; # aiz, # a.
Bez smanjenja opcenitosti, neka je

Wy — Wy —
Wi — zil Sl 2 Zz|.
lz1 — al |z — al

(2.22)

Stavimo w; := w;. Uocimo |w;| = 1. Kako z; pripada segmentu s krajevima w; = wj 1
a, postoji p € [0, 1] tako da je z; = pw; + (1 — p)a. Uocimo p # 0, jer bismo za p = 0 imali
71 = a $to je u kontradikciji s pretpostavkom. Takoder, p # 1, jer bismo za p = 1 imali
71 = wy Sto je nemoguce jer je |z1| < 1, [wy| = 1.

Stavimo w, := ﬁ(zZ —(1-p)a). Tada je zo = pw,+ (1 —p)a, pa stoga z, pripada segmentu
s krajevima w, 1 a. Tvrdimo |w,| < 1. Kako z, pripada segmentu s krajevima w, i a, postoji
p € [0,1] tako da je z, = pw, + (1 — p)a. UoCimo, p # O buduidajez, # a,te p # 1
bududi da je |z5| < 1, o] = 1. Vrijedi

wi—z1 = wi—z1=w;—pw; - -p)a=(1-p)(w —a)
Wy — 22 Wy —pwy — (1 =pla=(~1-p)W, —a)

Z1—a pwir+ (1 —p)a—-a=pw —a)

2—a = pwy+(l=pla—-a=pW; —a),
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pa iz (2.22)) slijedi
(d—plwi —al A -pw —d
plwi—al —  plwy —d|

tj. o < p. Nadalje, iz z, = pw, + (1 — p)a = pw, + (1 — p)a slijedi p(w, — a) = p(W, — a), pa
je pwy = pwy + (o — pla, tj. wy = ;—)(ﬁwz + (p — p)a). Prema tome,

1 5 1. 1 1. 1 3
Iwy| = 5 loW2 + (o — Plal < —phws| + ;Ip —pllal < —p + /—)(p -p)=1

i)
i)

Neka je
gw) = plow + (1 = p)a) = p*(w = a)(w — wi)(w — wy).

Prema korolaru [2.4.4] postoji u € A(a) tako da je ¢'(u) = 0. Stavimo v; := pu + (1 — p)a.
Neka je g(w) ;== pw+ (1 —p)a. Tadaje g = po g, paje

g'(w)=(pog)w) =p'(gw).g'w)=p'low+(-pa)-p.

Dakle,
gw)=0 < p'(low+ (1 —p)a) = 0.

Stoga iz ¢’'(u) = O slijedi p’(vy) = p’(pou + (1 — p)a) = 0.

Pretpostavimo v; = 1. Tada 1 pripada segmentu s krajevimauia. Ali,0 <a <1, |ul <1
pa je to moguce samo ako je u = a = 1. Medutim, ako je a = 1, onda je p’(1) = p’(a) # 0,
jer bi u protivnom a = 1 bila dvostruka nultocka polinoma p, tj. vrijedilo bi z; = 1 ili
Zp = 1 §to je u kontradikciji s pretpostavkom. Time smo pokazali da je v, # 1.

Nadalje, imamo
a

VI_E

a a a
= ———(=p)=+(1-p)=
vi-y ( p)2+( p)z‘

a a a
< pi-5-a-p3f+a-p3

a a a
= fur-pa-5-a-p3+a-p3

Jol

a a
- = 1=p)=
u 2|+( ,0)2

IA

a
A+ (1-p)=.
PA +( /O)2
Akojea # 1,1. 0 <a < 1,tadaje § < A, pa je prema gornjoj nejednakosti
a a
v —5' <pA+(1=p)5 <pA+(1-p)A =4,

tj. vy lezi unutar kruznice C(a).
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Neka je sadaa = 1. Tadaje A = § = %paje

i-3|<pa+1-pF=pa+a-pa=a

Pretpostavimo |v1 -3 = A . |v1 - % = % Znamo da u € A(a) = A(1), . |u - % < % ida
vi leZi na segmentu s krajevima u i a = 1. To je moguce samo ako je vi = u = 1, a pokazali
smo da je v; # 1. Prema tome, |v1 - §| < A, tj. v; lezi unutar kruznice C(a).

Prema tome, p ima stacionarnu to¢ku v; # 1 koja lezi unutar C(a). m|

Koristeci prethodne leme u moguénosti smo dokazati teorem [2.4.1

Dokaz teorema[2.4.1] Kako bismo dokazali teorem, treba razmotriti slu¢ajeve a > 0 te
a = 0. Zaa > 0, dokaz slijedi primjenom lema i Za a = 0, polinom p
je oblika p(z) = z(z — z1)(z — 22), gdje je |z1] < 1, |z2] < 1. Deriviranjem polinoma p
dobivamo p’(z) = 3z — 2(z; + 22)z + 2122. Neka su ¢; i ¢, nultocke polinoma p’, tj. neka
je p'cr) = p'(ca) = 0. Slijedi c1co = %2 paje leieol = [22| < 1 Tadaje i) < L ili
ol < %g Prema tome, barem jedna stacionarna tocka polinoma p pripada krugu A(0). O

2.5 Frayer-Kwon-Schathauser-Swensonovi rezultati

Ako je dan kompleksan kubicni polinom p(z) = (z — z;)(z — 22)(z — 1), pri ¢emu je |z;| =
|z2| = 1, gdje se nalaze stacionarne tocke? Mardenov teorem nam govori da su stacionarne
tocke fokusi Steinerove elipse trokuta Alz;z,. Prije ovog rezultata, jedino S$to smo znali o
stacionarnim toCkama kompleksnog polinoma je Gauss—Lucasov teorem koji tvrdi da sta-
cionarne tocke bilo kojeg polinoma leze u kompleksnoj ljusci njegovih nultocaka. U ovoj
tocki istrazit cemo strukturu stacionarnih tocaka kubi¢nog polinoma. Preciznije, zanima
nas Sto se dogada sa stacionarnim to¢kama kompleksnog kubi¢nog polinoma kada njegove
nultocke pomi¢emo. Poznato je da za bilo koje tri tocke z1, 25, 73 u kompleksnoj ravnini
koje ne leZe na istom pravcu, postoji jedinstvena kruZnica koja ih sadrzi. Za rezultate
koji slijede, bez smanjenja opCenitosti moZemo smatrati da se radi o jedni¢noj kruznici sa
73 = 1, |z1] = |z2| = 1. Pustit ¢emo z; 1 z; da se gibaju duZ ove kruZnice i pratiti kako se
mijenja poloZaj stacionarnih tocaka kubi¢nog polinoma.

Srediste kubi¢nog polinoma

Neka je p kompleksni kubi¢ni polinom s nulto¢kama na jedini¢noj kruZnici sa srediStem u
ishodiStu kompleksne ravnine. Nultocke polinoma p i njegovih derivacija saCuvane su kada
polinom mnoZimo s konstantom, pa moZemo pretpostaviti da je p(z) = (z—z1)(z—22)(z—1)
zaneke z1,7, € C gdje je |z1| = |zo] = 1.
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Oznacimo sa I" familiju kubi¢nih polinoma p : C — C takvih da je

p2)=(@-z2)z-22)(z—-1)

za neke z1, 2 gdje je |z1] = [za| = 1.
Prije proucavanja nultoaka polinoma p’, promatrajmo prvo nulto¢ke od p”’. Za dani
p €I'i g € C, kaZzemo da je g srediste polinoma p ako je p”(g) = 0. Naravno, svaki p € I’
ima jedinstveno srediSte. Prema Mardenovom teoremu, to je teziste trokuta Alz;z,. Naime,
iz
pi@ = (@-z)z—22)(z-1)
= Z2-@+a+DZ+@nt+u+tn)i-un

slijedi

P@ = 37 -2z +n+ D2+ @n+a+2),

p'(@ = 62-2z +22+1),

paje p”(z) = 0 ako i samo ako je z = %(zl + 7, + 1). Prema tome, teZiSte trokuta Alz;2,, tj.
tocka {
g= §(21 +2+1)
je srediSte polinoma p.
Zanimljivo je Sto moZzemo dokazati i neku vrstu obrata ove Cinjenice, o cemu govori

sljedeci teorem. Takoder, taj e nam teorem dati nagovjestaj na koji nacin razmisljati o
stacionarnim to¢kama polinoma p.

Teorem 2.5.1. Neka je g € C.
(1) p € I'ima srediste % ako i samo ako je p(z) = (z—1)(z*> —a?) za neki a, gdje je |a| = 1.
(1) AkojeO < |g — %I < %, tada postoji jedinstveni polinom p € T sa sredistem g.
(iii) Ako je |g — %I > % tada ne postoji p € I sa sredistem g.

Rijec¢ima: srediSte bilo kojeg polinoma p € I' mora lezati u zatvorenom krugu polu-
mjera % sa srediStem u toCki % (v. sliku 2.13). Obratno, svaka toc¢ka koja se nalazi unutar
ovog zatvorenog kruga, osim njegovog srediSta, je srediSte jedinstvenog polinoma p € I'.
SrediSte ovog zatvorenog kruga je srediSte svakog polinoma p(z) = (z — 1)(z> — a?), gdje je
lal = 1.
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Slika 2.13: Konstrukcija Alz;z, sa srediStem g.

Dokaz. Prema Mardenovom teoremu, ova tvrdnja povezana je s konstrukcijom trokuta
odredenog vrhom, teZiStem i opisanom kruznicom.

Pretpostavimo da je g srediSte polinoma p € I'. Tada je g teziSte trokuta Alz;z,, gdje
71 1 2o treba konstruirati. Iako ne znamo gdje se z; 1 z; nalaze, ozna¢imo poloviste duZine
7122 sa w. Naravno, w se nalazi u zatvorenom jedini¢nom krugu, tj. |w| < 1. DuZina 1w
je teZisnica trokuta Alz;zp, paje g —w = (1 — w), odnosno g = %(w) + 1(1). Odavde
slijedi |g — % < % Stoga, da bi zapoceli konstrukciju, treba rijesiti jednadzbu za w, gdje

g1 (Geometrijski gledano, ako nam je dan g, mozemo konstruirati poloviste w’

jew = =—.
duzine 1g; tada je w refleksija to¢ke w’ preko g.)

Pretpostavimo najprije da je g # % Tada je w # 0. Znamo da je duZina 7,7, tetiva
jedini¢ne kruZnice sa srediStem u ishodisStu, pa simetrala duzine z;z; prolazi kroz 0, te kroz
sredi$nju to¢ku w. Dakle, konstruiramo pravac L kroz w okomit na duZinu Ow. Obzirom
da se w nalazi u zatvorenom jedinicnom krugu, L sijeCe jedini¢nu kruZnicu u dvije tocke:
71 1 z,. Pritom je z; = z5 u slucaju da je |w| = 1.

S druge strane, ako je g = % i stoga w = 0 tada, s obzirom da je w = 0 poloviste duZine
Z122, imamo z; = —z;, paje p(z) = (2 —21)(z —22)(z = 1) = (z — 1)(z> — z}) zaneki z; € C,
|z1] < 1. Obratno, ako je p(z) = (z — 1)(z* — z3) za neki z; € C, |z1| < 1, tada se lako pokaZe
daje p”(%) =0. O
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Stacionarne tocke kubi¢nog polinoma

U daljnjem razmatramo stacionarne to¢ke polinoma p € I'. Sli¢no, kao §to smo to ucinili za
srediSte polinoma p € I', sada bismo Zeljeli odrediti moguce poloZaje stacionarnih tocaka
polinoma p € I' te prouciti do koje mjere stacionarne tocke odreduju polinom p.

Saff 1 Twomey su u radu [11] pokazali da polinom p ima barem jednu stacionarnu
to¢ku koja se nalazi u zatvorenom krugu A = {z € C : |z — 1| < 1}. Stovise, ako su ¢;
1 ¢, stacionarne tocke polinoma p, te ako se ¢; # 1 nalazi na rubu kruga A, tada je ¢,
kompleksno konjugiran od c; pa se stoga takoder nalazi na rubu tog kruga.

Saff-Twomeyev rezultat prosirili su Frayer, Kwon, Schafhauser i Swenson u radu [3]].

Prije nego iznesemo njihove rezultate, uvest ¢emo sljedecu notaciju.

Definicija 2.5.2. Neka je a > 0. Oznacimo sa T, kruZnicu promjera « koja prolazi kroz 1
i 1 — a u kompleksnoj ravnini, tj.

T(l:{z€C:|z—(1—%)':%}. (2.23)

Uoc¢imo da kompleksan broj z # 1 leZi u zatvorenom jedini¢nom krugu sa srediStem u
ishodistu ako 1 samo ako postoji jedinstven « € (0, 2] takav daz € T,.

Na slici 2.14 vidimo da prema teoremu srediste polinoma p € I' ne moZe lezati
izvan T% .

Slika 2.14: z lezi na jedinstvenom T,.
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Teorem 2.5.3. Neka je z € C takav da je Re(z) < 1. Tada je 7 € T, ako i samo ako je

1
— =Re (L)
a 1-z2
Dokaz. Kao na slici 2.14, neka 6 oznacava mjeru kuta /01z (8 > 0 ako i samo ako Im(z) >

0)ineka je r = |z — 1|. Tada je 1 — z = re™, odakle slijedi 7-- = 1¢”, pa je stoga
1 0
Re( ) _ cosf

1-z r
Kut /(1 —a)z1 upisan u T, s vrhom z je pravi. Stoga je cos @ = = iz Cega slijedi tvrdnja. O
Navedimo nekoliko primjera.

Primjer 2.5.4. Pretpostavimo da je 1 stacionarna tocka polinoma p € I'. Tada je, prema
teoremu 1 barem dvostruka nultocka polinoma p. Eksplicitno, postoji a € C, |a| = 1,
tako da je

p@) = (- 1z - a).

Tada je

P,(Z)Z3z2—(2a+4)2+(2a+1):3(z_1)(z_2a+1).

3

Prema tome, 1 je stacionarna tocka polinoma p € T ako i samo ako je p(z) = (z—1)*(z—a)
zanekia € C, |a| = 1. U ovom slucaju druga stacionarna tocka je % + %a € T%.

Primjer 2.5.5. Pretpostavimo da p € I ima stacionarnu tocku ¢ + 1, |c| = 1. Prema
Gauss—Lucasovom teoremu, c leZi u konveksnoj ljusci nultocaka polinoma p, iz cega sli-
jedi da ¢ mora biti nultocka polinoma p. Prema teoremu [1.2.5] ¢ je dvostruka nultocka
polinoma p, pa je

p@) =(@-0 @z-1)

i stoga

p'(z)=3z2—(4c+2)z+(c2+2c):3(z—c)(z_C+2)_

3

Dakle, p € T ima stacionarnu tocku ¢ # 1, |c| = 1, ako i samo ako je p(z) = (z — ¢)*(z - 1).
U ovom je sluc¢aju druga stacionarna tocka % + %c €T..
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Razmotrimo sada kompleksni polinom p proizvoljnog stupnja, za ¢ije nultocke pretpos-
tavljamo da leZe na jedini¢noj kruZnici sa srediStem u ishodiStu. Prema Gauss—Lucasovom
teoremu, stacionarne toc¢ke polinoma p leZe u zatvorenom jedini¢nom krugu sa srediStem u
ishodistu. Sljededi rezultat govori o vezi izmedu stacionarnih tocaka polinoma p i njegovih
nultoCaka.

Teorem 2.5.6. Neka je p(z) = (z—1)(z—21) - - (z—2z,), gdje je zx = €% za svakik = 1,... n.
Oznacimo sa cy, . . ., ¢, stacionarne tocke polinoma p, te pretpostavimo da 1 # ¢, € T, za
svakik = 1,...,n. Tada vrijedi

ol o1
gl—ckzzgl—a(

Zn: 1. (2.24)

Dokaz. Dokazujemo (2.24)) izracunavajuci Re (I;T(;))) na dva razli¢ita naina. Iz

P@=m+n| [e-c)
k=1
slijedi

Inp/(z) =In(n+ 1)+ > In(z - cp),

k=1

p'@) <l
p@ Z -

k=1

odakle se deriviranjem dobije

UvrStavanjem z := 1 imamo

Py o 1
- (2.25)
p'(1) ; 1 —c
odakle, prema teoremu [2.5.3] slijedi
P"(l)) o1 -l
Re = Re = —. (2.26)
(P'(l) kzz; l—c) Ha

S druge strane, ako zapiSemo p(z) = (z — 1)g(z), tada se deriviranjem dobije

(z—1Dg' (@) + g(2),
g@+@-1g"@+g(@=z-1Dg"@ +2¢),

P'(2)
")
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odakle slijedi
p'() _ 28'(D)
g

Iz g(z) = (z = z1) - - - (z — z,) slijedi
Ing(z) = Z(Z - 20,
=1

odakle se deriviranjem dobije

g ~x 1
8() _;z—zk'

Odavde je
g(l)  Ll-z’
Sto zajedno s (2.27) daje
P _
p'(1) —i -z
Prema (2.25) i (2.28)) slijedi
< 1 < 1
=2
1- Ck 1- Zk

Bududi da je zx € T,, prema teoremu [2.5.3]1 (2.28)) imamo

N() n 1_
(p(l)) ZZ (1—zk) 2"

Konacno, (2.26) i (2.29) daju

52

(2.27)

(2.28)

(2.29)

O

Korolar 2.5.7. Neka je p € I' i neka su ¢, # 11ic, # 1 stacionarne tocke polinoma p. Ako

ci €Ty ic, €Tg, tada je

(2.30)
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U primjeru [2.5.4] vidjeli smo $to se dogada kada su stacionarne tocke ¢; = 1 ili c; = 1.
Uotimo da (2:30) vrijedi za primjer[2.5.5| gdje su {a, 8} = {2, 3).

Relacija (2.30) nam govori da je polumjer jedini¢ne kruZnice jednak harmonijskoj sre-
dini promjera kruznica T, i Tg. Ovako izreCena, tvrdnja se moZe generalizirati na proizvo-
ljan koordinatni sustav. Ako je zadan trokut AABC u kompleksnoj ravnini, te ako su 7, 1
T kruZnice koje kruZnicu opisanu trokutu AABC dodiruju u tocki A te koje prolaze redom
kroz fokuse Steinerove elipse trokuta AABC, tada je polumjer kruZnice opisane trokutu
AABC jednak harmonijskoj sredini promjera kruznica T, i T.

Korolar je jako koristan, jer nam omogucuje da pokazemo da postoji praznina u
jedini¢nom krugu, a to je otvoren krug {z € C : |z — %l < %}, u kojem se stacionarne tocke
ne mogu pojaviti.

T

Slika 2.15: Unutar otvornog kruga s rubom T ne pojavljuju se stacionarne tocke.

Teorem 2.5.8. Niti jedan polinom p € I" nema stacionarnu to¢ku unutar otvorenog kruga
s rubom T% (v. sliku 2.15).

Dokaz. Ako je c¢; unutar otvorenog kruga s rubom T%, tada c; lezina T, za neki a € (0, % .
Pretpostavimo da je c¢; stacionarna tocka nekog polinoma p € I'. Tada druga stacionarna
toCka ¢, polinoma p lezi na T gdje, prema korolaru , vrijedi % =2- é <2- % = %
Tada je B > 2, §to je moguée samo za ¢, = 1, jer je [co] < 1. Medutim, za ¢, = 1, prema
primjeru , imamo ¢ € Ty Sto je nemoguce buduci da ¢ lezi unutar otvorenog kruga s

rubom T;. Prema tome, c nije stacionarna tocka niti jednog polinoma p € I O

Saff i Twomey su pokazali da svaki polinom p € I ima barem jednu stacionarnu tocku
na ili unutar 7. Korolar [2.5.7|nam govori nesto vise.
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Teorem 2.5.9. Neka su ¢y # 1ic, # 1 stacionarne tocke polinoma p € I'. Ako ¢, € Ty,
tada c, € T. Inace, jedna od tocaka c ili ¢, leZi unutar kruZnice T, dok druga leZi izvan
kruznice T;.

Dokaz. Nekajel #c; € T,11 # ¢, € Tg. Tada je, prema korolaru , é +/lg = 2. Stoga
je @ = 1 akoisamo ako je § = 1, te @ < 1 ako 1 samo ako je 8 > 1. O

Stacionarna tocka (gotovo uvijek) odreduje polinom p € I’

Pretpostavimo da je p € I' s nultockama z;, z; 1 1, te neka je ¢ stacionarna tocka polinoma
p. Tada je

p2)=(@-z2)z-2)(z—-1)
=2 - @ +n+ D+ @ +n+un)i-un

pa je

PR =37 -2z +2+ D+ @ +2+22)

0=3c>-2c(zy +r.+ 1)+ (21 + 22 + 2122).

Uz pretpostavku z; # 2¢ — 1 dobivamo

_ (2c =1z + (2c - 3c?)

2.31
< 2 +(1-20) (23D
Sto nam je motivacija za sljedecu definiciju.
Definicija 2.5.10. Neka je ¢ € C. Definiramo Mobiusovu transformaciju kao
(2c - Dz + (2c = 3c?)
fe(2) = . (2.32)

7+ (1=20)

Oznacimo

Se=1{/f2) 1 z€ T3}
gdje T,, prema (2.23)), oznacava jedini¢nu kruznicu sa sredistem u ishodistu.

Mobiusova transormacija je funkcija oblika f(z) = ‘Zj—:z. Kada je ad — bc # 0, tada f
ima inverznu funkciju i vrijedi f~'(z) = <L U slucaju f,, imamo ad — bc = —(c — 1),
pakadajec # 1, f7' = f.. (U posebnom slucaju, fi(z) = & = 1 zaz # 1itada f;' ne
postoji.)
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Dobro znamo da svaka (invertibilna) Mobiusova transformacija preslikava kruznice (i
pravce) u kruZnice (i pravce), pa je S . kruZznica, odnosno pravac kada za neki z € T, vrijedi
Z+ (1 —2¢) = 0. Drugim rjecima, S je pravac kada

1
=—celT;.
y TCEN

1
1-2c=1&|=-
| cl |2 c

Slika 2.16: Kruznice S, i S% zac € TH\{1}.

Lema 2.5.11. Neka je 1| # ¢ € T,. Tada je S kruZnica radijusa % koja izvana dodiruje
kruznicu T, u tocki c, dok je S 2 kruznica radijusa % koja iznutra dodiruje kruZnicu T, u
tocki c. ’

Dokaz. Ve¢ znamo da je S . kruznica. Pretpostavimo najprije da je ¢ # —1. Vrijedi

3c—-1 3¢t -1
Jfele)=c¢, f(1)= . f(=1)= .
2 2c
Stoga za z € {1, -1, ¢} imamo
3 1
f@) =5 =3

paje S . kruZnica radijusa % sa srediStem u %c. Sli¢no se pokaze da je

c+1 2c+1
2’ 3 2(c+2)

@ = fu(D)=
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pazaz € {l,—1,c} imamo
c 1
fre@ =51 =7,
1

Sto pokazuje da je S 21 kruZnica radijusa % sa srediStem u 5c.

Prema tome, ako je ¢ # £11 c € T», tada je S . kruZnica radijusa % koja izvana dodiruje
kruznicu T, u tocki c, dok je S 21 kruznica radijusa % koja iznutra dodiruje kruznicu 75 u
tocki ¢ (v. sliku 2.16).

U slu€aju ¢ = —1 imamo

-9-2i

Ja)==2, fat=h=-L fa@)=—7F—,

pa je

2

zaz € {1,—-1,i}. Time je pokazano da je S _; kruZnica radijusa % sa srediStemu u —%, pasS_;
izvana dodiruje kruZnicu 75 u tocki —1.

3
fa@)+ 5

e 2Hc _ ] .
Zac = -1 je =* = 5. Tada imamo
~ —1=2i
AMD=0 fED =1 fi()=—
paje
1 —_—
fg(Z) + 51T 7

Sto pokazuje da je S 1 kruZznica radijusa % sa srediStem u —%. Stoga S 1 iznutra dodiruje
kruZnicu 75 u to¢ki —1. \ O

Propozicija 2.5.12. Pretpostavimo da je p(z) = (z—21)(z2—22)(z—1) €eTl'il #c € C.
Tada je c stacionarna toc¢ka polinoma p ako i samo ako je f.(z1) = z. U tom slucaju je
{z1,22 €S . NT>.

Dokaz. Neka je ¢ stacionarna to¢ka polinoma p. Kada bi bilo z; = 2¢ — 1, tada bi iz
p’'(¢) = O slijedilo ¢ = 1. Prema tome, z; # 2c — 1. Sada prema (2.31) i (2.32) slijedi
fe(z1) = z2. Obratno, ako je f.(z;) = 2, tada prema (2.31)) i (2.32) slijedi p’(c) = 0, Cime je
prva tvrdnja dokazana.

Funkcija f. preslikava T, na S i, jer je £7' = f., f. takoder preslikava S . na T,. Dakle,
f(S.NTy) =8.NT, Ako je ¢ # 1 stacionarna tocka od p, tada je f.(z;) = 22, pa iz
71 € Ty slijedi 2, = f.(z1) € S¢; odnosno iz z; € T, slijedi z; = f.(z2) € S.. Prema tome,
{z1,22} €S . NT5. O



POGLAVLJE 2. POLOZAJ STACIONARNIH TOCAKA POLINOMA 57

Uzimajuci u obzir prethodni rezultat, za bilo koji ¢ # 1 u zatvorenom jedini¢nom krugu,
mozemo klasificirati polinome p € I' koji imaju stacionarnu tocku ¢. Budu¢idasu 7,1 S.
kruznice (ili pravci), imamo Cetiri slucaja:

1. S. 1T, sudisjunktni;

2. S, 1T, se dodiruju;

3. §. 1T, se sijeku u dvije razlicite tocke;
4. S .=T>.

Propozicija 2.5.13. Neka su a,u,v,c € C,u # v, |ul =|v|=lal =1,c # 1, |c| £ 1. Tada
vrijede sljedece tvrdnje.

(1) SN T, =0 ako i samo ako ne postoji p € I sa stacionarnom tockom c.

(ii) Akoje S .NT, = {a}, onda je p(z) = (z—a)*(z—1) jedini polinom iz T sa stacionarnom
tockom c. Obratno, ako je c stacionarna tocka polinoma p(z) = (z — a)*(z — 1), onda
jeS.NT, ={a}.

(iii) Ako je S. N T, = {u,v}, onda je p(z) = (z — u)(z — v)(z — 1) jedini polinom iz I sa
stacionarnom tockom c.

(iv) S, = T, ako i samo ako je ¢ = —%. U tom je slucaju c stacionarna toc¢ka polinoma
p@) = (- D-a)(z+322).

Dokaz. (ii) Ako je S. N T, = {a}, tada je prema propoziciji 2.5.12)nuZzno z; = a = 25 1
p(2) = (z — 1)(z — a)? je jedini polinom iz I sa stacionarnom to¢kom c. Obratno, ako je p
takvog oblika i ¢ njegova stacionarna tocka, onda je ¢ = aili ¢ = 2% Uoc¢imo da je tada
a # 1. Ako je ¢ = a, onda prema lemi[2.5.11] vrijedi S, N T, = S, N T, = {a}, dok u slucaju

2+a

c= ponovo prema lemi[2.5.11{vrijedi S. N T, =S 2w NTr = {a}.
(111) U trecem slucaju, pretpostavimo da je S. N Tz = {u, v}, za neke u # v. Pretposta-
vimo da je f.(u) = u. Kako je f, bijekcija na skupu S .NT,, imamo f.(v) = v. Prema propo-

ziciji [2.5.12] c je stacionarna to¢ka polinoma p,(z) = (z—u)*(z—1)i py(z) = (z=v)*(z = 1).

Tada je ¢ € {u, 2“‘} N {v, 2+V} Medutim, 2“‘ se nalazi na segmentu lu, a % na segmentu

Tv. Posto je u # v, to je {u, zgﬂ} N A{v, %} = ( sto vodi do kontradikcije. Slijedi f.(u) = vi
f:(v) = u,paje p(z) = (z— 1)(z — u)(z — v) jedini polinom iz I sa stacionarnom tockom c.
(iv) U posljednjem slucaju, pretpostavimo S . = 7,. Tada za |a| = 1, imamo |f.(a)| = 1.

Posebno, |f.(1)| = 1 = |f.(—1)|. Imamo

—3c2+4c—1_(3c—1)(c—1)_3c—1
2-2¢ 2c-1) 2

fe(l) =
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gdje zadnja jednakost vrijedi zbog pretpostavke ¢ # 1. Stavimolic = x +iyu

3c-1
=f.(D)] =1
- ' (D)
dobivamo )
4 1
2
=——(x—-=]. 2.
=3 (x 3) (2.33)

Sli¢no, f.(-1) = 3‘22—;1 Opet, uvrStavamo ¢ = x + iy u jednakost |f.(—=1)| = 1 te dobivamo

Ga+iy)® —Dax—in| _,
2x+in)(x—iy) |

odakle slijedi
3G + i)+ = (x — iy)| = 27 +)7)
X3 +y7) = 1) +iy(3G2 +y7) + 1) = 2(x7 +y7)
X902 + %) = 6(x + ) + 11 + Y [9(x* + 122 + 6(x* +y?) + 1] = 4(x* + y?)?
9(x* + 2} — 6(x% + )X = y) + (* +y) = 4(x* +y?)>.  (2.34)

Uocimo da je ¢ # 0 pa je stoga x> + y*> # 0. Naime, 0 € T, pa je S pravac i zato ne moZe
biti S = T,. Podijelimo li jednakost (2.34) s x*> + y?, dobije se

9(x* +y2)? — 6(x* =y + 1 = 4(x* + ). (2.35)

Koriste¢i (2.33) dobivamo 9y* = 4 — (3x — 1) = =9x + 6x + 3, tj. 9x* + 9y* = 6x + 3,
odnosno

2y o 2x+1

+ —
X y 3
Odavde je
6x2—2x—-1
)cz—y2 :2x2—(x2+y2): B 3x
pa iz (2.33) slijedi
4
Qx+ 12 =26x*-2x-1D+1= g(2x+ 1)
34X +4x+ 1) —6(6x —2x— 1) +3=4Qx+ 1)
—24x> + 16x+8 =0,
odnosno

0=3x"-2x-1=@x+Dx-1. (2.36)
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Zbog ¢ # 1 po pretpostavci, slijedi x = —3 pa je prema (2.33) y = 0 i stoga ¢ = —3. Prema
tome, pokazali smo da u slucaju S. = 7, mora biti ¢ = —%.

Obratno, tvrdimo S_% =T, 1z f_%(z) = % dobije se

5 8.

1
) =-1, fu(-H=1, ~ﬁ%“):"T?"“

i.
17

Kako je S_% kruZnica koja sadrzi f_%(l), f_%(—l)if_%(i), pri Cemu je |f_%(1)| = |f_%(—1)| =
1@ = 1;tomorabitiS_% =T, " ‘ " .

Akojec = —% stacionarna to¢ka polinoma p € I', tada prema propoziciji|2.5.12|postoji
nekia € C, |a| = 1, takav da je

p@) = @-DE-az-fi@)

5a+3
(Z_l)(z_“)(“3a+5)'

S druge strane, lako se provjeri da je ¢ = —% stacionarna tocka svakog takvog polinoma.
(i) Ako je S. N T, = 0, tada ne postoji polinom p € I' sa stacionarnom tockom c jer
zbog {z1,22} € S. N T, = O niti jedna tocka u C ne moze biti z; (ili z;). Obratno, ako ne
postoji polinom p € I sa stacionarnom to¢kom c, tada tvrdnje (ii), (ii1) 1 (iv) ove propozicije
povlace da su skupovi 75 1 S, disjunktni. O

Uzevsi u obzir sva provedena razmatranja, dokazali smo sljedeéi rezultat.
Teorem 2.5.14. Neka je c € C.
(1) Akoc ¢ {1, —%}, tada postoji najvise jedan p € I sa stacionarnom tockom c.

(i) Ako c leZi strogo unutar T% ili strogo izvan T,, tada ne postoji p € I sa stacionarnom
tockom c. ‘

(iii) p € I ima stacionarnu tocku 1 ako i samo ako je p(z) = (z—1)*(z—a) za neki a € C,
lal = 1.

. . . v 1 . . _ 5a+3
(iv) p € I'ima stacionarnu tocku —3 ako i samo ako je p(z) = (z — 1)(z — a) (z + 3(1:5) za

nekia € C, lal = 1.

Dokaz. Tvrdnja (i) je posljedica propozicije[2.5.13] Tvrdnja (ii) je posljedica teorema[2.5.§|
1 Gauss—Lucasovog teorema. Tvrdnja (ii1) slijedi iz primjera a (iv) iz propozi-

cija2.5.12]i2.5.13] O
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Slika 2.17: Ako 1 # ¢; € Ty, onda ¢, = ¢;.

Prvi dio teorema [2.5.14) moZe se poboljsati, o cemu govori sljedeéi rezultat.

Teorem 2.5.15. Ako ¢ ¢ {1,—%} lezi na T, za neki a € [2,2], tada postoji jedinstven
polinom p € T sa stacionarnom tockom c.

Dokaz. Pretpostavimo da ne postoji p € I' sa stacionarnom tockom c. Prema propozi-
ciji2.5.13) T, N S = 0. To znaci da S leZi ili unutar ili izvan kruZnice 7,. Bez smanjenja
opcenitosti pretpostavimo da S, lezi unutar kruznice 7,. Pogledajmo kako se S, mijenja
kada tocku ¢ ”povlacimo” kroz skup

X := {z: z€T,, a € [%,Z]}

Definiramo put y : [0,1] — X tako da je y(0) = ¢, y(1) € T, \ {1} 1 y(¥) € Int(X)
zat € (0,1). Buduéi da S, izvana dodiruje T (vidi lemu dok S, lezi unutar
T, to zbog neprekidnosti postoji #y € (0, 1) za koji S, iznutra dodiruje kruznicu 75, tj.
Syt N To = {a} za neki a € C. Prema propoziciji @ (1), y(ty) je stacionarna toCka
polinoma p(z) = (z — a)*(z — 1), pa je stoga y(t) = a ili y(ty) = % Medutim, slucaj
v(ty) = a ne moZe nastupiti, jer bi tada bilo y(#y) € T, Sto je u kontradikciji s y(ty) € Int(X).
Takoder, ako je y(fy) = %<, onda je ly(fy) — 3| = 1, tj. ¥(to) € T $to je opet u kontradikciji
s ¥(tp) € Int(X). Time smo pokazali da postoji p € I' sa stacionarnom tockom c. Prema
teoremu [2.5.14] (i), takav je polinom jedinstven. |



Kao jednu primjenu teorema [2.5.14] dat ¢emo alternativni dokaz rezultata koji su do-
kazali Saff i Twomey u [11].

Teorem 2.5.16. Neka su c i ¢, stacionarne tocke polinoma p € I'. Ako je 1 # ¢ € Ty,
tada je c; = cy.

Dokaz. Neka je ¢; = x + iy € Ty. Neka je a = ¢, gdje je cosf = 2x— 1 € [—%, 1]. Neka

jeq() = (z—1)(z—a)z—a) €I Tada je ’

9z = @-D(E@-(a+a)z+1)

(z—= D> =2(Rea)z+ 1)

22— +2Rea)?? + (1 +2Rea)z — 1
= 22—-(1+2cos?+ (1 +2cosh)z—1
= 22 -3x?+3xz- 1.

2
Deriviranjem dobivamo ¢’(z) = 3(z*>—2xz+x). Buduéida ¢, € T;, imamo (x - %) +y? = i,

pajecic; = x*+y* = x, dok je ¢c; +¢; = 2x. Stoga je ¢'(z) = 3(z—c;)(z—¢;). ZakljuCujemo
da g € I" ima stacionarne tocke ¢ i ¢; = ¢ (v. sliku 2.17). Tada, prema teoremu [2.5.14 (1),
imamo g = p, ¢ime smo dokazali tvrdnju. O
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Sazetak

U ovom radu opisujemo vezu izmedu nultocaka kompleksnog kubi¢nog polinoma i nulto-
Caka njegove derivacije. U prvom poglavlju prezentiramo osnovne rezultate o polinomima
s realnim 1 kompleksnim koeficijentima. Drugo poglavlje zapocinje prezentiranjem dvaju
kompleksnih analogona Rolleovog teorema za polinome proizvoljnog stupnja: Gauss—
Lucasov teorem koji kaZe da stacionarne tocke polinoma lezZe u konveksnoj ljusci njegovih
nultoCaka; te Jensenov teorem o raspodjeli ne-realnih stacionarnih to¢aka komplesnog po-
linoma s realnim koeficijentima. Zatim dokazujemo Sendov—Iliefovu slutnju o vezi izmedu
nultoCaka nekih posebnih vrsta kompleksnih polinoma i njihovih stacionarnih to¢aka. U
radu je posebna paznja posvecena kubi¢nim polinomima. Fina veza izmedu nultocaka
kubi¢nog polinoma i nulto¢aka njegove derivacije slijedi iz Steinerovog geometrijskog re-
zultata: postoji jedinstvena elipsa upisana trokutu koja dira stranice tog trokuta u njihovim
polovistima. Dokazujemo Mardenov teorem koji kaZe: ako su nultocke kubi¢nog poli-
noma vrhovi trokuta, onda su njegove stacionarne tocke fokusi Steinerove elipse upisane
tom trokutu. Prezentiramo Saff 1 Twomeyev rezultat o poloZaju stacionarnih tocaka fami-
lije kubi¢nih polinoma P(a), (la| < 1), koji imaju sve nultocke u zatvorenom jediniénom
krugu i barem jednu nultocku u tocki a. Prou¢avamo strukturu stacionarnih to¢aka famili-
je kubi¢nih polinoma s nultockom 1, kada ostale dvije nultocke pomic¢emo duZ jedinicne
kruznice. Pokazujemo da stacionarna toc¢ka svakog takvog polinoma gotovo uvijek odre-
duje polinom jedinstveno.



Summary

In this thesis, we describe a relationship between the roots of a complex cubic polynomial
and the roots of its derivative. In the first chapter, we present basic results on polynomials
with real and complex coeflicients. The second chapter begins by presenting two complex
analogues of Rolle’s theorem for polynomial of arbitrary degree: Gauss—Lucas theorem
which states that the critical points of any polynomial lie in the convex hull of its roots;
and Jensen’s theorem on the distribution of non-real critical points of a complex polyno-
mial with real coefficients. Then we prove the Sendov-Ilieff conjecture on a relationship
between the roots of some special types of complex polynomials and their critical points.
In this work, special attention is paid to cubic polynomials. A sophisticated connection
between the roots of a cubic polynomial and those of a derivative follows from a lovely
geometric result of Steiner: there is the unique ellipse that is inscribed in the triangle and
tangent to the sides at their midpoints. We prove Marden’s theorem which states: if the
roots of a cubic polynomial are the vertices of the triangle, then its critical points are foci
of the Steiner ellipse that is inscribed in the triangle. We present Saff and Twomey’s result
on the location of the critical points of the family of cubic polynomials P(a), (la] < 1),
which have all of their roots in the closed unit disk and at least one root at the point a. We
study the structure of the critical points of the family of cubic polynomials with a root 1,
when the other two roots move around the unit circle. We show that a critical point of each
such polynomial almost always determines the polynomial uniquely.
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