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Uvod

S pojmom izraCunljivosti susreli smo se na istoimenom kolegiju gdje smo se bavili s re-
kurzivnim funkcijama oblika f: N¥* — N, za neki k > 1. U ovom radu proSirujemo
pojam rekurzivnosti na funkcije s realnim vrijednostima. Takoder nas zanima na koji nacin
prosiriti pojam izraCunljivosti na metricke prostore.

U prvom poglavlju se prisje¢amo pojma rekurzivne funkcije f: N¥ — N te dajemo
neke primjere takvih funkcija. Dan je pregled teorema i propozicija koji se rade na kole-
giju Izracunljivost, a koji su potrebni za daljnje razumijevanje grade u ovom radu. Pojam
rekurzivne funkcije proSirujemo na funkcije s kodomenama u Z, Q, R. Dokazujemo da su
zbroj, apsolutna vrijednost i umnozak takvih funkcija takoder rekurzivne funkcije.

Pojam rekurzivno prebrojivih skupova definiramo u drugom poglavlju. Dokazujemo
na koji naCin djelovanje rekurzivne funkcije utjece na rekurzivno prebrojive skupove. Tako
je dokazano da su praslika i slika, po rekurzivnoj funkciji, rekurzivno prebrojivog skupa
takoder rekurzivno prebrojivi skupovi.

Pojmove izracunljivog metrickog prostora, izraCunljive tocke i izracunljivog niza uvo-
dimo u tre¢em poglavlju. Promatramo euklidsku metriku d na R te na prirodan nacin
uvodimo niz « takav da je (R,d, @) izraCunljiv metricki prostor. Dokazujemo da je x
izraunljiva tocka u (R, d, @) ako i samo ako je x rekurzivan broj.

U Cetvrtom poglavlju razradujemo pojam iz naslova diplomskog rada, dakle defini-
ramo Sto su strukture izraCunljivosti, efektivni separirajuci nizovi, separabilne strukture
izraCunljivosti i sl. Dokazujemo da je skup svih rekurzivnih brojeva prebrojiv, a takoder i da
je skup svih rekurzivnih funkcija f: N*¥ — R prebrojiv. Centralno mjesto u ovom poglav-
lju ima teorem u kojem se tvrdi da postoji jedinstvena separabilna struktura izraCunljivosti
na metri¢kom prostoru ([0, 1],d), pri ¢emu je d euklidska metrika. Na kraju se dotiCemo
pojma omedenosti u metrickim prostorima te definiramo kada je izraCunljiv metricki pros-
tor efektivno potpuno omeden.






Poglavlje 1

Rekurzivne funkcije s realnim
vrijednostima

1.1 Klasic¢na izracunljivost

Definicija 1.1.1. Funkciju Z: N — N definiranu sa Z(x) = 0 nazivamo nul-funkcija.

Funkciju S c: N — N definiranu sa S ¢(x) = x+ 1 nazivamo funkcija sljedbenika (eng.
SUCcessor).

Nekajen € N\{0} ik € {1,...,n}. FunkcijuI}: N" — Ndefiniranu sa I} (x,, ..., x,) =
X nazivamo projekcija na k-tu koordinatu.

Funkcije Z, Sc i I (n € N\{0}, k < n) nazivamo inicijalne funkcije.

Definicija 1.1.2. Neka suk,n € N\ {0}, t¢Sy,...,S, S Nt Nekasug,: Sy > N,...,g,: S, —

N. NekajeT < N", te f: T — N.
Definiramo k-mjesnu funkciju h sa:

h(%) ~ f(g1(X),.... &n(X)). (1.1)

Tada kaZemo da je funkcija h definirana pomocu kompozicije funkcija f, g, ..., gn.

Napomena 1.1.3. Za funkciju kaZemo da je mjesnosti k, k € N\ {0} ukoliko za njezinu
domenu S vrijedi S < N*.

Oznaka ~ koju smo koristili u nam znaci da je funkcija h definirana na svim onim
¥ € NF za koje definicija ima smisla, odnosno domena te funkcije je

S=1{ZeSin...08, | (g (),....g(R)) €T},
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Definicija 1.1.4. Neka je n € N\{0}, S € N, T < N"*2 f:§ - N, ¢g: T — N,
Definiramo (n+1)-mjesnu funkciju h sa:
h(0, x5 ...y %) ~ f(X1,...5 %) (1.2)
h(y + 1, x50 x0) =~ (R(Y, X1s e e v s Xn)s Vs X1y e vy Xp) (1.3)
Za funkciju h kaZemo da je dobivena primitivnom rekurzijom funkcija fi g.
Definicija 1.1.5. Neka je n € N\ {0} te g: N"™! — N. Definiramo
S ={(x1,...,x,) € N"| 3y € N tako da je g(x1,...,x,,y) = 0}
Neka je f: S — N funkcija definirana sa:

fxy, oo x) =yl g(xi, ... xy) =0].
Pisemo i
Fxi, oo, x) =~ pylg(xi, ..., x,y) =0], Xe N, (1.4)

Pri tome uy|g(X,y) = 0] oznacava najmanji y takav da vrijedi g(X,y) = 0. Za funkciju f
kaZemo da je dobivena primjenom u -operatora na funkciju g.

Napomena 1.1.6. Funkcija g iz prethodne definicije ne mora biti totalna, naime u (1.4
smo koristili oznaku ~ koja znaci da je funkcija f definirana na svim onim X € N" za koje
definicija ima smisla. Konkretno, kada je g: S, — N, S, € N**1 tada je skup S na kojem
je funkcija f definirana jednak

S ={(x1,...,x,) € N"|Jy € N tako da je g(xi,...,x,,y) =0,
g(x1,...,X,,2) je definirano za sve 7 < y}
Definicija 1.1.7. Najmanja klasa funkcija koja sadrZi inicijalne funkcije, te je zatvorena
za kompoziciju, primitivnu rekurziju i primjenu p-operatora naziva se klasa parcijalno
rekurzivnih funkcija.

Za funkciju f: S — N kaZemo da je totalna ukoliko je S = NF za neki k € N\{0}.
KaZemo da je funkcija rekurzivna ukoliko je parcijalno rekurzivna i totalna.

Primjer 1.1.8. Sljedece funkcije su rekurzivne (dokaz se moZe naci u [l1]):
1. N? 5N, (x,y) — x +y,
2. N2 >N, (x,y) = x -y,

: 0, x <
3. N2 5 N, (x,y) — x—y = { Y , ovu funkciju nazivamo modificirano
X—y, x>y

oduzimanje
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x| 0
4. N2—>N, (x’y>|_) {lyJ y F ’
x,y=0

5. N2 > N, (x,y) — ost(x,y), tj. funkcijska vrijednost u (x,y) je ostatak pri dijeljenju
xsay,

6. p: N - N, i— (i + 1)-vi prost broj,

eksponent s kojim broj p; ulazi u rastav od
7. E: N> - N, E(x,i) = { x na proste faktore, x > 1 ,

0, x=0
0, x=0
8 sg:N >N seg(x) =
& 8(x) {1,x>1
1, x=0
9. 5g: N - N, sg(x) = ,
58 sg(x) {O,le

10. ¢: N? > N, ¢(a,b) = a’.

Definicija 1.1.9. Za skup S < N¥ kaZemo da je rekurzivan skup ako je njegova karakte-
risticna funkcija rekurzivna.

Propozicija 1.1.10. Neka je k > 1, te neka su S i T rekurzivni podskupovi od N*. Tada su
iS58 nTiS uT takoder rekurzivni skupovi.

Propozicija 1.1.11. Neka su f, g: N* — N rekurzivne funkcije.
Tada su rekurzivne i funkcije

f+8f g N ->N
Propozicija 1.1.12. Neka su n, k € N\ {0}. Neka su Fy,...,F,: N* — N rekurzivne

funkcije. Neka su S 1,...,S, < N* rekurzivni skupovi tako da za svaki X € N* postoji tocno
jedanice {1,...,n} takodaje X€ S ;.
Neka je f: N* — N funkcija definirana sa:
F((X), akojeX€ S,
f(¥) =
F,(X), akojeXe S,
Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokazi navedenih propozicija se mogu naci u [[1]].
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1.2 Rekurzivne funkcije s cjelobrojnim vrijednostima

Propozicija 1.2.1. Neka je k € N\ {0} te neka je f: N* — Z. Tada postoje rekurzivne
funkcije a,b: N* — N tako da je

f(®) = (—1)*"@p(%),Vx e N (1.5)
ako i samo ako postoje rekurzivne funkcije g, h: N* — N tako da je
f(#) = g(®) — h(¥),V¥e N, (1.6)

Dokaz. Pretpostavimo da postoje rekurzivne funkcije a,b: N*¥ — N tako da vrijedi (1.5).
Definiramo funkcije g i 4 na sljedeci nacin:

(%) — b(X), ako je a(X) paran
EX) =7 0, ako je a(#) neparan

h(¥) - 0, ako je a(X) paran
)= b(¥), ako je a(X) neparan
Trivijalno se vidi da je funkcija f'(¥) = g(¥) — h(¥) jednaka funkciji f.

Prema propoziciji (1.1.12| dovoljno je pokazati da je skup A = {¥ € Nt | a(¥) je
neparan} rekurzivan da bi funkcije g i 4 bile rekurzivne. Karakteristi¢na funkcija skupa A
je

. 1, ako je a(¥) neparan
Xa(¥) = . >
0, ako je a(X) paran
odnosno,
xa(¥) = ost(a(x), e2(1(¥))), (1.7)
gdje je ¢, konstantna funkcija s vrijednos$¢u 2. 1z jednakosti ([1.7) se lako vidi da je karakte-
risti¢na funkcija skupa A rekurzivna jer je dobivena primjenom kompozicije na rekurzivne

funkcije ost, a, ¢, o I]. Dakle, funkcije g i h su rekurzivne.
Pretpostavimo sada da postoje rekurzivne funkcije g, 7: N¥ — N tako da je

f(X) = g(X) = h(X).

Zelimo iskazati funkcije a i b pomoéu funkcija g i 4, a takoder i pokazati da su rekurzivne.
Definirajmo skup § = {¥ € N | g(¥) > h(¥)}, i funkcije @ i b na sljedeéi nain:

S {O, akoje Xe S
a(¥) = .
1, inace
h(X) — g(¥), inace
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Prema propoziciji|l.1.12|dovoljno je pokazati da je skup S rekurzivan da bi funkcije a i b
bile rekurzivne. Karakteristi¢na funkcija skupa S izgleda ovako:

xs (%) =5g(h(¥) = g(¥)),

tj. ona je nastala primjenom kompozicije na rekurzivne funkcije sg i B, gdje je B nastala
kompozicijom modificiranog oduzimanja, 4 i g. Dakle yg je rekurzivna funkcijai S je
rekurzivan skup. Za tako definirane funkcije a i b vrijedi (I.5). O

Definicija 1.2.2. Neka je k € N\{0}. Za funkciju f: N* — Z kaZemo da je rekurzivna ako
postoje a, b: N* — N rekurzivne funkcije tako da se f moZe zapisati u obliku:

f(®) = (=1)"Dp(R), V¥ e N,

Uocimo da je prema propoziciji unkcija f rekurzivna ako i samo ako postoje funkcije
g, h: N¥ — N koje su rekurzivne tako da je

f(®) = g(#) — h(X),V¥ e N,

Propozicija 1.2.3. Neka su fi, f»: N* — Z rekurzivne funkcije. Tada su rekurzivne i
sljedece funkcije
fi+fh N —Z (1.8)
fi- i NE7Z (1.9)
Dokaz. Bududi su zapisi (1.5) i ekvivalentni koristiti cemo onaj koji je pogodniji za
dokazivanje ove propozicije.

Funkcije f; i f> su rekurzivne pa prema propoziciji m postoje g, h: NF — N i
22, hy: NF — N koje su rekurzivne tako da je:

fi=8g —h, =8 —h.

Dalje raspisujemo:

Kako su g;, g» rekurzivne, tako je i njihov zbroj g; + g, : N¥ — N rekurzivna funkcija.
Analogno, zaklju€ujemo da je h; + hy: N¥ — N rekurzivna funkcija.
Oznadimo sa g(¥) = g1(X) + g2(X), 1 h(X) = h(¥) + hy(¥). Tadaje f + o = g — h.
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Zapisali smo fi + f> u obliku (1.6), pri ¢emu su g i & rekurzivne, prema tome f; + f> je
rekurzivna funkcija.
Za drugi dio tvrdnje koristit ¢emo zapis (1.5)). Dakle,

AF) = (1" (%)

fz(f) = (_1)612(?)192()?)’

gdje su ay, by, a», br: N¥ — N rekurzivne funkcije. Raspisujemo,

(fi - £)(®) = (=) Dby () - (=1)= by (R)
(_1)al(f)+a2(f)bl(f)bz(f)

Funkcijaa : N¥ > N, a(¥) = a;(¥)+ay(¥) je rekurzivna, a takoderib : N¥ — N, p(¥) =
bi(X) - by(X). Dakle,
(fi- £)(E) = (=1)*b(2)

je rekurzivna funkcija. O

1.3 Rekurzivne funkcije s racionalnim vrijednostima

Definicija 1.3.1. Neka je k € N\{0}. Za funkciju f: N* — Q kaZemo da je rekurzivna ako
postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢: N* — N, pri cemu je ¢(%) # 0, V¥ € N¥, tako da se f
moZe zapisati u obliku:

f(R) = (=1)*D2D "y e NF, (1.10)

Propozicija 1.3.2. Neka su fi, f,: N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su rekurzivne i
sljedece funkcije
fi+ N -Q
fi- N> Q

Dokaz. Kako je f; rekurzivna funkcija, postoje rekurzivne funkcije ay, by, ¢;: N¥ — N
takve daje ¢;(¥) # 0,1

fi(®) = (~1)a®2l) yee N,

Jednako zaklju€ujemo i za funkciju f> i zapisujemo je u obliku:

H(#) = (=)0 2D yee N,
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Neka su definirane funkcije Py, P;: N¢ — Z na sljede¢i nacin:

(=) (2) - ea(R),
(=1)=by(2) - 1(X).

Py (X)
Py(X)

Prema propoziciji P, je rekurzivna funkcija kao umnozak (—1)“™p, (%) i c(%).
Analogno zakljuc¢ujemo da je P, rekurzivna. PiSemo,

Pi(X)+P2(¥)

(fi + H)(F) = LB,

Dakle, u brojniku se nalazi zbroj rekurzivnih funkcija N* — Z, i prema m to je

rekurzivna funkcija. Prema propoziciji |1.1.11] zakljuCujemo da se u nazivniku nalazi re-
kurzivna funkcija kao umnoZak dviju rekurzivnih funkcija ¢, ¢;: N¥ — N. Sve zajedno

fi + f»: N¥ — Q je rekurzivna funkcija.
Pogledajmo raspis funkcije za drugu tvrdnju:

( l)al(f)bl(f) . (_1)“2(f)b2(f) (111)

c1 (%)
(—1)@ @)@ aE o) (1.12)

(fi - ) (%)

Definirajmo

Prema propoziciji [1.1.11| su navedene funkcije rekurzivne kao funkcije N* — N. Dakle,
zakljuujemo da je funkcija f; - f>: N — Q,

%) b(x

(i (&) = (1)
rekurzivna.
Sljedeca propozicija je dana bez dokaza jer se njezina istinitost lako vidi.

Propozicija 1.3.3. Ako je f: N* — Q rekurzivna, tada su rekurzivne i funkcije — f, | f|: N —
Q.
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1.4 Rekurzivne funkcije s realnim vrijednostima

Definicija 1.4.1. Za x € R kaZemo da je rekurzivan broj ako postoji f: N — Q rekurzivna
funkcija tako da vrijedi
Ix — f(x)] <27, Vke N.

Za niz (x;)ien realnih brojeva kazemo da je rekurzivan ako postoji rekurzivna funkcija
F: N? — Q tako da je
|x; — F(i,k)| <275, V(i,k) e N%,

Primjer 1.4.2. Neka je x € R rekurzivan broj. Tada je i broj —x rekurzivan.
Naime, iz |x — f(x)| < 27% slijedi |(—x) — (—f(x))| < 27 odakle direktno slijedi
tvrdnja.

Definicija 1.4.3. Neka je n € N\ {0}. Za f: N" — R kaZemo da je rekurzivna funkcija
ako postoji rekurzivna funkcija F: N"*' — Q tako da je

|f(R) — F(%,k)| <27% V¥e N", Vke N. (1.13)
Za funkciju F kazemo da je rekurzivna aproksimacija funkcije f.

Primjer 1.4.4. Svaka rekurzivna funkcija N* — Q, k > 1 je rekurzivna i kao funkcija
NF — R

Naime, stavimo F(%,i) = f(x). Dobili smo | f(x) — F(x,i) |= 0 < 2. Slobodnijim
rije¢ima bismo rekli: kada bismo rekurzivnu funkciju N* — Q gledali kao funkciju N* — R
njezina rekurzivna aproksimacija je ona sama.

Primjer 1.4.5. Ako je f: N* — R rekurzivna funkcija tada je f(X) rekurzivan broj za
svaki X € NF,
Naime, neka je F: N**!' — Q rekurzivna aproksimacija funkcije f. Neka je za svaki
¥ € N¥ definirana funkcija H: N — Q, H(i) = F(x,i),Vi € N. Funkcija H je rekurzivna i
vrijedi
|f(¥) — H(@)| <27

Time je tvrdnja dokazana.

Definicija 1.4.6. Neka je f: N* — N" funkcija takva da vrijedi

f&) = (A, ful¥)), VXN

Za fi,..., f.: N — N kaZemo da su komponentne funkcije od f. Funkcija f je rekur-
zivha ukoliko su rekurzivne njezine komponentne funkcije f, ..., f,.
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Napomena 1.4.7. Neke od cinjenica koje direktno proizlaze iz gornje definicije su nabro-
Jjene u ovoj napomeni, a biti ¢e nam od koristi pri dokazivanju nekih buducih propozicija.

1. Ako su g: N" — N i f: N¥ — N” rekurzivne, tada je rekurzivna i njihova kompozi-
cijago f: NF - N

(g0 N)(X) = g(f(¥)) = &(fi(X),.... fu(X)), (1.14)

gdje su fi,..., f, rekurzivne kao komponentne funkcije od f.

2. Ako su g: N" — N" | f: N¥ — N" rekurzivne, tada je rekurzivna i njihova kompozi-
cija go f: NF — N™

(g0 f)(X) = g(f(¥)
= (&1(f(%)),-...&n(f(X)))
= ((g1of)(X),-... (gm0 )X)),

gdje su gy, ..., gn rekurzivne kao komponentne funkcije od g.

3. Ako su g: NF — Qi f: N* — N* rekurzivne, tada je rekurzivna i njihova kompozi-
cijago f: N* — Q. Naime, g se moZe napisati u obliku

g() = (=1)*MaL) "y e N,
Za % e N, slijedi (g o f)(®) = (—1)«V )LL)

Propozicija 1.4.8. Neka je n € N\ {0} te neka su fi, f,: N* — R dvije rekurzivne funkcije.
Tada je i funkcija fiy + f»: N — R rekurzivna. Nadalje, funkcije — fi, |fi|: N> — R su
rekurzivne.
Dokaz. Prema definiciji postoje rekurzivne funkcije F, F,: N**! — Q tako da vri-
jedi

|A(X) — Fi(%,k)| <27%, ¥¥e N", Vk e N.
|/(X) — F2(%,k)| <27%, ¥¥e N, Vk e N,

(¥,k) + F»(X,k). Ratunamo

o

Definirajmo funkciju F(¥,k) = F,
(fi + )(F) = F(2,K)| =
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Skoro smo dobili ono Sto se po definiciji trazi za realnu funkciju da bi bila rekurzivna.
Jo§ samo da malo “naStimamo”. Neka je

F(%,k) = F(%,k+1).
Da dokazemo da je ova funkcija rekurzivna koristit cemo pomoénu funkciju
g N N (%K) = (R, k+ 1).
Funkcija g je rekurzivna u smislu definicije naime njezine su komponentne funkcije
ili inicijalne ( I;*',..., """ ), ili kompozicije inicijalnih (Sc¢ o I'7]) pa time i rekurzivne.

Prema napomeni je F(%,k) = (F o g)(#, k) rekurzivna kao kompozicija dviju rekur-
zivnih funkcija. Uvjerimo se jos da vrijedi nejednakost (1.13):

(i + £)(E) = F@0)] = |(fi + £)F) = (R, k+ 1)

Nasli smo rekurzivnu aproksimaciju funkcije f; + f>, odnosno pokazali smo da je rekur-
zivna.
Neka je F' rekurzivna aproksimacija od fi, tada vrijedi

1fi(X) — Fi (X k)| <27% VkeN,V¥e N,
Sto je ekvivalentno s
(= fi(®)) — (=F\(Zk))| <27, Vke N,V¥e N,

Funkcija —F je rekurzivna prema|l.3.3] odnosno —F' je rekurzivna aproksimacija od — f;.
Dakle, — f je rekurzivna funkcija. Nadalje, vrijedi

1A = [Fi(Z 0] < Ifi(X) = Fi(Z k)| < 275 Vke N, V¥ e N,
odnosno |F| je rekurzivna aproksimacija od | fi|. o

Propozicija 1.4.9. Neka su f: N' — R, g: N" — N" rekurzivne funkcije. Tada je f o
g: N — R rekurzivna funkcija.
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Dokaz. Prema definiciji realne rekurzivne funkcije slijedi da postoji rekurzivna funkcija
F: N""! — Q tako da vrijedi

|f(®) — F(% k)| <27, V¥eN", VkeN,
Dakle, za svaki X € N™ i svaki k € N vrijedi
f(g(X)) — Fg(%).k)] < 27"
Definiramo funkciju H: N"*! — Q, na sljedeéi nain:
H(X, k) = F(g(%),k), VX e N", Vk € N.

Dovoljno je pokazati da je H rekurzivna da bi funkcija f o g bila rekurzivna. Funkcija g je
rekurzivna, pa po definiciji [[.4.6| postoje rekurzivne funkcije gy, ..., g,: N — N tako da
jeg(¥) = (g1(X),...,g.(X). Sada mozemo pisati

H=Fol, ': N""' 5 N (R k) = (g(%).k) = (g1(%),...,g.(2), k).

Funkcija I je rekurzivna jer su njezine komponentne funkcije rekurzivne (g oIl, ..., g,oIl,
gdje je IT: N"*! — N projekcija na prvih m koordinata, i projekcija na m+1-koordinatu
In”:ill). Dakle, H je kompozicija dviju rekurzivnih funkcija, prema napomeni za-
kljuujemo da je rekurzivna. O

Do sada smo dokazali neka lijepa svojstva rekurzivnih funkcija, kao npr. zbroj dviju
rekurzivnih funkcija nam daje rekurzivnu funkciju. Mozemo tako dalje postavljati pitanja
vezana uz rekurzivnost. Npr. ako je (x;) rekurzivan niz u R, mora li skup {i € N | x; = 0}
biti rekurzivan? Ne mora. Ipak ne¢emo konstruirati protuprimjer jer nije bas jednostavno.
Ako je f: N* — R rekurzivna funkcija skup {¥ € N" | f(¥) = 0} ipak ne mora biti
rekurzivan. U sljede¢em primjeru ¢emo pokazati da je za neke rekurzivne funkcije skup
svih argumenata za koje je funkcijska vrijednost jednaka nuli, ipak rekurzivan.

Primjer 1.4.10. Neka je f: N" — Q rekurzivna, tada je i skup S = {¥ € N" | f(¥) = 0}
rekurzivan.
Prema definiciji racionalne rekurzivne funkcije, f zapisujemo u obliku

f#) = (1), Ve

gdje su a, b, c rekurzivne funkcije. Tada je
S ={¥eN"|b(x) =0},

odnosno karakteristicna funkcija tog skupa je ys(X) = sg(b(X)) kompozicija rekurzivnih
funkcija’sg, b. Dakle, skup S je rekurzivan skup.






Poglavlje 2

Rekurzivno prebrojivi skupovi

Definicija 2.0.11. Neka je S = N*. KaZemo da je S rekurzivno prebrojiv skup ako je
S = & ili ako postoji rekurzivna funkcija f: N — N tako da je S = f(N).

Primjer 2.0.12. N* je rekurzivno prebrojiv skup.
Konstruirajmo rekurzivnu funkciju f: N — N¥ tako da vrijedi f(N) = N*. Neka je

f(x) = (E(x,1),...,E(x,k)).

Ta funkcija je rekurzivna jer su njezine komponentne funkcije rekurzivne (vidi primjer
1.1.8). PokaZimo da je surjekcija. Neka je a = (ai,...,a,) € N¥ proizvoljan. Neka je
x=pi-...-p Tadaje f(x) = a.

Propozicija 2.0.13. Neka je S = N¥ rekurzivan. Tada je S rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ako je S = (J tada je tvrdnja trivijalno ispunjena. Neka je sada § # ¢J. Tada
postoji sy € . Neka je f: N — N¥ rekurzivna surjekcija (postoji prema primjeru [2.0.12).
Definirajmo funkciju g: N — NF sa:

o(x) = {f(x), akojexe T

So, 1nace,

gdjeje T = {x € N | f(x) € S}. Karakteristi¢na funkcija skupa T jednaka je y7r(x) =
xs (f(x)), dakle rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Stoga je T rekurzivan
skup. Nadalje, komponente funkcije od g su rekurzivne prema propoziciji|l.1.12} a tada je
rekurzivna i funkcija g. O¢ito je g(N) = §. Slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. O

Propozicija 2.0.14. Neka su k,n > 1, neka je S rekurzivno prebrojiv skup u N* te neka je
h: N* — N" rekurzivna funkcija. Tada je h(S) rekurzivno prebrojiv skup.

15
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Dokaz. Akoje S = (Jtadajeih(S) = ¢, dakle tvrdnja trivijalno vrijedi.

Neka je sada S # 4. Tada postoji rekurzivna funkcija f: N — N tako daje f(N) = §.
Funkcija ho f: N — N" je rekurzivna i vrijedi (ho f)(N) = h(S ). Dakle A(S) je rekurzivno
prebrojiv skup. O

Teorem 2.0.15. Neka su k,n > 1, T < N¥" rekurzivno prebrojiv skup i S < N¥ skup koji
ima sljedece svojstvo: za svaki ¥ € N vrijedi

XeS < e N takodaje (X,y) e T.
Tada je S rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Definirajmo funkciju p na sljedeci nacin
i NS NE, p(X1, s X X ts e e s Xn) = (X10e e ey X).

Vrijedi: S = p(T). Skup T je rekurzivno prebrojiv, funkcija p je rekurzivna jer su njezine
komponentne funkcije rekurzivne (projekcije na prvih n koordinata). Prema propoziciji
[2.0.14]skup S je rekurzivno prebrojiv. O

Iz primjera [1.4.10{ smo vidjeli da ako je funkcija f: N* — Q rekurzivna da je tada
nuZno rekurzivan i skup {¥ e N¥ | £(#) = 0}. Neke od posljedica su

1. g, f: N¥ - Qrekurzivne = {¥e Nt | f(¥) = g(®)} je rekurzivan skup.
2. g, f: N¥ - Nrekurzivne = {¥e N | f(¥) = g(®)} je rekurzivan skup.
Naime, u prvom slu¢aju traZeni skup mozemo zapisati u obliku {¥ € N* | f(#)—g(¥) = 0}.

Kako je funkcija f — g: N*¥ — Q rekurzivna kao zbroj dvije rekurzivne funkcije, tada se

moZemo pozvati na primjer|1.4.10i re¢i da je traZeni skup rekurzivan.

U drugom slucaju funkciju f moZemo zapisati u obliku f(¥) = (— 1)0@ i promatrati kao

funkciju N¥ — Q. Jednako tako promatramo i funkciju g. Tada za skup iz [2 upotrijebimo
tvrdnju

Lema 2.0.16. Neka su f,g: N — N" rekurzivne funkcije. Tada je
S = {FeN|f(X) = g(*)}
rekurzivan skup.

Dokaz. Nekasu fi,..., f, komponentne funkcije od f, a g1, ..., g, komponentne funkcije
od g. Tada skup S mozemo prikazati kao presjek konacno mnogo rekurzivnih skupova:

S ={XeN'|A(X) =gai(@)} 0 ... n {FeN' | f,(X) = &i(X)}.

Znamo da je presjek rekurzivnih skupova takoder rekurzivan prema propoziciji [I.1.10]
dakle S je rekurzivan skup. m|
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Propozicija 2.0.17. Neka su S i T rekurzivno prebrojivi skupovi. Tada su skupovi S U
T,S N T rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Ako je barem jedan od skupova S 1 T prazan skup, tada je S n T = ¢¥. Tada je
S ~ T rekurzivno prebrojiv po definiciji.

Neka su f,g: N — N* rekurzivne funkcije tako da vrijedi f(N) = S i g(N) = T.
Definirajmo funkcije @, 81,82 : N¥*2 — N sa

a(Xi,j) =%
Bi(%,i, j) = f(i)
Ba(X.1, j) = g(J)-

Definiramo skupove I'; i I'; sa
[y ={(%i, ) e NP2 [ a(R0, ) = Bi(%i, )}

Ly = {(%,i,)) e N2 [ (R, j) = Ba(%,, )}
Funkcije a, 81, 8, su rekurzivne, pa prema lemi [2.0.16| slijedi da su skupovi I'; i I'; rekur-
zivni. Nadalje, definiramo skup

I ={(%i)) eN"2| 2= f(i).¥ = g())}.

Vrijedi I' = I'} n Iy, pa je I' rekurzivan skup kao presjek dva rekurzivna skupa. Dalje
zakljuCujemo

XeSNT < 3ijeNtakvidaje (x,7,j) el

Skup T je rekurzivan, pa je prema [2.0.13] rekurzivno prebrojiv. Dakle, prema teoremu
[2.0.15|skup S N T je rekurzivno prebrojiv.
Tvrdnjuza S U T dobivamo analogno. |

Propozicija 2.0.18. Neka suk,n > 1, f: N¥ — N" rekurzivna funkcija, S < N" rekurzivno
prebrojiv. Tada je f~'(S) rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Akoje S = (J tvrdnja je jasna. Pretpostavimo zato S # (. Kako je S rekurzivno
prebrojiv tada postoji rekurzivna funkcija g: N — N” tako da je S = g(N). Uzmimo
proizvoljan ¥ € N¥. Vrijedi

e f7'(S) = f(¥)eS = IyeN, f(¥) =g().

Dakle, ¥ € f~!(S) ako i samo ako postoji y € N tako da je f(¥) = g(y). Definiramo skup
T = {(%y) e N"*1 | f(®) = g(y)}. Sada tvrdnju moZemo zapisati ovako :

¥e f1(S) < JyeNtako daje (¥,y) e T.
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Zelimo pokazati da je skup T rekurzivno prebrojiv, jer tada éemo prema teoremu [2.0.15|do-
biti da je skup f~!(S) rekurzivno prebrojiv. No, skup T je i vise od toga, on je rekurzivan.
Naime,

gdje su F,G: N1 — N" definirane sa F(%,y) = f(¥), G(¥,y) = g(y). Funkcija f je
rekurzivna pa postoje komponentne funkcije fi, ... f, koje su rekurzivne. Takoder je funk-
cija g rekurzivna pa postoje komponentne funkcije gy, ..., g, koje su rekurzivne. Dakle,
mozemo pisati

F(Xy) = (filp(Zy)),.... fulp(%¥))),

gdje je p: N1 — N* projekcija na prvih k koordinata. Dakle, F je rekurzivna funkcija.
Zapisimo sada kako izgleda funkcija G

G(Zy) = (@I (Zy)s .., &I H(E ).

ZakljuCujemo da je 1 G rekurzivna funkcija. Dakle, skup T je rekurzivan, pa je 1 rekurzivno
prebrojiv. Prema teoremu [2.0.15[skup f~1(S) je rekurzivno prebrojiv. O

Najprije dajemo iskaz i dokaz pomocne leme koja ¢e nam biti od koristi u dokazu
sljedeceg teorema.

Lema 2.0.19. Neka je skup T = N¥*! rekurzivan takav da vrijedi:
V¥ e N* 3y € N takav da je (X,y) € T. 2.1)
Tada postoji rekurzivna funkcija h: N* — N takva da vrijedi
(%, h(%))eT, ¥V¥e N, (2.2)
Dokaz. Definirajmo funkciju 4 na sljedeéi nacin:
h(E) =l (£y) e T1.

Uocimo da je zbog (2.1) funkcija & totalna. Nadalje, pripadnost skupu 7" mozemo izraziti
pomocu njegove karakteristi¢ne funkcije y7. Funkciju & zapisujemo na sljedeci nacin:

h(%) = py[58(xr(X.y)) = 0].

Odavde se jasno vidi da je funkcija i rekurzivna i da vrijedi (2.2)). O
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Teorem 2.0.20. Neka su k,n > 1te S < N rekurzivno prebrojiv skup takav da za svaki
¥ € N* postoji y € N tako da je (X,¥) € S. Tada postoji rekurzivna funkcija f: N¥ — N*
takva da vrijedi

(X, f(%)) e S, V¥e N,

Dokaz. Jer je S rekurzivno prebrojiv skup, postoji rekurzivna funkcija g: N — N takva
daje S = g(N).

Neka je p: N — N projekcija na prvih k-koordinata, i ¢g: N¥** — N" projekcija na
zadnjih n-koordinata.

Vrijedi:
¥e Nf = 3y e N” takav da je (%, %) € S
= Jz € N takav da je (¥,¥) = g(2)
= X = p(g(2)).
Dakle,

V¥ e N* 3z € N takav da je ¥ = p(g(z)). (2.3)

Definiramo skup T = {(%,z) € N**! | ¥ = p(g(z))}. Prema lemi [2.0.16| taj skup je
rekurzivan. Iz (2.3) slijedi:

V¥ e Nf 3z e N takav daje (¥,z) e T.

Iz pomoéne leme slijedi da postoji rekurzivna funkcija #: N* — N takva da vrijedi (¥, h(%)) €
T,V € N Slijedi,

%= p(g(h(®))), V¥e N*
= (% q(g(h(%)))) = g(h(R)), VX e N
= (%,q(g(h(X))) € S, VX¥e N

Definiramo trazenu funkciju f: N — N sa f(¥) = ¢(g(h(¥))). Funkcije g, gi h su

rekurzivne, pa je 1 f rekurzivna. O
Lema 2.0.21. Neka je f: N* — Q rekurzivna. Tada je skup S = {¥ € N¥ | f(¥) > 0}
rekurzivan.

Dokaz. Funkcija f se moZe zapisati na sljedeci nacin
£ = (1105,
pri emu su funkcije a, b, ¢: N¥ — N rekurzivne i vrijedi ¢(¥) # 0, V¥ € N*, Tada vrijedi

F®) >0 < a(@)e2N, b(R)#0
< A(¥) :=38(xw(a(¥))) =0, B(¥) :=5g(b(¥)) =0
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Sada skup § moZemo zapisati na ovaj nacin:
S ={XeN'|A(R) =0} n {¥eN*| B(X) = 0}.

Funkcija A je rekurzivna kao kompozicija funkcija sg i yoi © a koje su rekurzivne, a B je
rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija sg i b. Prema primjeru (1.4.10/skup S je
presjek dva rekurzivna skupa, a prema [I.1.10|takav skup je takoder rekurzivan. m|

Teorem 2.0.22. Neka je f: N* — R rekurzivna funkcija. Tada je Q = {¥ € N* | £(¥) > 0}
rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Ako je f(¥) < 0,V¥ € N* tada je Q prazan skup pa je rekurzivno prebrojiv po
definiciji.
Funkcija f je rekurzivna, pa postoji rekurzivna aproksimacija F: N**! — Q takva da
je
If(®) - F(X )| <27, vRe N VieN. (2.4)
Neka je X € N* takav da vrijedi f(¥) > 0. Tada postoji [ € N takav da je

f(#)>2-27". (2.5)
Iz (2.4) slijedi
F(z 1) — f(®) > —27" (2.6)
Zbrojimo li nejednakosti i dobijamo
F(z1) >27". 2.7)

Obratno, pretpostavimo da vrijedi (2.7) za neke ¥e N¥i/e N. Iz slijedi nejednakost
f(@)—F(#1) > 27" (2.8)
Zbrojimo li sada nejednakosti i dobijamo daje f(X) > 0. Zakljucujemo sljedeée
¥eQ e f(¥)>0< I eNtakavdaje F(X,1) > 2" 2.9)
Kako je F rekurzivna funkcija, tada je prema lemi[2.0.21] skup
(1) eNT F(RD)-27"> 0}

rekurzivan pa prema tome 1 rekurzivno prebrojiv. Dakle, iz (2.9)) slijedi da je Q rekurzivno
prebrojiv skup. O

Korolar 2.0.23. Neka su f, g: N¥ — R rekurzivne funkcije.
Tada je skup Q = {¥ € N* | f(¥) < g(®)} rekurzivno prebrojiv.
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Dokaz. Definiramo funkciju h: N* — R sa h(¥) = g(#) — f(%). Dakle, h = g+ (—1) - f.
Ocito za svaki X vrijedi

f(¥)<g(®) <= hXx) >0
Stoga je
Q= {Xe N | h(¥) >0}

Prema teoremu [2.0.22| skup Q2 je rekurzivno prebrojiv. O






Poglavlje 3

Izracunljivi metricki prostori

Definicija 3.0.24. Neka je X neprazan skup te d: X x X — R funkcija tako da vrijedi
sljedece:

1)d(x,y) =0, Vx,ye X
dix,y)=0sx=y

2)d(x,y) =d(y,x), Vx,ye X

3)d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), Vx,y,z € X.

Tada za d kaZemo da je metrika na skupu X, a za uredeni par (X, d) kaZemo da je metricki
prostor.

Primjer 3.0.25. 1. Nekajed: R x R — R, d(x,y) = |x — y|. Tada je d metrika na R.

a) d(x,y) =0

dx,y) =0 |x—y[=0ex—y=0sx=y
b) d(x,y) = |x —y| = [y — x| = d(y, x)
c)dxy)=|x—yl=|x—z+z-y <|x—z| +|z—y] =d(x2) +d(z,y)

Za d kaZemo da je euklidska metrika na R.

2. Nekajene Nted: R" x R" — R funkcija definirana sa:

(1) G 3n)) = A (0= 302 e ()2

MoZe se dokazati da je d metrika na R" (za dokaz vidi [8]). Za d kaZemo da je
euklidska metrika na R".

23



24 POGLAVLIE 3. IZRACUNLJIVI METRICKI PROSTORI

Definicija 3.0.26. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X i r > 0. Definiramo
K(xp,r) = {xe X |d(x,xp) <r}.
Za K (xy, r) kaZemo da je otvorena kugla oko x, radijusa r u metrickom prostoru (X, d).

Primjer 3.0.27. Neka je d euklidska metrika naR, xo € Rir > 0. Tada je
K(xg,r) = {xo — r,xo + ).
Naime, za svaki x € R vrijedi

dx,xp) <relx—x|<re-r<x—x<rex—r<x<x-+r

Definicija 3.0.28. Neka je (X,d) metricki prostor te S < X. KaZemo da je S gust skup
u metrickom prostoru (X,d) ako za svaki x € X i za svaki € > 0 postoji s € S tako da je
d(x,s) < e

Uocimo: ako je (X, d) metricki prostor, onda je X gust skup u (X, d).

Primjer 3.0.29. 1. Q je gust skup u metrickom prostoru (R,d), gdje je d euklidska
metrika na R. Naime, neka su x € R i € > 0. Tada postoji q € Q tako da je

X < q < x+¢€ slijedi g € (x — €,x + €), prema primjeru|3.0.27|je d(q, x) < €.

2. Neka je n € N te d euklidska metrika na R". Tada je Q" gust skup u metrickom
prostoru (R",d). Uzmimo x € R", x = (x1,...,x,), i € > 0. Slijedi,

€ €
75’---’|xn_QH|<_-

Jn

postoje qi, . .., q, € Q tako da je |x; — q1| <

Neka je g = (q1,...,qn)- Tada je d(x,q) < €.

Definicija 3.0.30. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je separabilan ako postoji prebro-
Jiv skup gust u (X, d).

Neka je je (X,d) metricki prostor te (x,) niz u X. KaZemo da je (x,) gust niz u (X,d)
ako je skup {x, | n € N} gust u (X, d).

Ocito vrijedi: metricki prostor (X, d) je separabilan ako i samo ako postoji gust niz u
(X,d).

Definicija 3.0.31. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je « = (a,) gust nizu (X, d). Za
uredenu trojku (X, d,a) kaZemo da je izracunljiv metri¢ki prostor ako je funkcija N* —
R, (i, j) — d(a;, @;) rekurzivna.
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Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je x € X. KaZemo da je x izracunljiva
tocka u (X,d, @) ako postoji rekurzivna funkcija f: N — N tako da je
d(x,app) <275 VkeN.

Neka je (x;) nizu X. KaZemo da je (x;) izra¢unljiv niz u (X, d, ) ako postoji rekurzivna
funkcija f: N*> — N tako da je

d(xi, @f(in)) < 27F, ¥(i, k) e N2,
Neka je (X, d, @) izraCunljiv metri¢ki prostor. Tada je @ ocito izraCunljiv niz u (X, d, @).

Primjer 3.0.32. Neka je (R, d) metricki prostor gdje je d euklidska metrika. Definirajmo
funkciju a: N — Q sa

Funkcija «a je rekurzivna. PokaZimo da je i surjekcija.
Neka je q € Q proizvoljan. MoZemo ga zapisati u obliku

q= (_I)Cb—(il— T za neke a, b, c € N.
Tada je a(x) = q za x = 293%5°. Dakle, Q = Im(a). Skup Q je gust u (R,d) prema
primjeru odnosno niz (@;)icw je gust u (R, d).

Funkcija H: N* — Q, H(i, j) = «; — @, je rekurzivna kao zbroj rekurzivnih funkcija
ao I i —ao I3. Tada je funkcija N* — Q, (i, j) — d(e;, @;) = |H(i, j)| rekurzivna prema
propoziciji a prema primjeru je rekurzivna i kao funkcija N* — R.

Dakle, (R,d, @) je izracunljiv metricki prostor.

Propozicija 3.0.33. Neka je (R, d, @) izracunljiv metricki prostor iz primjera Neka
je (x;) nizuR.

Tada je (x;) izracunljiv niz u (R,d, @) ako i samo ako je (x;) rekurzivan niz u R, tj.
rekurzivan kao funkcija N — R.

Dokaz. Pretpostavimo da je (x;) izraCunljiv niz u (R, d, @), tada postoji rekurzivna funkcija
f: N? — N takva da je
d(xi, @pip) <275, Vi, ke N,

Po definiciji funkcije d to znaci

Xi— arin| <275 Vi, ke N. (3.1)
F(ik)
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Tada je funkcijaN — R, i — Xx; rekurzivna.

Pretpostavimo sada da je (x;) rekurzivan niz u R, tj. da postoji rekurzivna funkcija
F: N? — Q takva da je

|x; — F(i,k)| <27%,Vi, ke N, (3.2)

Zelimo naéi rekurzivnu funkciju f: N> — N takvu da vrijedi . Za sve i, k postoji
j€Ntakav daje F(i,k) = a;. Skap " = {(i, j, k) | F(i,k) = a;} je rekurzivan.

Znamo: za svaki i, k € N postoji j € N takav da je (i,k, j) € I'. Prema teoremu [2.0.20]
postoji rekurzivna funkcija f: N? — N takva da vrijedi

(i,k, f(i,k)) e T, Vi, k € N.
Slijedi, F(i,k) = ey, Vi, k € N. Iz (3.2) slijedi (3.1). O

Napomena 3.0.34. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor i (x;) izracunljiv niz u
(X,d, a). Tada je x; izracunljiva tocka u (X, d, @) za svaki i € N.

Uocimo i sljedece:
Ako je x € X, onda je x izracunljiva tocka u (X,d,a) ako i samo ako je niz (x, x,x,...)
izracunljivu (X, d, ).

Isto tako, ako je x € R, onda je x rekurzivan broj ako i samo ako je konstantna funkcija
N — R, i — x rekurzivna.

Korolar 3.0.35. Neka je (R,d, @) izracunljiv metricki prostor iz primjera (3.0.32, Neka je
xeR
Tada je x izracunljiva tocka u (R, d, ) ako i samo ako je x rekurzivan broj.

Lema 3.0.36. Neka je f: N¥ — R funkcija, M > 0 te g: N¥t!' — R rekurzivna funkcija
takva da je |f(x) — g(x,i)| < M -27,¥¥e NK,Vie N.
Tada je funkcija f rekurzivna.

Dokaz. Kako je M > 0 postoji iy € N takav da je M - 27 < 1. Definiramo funkciju
g Nl — Rsag/(Xi) = g(Xi+i). Tadaje

| f(R) =g (&0) |=| f(R) —g(®i+ip)|<M-2700) <27 yge N  VieN. (3.3)

Prema propoziciji funkcija g’ je rekurzivna pa postoji rekurzivna funkcija G : N**2 —
Q takva da vrijedi

| &(Xi) — G(Xi,j) |< 27/, ¥¥e N, Vi, jeN, (3.4)
Zbrojimo li nejednakosti (3.3) i (3.4), po nejednakosti trokuta mozemo zakljuciti:

| f(#®)—G(®i,j)|[<2/+27,¥Re N\ Vi, jeN.
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Definirajmo funkciju F: N¥!' — Q na sljedeéi nadin: F(%,i) = G(%,i + 1,i + 1). To je
rekurzivna aproksimacija funkcije f, naime

[ f(X) = F(Z0) [ =| f(X) =G(Xi+1,i+1)]
<2727 =27 yre N Vie N
Dakle, funkcija f je rekurzivna. O

Propozicija 3.0.37. Neka je (X,d,a) izracunljiv metricki prostor te neka su (x;) i (y;)
izracunljivi nizovi u (X, d, a).
Tada je funkcija N* — R, (i, j) — d(x;,y;) rekurzivna.

Iskazimo najprije lemu koja ¢e nam biti od koristi u dokazu ove propozicije.
Lema 3.0.38. Neka je (X,d) metricki prostor te neka su a,d’, b, b’ € X. Tada vrijedi:
|d(a,b) —d(a',b")| < d(a,d’) +d(b,b).
Dokaz. Koristeéi nejednakost trokuta dobivamo:

d(a,b) < d(a,d")+d(d,Db)
d(a,d") +d(d,b'") +d(b,D")

NN

1z toga slijedi,
d(a,b) —d(d,b") < d(a,d') + d(b,D").

Zamijenimo li uloge a i d’ te b i b’ dobivamo:
d(d',b") —d(a,b) <d(a,d')+d(b,D").
Sve zajedno, vrijedi |d(d’,b') — d(a,b)| < d(a,d’) + d(b,D"). i
Dokaz. propozicije[3.0.37]
Nizovi (x;), (y;) su izracunljivi u (X, d, @), §to znaci da postoje rekurzivne funkcije

fi» fr: N? — N takve da vrijedi

d(xi’ a/fl(i:k)) < 2_k’
d(yj,a/fz(j,k)) < Z_k, Vl, j, ke N.

Neka su i, j, k € N. Iz leme [3.0.3§]slijedi:

|d(xi,y;) — d(@g x> @pu)| < 2-275
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Prema lemi dovoljno je dokazati da je funkcija
N° =R, (i, k) = d(agiip, @)

rekurzivna. No ova funkcija je rekurzivna prema propoziciji jer je kompozicija funk-
cije N> — N2, (i, j,k) — (fi(i,k), f2(j,k)) i funkcije N*> — R, (i, j) — d(a;, @;) (koja je
rekurzivna po definiciji izracunljivog metrickog prostora). O
Propozicija 3.0.39. Neka je (X, d, @) izracunljiv metric¢ki prostor te (x;) niz u X.
Tada je (x;) izracunljiv niz u (X,d, @) ako i samo ako je funkcija h: N* — R, h(i, j) =
d(x;, ;) rekurzivna.
Dokaz. Ako je (x;) izraCunljiv niz, onda je funkcija i rekurzivna prema propoziciji 3.0.37
Obratno, pretpostavimo da je /& rekurzivna funkcija. Neka su i, kK € N. Tada postoji
j € N takav da vrijedi d(x;,@;) < 27*. Dakle, za svake i, k € N postoji j € N takav da je
(i,k, j) € S, pri Cemu je
S = {(i,k, j) e N’ | d(x;, j) <27},
Neka su f, g: N°> — R funkcije definirane s:
[k, j) = h(i, j)
glik, j) =27
Funkcija f je rekurzivna po pretpostavci, a g je ¢ak rekurzivna kao funkcija N> — Q

(jer je N* — N, (a,b) — a’ rekurzivna). Prema tome je g rekurzivna i kao funkcija
N* — R. Skup S sada moZemo zapisati u ovom obliku

S = {(i.k.j) N’ | f(i.k.j) < g(i.k. ])}.
pa iz korolara [2.0.23] slijedi da je S rekurzivno prebrojiv. Prema teoremu [2.0.20] postoji
rekurzivna funkcija F: N? — N takva da je
(i,k, F(i,k)) € S, Vi, k e N.
Dakle,
d(x, @pip) <275 Vi, ke N,
odnosno (x;) je izraCunljiv niz. i

Korolar 3.0.40. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, a izracunljiva tocka u (X, d, )
te (x;) izracunljiv nizu (X, d, @). Tada je funkcijaN — R, i — d(a, x;) rekurzivna.

Dokaz. Neka je niz (y;) definiran s y; = a, Vj € N. Tada je (y;) izracunljiv niz pa je
funkcija N* — R, (i, j) — d(y;, x;) rekurzivna prema propoziciji Kompozicija ove
funkcije s funkcijom N — N2, i — (i,0) je traZena funkcija. Time je tvrdnja korolara
dokazana. O



Poglavlje 4

Strukture izracunljivosti

Definicija 4.0.41. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S skup nizova u X koji ima
sljedeca svojstva:

1. (x;), (y;) € S povla¢i da je funkcija N* — R, (i, j) — d(x;,y;) rekurzivna.
2. ako je (x;) € S, f: N> — N rekurzivna funkcija te (y;) niz u X takav da je
d(yi, X)) <275 Vi, ke N,
onda je (y;) € S.
Tada za S kaZemo da je struktura izracunljivosti na metrickom prostoru (X, d).

Definicija 4.0.42. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor. Oznacimo sa S, skup svih
nizova koji su izracunljivi u (X, d, a).

Propozicija 4.0.43. Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor.
Tada je S, struktura izracunljivosti na (X, d).

Dokaz. Svojstvo 1. iz definicije strukture izracunljivosti slijedi iz propozicije[3.0.37} Dokazimo
svojstvo 2.
Neka je (x;) € S, ineka je f: N — N rekurzivna funkcija. Pretpostavimo da je (y;)
niz u X tako da vrijedi
d(yis Xsp) <275, Vi, ke N. (4.1)

Bududi da je (x;) izra¢unljiv niz u (X, d, @) postoji rekurzivna funkcija F: N> — N takva
da vrijedi:
d(xj,ap;r) < 27k Vj keN.

Posebno, za sve i, k € N vrijedi

d(x x> @F (s ) < 275 (4.2)

29
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Iz @.1) i (4.2) slijedi
d(yis @r(pinn) <2275 Vi, ke N. (4.3)

Definiramo F’ ovako:
F'(i,k) = F(f(i,k+ 1),k + 1).

Ocito je F’ rekurzivna funkcija, a prema (4.3)) vrijedi:
d(yi, aprp) < 275, Vi, ke N.
Dakle, (y;) € S,. Dokazali smo da je S, struktura izratunljivosti. |

Propozicija 4.0.44. Neka je S struktura izracunljivosti na metrickom prostoru (X, d). Neka
je (x;) € S, te neka je f: N — N rekurzivna funkcija.
Tada je (x(i))ien € S.

Dokaz. Zelimo pokazati da postoji F: N? — N rekurzivna funkcija tako da vrijedi
d(x () Xpgy) < 275, Vi, ke N.

Tada ¢e po 2. iz definicije strukture izraCunljivosti slijediti da je (x(;))ien € S. Definiramo
F ovako:

F(i,k) = f(i).

F je rekurzivna i vrijedi
d(x sy Xppy) = 0 < 275, Vi, ke N.
|

Definicija 4.0.45. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je a niz u X. KaZemo da je
@ efektivan separirajuéi niz u (X,d) ako je a gust u (X,d) te ako je funkcija N> — R,
(i, j) — d(a;, ;) rekurzivna.

Dakle, « je efektivan separirajuci niz u (X,d) ako i samo ako je (X,d,a) izracunljiv
metricki prostor.

Definicija 4.0.46. Neka je (X,d) metricki prostor te neka su «, B efektivni separirajuci
nizovi u (X,d). Kazemo da su « i B ekvivalentni i piSemo a ~ B ako je a izracunljiv niz u
izracunljivom metrickom prostoru (X, d, B).

Propozicija 4.0.47. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su « i 8 efektivni separirajudi
nizovi takvi da je a ~ .
Tada je B ~ «a.
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Dokaz. 1z pretpostavke da su « i B izraCunljivi nizovi u (X, d,B) slijedi da je funkcija
N? — N, (i, j) — d(B:, a;) rekurzivna. Prema propoziciji [3.0.39| je B izraCunljiv niz u
(X,d, a). Dakle, vrijedi 8 ~ a. |

Propozicija 4.0.48. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su « i B efektivni separirajuci
nizovi u (X, d).
Tada je a ~ B ako i samo ako je S, = Sg.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi @« ~ B. Neka je (x;) € S,. Tada je (x;) izraCunljiv niz u
(X,d, @), pa postoji rekurzivna funkcija F : N> — N takva da je

d(X,‘, aFl(i,k)) < 2_k, VZ, ke N.

Nadalje, @ € S, a znamo da je Sg struktura izraCunljivosti. Prema svojstvu 2. iz definicije
strukture izraCunljivosti je (x;) € S, tj. S, S Sp. Zbog prethodne propozicije je 8 ~ a,
odnosno prema upravo dokazanom S < S, pa slijedi S, = Sg.

Obratno, neka je S, = Sg. Niz a je izraCunljiv u (X, d, @), odnosno @ € S,, tj. @ € S
a to upravo znaci da je « izracunljiv u (X, d,f). Dakle a ~ . |

Korolar 4.0.49. Neka je (X,d) metricki prostor. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na
skupu svih efektivnih separirajucih nizova u (X, d).

Dokaz. Refleksivnost relacije je ocita. Simetri¢nost slijedi iz dokazane propozicije
a trazitivnost dobijemo iz sljedeceg:
a ~ ﬁ = Sa = Sﬁ
B~y=>8=S,
=8, =8 =a~7.
Zapravo smo sva tri svojstva mogli dobiti iz zadnje propozicije. O

Primjer 4.0.50. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je a € X. Neka je (x;) niz u X
definiran s x; = a za svaki i € N. Neka je S = {(x;)}. Tada je S struktura izracunljivosti
na (X,d).

Ocito je svojstvo 1. iz definicije strukture izracunljivosti zadovoljeno.

Pretpostavimo da je (y;) nizu X te f: N> — N rekurzivna funkcija takva da vrijedi

d(yi, Xsixy) <275, Vi,k e N.
Fiksirajmo i € N. Tada vrijedi
d(y,a) <27% VkeN.

Stoga je d(y;,a) = 0, pa je y; = a. Dakle, (y;) = (x;), pa je (y;) € S. Time smo dokazali
svojstvo 2.



32 POGLAVLIJE 4. STRUKTURE IZRACUNLJIVOSTI

Definicija 4.0.51. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S struktura izracunljivosti na
(X,d). KaZemo da je S separabilna struktura izra¢unljivosti na (X, d) ako postoji gust niz
(x;) u (X,d) takav da je (x;) € S.

Propozicija 4.0.52. Neka je (X, d) metricki prostor te S struktura izracunljivosti na (X, d).
Tada je S separabilna struktura izracunljivosti na (X,d) ako i samo ako postoji efektivan
separirajuci niz @ u (X, d) tako da je S = S,.

Dokaz. Ako je S = S, za neki efektivan separirajuéi niz @, onda je @ € S, pa je S
separabilna struktura izracunljivosti.

Obratno, pretpostavimo da je S separabilna struktura izracunljivosti, tj. da postoji @ =
(a;) € S takav da je @ gust u (X, d). Niz « je efektivan separirajuéi jer je gustia € S, pa
prema svojstvu 1. iz definicije vrijedi da je funkcija N* — R, (i, j) — d(;, @;) rekurzivna.
(Stavili smo (x;) = (@), (y;) = (@;)).

Dokazimo da je S = S,. Neka je (x;) € S. Znamo da je @ € S, pa prema 1. iz
definicije strukture izracunljivosti vrijedi da je funkcija

N? > R, (i, j) — d(x;,a;)

rekurzivna. Prema propoziciji slijedi da je (x;) izraCunljiv niz u (X, d, @). Prema to
je (x;) € Su. Nekaje (x;) € S,. Tada je (x;) izraCunljiv niz u (X, d, @), tj. postoji rekurzivna
funkcija

F: N* — N takva da je d(x;, arp) < 275

Kako je @ € S, slijedi (x;) € S. i

Definicija 4.0.53. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su (x;), (y;) nizovi u X. Pisemo
(x;) © (y;) ako je funkcija N* — R, (i, j) — d(x;,y;) rekurzivna.
Uocimo da je gust niz & u metrickom prostoru (X, d) efektivan separirajuci ako i samo ako
vrijedi a ¢ a.
Pisemo (y;) < (x;) ako postoji rekurzivna funkcija F: N* — N tako da je d(y;, xp(ix)) <
27k Vi, ke N.

Uz ovakve oznake, strukturu izracunljivosti S na metrickom prostoru (X, d) moZemo
definirati kao skup nizova u X sa sljedec¢im svojstvima:

1. (xi) o (y;) za sve (xi), (v;) € S,
2. (x) € Si(y) < (x;) poviaci (y;) € S.

Nadalje, ako je « efektivan separirajuci niz u metrickom prostoru (X,d), onda je S, =

{(x) [ (%) < o}
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Ako je (X, d) metricki prostor koji ima separabilnu strukturu izracunljivosti, onda je
(X, d) separabilan metricki prostor. Naime, ako je S separabilna struktura izraCunljivosti
na (X, d) onda postoji niz (x;) € S tako da je (x;) gustu (X, d).

Primjer 4.0.54. Neka je X # (), te neka je d: X x X — R funkcija definirana sa

1, x#y
d(x,y) = {0 iy

Tvrdimo da je d metrika na X. Lako se provjere svojstva 1. i 2. iz definicije metrike.
Provjerimo svojstvo 3.

Neka su x,y,z € X. Ako je x =y, tada je d(x,y) = 0, pa nejednakost d(x,y) <
d(x,z) + d(z,y) ocito vrijedi.

Ako je x # y onda je d(x,y) = 1, no u tom slucaju vrijedi x # z ili y # z, pa je desna
strana nejednakosti sigurno veca ili jednaka od 1.

Za d kaZemo da je diskretna metrika na skupu X.

Pretpostavimo da je A gust skup u metrickom prostoru (X,d). Tvrdimo da je tada
A =X

Naime, neka je x € X. Tada za svaki € > 0 postoji a € A takav da je d(x,a) < &,
posebno i za € = % < 1 postoji takav a, ali zbog definicije metrike d to je istina samo ako
jea=x.

Neka je X neprebrojiv skup te neka je d diskretna metrika na X. Tada, prema prethod-
nom primjeru, metricki prostor (X, d) nije separabilan. Posebno, (X, d) nema separabilnu
strukturu izracunljivosti.

Dakle, metricki prostor opéenito ne mora imati separabilnu strukturu izracunljivosti,
iako prema primjeru [4.0.50] svaki metri¢ki prostor ima strukturu izracunljivosti.

4.1 Kardinalnost skupa rekurzivnih brojeva

Za k € N\{0} oznatimo sa R(N¥,N) skup svih rekurzivnih funkcija N¥ — N. Analogno
definiramo oznake R(N¥, Q), R(N*,R). Znamo da je skup svih rekurzivnih funkcija pre-
brojiv, dakle R(N¥, N) je prebrojiv skup.
Za svaki f € R(N*, Q) postoje ay, by, ¢; € R(N¥,N) takvi da je
by(x)

— (1)L k
f(x)=(-1) Cf(x),VxeN.

Funkcija R(N¥, Q) — R(NF,N) x R(NF,N) x R(INK,N), f > (ay, by, cy)
*)
je otito injekcija. Skup (*) je prebrojiv, pa je i R(N¥, Q) prebrojiv.
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Za svaku f € R(N*,R) odaberemo neku rekurzivnu aproksimaciju od f i ozna¢imo je
s Fy. Jasno je da je Fy € R(IN*!, Q). PokaZimo da je funkcija

RN'.R) — RN, Q), f — Fy (4.4)
injekcija. Naime, neka je f € R(NF,R) i x € N, Tada za svaki i € N vrijedi
| f(x) — Fr(x,i) |< 27"
Neka je & > 0. Tada postoji iy € N takav da je 27 < &. Tada za svaki i > i, vrijedi
| f(x) = Fp(x,i) <27 <27 <&

Prema tome zakljuCujemo lim;_,, F/(x,7) = f(x).
Uzmimo f, g € R(N¥,R) takve da vrijedi F; = F,. Tada za svaki x € N¥ imamo

£(x) = lim Fy(x,) = lim Fy (x, ) = g(x).

dakle f(x) = g(x). Prema tome f = g. Time smo dokazali da je funkcija (4.4) injekcija.
Iz toga slijedi da je skup R(N¥, R) prebrojiv.

Neka je R skup svih rekurzivnih brojeva. Ako je x € R, onda je funkcijaN — R, i —
x (. niz (x,x,...)) rekurzivna prema napomeni Funkcija R — R(N,R), x —
(x, x,...) je ocito injekcija, pa slijedi da je R prebrojiv skup.

4.2 Separabilne strukture izracunljivost

Definicija 4.2.1. Neka je n € N\{0}, neka je d euklidska metrika na R" te neka je X < R”,
X # . Tada je d 1x«x ocCito metrika na X. Za d 1x«x kaZemo da je euklidska metrika na
X.

Primjer 4.2.2. Skup R je neprebrojiv, a R prebrojiv. Stoga postoji y € R takav da y ¢
R. Znamo da je x € R ako i samo ako je —x € R, pa slijedi —y ¢ R. Stoga moZemo
pretpostaviti y > 0.
Neka je X = {0,v} te neka je d euklidska metrika na X. Metricki prostor (X, d) je ocito
separabilan, no ne postoji separabilna struktura izracunljivosti na (X, d). DokaZimo to.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji efektivan separirajuci niz a u (X, d). Slijedi

Ima = {0,v} 4.5)

Funkcija N* — R, (i, j) — d(a;, ;) je rekurzivna, pa je prema primjeru d(ai, ;)
rekurzivan broj za sve i, j € N. Specijalno, to vrijedi i za i, j takve da je a; = 0, aj =y
(oni postoje zbog [M.3))). Slijedi,

d0,y)=|0-yI[=v,
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ali uzeli smoy ¢ R, odnosno d(«a;, a;) nije rekurzivan broj. Kontradikcija.
Dakle, ne postoji separabilna struktura izracunljivosti.

Primjer 4.2.3. Neka je d euklidska metrika na R, neka je a niz iz primjera[3.0.32|te neka
je vy € R broj koji nije rekurzivan. Definirajmo f: N — R sa 5; = a; +y. Za sve i, j€ N
vrijedi
d(BiBy) =| B — Bj |=| @i — a; |= d(a;, ;).
Dakle funkcija N* — R, (i, j) — d(B:,B,) je rekurzivna.
Neka je x € R te € > 0. Bududi da je a gust niz u (R, d) postoji i € N tako da vrijedi

| (x—7y) —ai|<e.
Dakle,

|x—(a; +7y) |<e,
y. |x—pBil<e

Prema tome f3 je gust niz u (R,d). Pokazali smo da je (R, d, ) izracunljiv metricki prostor.
Imamo da su S, i Sy dvije separabilne strukture izracunljivosti na (R, d). Pitamo se da li
su one jednake.

Buduci da je Ima = Q postoji i € N tako da je a; = 0. Slijedi da je B; = 7, pa
zakljucujemo da je vy izracunljiva tocka u (R,d,B). Stoga je (vy,7v,...) izracunljiv niz u
(R,d,B), pa je (v.v,...) € Sg. No, ovaj niz nije element od S,. Naime, kada bi vrijedilo
(V,Y,...) € S, tada bi vy bila izracunljiva tocka u (R,d, @) pa bi prema korolaru
slijedilo da je 'y rekurzivan broj, $to je u kontradikciji s izborom od y. Dakle, S, # Sg.

Definicija 4.2.4. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je S struktura izracunljivosti na
(X,d). Neka je xo € X. KaZemo da je x, izracunljiva tocka u S ako je konstantan niz
(X(), X0, - - ) €S

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te x € X. Pretpostavimo da je x, izra¢unljiva
tocka u (X, d, @). Tada je (xo, X, - . .) izraunljiv niz u (X, d, @), $to znaci da je (xo, xo,...) €
S, paje xj izracunljiva tocka u S,.

Obratno, ako je xj izracunljiva tocka u S,, onda na sli¢an nacin zaklju¢ujemo da je x
izraCunljiva tocka u (X, d, @).

Propozicija 4.2.5. Neka je S struktura izracunljivosti na metrickom prostoru (X, d) te neka
je a € X. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

1. a je izracunljiva tocka u S,

2. postoji (x;) € S tako da je a = x;, za neki iy € N,
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3. postoje (x;) € S i rekurzivna funkcija f: N — N tako da je d(a,xsx) < 27F, za
svaki k € N

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi 1. Bududi da je a izracunljiva tocka u S za niz definiran
s x; = a, Vi € Nvrijedi (x;) € S. Iz ovoga je o€ito da vrijedi tvrdnja 2.

Pretpostavimo da vrijedi 2. Definirajmo funkciju f: N — Ns f(k) = i, Vk € N.
Funkcija f je rekurzivna te za svaki k € N vrijedi:

d(a, xpp) =0 < 275,

Pretpostavimo da vrijedi 3. Neka je (y;) niz u X definiran s y; = a, za svaki n € N.
Definiramo funkciju F: N> — N's F(i,k) = f(k) za sve i,k € N. O¢ito je F rekurzivna
funkcija. 1z 3. slijedi

d(yi, xpig) < 275, Vik e N.

Prema svojstvu 2. iz definicije strukture izracunljivosti, slijedi da je (y;) € S, odnosno a je
izraCunljiva tockau S. O

Definicija 4.2.6. Ako je S struktura izracunljivosti na metrickom prostoru (X, d) onda sa
S° oznacavamo skup svih izracunljivih tocaka u S.

Primjer 4.2.7. Neka je X neprebrojiv skup te d diskretna metrika na X. Definiramo
S ={(a,a,...) | ac X}.

Tvrdimo da je S struktura izracunljivosti na (X, d).

Ako su (x;),(y;) € S onda je N> — R, (i,j) — d(x;,y;) konstantna funkcija s vri-
jednosc¢u 0 ili 1, pa je stoga rekurzivna.

Nadalje, neka je (x;) € S, f: N> — N rekurzivna funkcija te (y;) niz u X takav da je

d(yi, xpix) <275, Vi,ke N.

Tada je
Yi = Xg(ix)» Vi, k € N,

4. (y;) je konstantan niz u X pa slijedi da je (y;) € S.
Dakle, S je struktura izracunljivosti na (X, d). Uoc¢imo da je S neprebrojiv skup. Na-
dalje, S° = X, dakle i S° je neprebrojiv skup.

Definicija 4.2.8. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X i a € X. KaZemo da niz (x,)
konvergira (ili tezi) prema a u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki € > 0 postoji ng € N
tako da je

d(x,,a) < &, Yn = ny.

KazZemo jos da je a limes niza (x,) i piSemo x, — a.
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Propozicija 4.2.9 (Jedinstvenost limesa niza). Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,)
niz u X te neka su a,b € X tako da vrijedi x, — a i x, — b. Tada je a = b.

d(a,b)
>

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. a # b. Tada je d(a,b) > 0. Definiramo & =
Zbog x, — a postoji n; € N tako da je d(x,,a) < &,Yn = n.
Zbog x, — b postoji n, € N tako da je d(x,,b) < &,Yn = n.

Neka je n = max{n, n,}. Tada vrijedi

d(a,b) < d(x,,a) +d(x,,b) < &+¢e=d(a,b).
Dosli smo do kontradikcije. Prema tome je a = b. O

Napomena 4.2.10. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X toc¢ka takva da je
d(a,x;) <27/,VjeN. Tada x; — a.
Naime, ako je € > 0 onda postoji jo € N tako da vrijedi 277 < &. Tada za svaki j € N,
J = Jjo vrijedi
277 <2 paje2™ < e.
Slijedi d(a, x;) < &, za svaki j = jj.

Propozicija 4.2.11. Neka je S separabilna struktura izracunljivosti na metrickom prostoru
(X,d). Tada je S prebrojiv skup. Posebno, S° je prebrojiv skup.

Dokaz. Prema propoziciji [4.0.52| postoji efektivni separirajuci niz @ u (X, d) takav da je
S =38, Nekajex e S, x = (x;). Tada je x izraCunljiv niz u (X, d, @) pa postoji F, €
R(N?,N) takva da je

d(x,-,an(,-,J-)) < 2_'/, Vl,] e N.

Tvrdimo da je funkcija S — R(N?,N) , x — F, injekcija.
Pretpostavimo da su x,y € S takvi da je F, = F,. Neka je i € N. Tada za svaki j € N
vrijedi:
d(xi, ar,ij) <27

d(yi, ar,jy) <277

Prema napomeni niz (ar,(; j)) jen teZi prema x;, analogno (@, j)) jen teZi prema y;. No, ovi
nizovi su jednaki pa zbog jedinstvenosti limesa niza slijedi da je x; = y;.

Dakle, x; = y;, za sve i € N, prema tome je x = y. Time smo dokazali da je funkcija
S — R(N%,N), x — F, injekcija.

Skup R(N?,N) je prebrojiv, pa je i S prebrojiv.

Nadalje, funkcija S° — S, x — (x, x, ...) je ocito injekcija, pa slijedi da je S° prebrojiv
skup.

Alternativno, S° = Uesixi [ i € N}, paje S? prebrojiv kao prebrojiva unija prebro-
jivih skupova. |
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Primjer 4.2.12. Neka je (R, d) metricki prostor gdje je d euklidska metrika. Neka je x € R.
Tada postoji separabilna struktura izracunljivosti S na (R, d) takva da vrijedi x € S°.

Neka je a niz definiran u primjeru [3.0.32] Definiramo niz f: N — R sa §; = «; + x.
Tada je (R,d,B) izracunljiv metricki prostor (dokazujemo na isti nacin kao u primjeru
, odnosno Sg je separabilna struktura izracunljivosti. Kako je ay = 0, tako je B, = x.
Dakle, x € (Sp)°.

Primjer 4.2.13. Neka je d euklidska metrika na [0, 1]. Neka je a: N — Q funkcija defini-

rana s
E(i,0)

I(E(i,0) + E(i, 1))’

ali) =

x, x=1

1, x=0

Primijetimo dajeIma = {ge Q |0 < g < 1} = Qn[0, 1]. OCito je a rekurzivna funkcija,
pa zakljucujemo da je a efektivan separirajuci niz u ([0, 1],d). Stoga je S, separabilna
struktura izracunljivosti na ([0, 1], d).

priemujel: N — N, [(x) =

Teorem 4.2.14. Neka je d euklidska metrika na [0, 1]. Tada postoji jedistvena separabilna
struktura izracunljivosti na ([0, 1], d).

Dokaz. Neka je @ niz iz primjeral4.2.13] Znamo da je S, separabilna struktura izra¢unljivosti.
Dokazimo da je to jedina separabilna struktura izracunljivosti na ([0, 1], d).

Pretpostavimo da je S separabilna struktura izracunljivosti na ([0, 1],d). Tada je S =
Sp gdje je B efektivan separirajuci niz u ([0, 1],d). Bududi da je B gust niz u ([0, 1],d)
postoji iy € N takav da je

1 ) 1
d(O,ﬂ,-O) < Z, t. ﬂio < Z
Neka je k € N. Tada postoje i, j € N takvi da je
2—k
d 07 i 1
0.6) <=
2—k
Slijedi
2—k
i i 4.6
Bi< (4.6)

4.7)
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pa zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo

—k

L+Bi =B < —
iz Cega slijedi
2,1(
1-— T <ﬁj _ﬁi-
Stoga je
2—k
dBiBj) =B —Bj |=B; —Bi>1— -

Dakle, d(B;,3)) > 1 — .
Nadalje, iz (4.6) slijedi B; € [0, 1) pa zbog B;, € [0, 1) imamo | B — B;, |< 1. 4.
(Bi —Bi,) < ;11. Dakle, za svaki k € N postoje 7, j € N takvi da je
—k

2
d(ﬁi»ﬁj) >1— 7 (48)

1
d(ﬂi’ﬁio) < Z (49)

Pretpostavimo sada da su i, j € N takvi da vrijedi (4.8) i (4.9).
Tvrdimo da je tada d(0,8;) < 27*. Otito ne moZe vrijediti B,,3; € [0, 1 — %] jer bi u tom

slucaju vrijedilo d(B8;, 8;) < 1— % Stoga se bar jedan od brojeva 8; i 8; nalaziu [1 —%k, 1].
No,B: ¢ [1 — 277]( 1] jer bi u suprotnom slu¢aju vrijedilo B;, < 3 < 3 <1— 277]( < B Sto bi
povlatilo da je d(B;,, 3:) = ;. Stoga je

Biell——1]. (4.10)

Analogno zakljucujemo da ne vrijedi §8;,8; € [%, 1], pa slijedi da se bar jedan od brojeva

Bi.Bj n_aklazi u [0, ZT_k> No to ne moZze biti 3, zbog 1} Prema tome f3; € [0, %% dakle
Bi < & pajed(0,8;) <27
Definirajmo skup

k

2- 1
w = {(k,i,j) | d(Bi.B;) > 1— - d(Bi, Biy) < 4_1}'

Neka su
—k

o = (ki J) | dB) > 1~ 5)

wy = {(k, i, j) | d(B;,Biy) < %}
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Tada je w = w; N w,. Funkcija
N° > R, (k,i, j) — d(B:i ;)
je rekurzivna, a takoder je rekurzivna i funkcija

3 .. 27+
N —>R, (k,l,])'-’l—T

Prema korolaru [2.0.23] skup w; je rekurzivno prebrojiv. Analogno zaklju¢ujemo da je w,
rekurzivno prebrojiv. Skup w je rekurzivno prebrojiv kao presjek w; 1 w;.

Za svaki k € N postoje i, j € N takvi da vrijedi i (4.9), odnosno za svaki k € N
postoje i, j € N takvi da je (k,i, j) € w. Iz teorema [2.0.20] slijedi da postoje rekurzivne
funkcije f, g: N — N takve da vrijedi

(k, f(k),g(k)) € w,Vk € N.
Dokazali smo ranije da (4.8)) i (4.9), tj. (k, i, j) € w povlaci d(0,5;) < 27*. Stoga vrijedi
(k, f(k),g(k)) € w = d(0,Bx)) <27, VkeN.
Dakle, 0 je izracunljiva tocka u ([0, 1], d,B). Iz korolara [3.0.40| slijedi da je funkcija
N >R, i— d(0,5)
rekurzivna, odnosno (83;) je rekurzivan niz. Iz ovoga i propozicije slijedi da je funkcija

N? - R, (i, j) — d(B;, @;) rekurzivna.
Prema korolaru [2.0.23] skup

y = {0k j) | d(Bia;) <27

je rekurzivno prebrojiv. Za sve i, k € N postoji j € N takav da je (i, k, j) € y (zbog gustoce
niza a). Prema teoremu [2.0.20| postoji rekurzivna funkcija F: N> — N takva je

(i,k, F(i,k)) €y, Vi,k € N.
Tada je d(B:, ar(ix) < 275, Vi, k € N, odnosno 8 < a. Stoga je 8 ~ a, pa iz propozicije

4048 slijedi S, = Sp.

Dakle, S = S, i time je tvrdnja dokazana.
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4.3 Efektivna potpuna omedenost

Definicija 4.3.1. Neka je (X, d) metricki prostor te S < X. KaZemo da je S omeden u
metric¢kom prostoru (X, d) ako postoje xo € X i r > 0 takav da je S < K(xo, r).

Uocimo sljedece: ako je S omeden skup u metrickom prostoru (X, d) onda za svaki
x € X postoji r > 0 takav da vrijedi S < K(x,r).

Naime, imamo S < K(xo,r) za neke xo € X i r > 0. Ako je x € X onda definiramo
s = d(x, x9) + r te tada vrijedi K(xo,7) < K(x, s), jer ako je a € K(xo, r) onda je

d(a,x) < d(a,xo) + d(x,x) < r—+d(x0,x) =s
pajeac K(x,s).

Propozicija 4.3.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su Sy, ...,S, omedeni skupovi
u(X,d). Tadaje S| v ... U S, omeden skup u (X, d).

Dokaz. Odaberemo x; € X. Skupovi S, ...,S, suomedeni pa vrijedi

Vie{l,...,n}3r; > Otakavdaje S; < K(xo,r;).
Odaberemo r = max{ry,...,r,}. Tadaje S; U ... U S, S K(xo,r). O
Definicija 4.3.3. Za metricki prostor kaZemo da je omeden ako je X omeden skup u (X, d).

Definicija 4.3.4. Za metricki prostor (X,d) kaZemo da je potpuno omeden ako za svaki
e > 0 postojen e N ix,...x, € X takvi da je

X =K(xp,€) U...UK(x,,8). (4.11)

Uocimo sljedece: ako je metricki prostor potpuno omeden, onda je i omeden. Naime,
ako odaberemo bilo koji € > 0 onda postoje xy, ..., x, € X takvi da vrijedi pa prema
prethodnoj propoziciji slijedi da je X omeden skup.

Primjer 4.3.5. Neka je X + & te neka je d diskretna metrika na X. Metricki prostor (X, d)
Jje omeden, naime za r = 2 i proizvoljnu tocku xo € X je X = K(xo,2).

Pretpostavimo sada da je X beskonacan. Tada (X, d) nije potpuno omeden. U suprot-
nom bi za € = 1 postojali xy, ..., x, € X takvi da vrijedi

X =K(xp,&) U...UK(x,,6) = {x0} U... U {x,}

ali to bi znacilo da je X konacan skup, sto je nemoguce.
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Lema 4.3.6. Neka je (X,d) metricki prostor, x,y € X te r > 0. Pretpostavimo da je
y € K(x,r). Tada je K(x,r) < K(y, 2r).

Dokaz. Neka je z € K(x, r) proizvoljna to¢ka. Tada je

d(z,y) <d(z,x) +d(x,y) <r—+r<2r
=z € K(y,2r),

odnosno K(x,r) < K(y,2r). i

Propozicija 4.3.7. Neka je (X,d) metricki prostor te « = («;) gust niz u (X,d). Tada je
(X, d) potpuno omeden ako i samo ako za svaki € > 0 postoji N € N takav da je
X = K(ap, &) U ... U K(ay,e).

Dokaz. Ako za svaki € > 0 postoji takav N onda je (X, d) potpuno omeden.
Obratno, pretpostavimo da je (X, d) potpuno omeden. Neka je € > 0. Tada postoje
neNixg,...,x, € X takvida je

X = K(xo,g) ..U K(x, §>

Zbog gustoce niza « postoje i, . .., I, € N takvi da je
@;, € K(xo, g), ;€ K(x,, §>’

a zbog leme vrijedi

K(xo, §> < K(aiy, ), ... K(xn, §> c K(a;,, &)

Neka je N = max{iy, ..., i,}. Tada je
X = K(ap, &) u...u K(ay, ).
i

Napomena 4.3.8. Neka je (X,d) metricki prostor te niz a gust u (X,d). Tada je (X,d)
potpuno omeden ako i samo ako za svaki k € N postoji N € N takav da vrijedi

X =K(ap,27") u... U K(ay,275).

Ako je (X, d) potpuno omeden onda iz prethodne propozicije slijedi da za svaki k > 0
postoji takav N (uzmemo & = 27F).
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Obratno, ako za svaki k postoji takav N onda za € > 0 odaberemo k € N takav da je
27k < &. Postoji N takav da je

X =K(@,2 " u...uK(ay,27"

pa slijedi
X = K(ap, &) U ...uU K(ay, &),

stoga je (X, d) potpuno omeden.

Pretpostavimo da je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor takav da je metricki prostor
(X, d) potpuno omeden. Znamo:

Yk € N3N e N takav da vrijedi X = K(a,27%) U ... U K(ay,275).
Pitanje koje se prirodno postavlja je postoji li rekurzivna funkcija f: N — N takva da je
X =K(ap,2™*) u...uK(esp,27"), VkeN. (4.12)

Ako takva funkcija postoji, onda za izracunljiv metri¢ki prostor (X, d, @) kaZzemo da je
efektivno potpuno omeden.

Teorem 4.3.9. Neka je (X, d) metricki prostor te « i B efektivni separirajuci nizovi u (X, d)
takvi da vrijedi @« ~ B. Neka je (X,d,a) efektivno potpuno omeden. Tada je i (X,d,f3)
efektivno potpuno omeden .

Dokaz. Postoji rekurzivna funkcija f: N — N takva da vrijedi (4.12). Tada je
2k 2k

X = K(CZ(), T) U... U K(le(k+1), T), Vk € N.
Jer su « i B efektivni separirajuci nizovi slijedi da za svaki k € N postoje io, ...,ifx) € N
takvi da vrijedi
ka
d(@o,Biy) < >
2—k
d(@sw)>Biyyy) < =

Odnosno, prema lemi {.3.6] vrijedi

2k _
K(a’o, T) - K(ﬁi0,2 k)

27k _
K(af(k)’ T) < K(ﬁif'(k)’z k)'
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Definirajmo N = max{io, ..., i }. Slijedi
X = K(ﬁ0,2_k) U...U K(ﬂN, 2_k).

Iz pretpostavke teorema je @ ~ f, odnosno « je izraCunljiv niz u (X,d,B) $to povlaci
postojanje rekurzivne funkcije

F: N? — N takve da je d(a@;, Brix) < 27k,
Neka je definirana funkcija g: N> — N, g(i,k) = F(i,k + 1). Ta funkcija je rekurzivna i
vrijedi
2—k
d(ai, By(in)) < >
Vrijedi

2,](
K(av, 7) < K(By04),27")

—k

K(a;, 7) S K(By(ik)s 271{)

2—k

K@y, —-) < K(Be( ey 275).

Definiramo funkciju H: N — N sa
H(k) = max{g(i,k) | 0 <i< f(k+1)}.
Tada je
X =K(B0,27") U... U K(Bur)27"), Vk e N.

Treba jos pokazati da je funkcija H rekurzivna. U tu svrhu definiramo funkciju #: N> — N
sa

H(j. k) = max{g(i,k) | 0 <i < j},
atadaje H(k) = H(f(k + 1),k). Vrijedi

H(0,k) = g(0,k)
H(j+1,k) = max{g(0,k),...g(j + 1,k)}
— max{A(, k) g(j + 1,K))
= G(H(j, k), j, k),
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gdje je funkcija G: N® — N definirana sa
Gl(a, j,k) = max{a,g(j+ 1,k)}.

Dakle, A je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcije N — N, k — g(0, k) i funkcije
G. Stoga je H rekurzivna, odnosno funkcija H je rekurzivna. Dakle, izratunljiv metric¢ki
prostor (X, d,B) je efektivno potpuno omeden. m|
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Sazetak

U ovom radu smo pojam rekurzivne funkcije prosirili na funkcije s realnim vrijednostima.
Dokazali smo da su zbroj, apsolutna vrijednost i umnoZak rekurzivnih funkcija takoder
rekurzivne funkcije. Definirali smo rekurzivno prebrojive skupove i dokazali na koji nacin
djeluju rekurzivne funkcije na takve skupove. Pojmove izraCunljivog metrickog prostora,
izracunljive tocke i izracunljivog niza smo uveli u treCem poglavlju. Promatrali smo euk-
lidsku metriku d na R te na prirodan nacin uveli niz « takav da je (R,d,a) izracunljiv
metri¢ki prostor. Dokazali smo da je x izracunljiva tocka u (R, d, @) ako i samo ako je x
rekurzivan broj.

U cetvrtom poglavlju smo definirali Sto su strukture izracunljivosti, efektivni separi-
rajuci nizovi, separabilne strukture izracunljivosti i sl. Dokazali smo da je skup svih rekur-
zivnih brojeva prebrojiv. Glavni rezultat je teorem u kojem tvrdimo da postoji jedinstvena
separabilna struktura izracunljivosti na metri¢kom prostoru ([0, 1],d), pri ¢emu je d euk-
lidska metrika. Na kraju se smo se dotaknuli pojma omedenosti u metrickim prostorima te
definirali kada je izraCunljiv metricki prostor efektivno potpuno omeden.






Summary

In this paper, we expanded the notion of a recursive function to the function with real
values. We have proven that the sum, the absolute value and the product of the recursive
functions is also a recursive function. We introduced the notion of a recursively enumerable
set. The preimage and image of a recursively enumerable set under the recursive function
is a recursively enumerable set.

In the third chapter we introduced the notions of a computable metric space, a compu-
table point and a computable sequence.

Let d be the euclidean metric on R and @ sequence introduced naturally such that
(R,d, @) is a computable metric space. We proved that x is a computable point in (R, d, @)
if and only if x is a recursive number.

In the fourth chapter we defined the notion of a computability structure, a effective
separating sequence, a separable computability structure etc. We have shown that the set
of all recursive numbers is countable. The main result is a theorem in which we claim that
there is a unique separable computability structure on the metric space ([0, 1], d), where d
is the euclidean metric.

Finally we examined boundedness in metric space and defined when a computable
metric space is effectively totally bounded.
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