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Uvod

JednadZba porozne sredine je jedan od najvaZznijih primjera nelinearne difuzijske jednadzbe
paraboli¢kog tipa. Njena nelinearnost rezultira degenerirajuéim karakterom koji je razli-
kuje od njenih linearnih rodaka poput jednadzbe provodenja i bitno oteZava matemati¢ku
teoriju. U ovome tekstu prezentiramo kratki pregled njenih svojstava i matematickih me-
toda kojima se pristupa u analizi ovakve jednadzbe.

JednadZba je naSla primjenu u opisu razlicitih prirodnih procesa koji ukljucuju: tok
fluida, prijenos topline, difuziju tvari... Neki od bitnijih modela koji ukljuc¢uju JPS su: opis
toka plina kroz izotropnu poroznu sredinu, infiltracija podzemnih voda kroz tlo, radija-
cija topline u plazmama. Pojavljuje se i u matematickoj biologiji, toku nemjeSivih fluida,
modeliranju magme.

Uz jednadzbu porozne sredine, bavimo se i njenim poopcenjima za koje vrijedi ista te-
orija egzistencije 1 jedinstvenosti rjeSenja. Njena rjeSenja imaju puno fizikalnija svojstva od
rjeSenja sli¢nih linearnih jednadZzbi, poput konacne brzine Sirenja. Takvo svojstvo rezultira
pojavom slobodne granice koja odvaja podrucje do kojeg informacija jo$ nije doputovala.

Iako je naizgled jednostavnog oblika, jednadzba predstavlja izvjestan izazov i u teorij-
skom smislu i u numeri¢kom rjeSavanju.

U prvom poglavlju nabrajamo i izvodimo neke od najvaznijih modela vezanih uz JPS.
Drugo poglavlje je posveéeno racunanju nekih njenih analitickih rjeSenja koja nam daju
daljnji uvid u svojstva jednadzbe. U treCem poglavlju dajemo kratki osvrt na teoriju kva-
zilinearnih paraboli¢kih jednadZbi te izvodimo bitne apriorne ocjene. Cetvrto poglavlje
sadrzi teoriju slabih rjeSenja Dirichletove rubne zadace. Na kraju, u petom poglavlju da-
jemo numericki primjer rjeSenja vezanog uz dvofazni tok.

Rad se u velikoj mjeri oslanja na teoriju obradenu u knjigama [4] i [2].






Poglavlje 1

Primjene i modeli

JednadZba porozne sredine
ou=Au"),m>1,u=u(x,r) (1.1)

je primjer nelinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe. U ovom poglavlju opisujemo
neke od glavnih modela vezanih uz jednadZzbu porozne sredine ili uz neke njene gene-
ralizacije. Generalizirana jednadZba porozne sredine ili Filtracijska jednadzba je jedno
poopéenje jednadzbe (1.1]) oblika:

O = A(D(u)), (1.2)

gdje je potencija m > 0 zamijenjena opcenitijom nelinearnom funkcijom .

Razumijevanje fizikalnih interpretacija i modela je bitno za razvijanje matematicke te-
orije jer nam takva razmatranja daju dobru intuiciju o tome kako se treba ponasati rjeSenje
jednadzbe.

1.1 Tok plina kroz poroznu sredinu

JednadZba porozne sredine dobila je svoje ime po modelu toka idealnog plina kroz homo-
genu poroznu sredinu. Radi se o makroskopskom modelu koji povezuje varijable masene
gustoée p, tlaka p i prividne makroskopske brzine § idealnog plina u poroznoj sredini.
Poroznom sredinom nazivamo svaki materijal u kojem su prisutne Supljine ili pukotine.
Supljine u poroznoj sredini nazivamo pornim prostorom i to je prostor koji je ispunjen flu-
idom. Poroznu sredinu moZemo opisati pomocu dviju veli¢ina: poroznosti i propusnosti.

Poroznost je definirana kao omjer volumena pornog prostora i ukupnog volumena po-
rozne sredine

VP
=101 (1.3)

uk

3



4 POGLAVLIJE 1. PRIMJENE I MODELI

Medutim, ona opcenito nije konstantna i definiramo je opCenitije kao

P(x) = Xv,(»dy, (1.4)

1Q(x)] Qx)

gdje je Q(x) neki reprezentativni elementarni volumen oko tocke x. Prividna makroskopska
brzina fluida se definira kao

g(x) = Xv, MV(y)dy, (1.5)

1Q(x)| Q(x)
gdje je vV mikroskopska brzina fluida. Ona predstavlja izvjesno usrednjenje brzine u cijelom
reprezentativhom elementarnom volumenu i vrijedi sljedeca veza sa srednjom vrijednosti
brzine:

d(x) = 7. (1.6)
Model jednofaznog toka kroz poroznu sredinu zasniva se na dva fizikalna zakona. Prvi

je zakon saCuvanja mase u poroznoj sredini. Njega zapisujemo u terminima jednadZbe
kontinuiteta

0
a(qﬁp) + div(pg) = 0. (1.7)

Naime, ukupna masa fluida u kontrolnom volumenu V je jednaka

j; Pp(x)p(x)dx,

dok je masa fluida koji kroz granicu 9V prode u jedinici vremena jednaka

f $(0)G(x) - i(x)dor.
ov

Zakon saCuvanja mase kaZe da je promjena mase u kontrolnom volumenu V jednaka masi
koja je iziSla/uSla kroz granicu dV u jedinici vremena, tj

d
7 f P(x)p(x)dx = f P(x)g(x) - fi(x)dor. (1.8)
\4 ov

Uz pretpostavku da se radi o dovoljno glatkim funkcijama, primjenom lokalizacijskog te-
orema dobivamo (1.7).

Drugi zakon je empirijskog karaktera. Naziva se Darcyjev zakon, empirijski zakon
kojeg je 1856. godine formulirao francuski inZenjer H.Darcy. Darcyjev zakon daje vezu
izmedu makroskopske prividne brzine ¢, koja se naziva Darcyjeva brzina, i tlaka fluida
sljede¢om jednadZbom:

1
q= —;K(Vp - pd. (1.9)
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Ovdje je u dinamicka viskoznost fluida, g je vektor ubrzanja sile teze, a K je simetrican
pozitivno definitan tenzor kojeg nazivamo propusnost porozne sredine. Ako je K skalarna
matrica, kaZemo da se radi o izotropnoj poroznoj sredini. Ako je K konstanta onda kazemo
da je sredina homogena.

U slucaju da je fluid kojeg promatramo plin, tada mozemo zanemariti gravitacijsku silu
zbog male specificne mase plina. Nadalje pretpostavljamo da je sredina izotropna.

Odnos gusto¢e mase fluida i tlaka fluida daje jednadZba stanja, koja za plinove glasi

p=pop’,y>1,po>0 (1.10)

i koja zatvara sustav jednadzbi (1.7)), (T.9).
Iako u potpunoj opcenitosti parametri ¢ i ¢ mogu biti funkcije vremena 1 prostora, u
mnogim praktiénim situacijama one su pozitivne konstante.

Uvrstavanjem (1.9) i (I.10) u (1.7) dobivamo
op k
2L _ 20 4iy(pV (o)) = 0. (1.11)
o u

Medutim, kako je pV(p?) = V(0"*!) - p?Vp i V(p**!) = (y + 1)p?Vp, imamo da je pV(p?) =
L V(p”*!). Tako dolazimo do jednadzbe

y+1

k
o= A", m=y+1,c= —L PO (1.12)

y+1¢u

Funkciju p moZemo lako reskalirati (0(x, ct) := p(x, 1)) 1 tako se rijeSiti konstante c. Time

dobivamo jednadzbu porozne sredine (I.T)). Kako éemo u teoriji nepoznatu funkciju ozna-

Cavati s u, korisno je promijeniti neke oznake. Tako oznaku za gustou p zamjenjujemo s
m

u i uvodimo funkciju v := mu’"“ koju nazivamo matematicki tlak.

Uo&imo da je V(u™) = 2-uV(u"') = uVv, pa Darcyjev zakon sad ima oblik

m—1
d=-Vv=—-mu""*Vu.

Opcenitiji pristup bi bio pretpostaviti da jednadZba stanja ima opcenitu formu p = p(p) te
da k i u mogu ovisiti o p. U tom sluc¢aju dobivamo generaliziranu jednadZbu

k
pr = divie L2 (p(o))) = A@()), (1.13)
()

gdje @ definiramo sa ®’(p) = p% P’ (p).
Za detalje pogledati [5]).
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1.2 Tok podzemnih voda

Promatramo model filtracije inkompresibilnog fluida (npr. vode) kroz horizontalni porozni
sloj. Ovaj model je prvi put postavio Boussinesq, 1903. godine. Pretpostavljamo da se sloj
nalazi na horizontalnoj nepropusnoj podlozi u koju smjeStamo koordinatni sustav tako da
je na donjoj granici z = 0. Nadalje, ignoriramo prostornu varijablu y i uzimamo da je visina
sloja H > 0. Pretpostavljamo da voda koja infiltrira tlo zauzima u svakom vremenskom
trenutku podrudje Q = {(x,z) € R?,z < h(x, 1)}, gdje je h funkcija koja opisuje gornju plohu
vode. Ovakav problem se naziva problem sa slobodnom granicom jer je nalaZenje oblika
gornje plohe sastavni dio problema.

Matematicki model je odreden zakonom sacuvanja mase za nestlacivi fluid 1 Darcyje-
vim zakonom. Nepoznate funkcije su nam dvije komponente brzine ¢, 1 ¢,, tlak p 1 funkcija
gornje granice h(x, t). Pretpostavljamo joS$ da je tok gotovo horizontalan, odnosno da je z
komponenta brzine jednaka 0. Stoga u vertikalnoj Darcyjevoj jednadzbi

k dp
q: = —— (5= = p8)
u 0z
moZemo zanemariti lijevu stranu. Integriranjem po z dobivamo

p + pgz = const. (1.14)

Nadalje uvodimo pretpostavku da je tlak zraka koji se nalazi u porama suhog podrucja
z > h(x, 1) konstantan i jednak atmosferskom, te ga normaliziramo do p = 0. Tako (I.14)
prelazi u

p =pgh—2), (1.15)

tj radi se o hidrostatskom tlaku.

Promotrimo sad zakon sacuvanja mase koji ¢e nam dati jednadzbu za A. Odaberimo
kontrolni volumen S = (x, x + a) X (0, H). Zakon sacuvanja mase daje

0
d— fpdzdxz—f oq - ido,
at Js as

P X+a h(s,t)
¢— f dzds = —f q-itdo. (1.16)
ot x 0 s

Na desnoj plohi imamo g- 7t = (=52, 0)-(1,0) = —£22, dok je na lijevoj §- 71 = £%2. Dakle

odnosno
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je

h(x,t) ko h(x+a,t) ko
f q-fdo = f ——p(x,z)dz—f =P (x+ a,2dz
as 0 M Ox 0 HOx

pgk hi(x,t) ah fh(x+a,t) 8
= — —(x)dz - — d
u [ 0 Gx(x) < 0 (9x(x ta) Z]
kyoh oh
= P8 T (0h(x) — S+ hx + a)|
u Lox 0x

Sad promotrimo lijevu stranu u (I.16)

a X+a h(s,t) a X+a
¢8_tf); j(; dzds = d)@_tfx‘ h(s, t)ds.

Dobili smo da vrijedi

X+a

9 pgk Oh oh
b i h(s, f)ds = —T[a(x)h(x) — - (x+@h(x+ a). (1.17)

Gornju jednadZbu podijelimo s a i pustimo limes kad a — 0. Dobivamo:

oh pgk 0 [oh
—(x) = ——| —(x)h(x)|. 1.18
5 = = gl e )] (1.18)
Tako dolazimo do Boussinesq-ove jednadZbe
9 pgk & )
—h(x,t) = =——(h(x, 1)), 1.19
% (x, 1) 2y¢ax2( (x, 1)) (1.19)

Sto je JPS uz m = 2. JednadZba se analogno poopc¢ava na vise dimenzija do jednadzbe

h, = kA(K?). (1.20)

1.3 Nelinearno provodenje topline

JednadZba porozne sredine ima bitnu primjenu u teoriji provodenja topline uz toplinsku
vodljivost koja ovisi o temperaturi.
JednadZzba koja opisuje takav proces ima sljedeci oblik:

T
cpaa—t = div(«VT), (1.21)
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gdje je T temperatura, ¢ specifi¢na toplina, p gustoa mase medija i1 k toplinska vodljivost.
U slucaju kad su varijacije parametara zanemarive, dobivamo jednadZbu provodenja to-
pline. Ipak, kad su varijacije temperature reda veli¢ine 10° stupnjeva, takve pretpostavke
nisu realne.

Pretpostavimo prvo da je toplinska vodljivost funkcija temperature

k = k(T).
U tom slucaju dobivamo generaliziranu jednadzbu porozne sredine
0,T = A(D(T)), (1.22)
gdje je
1 T
O(T)=— f k(s)ds. (1.23)
pPC Jo

Ukoliko je ovisnost dana funkcijom (7)) = aT", gdje su a,n > 0 konstante, tada (I.22)
prelazi u

AT = bAT™). m=n+1,b= ——. (1.24)
cpm

Sto je opet JPS.
Pretpostavimo li da je i c¢p funkcija temperature, cp = ¥(T), tada opet dobivamo gene-
raliziranu JPS. Naime, uvodenjem funkcije W(7T') := fOT W(s)ds (1.21)) postaje

0,(\W(T)) = A(D(T)). (1.25)
Ukoliko se ¥ mozZe invertirati, tadauz F := ® o P!, (T.25) mozemo zapisati kao
0,T = A(F(T)), (1.26)
gdje novu varijablu 7' definiramo sa T := W(T).

Gornji modeli se koriste za opisivanje radijacije topline u ioniziranim plinovima (plaz-
mama) pri jako visokim temperaturama.

1.4 Nemjesivi tok

Promatramo jednadzbe koje izlaze iz proucavanja toka dvaju nemjeSivih fluida kroz po-
roznu sredinu. Pretpostavljamo da je tok inkompresibilan te da je sredina izotropna i ho-
mogena. Varijable koje promatramo su zasi¢enja dvaju fluida, s, i s, koje imaju vrijednosti
izmedu 0 i 1 i zadovoljavaju s; + s, = 1, brzine ¢ i ¢> i tlakovi p; i p;.
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Osnovne jednadzbe za nemjeSivi tok su zakoni saCuvanja mase i1 generalizacija Dar-
cyjevog zakona. Zakoni saCuvanja mase glase:

d/(¢p1s1) + div(p1q1) = 0, (1.27)

9/(¢p2s2) + div(p2q2) = 0. (1.28)

Kako je s; + s, = 1, moZemo staviti s := s; kao glavnu nepoznanicu i transformirati
jednadzbe u

¢0;s +div(q1) = 0, (1.29)

#d,(1 — s) + div(¢3) = 0. (1.30)

Zasicenje s; predstavlja relativni udio i-tog fluida u pornom prostoru.
Darcyjev zakon u dvofaznom toku ima sljede¢i oblik:

S k
q = o 1(Vp1 +019), (1.31)
1

. k
g = —ﬂ—krz(sz + 028), (1.32)
2

gdje su k,1, k,, relativne propusnosti faza, koje imaju sljedeca svojstva:

ke =kn(s1), 0<k,y <1,
ko = kia(s2), 0<ko <1

Obje funkcije su rastuée u pripadnim zasi¢enjima i moguce ih je izraziti kao funkcije od
zasiCenja s. One modeliraju Cinjenicu da prisutnost jednog fluida ometa u gibanju drugi
fluid.

Imamo i ovisnost medu tlakovima danu kao posljedicu mikroskopskih kapilarnih efe-
kata koja ima oblik

P2 — p1 = p(s). (1.33)

Kao i k,1, k,,, funkcija p. se odreduje eksperimentalno ili modeliranjem. Pretpostav-
ljamo da za ukupni tok vrijedi g7 + ¢> = 0, §to je prirodna pretpostavka kod imbibicijskih
procesa. Ta pretpostavka nam omogucuje da gradijent tlaka Vp, izrazimo preko gradijenta
funkcije kapilarnog tlaka V(p.(s)). Nadalje zanemarujemo efekte gravitacije. Imamo:

)
Il

k, k,
k(2L Vp, + 2Vp,)
M1 M2

ki ke k,
k(2 + 2)Vp, + ZV(pu(5))).
M M2 H2
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Stoga je
kr2

Vo =-2—H__ yp, 1.34
Pi - ”‘krz V(pc(s)). (1.34)

Uvrstavanjem toga u jednadzbu za s dobivamo

0,s = div(®'(s5)Vs) (1.35)
= A(D(s)), (1.36)
gdje je
D(s) = f k""” pLE)dE. (1.37)
U ky +

Time ponovo dolazimo do generalizirane JPS.



Poglavlje 2
Primjeri rjeSenja

U ovom poglavlju ¢emo se baviti nekim specijalnim tipovima rjeSenja na kojima vidimo
svojstva tipicna za jednadZzbu porozne sredine. Pritom ¢emo, uz jednadzbu porozne sre-
dine:

ou = A(u™), (2.1)

razmatrati i jednadZbu porozne sredine s predznakom:

O = A(lul™ sign(w)). (2.2)

2.1 Neka jednostavna rjeSenja

JednadZba porozne sredine ima nekoliko analitickih rjeSenja koja igraju bitnu ulogu u ra-
zvijanju teorije. Najjednostavniji primjer rjeSenja su ona koja ne ovise o vremenu. Takva
rjeSenja zovemo stacionarna rjeSenja i za njih vrijedi uvjet d,u = 0. Stoga su ta rjeSe-
nja funkcije samo prostorne varijable u = u(x) pa funkcija w := ¥™ mora zadovoljavati
jednadzbu:

Aw = 0.

Dakle, svaka harmonicka funkcija w(x) daje jedno stacionarno rjesenje jednadzbe uz
u(x) = w(x)i, ako vrijedi w > 0. Ukoliko promatramo jednadZbu s predznakom, moZemo
staviti u(x) := |w(x)|$ sign(w). Tada je, zbog sign(u) = sign(w),

| m

ju" sign(ue) = [lw(x)| sign(w)|" sign(u) = [w(x)| sign(w) = w(x),

pa je u rjeSenje jednadzbe s predznakom. Medutim, ako traZzimo rjeSenja koja su definirana
1 nenegativna na cijelom prostoru tada ta rjeSenja moraju biti konstante. Ta Cinjenica slijedi
iz svojstava harmonickih funkcija, posebno formula srednje vrijednosti. Takva rjeSenja
zovemo trivijalna rjeSenja i to su najjednostavnija rjeSenja.

11



12 POGLAVLIJE 2. PRIMJERI RIESENJA

Promotrimo situaciju u jednoj dimenziji, gdje stacionarna rjeSenja dobijemo iz %w =

0. RjeSenje je oblika: u™ = Ax + B, gdje za A # 0 dobivamo netrivijalna rjeSenja. Pritom
. . .. . L.

se moramo svesti na dio prostora gdje je w(x) = Ax + B > 0, kako bi u = (Ax + B)» imalo

smisla.

Slika 2.1: Specijalno rjeSenje jednadzbe (2.1) zam = 3

Restrikcija Ax + B > 0 nije nuZna ako promatramo rjeSenja s predznakom u(x) =
lw(x)| sign(w), ali tad se moramo brinuti o konceptu rjeSenja u prijelaznoj tocki Ax+B = 0.

2.2 Separacija varijabli

Za na$ prvi model netrivijalnog specijalnog rjeSenja koristimo Fourierov pristup. Naime,
pokuSajmo potraZiti rjeSenje u separiranom obliku:
u(x,t) = T()F(x). (2.3)

Ovaj pristup ¢e nas dovesti do separiranih jednadzbi za funkciju 7'(¢) koju nazivamo vre-
menski faktor i F(x) koju zovemo prostorni profil. UvrStavanjem tog specijalnog oblika

u jednadZbu dobivamo:
(T (F(x) = AT )" F(x)"),

Sto vodi na
T'(H)F(x) = T()"A(F"(x)).

Tako dolazimo do dvije jednadzbe:
T'(t) + AT ()" =0, A(F™(x)) + AF(x) =0,

gdje je 4 € R proizvoljna konstanta. Pretpostavit cemo da A4 # 0, jer se u suprotnom
vraéamo opet na stacionarna rjesenja.
Prva jednadzba se lako rjeSava integracijom:

1 1
~At+C = f—dT =——T7'",
T 1-m
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iz Cega slijedi
T(t) = (C + (m — 1)Ar)iT.

Sveli smo traZenje ovakvih rjeSenja na rjeSavanje nelinearne elipticke jednadzbe za F:

A(F™(x)) + AF(x) = 0. (2.4)

Proces rjesavanja je slican kao i za jednadzbu provodenja. Odabere se domena €, zadaju
se rubni uvjeti na dQ i rijesi se rubni problem. Rezultati, medutim, ovise o predznaku od
A

Pozitivan 1

Zanimljivo svojstvo ovog nelinearnog svojstvenog problema je da se primjerenom zamje-
nom funkcije F problem s opim 4 > 1 moZe svesti na A = 1. Naime, ako je F; rjeSenje
jednadzbe za A = 1:

A(F{'(x)) + Fi(x) =0, (2.5)

tada uvodimo transformaciju
F(x) = 71 Fy (%)

Sad imamo:
AF"(x)) = AQFTF(x) = Am T AF (X)) = AT Fi(x) = —AF(x).

Ovo svojstvo nemaju linearni svojstveni problemi sli¢nog tipa.
Korisno je promijeniti varijablu ¥ u G = F™, ¢ime dobivamo nelinearnu elipticku
jednadzbu:

AG(x)+GP(x) =0, p=1/me{0,1). (2.6)

Ovu jednadZbu moZemo postaviti u ograni¢enoj domeni s regularnom granicom i homo-
genim Dirichletovim rubnim uvjetima. U slucaju da domena € ima poseban oblik, poput
kugle ili kocke, rjeSenje se moZe dobiti standardnim metodama za rjeSavanje ODJ-ova.

Uzmimo da je Q = K(0, R) i rijeSimo jednadzbu (2.6), gdje za G pretpostavljamo da je
radijalno simetri¢na, odnosno:

G(x) = g(lxl) = g().

Jednadzba (2.6) se u tom slucaju svodi na nelinearni ODJ za g(r):

g'(r+ gr)+g’(rn=0, p=1/m, rel[0,R], R>O. (2.7)

r
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JednadZzbi joS dodajemo rubne uvjete g’(0) = 0, g(R) = 0. Ova obiCna diferencijalna
jednadZba se moze aproksimirati diskretizacijom kona¢nim diferencijama te rjeSavanjem
sustava nelinearnih algebarskih jednadZzbi dobivenih diskretizacijom.

Kao primjer rjeSavamo zadacu u 1D. Za rjeSavanje nelinearnog sustava koristimo MATLAB-
ovu funkciju fsolve().

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 0z 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2

Slika 2.2: Rjesenje jednadzbe 2.7) zaR=2im =3

Iz tog rjeSenja moZemo rekonstruirati F(x) = G(x)'/™:

14 T T T | P e T T T

12k P s Fle) |

’../"
1F P
.,/
0.8

06| \

02t | |

1 1
-2.5 =2 -1.5 -1 0.5 o 0.5 1 15 2 25
X

Slika 2.3: RjeSenje jednadzbe (24) zaR=2,m=3id =1

Problem se prili¢no razlikuje od linearnog svojstvenog problema: imamo egzistenciju
1 jedinstvenost pozitivnog rjeSenja za sve 4 > (. Napominjemo joS da je rjeSenje klase
C(Q) N C=(Q).

Uz dano rjeSenje F(x, 4,Q), polueksplicitna forma rjeSenja porozne sredine danog u
separiranom obliku ima oblik

u(x,t) = (C + (m— DA V" VE(x) (2.8)
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(i

\“‘m\\\\\\\\\\\

“““ i;\\‘ i n\\\\m\ ‘!11
i

i

"

Slika 2.4: Rjesenje jednadzbe (2.1]) u separiranom obliku

Negativan A

U ovom sluc¢aju dobivamo rjesenja s vremenskim faktorom
T(1)=(C—(m-Dip "D, 1=-2>0.

Ta funkcija, medutim, eksplodira u kona¢nom vremenu ¢ = (m 0 > 0.

Elipticku jednadzbu za prostorni profil viSe ne moZemo rijeSiti u postavkama kao ranije
1 dobiti netrivijalna rjeSenja. Medutim, moZemo lako dobiti radijalno simetricna rjeSenja
definirana na cijelom prostoru.

Kao 1 ranije, promijenit ¢emu varijablu F u G = F™, ¢ime nelinearna elipticka jed-
nadzba postaje:

AG(x) + AG"(x) =0, p=1/me{0,1). (2.9)

Pretpostavimo sada da je rjeSenje oblika
Gx) =", yeR

Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo:
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d
AG(x) = Z
i .
=Zﬂwhwﬂlywwﬂ7?]
= Yy +d-2)
Jednadzba sad glasi:

Y +d =Dl + A = 0
Prvo odabiremo vy za kojeg vrijedi

2
vy—-2=py, Stodaje y:i=-——.
I=p

Uz taj odabir dobivamo izraz za A :
A=—y(y+d-2).

Dakle, funkcija G(x) = |x|™7 rjesava jednadzbu @J), za A = —y(y + d — 2), gdje je
Y = =i Stoga F(x) = x| rjesava jednadzbu (Z4).
Skaliranjem kao ranije, dobivamo formulu za rjeSenje jednadZbe za proizvoljni 4 < 0.

2.3 Putujudi valovi

U ovom dijelu trazimo rjeSenja u obliku:

u=f(m),n=x;—ctekR. (2.10)

Ovaj tip rjeSenja reprezentira val koji se giba u vremenu duz osi x;. Parametar ¢ se zove
valna brzina i za njega pretpostavljamo da vrijedi ¢ # 0, jer u suprotnom dobivamo opet
stacionarna rjeSenja. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavljamo da je ¢ > 0. Takoder,
kako je jednadzba invarijatna na rotacije, mogli bismo za bilo koji smjer 7 naci rjeSenje
tipa f(x -7l — ct).

Fiksiramo sad ¢ > 0 i uvrstimo (2.10) u jednadzbu u, = A(u™):

u, = —cf'(x; — ct),
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d 62 32
M) = 3 =5 = 5 ("0 = et) = ("5 = ).

2
j=1 (9xj

Time dolazimo do jednadzbe

"’ +cf =0, (2.11)

koju mozemo jednom integrirati kako bi dobili

(f"Y +cf =K, (2.12)

gdje je K € R proizvoljna integracijska konstanta.

Ovu konstantu odabiremo na nacin da pretpostavimo da se val kojeg promatramo propagira
u prazno podrucje. Tocnije, Zelimo da za velike n vrijedi f(7) = f'(n7) = 0. Ta pretpostavka
nas vodi na zakljucak da je K = 0.

Sad deriviranjem kompozicije dobivamo jednadzZbu:

mf" 2 f +c¢=0. (2.13)

Ovu jednadZbu jednostavno rijeSimo separiranjem varijabli pa nam rjeSenje, nakon integri-
ranja, zadovoljava:

= e+ K, (2.14)
m—1
gdje je K, integracijska konstanta. Ona se, medutim, moZe zamijeniti izrazom K; = cn
¢ime gornja jednadzba poprima kompaktniji oblik:

m -
—— """ = (o = ). (2.15)
m—1
Prema nasoj definiciji matemati¢kog tlaka, to znaci da je tlak linearna funkcija:
v(x, 1) = c(xg — x + cp). (2.16)
Ovo nam daje klasi¢no rjesenje JPS-a, ali samo u podrucju {(x,?) : x — ct < Xxo}, gdje je v

pozitivno.
Na tom skupu imamo formulu za rjeSenje:

m-—1

u(x, 1) = ( c(xo — x + ct))T. (2.17)

Formula (2.17), na Zalost, ne daje rjeSenje na cijelom prostoru, a to je prirodno okruZenje
za putujuée valove. Za x — ct > X tlak v(x, ) postaje negativan, a ta se situacija kosi s
fizikom. Nacin na koji se nosimo s ovom poteskocom je napustanje koncepta klasi¢nog
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rjeSenja. U stvari je ideja prilicno prirodna i oslanja se na strategiju prelaska na limes
aproksimirajucih rjeSenja.

Naime, rijeSit ¢emo problem u postavkama u kojima nema poteskoca, pustit cemo limes
1 promotriti dobiveni rezultat.

Vra¢amo se na jednadzbu (2.12)) i odbacujemo pretpostavku o ponasanju vala. Umjesto
toga, postavljamo set uvjeta kojima osiguravamo dobro ponaSanje rjeSenja i kojima aprok-
simiramo uvjete o praznom prostoru. Ti uvjeti glase:

fle) =€, [f(0)=0, €>0,

i shva¢amo ih u smislu limesa.
Tako dobivamo da za K vrijedi:

K =mf" \(mf )+ cf(n) = ,}Lrilo(mfm‘l(n)f’(n) +cf(n) = ce.

UvrStavanjem tog K u jednadzbu (2.12]) dobivamo aproksimirajuéu jednadzbu:

= —c—f — € e>0. (2.18)

mfm—l ’

Propozicija 2.3.1. Za svaki € € {0, 1) postoji jedinstveno rjeSenje f.(n) jednadzbe (2.18)
koje zadovoljava pocetni uvjet f.(0) = 1 i rubni uvjet f.(co) = €. Nadalje, f. : R — (€, o)
Jje monotono padajuca C* funkcija takva da je f.(—o0) = co. Na limesu imamo:

.ooom
lim —— 7' () = (o — )+,
e—0m—1

uniformno po skupovima [a, o)
Dokaz. 1zvedimo formulu za . = n.(f):

1 B _ﬂfm_l
f/(ne) - c f_ 6,

gdje smo u drugoj jednakosti upotrijebili diferencijalnu jednadzZbu za f. Integracijom do-
bivamo:

n.(f) =

f pm—1
n(f) = Z f h dh. (2.19)
cJ, h—e¢

Uz ovaj odabir donje granice, jasno vrijedi da je n(1) = 0.
Kako je € € (0, 1), imamo:
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m (€ h" 1
776(6) - _z X h—
m (' 1
- ) n-
m 1
> — dh
c ¢ ff h—e€
= D In(f
c
Nadalje, za f > €:
f .m—1
m h
n(f) = —— a’h
C 1 h
f m—1
m h
- —dh
C 1 ]’l
f
= 2 an
¢ A
- " h’"‘l‘f — —co, kad f — co.
cim—1) 1
Jo§ imamo da je za f > e,
m—1
(f)=—— <0,
e(f) === <

pa zakljucujemo da je 7. neprekidna padajuca bijekcija sa (€, o0) u R. Stoga za f; vrijedi
da je monotono padajuca bijekcija s R u (e, oo).

Sljedeée pokazujemo da na skupovima oblika [5, a] imamo uniformnu konvergenciju prema
rjeSenju jednadZbe:

() = -2,
C

Neka je a > 0. Za dovoljno mali € je € < é



20 POGLAVLIJE 2. PRIMJERI RIESENJA

Neka je f € [i,a]. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je f > 1. Ra¢unamo:

fhml

|——f a’h+—fh’"2dh|
h—

— _|f(hm2

() = n(f)l

< _f |hm 2
m—1
< —amaxlhmz |—>0 kad € — 0.
C hellal

Kako zadnji izraz nije ovisio o f vidimo da se radi o uniformnoj konvergenciji. Treba jo$
zakljuciti tvrdnju propozicije:

Neka je 0 < a < 1. Tada na skupu [a, é] imamo uniformnu konvergenciju . — 7. To,
medutim, znaci da

1
Vo > 0,3e, > 0, takav da (e < 89) = [7.(f) — n(f) < 8, Vf € [a, ~].
a

m

Odabiremo ¢ takav da je n(a) + 6 = - i = MaX[o+cy 7. Zamn > ﬁ— = n(a) + 0 je
tada f.(n) < a, ¢im je € < g. Kako taj zakljuCak vrijedi za svaki 0 < a < 1, na limesu
dobivamo f(n) =0,zan > le i radi se o uniformnoj konvergenciji na [%%, o). Za

n € (—oo ——] imamo da je - f(n) = c(:"% — n).

O

Metodama za rjeSavanje autonomnih diferencijalnih jednadzbi moZemo rijesiti diferen-
cijalnu jednadzbu (2.18)) i rekonstruirati putujuce valove.

T
= —— =08
S —— =05 ||
08 S —— =03 |
BN —— 01

o7k ———=001|l

Slika 2.5: Rjesenja jednadzbe (2.18) za razlicite e.
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T
N —— =08
N —— =05 |

5 —— =03 ||
W, =01
07F A ———=0m|

Slika 2.6: Profili matematickog tlaka

Prethodna propozicija nam daje formulu za tlak:

v(x, 1) = c(xg — x + ct),. (2.20)

S obzirom da smo to rjeSenje dobili kao grani¢no rjeSenje niza klasi¢nih rjeSenja, smatramo
ga fizikalno relevantnim rjeSenjem. Primje¢ujemo da ovo grani¢no rjeSenje nije klasicno
rjeSenje JPS-a. Ono ima problem sa diferencijabilnosti na granici x — ct = xy. Taj skup
nazivamo slobodna granica i to ¢e biti vaZan objekt nase paZnje.

Promatrajuéi putujuce valove primjeCujemo neke bitne razlike izmedu JPS-a i jed-
nadzbe provodenja. Putujuci valovi za jednadzbu provodenja imaju oblik:

u(x, 1) = Cecr=, (2.21)

To su klasi¢na rjeSenja jednadZbe koja su pozitivna u svakoj to¢ki domene u svakom tre-
nutku. Pokazuju, dakle, svojstva beskonacne brzine Sirenja, koja smatramo nefizikalnim. S
druge strane, putujuci valovi koje smo konstruirali imaju oStar front koji separira podrucja
{u > 0} 1 {u = 0} 1 koji se propagira konacnom brzinom. To svojstvo je jedno od glavnih
svojstava JPS-a i predstavlja fizikalno relevantan model.

2.4 Izvorna rjeSenja

U sljedecem primjeru traZimo rjeSenje JPS-a koje odgovara toku koji kree iz konacne
mase koncetrirane u jednoj tocki prostora, npr x = 0. U matematickim terminima, traZimo
rjeSenje za koje vrijedi:

u(x,0) = Mdo(x).

Takav tip rjeSenja se zove izvorno rjesenje, odnosno fundamentalno rjesenje.
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RjeSenje tog tipa je dobro poznato u slucaju jednadzbe provodenja i dano je eksplicitno

formulom:
M 2

e 4t
(4rt)dr?
Ovo rjeSenje igra veliku ulogu u razvijanju teorije za jednadZbu provodenja pa nas ta Ci-
njenica motivira da pokusamo nac¢i fundamentalno rjeSenje za naSu nelinearnu difuzijsku
jednadzbu JPS.

Srecom, izvorno rjeSenje postoji za svaki m > 1 i dano je eksplicitno formulom:

E(x,t) =

1 - e
U(x, 1) = t—aF(xﬁ), F(&) = (C - KM, (2.22)

gdje je:
o= d ‘= (m-Da
S dm-1D+2"  2md

Ovo rjesenje se jo$ naziva Barenblattovo rjesenje. MoZemo ga izvesti potrazimo li rjeSe-
nje JPS-a u, = A(u™) u obliku

1 2
u(x,t) = t—@F(%), (2.23)

gdje su B, a za sad nepoznati parametri, a F' je nepoznata funkcija. Ovakva forma rjeSenja
se zove sebi-slicna forma, eksponenti @ i 8 se zovu eksponenti sli¢nosti, a funkcija F
se zove sebi-slican profil. Potrebno je odrediti eksponente i profil kako bi rezultirajuca
funkcija bila rjesenje i usput zadovoljavala neke dodatne uvjete.

Racunamo potrebne derivacije:

L = —tﬂln":—f) - ﬁf’('f—f)'f—f,
agf)(x, n= (F’")'(";—,f)%,
‘9;(;‘: D) = %(F'")"(%)%f + ta%(F"’)’('f—f 2
A5 0) = "t“—,'f<Fm>"<"t“—,'f) » (F'")'('f—f).
Uvodimo zamjenu varijabli & = %:
L

ta+1

31‘ l-a/+1
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Aw™) =

§(F ")(©) +

(F ") (&,

am+ﬁ ozm+,3

kojom uvrStavanjem u JPS dobivamo:

B

(l+1

f(F ") (&) +

CF@)+

F'(§)¢ + (F'”) &) =

rat 1 ram+p ram+p

Prvi zahtjev kojeg zadajemo je : @ + 1 = am + 8. Tim zahtjevom eliminiramo ovisnost o
vremenu u jednadZbi, pretvarajuci je u:

aF (&) + BF'(§)§ + 45(F™)" (&) + 2d(F™) () = 0. (2.24)

Nadalje, htjeli bismo imati sauvanje mase. Odnosno, htjeli bismo da vrijedi:

U(x, t)dx = const, za sve t > 0.
Rd

IzraCunajmo taj integral:

1 |x|?

F(—)d
R4

1 oo 2
S f F(lxl )dS dr
0 S(0,r)

1 00 2.2
. f f erF(—'y L )dS dr
v $(0,1)

e
= — F( )a’S dr
f(OI) lﬁ

= 1S(0, 1)|—f ‘“F( )dr
0
pd

t
= 150, D f APz,
0

f U(x,t)dx
R4

U treCem redu smo napravili zamjenu varijabli x = yr, dok smo u zadnjem redu napravili
. o,
zamjenu varijabli z = 7.
. . U . . Bd _ o ve vl
Jasno je da je gornji integral neovisan o vremenu ako je = = a@. Sad moZemo rijesiti
sustav jednadzbi koji ¢e nam otkriti « 1 5:

a+1=am+p, pd=2a.
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RjeSenja tog sustava su:

~ d ~ 2
S dm-1)+2’ ﬁ_d(m—1)+2‘

Vrac¢amo se sad na jednadzbu (2.24) i uvrstimo @ = 5d/2:

d d
PISFE) + EF @)+ AEE"Y @) + S(F"Y @1 =0 e
d d
PISETIF@) + £ F @)+ AlE(ETY(€) + 5T FY (@] =

pEF@Y + de e =0 | [ de
BEPF &) +4(FY () = C

gdje je C integracijska konstanta. Zelimo da rjeSenje brzo trne u 0 kad ¢ — oo pa zato
uzimamo C = 0.
Dosli smo do jednadzbe:
BF ) +4(F") (=0
koju smo sad sposobni rijeSiti. Deriviramo izraz u zagradi i dodemo do oblika kojeg mo-
Zemo integrirati:
B+4mF"*F = 0.

Nakon rjeSavanja dolazimo do kona¢nog oblika funkcije F:

-1 |
F) = (c - =P 7 B oy,
m

gdje je ¢ konstanta integracije.

Problem koji se javlja je taj Sto gornji izraz ima smisla samo tamo gdje je izraz u zagradi
nenegativan. Medutim, spas trazimo u Propoziciji [2.3.1 koja nam daje formulu za grani¢no
rjesenje:

F&) = (c - (m 1)0«'5)1/(m—1). (2.25)

Definiramo dalje « : ('" 1)“ i stavimo F(&) = (C g2,

Tada je
|x] |x]

Uk = - F) =~ F()

rjeSenje jednadzbe porozne sredine. Za njega Vrljedl da je grani¢no rjeSenje koje zadovo-
ljava uvjet saCuvanja mase:

U(x,t)dx = const,t > 0.
Rd
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Konstanta C se bira tako da zadamo masu M 1 trazimo da vrijedi:

U(x,t)dx = M. (2.26)

R4
Barenblattovo rjeSenje zadovoljava pocetni uvjet U(x,0) = Mdy(x) u smislu distribucija.
Zaista, uzmimo proizvoljnu test funkciju ¢ iz prostora D(R?), pomnozimo funkciju U i
prointegrirajmo po R?. Ra¢unamo:

| f UCx, Dp(x)dx — Mp(O)] = f U(x, Dp(x) — G(O)]dx| = (+),
R4 Rd

gdje smo u prvoj jednakosti iskoristili sauvanje mase (2.26).
Medutim, kako je

1 m— Da |x|* q1/m-1)
q/((x,t):t_a[c_¥| | ]

2md /s ’
onda je
(m = Da |1
Ux,1)=0 C<———— ,
(x, 1) za Ymd  2ald
tj. za

2Cmdr?ld
x| > \[———— =R
(m-1Da

1 (m — Da |x> y1/om-1
fI;(O,R) I [C 2md t2a/d]+ |(,0(.X) (P(O)Idx

1 1/(m—-1) 2Cmd
—[C =P lp(w*%y) — p(O)w't*dy, w = |———
L(o,l) t“[ L (m - a

1/(m=1)
“’df [C=D