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Uvod

Kad je Dirichlet 1837. godine pomocu (Dirichletovih) L-funkcija dokazao Teorem o pro-
stim brojevima u aritmetickim nizovima, uocen je potencijal primjene ozbiljnih analitickih
metoda u teoriji brojeva. Dirichletov se dokaz smatra rodenjem analiticke teorije brojeva,
a koriStenje generalizacija Dirichletovih L-funkcija 1 u suvremenoj je teoriji brojeva vazna
ideja pristupa brojnim problemima.

Danas je jedno od vaznih podrucja istraZivanja u analiti¢koj teoriji brojeva teorija mo-
dularnih formi, holomorfnih funkcija na gornjoj kompleksnoj poluravnini koje zadovo-
ljavaju odredenu funkcionalnu jednadzbu u vezi s grupom SL,(Z) (ili, op¢enitije, nekom
njenom podgrupom kona¢nog indeksa) i neke dodatne uvjete (vidi potpoglavlje [3.2). Ne
samo da su iznenadujuca svojstva modularnih formi izvor dokaza brojnih netrivijalnih
identiteta u teoriji brojeva, ve¢ modularne forme primjene nalaze i u algebarskoj geome-
triji 1 matematickoj fizici te su u jakoj vezi s teorijom eliptickih krivulja. Jedan je od
najpoznatijih rezultata o toj vezi Teorem modularnosti, u potpunosti dokazan tek 2001. go-
dine, prema kojem je svaka racionalna elipti¢ka krivulja zapravo “zamaskirana” modularna
forma. Cinjenica da je Posljednji Fermatov teorem dokazan upravo kao posljedica (poseb-
nog slucaja) Teorema modularnosti dovoljno govori o aktualnosti i snazi teorije modularnih
formi.

Ovaj je rad zamisljen kao uvod u analiticku teoriju brojeva i teoriju modularnih formi.
Podijeljen je na dva dijela: cilj je prvog dijela Drichletovom metodom dokazati Teorem o
prostim brojevima u aritmetickim nizovima, dok se drugi dio bavi modularnim formama.

Rad pocinje uvodnim poglavljem (Poglavlje|1)), u kojemu razvijamo metode komplek-
sne analize koje ¢emo koristiti u glavnom dijelu rada. Osnovne rezultate navodimo bez
dokaza, ali posebnu paznju posvecujemo beskona¢nim produktima te dokazujemo poznatu
formulu o razvoju kotangensa u red parcijalnih razlomaka (teorem[I.3.T].

U Poglavlju [2] Dirichletovom metodom dokazujemo Teorem o prostim brojevima u
aritmetickim nizovima (teorem [2.0.2). Na putu do dokaza prou¢avamo grupe karaktera
konacnih Abelovih grupa, konvergenciju Dirichletovih redova, dokazujemo osnovna svoj-
stva zeta funkcije 1 Dirichletovih L-funkcija te uvodimo pojmove analiticke i prirodne
gustoée skupova prostih brojeva. Na kraju ilustriramo jednu primjenu Dirichletova te-
orema: dokazujemo da za svaki n € Z\Z? skup prostih brojeva p takvih da jednadZba
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2 UvVOD

x? = n ima rjeSenje modulo p ima analiticku gustoéu % (teorem .

Poglavlje [3] uvod je u teoriju modularnih formi: promatramo djelovanje modularne
grupe na gornju kompleksnu poluravninu i identificiramo kvocijent tog djelovanja sa sku-
pom resetki u C definiranih do na homotetiju; definiramo modularne funkcije i modularne
forme teZine 2k, k € Z, i ostvarujemo vezu s funkcijama % — C tezine 2k (ovdje je Z skup
reSetki u C); odredujemo dimenzije 1 konstruiramo baze prostora modularnih formi te ocje-
njujemo brzinu rasta njihovih Fourierovih koeficijenata; uvodimo Heckeove operatore kao
korespondencije na % i dokazujemo osnovna svojstva njihovih svojstvenih funkcija i odgo-
varajucih Dirichletovih redova. Usporedno s razvojem teorije uvodimo osnovne primjere
modularnih formi 1 modularnih funkcija: Eisensteinov red, modularnu diskriminantu i mo-
dularnu invarijantu, i istrazujemo njihova svojstva. Primjerice, odredujemo koeficijente
razvoja Eisensteinova reda u Fourierov red (korolar [3.3.12)), izvodimo Jacobijevu produk-
tnu formulu za modularnu diskriminantu (teorem 1 dokazujemo multiplikativnost
Ramanujanove 7 funkcije (teorem [3.8.24)).

Zahvaljujem svom mentoru, prof. dr. sc. Goranu Muicu, na velikoj pomoci pri odabiru
teme koja me “natjerala” da zavolim teoriju brojeva, te iznimnom strpljenju i brojnim
korisnim savjetima tijekom izrade ovog rada.



Poglavlje 1

Rezultati iz kompleksne analize

1.1 Osnovni pojmovi i rezultati

U ovom potpoglavlju izlozit éemo neke poznate rezultate kompleksne analize koje ¢emo
koristiti u glavnom dijelu rada. Dokazi navedenih tvrdnji mogu se naéi u bilo kojem stan-
dardnom udzbeniku iz uvoda u kompleksnu analizu, npr. u [2].

Osnovni pojmovi
Polje kompleksnih brojeva C, skup uredenih parova realnih brojeva s operacijama zbrajanja
(x1,y1) + (x2,¥2) := (X1 + X2, 1 + Y2), X1, Y1, %2, 2 € R,
1 mnoZenja
(x1,y1) (X2, ¥2) 1= (X1X2 = Y1)2, X1)2 + Y1X2), X1, Y1, X2, 2 € R,

promatrat ¢emo sa standardnom topologijom naslijedenom od R?. Neprazan, otvoren i
povezan skup u C zvat ¢emo podrucjem.

Skup R identificirat ¢emo s njegovom slikom po ulaganju R «— C, x — (x,0). Uvedimo
oznaku i := (0, 1). Kako je {1, i} baza dvodimenzionalnog realnog vektorskog prostora C,
svaki z € C na jedinstven se nacin moZe prikazati u obliku z = x + iy, gdje su x,y € R.

Kompleksno konjugiranje je funkcija C — C,

Z=x+iy b Z2:=x-10y, x,y €R,
a apsolutna vrijednost, |-| : C — R, definirana je sa
Z=lx+iyli= vz = V2 +y2,  xyeR

Uvedimo sada osnovne pojmove kompleksne analize — kompleksnu derivaciju i integral
neprekidne funkcije po po dijelovima glatkom putu. Neka je Q otvoren skup u C.

3



4 POGLAVLIJE 1. REZULTATI IZ KOMPLEKSNE ANALIZE

Definicija 1.1.1. KaZemo da je funkcija f : QO — C derivabilna (diferencijabilna) u tocki
a € Q ako postoji
f@) - f(a)

lim ——=,
7—a Z—d

U tom slucaju ovaj limes zovemo derivacijom funkcije f u toc¢ki a i oznacavamo ga sa
f(a).

Neka je U C Q otvoren. Ako je f derivabilna u svakoj tocki skupa U, kaZemo da je f
holomorfna ili analiticka na U.

KaZemo da je f analiticka u tocki a € Q ako je f holomorfna na nekoj otvorenoj okolini
tocke a.

Ako je f holomorfna na Q, kazemo da je f holomorfna ili analiticka funkcija.

Definicija 1.1.2. Neka je f : Q — C. Zan € Z.o i a € Q induktivno po n definiramo
derivaciju n-tog reda funkcije f u tocki a:

(1) fO = .

(2) Za n € Z., ako postoji otvorena okolina U tocke a takva da je f"V(z) definirano
za sve z € U i da je funkcija f"V : U — C derivabilna u to¢ki a, kaZemo da je f n
puta derivabilna (n puta diferencijabilna) u tocki a i definiramo derivaciju n-tog reda
funkcije f u tocki a sa

F7@) = (") (@.

Definicija 1.1.3. Neka je I interval u R i neka je y : I — C. Neka su u,v : I — R takve da
vrijedi y = u + iv. Ako su funkcije u i v derivabilne u tocki t € I (kao realne funkcije na I),
kaZemo da je vy derivabilna (diferencijabilna) u tocki t i definiramo derivaciju funkcije y
u tocki t sa

Y'(@) = u'(t) + iV ().

Definicija 1.1.4. Neka je [a,b] (a < b) segment u R.

Neprekidnu funkciju y : [a,b] — Q zovemo putem u Q. Tocku y(a) zovemo pocetkom, a
tocku y(b) krajem puta vy.

Za put vy : [a,b] — Q takav da je y(a) = y(b) kaZemo da je zatvoren.

Za neprekidno diferencijabilan put kazemo da je gladak.

Za puty : [a,b] — Q takav da postoje n € Z- i ay,ay, . ..,a, € R takvi da vrijedi

a=aqy<a1 <...<a,=>b,

pri Cemu su restrikcije
yl[ak—l»ak]’ k=1,...,n,

glatki putevi, kaZemo da je po dijelovima gladak.
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Definicija 1.1.5. Za po dijelovima gladak put y : [a,b] — Q i neprekidnu funkciju f :
D — C, pri ¢emu je D C C takav da vrijedi y([a, b]) C D, definiramo integral funkcije f

po putu vy sa
f f@dz:= ) f Fr)y (v,
Y k=1 k-1

[¢)

pricemujea =ay < a; < ...< a, = b proizvoljna subdivizija segmenta [a, b] sa svojstvom
da su restrikcije V|4, a0 kK = 1,...,n, glatki putevi.

Svojstva kompleksne derivacije i integrala po putu
Neka je Q otvoren skup u C.

Propozicija 1.1.6. Neka je a € Q. Neka su f,g : Q — C derivabilne u tocki a. Vrijede
sljedece tvrdnje:

(i) Funkcije f + gi f - g derivabilne su u tocki a i vrijedi

(f+8) (@) = f(a) + g (), (f - 8)(a) = f'(a) g(a) + f(a) §'(a).

(ii) Ako je g(a) # 0, tada je funkcija é : g7 }(C\{0}) — C derivabilna u tocki a i vrijedi

AN ()
(g) W= wr

(iii) Ako je Q; otvoren skup u C takav da je f(Q) C Qi ako je h : Q; — C funkcija
derivabilna u tocki f(a), tada je funkcija ho f : Q — C derivabilna u tocki a i vrijedi

(ho fY(a) =K (f(a) f'(a).
Primjer 1.1.7. Polinomi i racionalne funkcije s kompleksnim koeficijentima holomorfne su
funkcije na svojim prirodnim domenama.

Definicija 1.1.8. Neka je v : [a,b] — Q po dijelovima gladak put. Definiramo duljinu
puta y sa

b
I(y) := f ' (0)ldr.

Jednostavnu, ali vaznu ocjenu vrijednosti integrala neprekidne funkcije po po dijelo-
vima glatkom putu daje sljedeca propozicija.
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Propozicija 1.1.9 (Fundamentalna ocjena). Neka je y : [a,b] — Q po dijelovima gladak
put. Neka je f : D — C neprekidna funkcija, pri cemu je D C C takav da je y([a, b]) C D.
Tada vrijedi sljedeca ocjena:
f f(2)dz
Y

Spomenimo 1 jedan koristan rezultat o derivaciji kompleksnih funkcija definiranih in-
tegralom.

<) Zeryrg%])lf @) (1.1)

Propozicija 1.1.10 (Leibnizovo integralno pravilo). Neka je f : [a, b] X Q — C neprekidna
funkcija koja je neprekidno diferencijabilna po kompleksnoj varijabli. Tada je funkcija

b
Q50 g)i= f Fodt, zeQ,

holomorfna i vrijedi

b
g = f a—f(t, 2)dt, 7€ Q.
« 02

Eksponencijalna funkcija i kompleksni logaritam

Oznacimo C* := C\{0}.

Definicija 1.1.11. Funkciju Arg : C* — (—n, xt), pri emu je, za 7 € C*, Arg z definiran kao
jedinstven a € (—m, ] sa svojstvom

z =zl (cosa + isin @),
zovemo argumentom.
Definicija 1.1.12. Funkcijuexp : C — C,
exp(x + iy) = Y := e*(cos y + isin y), X, yER,
zovemo (kompleksnom) eksponencijalnom funkcijom.
Eksponencijalna funkcija jedinstveno je analitiCko proSirenje realne eksponencijalne
funkcije na C. Njezina je slika skup C*. Eksponencijalna funkcija nije injekcija, Stovise

periodi¢na je s periodom 2mi. Medutim, njezine restrikcije na R X I, gdje je I proizvoljan
poluotvoren interval u R duljine 27, bijekcije su na C*.
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Definicija 1.1.13. Logaritam kompleksnog broja z € C* jest bilo koji kompleksan broj
w € C takav da vrijedi
e =z

Kompleksni logaritam jest bilo koja funkcija f : D — C, D C C*, takva da vrijedi
ef® =7, z€D.
Kompleksne logaritme
In, : C*\ Arg_l(a +277) - R X (a, a + 2n), a €R,
zovemo granama kompleksnog logaritma. Funkciju In_, zovemo glavnom granom kom-

pleksnog logaritma i oznacavamo je sa Ln.

Ako je w logaritam kompleksnog broja z € C*, tada je w + 2miZ skup svih logaritama
od z. Nadalje, za svaki @ € R postoji jedinstvena grana logaritma In,, i holomorfna je
funkcija. Primjerice, glavna grana kompleksnog logaritma dana je formulom

Lnz = Ing|z| + i Argz, z € C\Ryy,

pri cemu je Ing : (0,+c0) — R realni logaritam. Primijetimo da za sve x > 0 vrijedi
Lnx = Ing x.

Pomocu eksponencijalne funkcije definiraju se i kompleksne trigonometrijske funkcije,
analiticka proSirenja realnih trigonometrijskih funkcija:

sin: C — C, sinz := e ;ie—iz,
cos: C — C, COSZ := #’
tg:C\(7—2r+7rZ)—>C, tgz = ;ILZZ,
ctg : C\(nZ) — C, ctgz = %.

Cauchyjeva integralna formula za krug

Definicija 1.1.14. Za zy € C i r > 0 definiramo otvoren krug sa sredistem u z, radijusa r
K(z,r) :={z € C: |z -zl <1},

zatvoren krug sa sredistem u z radijusa r
K(z0,7) :={z€C: |z =zl < 1}

i kruznicu sa sredistem u z radijusa r

S(z0,1):={z€C:lz—z| =1}
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Za zp € C, r > 01 neprekidnu funkciju f : D — C, pri ¢emu je D C C takav da je

S (zo, ) € D, uvedimo oznaku
f f(@dz = f f(2)dz,
Y

lz—zol=r
gdje je v : [0,2n] — C parametrizacija kruZnice S (zo, r) zadana sa
y(t) = zo + re”, t € [0, 2n].

Teorem 1.1.15 (Cauchyjeva integralna formula za krug). Neka je Q otvoren skup u C i
neka je f : Q — C holomorfna funkcija. Neka su zo € Q i r > 0 takvi da je K(z9,r) C Q.
Tada za svaki 7 € K(zo, r) vrijedi

f@=5= 0 4
27i w—

lz=z0l=r

Teorem 1.1.16 (Generalizirana Cauchyjeva integralna formula za krug). Uz oznake i pret-
postavke teoremall.1.15| f je beskonacno diferencijabilna (dakle za sve n € Z. f™ postoji
i holomorfna je funkcija na Q) i za svaki z € K(z9,r) i za sve n € Zsq vrijedi

(n) f (w)
R ot

Iz 20l=r

Konvergencija nizova i redova funkcija

Napomena 1.1.17. Radi jednostavnosti notacije svi nizovi i redovi u ovom potpoglavlju
indeksirani su po skupu Z. sa standardnim uredajem. Medutim, sve definicije i rezultati
ovog potpoglavlja na ocit se nacin prosiruju i na slucaj kad je skup indeksa beskonacan
podskup skupa Zs,, za neki ny € Z (takoder sa standardnim uredajem), Sto cemo kasnije
Cesto koristiti.

Neka je Q otvoren skup u C.

Definicija 1.1.18. Neka je (f,)nez., niz funkcija Q@ — Cineka je f : Q — C.
KaZemo da niz (f,) konvergira po tockama prema funkciji f ako za svaki z € Q vrijedi

lim £,(2) = £(2).

KaZemo da niz (f,) konvergira uniformno prema funkciji f ako za svaki € > 0 postoji
ng € Zsq takav da za sve n > ng i za sve z € Q vrijedi

1fa(2) = f2)] < e.



1.1. OSNOVNI POJMOVI I REZULTATI 9

KaZemo da niz (f,) konvergira lokalno uniformno prema funkciji f ako svaka tocka z € Q
ima otvorenu okolinu na kojoj (f,) konvergira uniformno prema f.

Propozicija 1.1.19. Za niz funkcija (f,,) i funkciju f kao u definiciji|l.l.18|vrijedi sljedeci
niz implikacija:

Ju — f uniformno

U

fn = f lokalno uniformno

U

fu = f po tockama.
Lokalno uniformna konvergencija ima za matemati¢ku analizu vrlo dobra svojstva:

Teorem 1.1.20. Neka je (f,)nez., niz neprekidnih funkcija Q — C koji konvergira lokalno
uniformno prema funkciji f : QQ — C. Vrijede sljedece tvrdnje:

(i) f je neprekidna.

(ii) Ako jey : la,b] — Q po dijelovima gladak put, vrijedi

f f(2)dz = lim f fn(2)dz.
Y n=oee Jy

Teorem 1.1.21 (Weierstrass). Neka je (f,)nez., niz holomorfnih funkcija Q@ — C koji kon-
vergira lokalno uniformno prema funkciji f : Q — C. Tada je f holomorfna funkcija i za
svaki k € Z.q niz ( fn(k))nez>0 konvergira lokalno uniformno prema funkciji f®.

Definicija 1.1.22. KaZemo da je niz (f;,)nez., funkcija Q — C uniformno Cauchyjev ako
za svaki € > 0 postoji N € Z. takav da za sve m,n € Zy i za sve 7 € Q vrijedi

|f;n(z) - fn(Z)l <é&.

Propozicija 1.1.23. Niz funkcija Q — C uniformno je Cauchyjev ako i samo ako je uni-
Jformno konvergentan.

Prijedimo sada na redove funkcija.

Definicija 1.1.24. Neka je ., f, red funkcija Q — C.

KaZemo da red )., | f, konvergira uniformno / lokalno uniformno / po tockama ako
njegov niz parcijalnih suma konvergira na odgovarajuci nacin.

KaZemo da red )., , f, konvergira normalno ako postoji konvergentan red nenegativnih
realnih brojeva ... M, takav da za sve n € Z i za sve 7 € Q vrijedi

/a2 < M,
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Kazemo dared ., f, konvergira normalno po kompaktima ako za svaki kompaktan skup
K u C takav da je K C Qred ., | f, konvergira normalno na K.

Propozicija 1.1.25. Vrsie konvergencije reda funkcija Q — C iz definicije [I.1.24] zadovo-
ljavaju sljedece implikacije:

normalna konvergencija = uniformna konvergencija
U U
normalna konvergencija po kompaktima = lokalno uniformna konvergencija

konvergencija po tockama.

Teoremi [I.1.20]i[I.1.21] dobivaju direktnu posljedicu:

Korolar 1.1.26. Neka je ., f, red neprekidnih funkcija Q — C koji konvergira lokalno
uniformno. Vrijede sljedece tvrdnje:

(i) Funkcija Y., f, je neprekidna.

(ii) Ako jey :la,b]l — Q po dijelovima gladak put, vrijedi

f i fo(@dz = i f Sa(@)dz.
Y n=1 n=1 %Y

(iii) Ako su funkcije f,, n € Z.o, holomorfne, tada je i funkcija ., , f, holomorfna i za

sve k € Zq vrijedi
00 %) 00
fn) =00

pri cemu red na desnoj strani konvergira lokalno uniformno.

Redovi potencija
Definicija 1.1.27. Red oblika

[e0)

Z a,(z = 20)",

n=0

pri cemu su 2o € Ci(ay)nez,, € C fiksni, a z € C je varijabla, zovemo redom potencija oko
tocke zo. Za n € Zs, a, zovemo n-tim koeficijentom tog reda.
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Teorem 1.1.28 (Cauchy-Hadamard). Neka je Y., a,(z — z0)" red potencija oko tocke z.
Uz konvenciju (—1) =+o001i J%.O = 0, oznacimo

1
R := € [0, +o0]

. 1
limsup,,_,, |ax|

Vrijede sljedece tvrdnje:

(a) Ako je R € (0, +c0], red 3, a,(z — 20)" konvergira apsolutno i lokalno uniformno na
K(zo, R) (uz K(zg, +o0) := C).
(b) Ako je R € [0, +00), red Y., a,(z — z0)" divergira za sve z € C takve da je |z — zo| > R.

Definicija 1.1.29. Za red potencija .., a,(z—z0)", R € [0, +o0] iz teoremall.1.28|zovemo
njegovim radijusom konvergencije.

Teorem 1.1.30. Red potencija 3., ,a,(z — z0)" s radijusom konvergencije R € (0, +o0]
definira holomorfnu funkciju f : K(zo, R) — C. Pritom vrijedi

_ F™(z0)

n!

s ne Zz().

n

Korolar 1.1.31. Ako su Y, ,a,(z — 20)" i X0 bu(z — 20)" redovi potencija s pozitivnim
radijusima konvergencije i postoji otvorena okolina U tocke zy takva da vrijedi

(o)

Z a,(z—2z20)" = i b,(z - 20)", ze U,
n=0

n=0

tada je a, = b, za sve n € Zx,.

Lokalna analiticnost holomorfnih funkcija
Neka je Q otvoren skup u C.

Definicija 1.1.32. Neka je zo € Q i neka je f : Q — C funkcija analiticka u tocki zo. Red
potencija

2 o)
TH() =) ! (,ZO) (z = z0)"
n=0 :

n

zovemo Taylorovim redom funkcije f oko tocke z.

Teorem 1.1.33. Neka je f : Q — C holomorfna funkcija. Za sve zo € Qi r > 0 takve da je
K(zo,7r) C Qvrijedi
f(Z) = Tf(Z)’ Z€ K(ZO’ r)a

pri cemu red Ty konvergira lokalno uniformno na K(zo, r).
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Laurentov red

Definicija 1.1.34. Za indeksiranu familiju (a,),ez C C, definiramo red },.; a, kao ureden

par redova
o0 (o]
(S Sal
n=1 n=0

KaZemo da red },c; a, konvergira ako su redovi Y, a_, i Y., a, konvergentni i u tom
slucaju definiramo sumu reda )., a, sa

(o) (o]
Y= et
nez n=1 n=0

Napomena 1.1.35. Kao u slucaju redova indeksiranih po skupu Z., upotrebljavamo istu
oznaku za red i njegovu sumu. lako ova dvoznacnost stvara opasnost za nejasnoce, iz
konteksta ce uvijek biti jasno na koji se pojam ta oznaka odnosi.

Definicija 1.1.36. Za zp € Ci 0 < r < R < +oo, definiramo kruZni vijenac sa sredistem 7,
unutarnjim radijusom r i vanjskim radijusom R sa

K(zp;r,R) :={z€C:r<|z—2z9| <R}

Za zp € Ci R € (0,+00], kruzni vijenac K(zo;0,R) zovemo probuSenim krugom sa
sredistem 7z i radijusom R i oznacavamo ga sa

KX(ZOa R)

Teorem 1.1.37 (o Laurentovu razvoju). Neka je Q otvoren skup u Ci f : Q — C holo-
morfna funkcija. Neka je K(zo;r,R) C Q. Tada postoje jedinstvene holomorfne funkcije
Jreg 1 K(20,R) = C i fing : K(20; 1, +00) — C sa svojstvima:

(Ll) f(Z) = freg(z) + fsing(z)a ZE€ K(ZO; r, R);
(b) |z|ligloo fsing(z) =0.
Vrijedi
Jres(2) = Z a,(z = 20)", z € K(z0, R),
n=0

[Se]

fsing(z) = Z a_,(z— ZO)_n’ Z € K(zo; 1, +00),

n=1
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pri cemu su koeficijenti a,, n € Z, zadani sa

S
i | Gogmin neE

Iz 20l=ro

za proizvoljan ry € (r, R). Posebno vrijedi

f@) = Z an(z — 20)", z € K(zo; 1, R),

nez

pri Cemu redovi Y7 a,(z — 20)" i Yooy A-n(2 — 20)™" konvergiraju lokalno uniformno na
K(zo; 1, R).

Definicija 1.1.38. Uz oznake i pretpostavke teorema red Y ,c7 a,(z — 20)" zovemo
Laurentovim redom funkcije f oko tocke zo na kruznom vijencu K(zy;r,R). Ako je r = 0,
krace kazemo da je ),z a,(z — z0)" Laurentov red funkcije f u okolini tocke z.

Razvoj u Laurentov red kljucan je alat za proucavanje ponasanja holomorfnih funkcija
u okolini njihovih singulariteta, Sto je tema sljedeceg potpoglavlja.

Singulariteti

Neka je Q otvoren skup u C.

Definicija 1.1.39. Neka je f : Q — C holomorfna funkcija. Tocku a € C\Q takvu da za
neki r > 0 vrijedi
K*(a,r) C Q

zovemo izoliranim singularitetom funkcije f.

Definicija 1.1.40. Neka je f : Q — C holomorfna funkcija. Neka je a tocka skupa € ili
izoliran singularitet funkcije f. Neka je

D anlz=a)"

nez

Laurentov red funkcije f u okolini tocke a. Definiramo red funkcije f u tocki a, v,(f), na
sljedeci nacin:

(1) Ako je a, =0, n € Z, stavljamo v,(f) := +oo.
(2) Ako za neki m € Z vrijedi a,, #+ 0i a, = 0 za sve n € Z_,, stavljamo v,(f) := m.

(3) Ako za svaki n € Z postoji m € Z., takav da je a,, # 0, stavljamo v,(f) := —oo.
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Definicija 1.1.41. Neka je f : Q — C holomorfna funkcija. Neka je a € Q.
Ako je v,(f) = +o0, kaZemo da je a nultocka beskonacnog reda funkcije f.
Ako je n := v,(f) € Zso, kaZemo da je a nultocka n-tog reda funkcije f.

Definicija 1.1.42. Neka je f : Q — C holomorfna funkcija. Neka je a izoliran singularitet
funkcije f.

Ako je v,(f) € Zso U {+00}, kazemo da je a uklonjiv singularitet funkcije f.

Ako je v,(f) € Z.y, kaZemo da je a pol n-tog reda funkcije f, gdje je n := —v,(f).

Ako je v,(f) = —oo, kaZemo da je a bitan singularitet funkcije f.

Teorem 1.1.43 (karakterizacija klasa izoliranih singulariteta). Neka je f : Q — C holo-
morfna funkcija. Neka je a izoliran singularitet funkcije f. Vrijede sljedece tvrdnje:

(i) a je uklonjiv singularitet funkcije f ako i samo ako postoji lim,_,, f(2).
(ii) a je pol funkcije f ako i samo ako vrijedi lim,_,,|f(z)| = +oco.

(iii) a je bitan singularitet funkcije f ako i samo ako je za svakir > 0 skup f(K*(a,r)NQ)
gust u C.

Propozicija 1.1.44 (karakterizacija reda holomorfne funkcije u tocki). Neka je f: Q — C
holomorfna funkcija. Neka je a tocka skupa Q ili izoliran singularitet funkcije f. Vrijede

sljedece tvrdnje:

(i) vo(f) = +oo ako i samo ako postoji r > 0 takav da je

flKX(a,r) =0.

(ii) v,(f) = n € Z ako i samo ako postoji r > 0 i holomorfna funkcija g : K(a,r) — C
takva da je g(a) # 0 i da je

f@) =(z-a)gQ), 7€ K¥(a,r),

ako i samo ako u C postoji limes

I f@
1m

>a (2 —a)

i razlicit je od 0.
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Meromorfne funkcije

Oznacimo
C :=CU {oo}.

Iz teorema [I.1.43] vidi se da, dok holomorfne funkcije u blizini svojih bitnih singulariteta
”divljaju”, u blizini polova i uklonjivih singulariteta pokazuju dosta pravilno ponaSanje —
neformalno, u tim toCkama imaju limes u skupu C. Dodefiniranjem holomorfne funkci-
je u njenom uklonjivom singularitetu vrijedno$¢u tog limesa opet dobivamo holomorfnu
funkciju. Takoder, prirodno je dodefinirati holomorfnu funkciju u njenim polovima vrije-
dnoséu co. Tako dolazimo do sljedece definicije.

Definicija 1.1.45. Neka je f : Q — C. Oznacimo S := f~'({c0}), i neka je f, : Q\S — C
restrikcija funkcije f. KaZemo da je f meromorfna funkcija (na Q) ako vrijede sljedece
tvrdnje:

(1) Skup S nema gomilista u Q.
(2) Funkcija f;, je holomorfna, a tocke skupa S njezini su polovi.

Definicija 1.1.46. Neka je f : Q — C meromorfna funkcija. Oznacimo S = f~'({0}), i
neka je f, : Q\S — C restrikcija funkcije f. Neka je a € Q.
Definiramo red funkcije f u tocki a, v,(f), sa

Va(f) = Va(fh)-

Neka je n € Z.y. KaZemo da je a nultocka beskonacnog reda / nultocka n-tog reda / pol
n-tog reda funkcije f ako je a nultocka beskonacnog reda / nultocka n-tog reda / pol n-tog
reda funkcije f;.

Napomena 1.1.47. Cesto éemo holomorfue funkcije Q — C preSutno identificirati (prosi-
renjem kodomene) s odgovarajucim meromorfnim funkcijama Q — C.

Definicija 1.1.48. Neka su f, g : Q — C meromorfne funkcije. Oznacimo S = f~'({oo}) U
g '({oo}), D := g~'({0}).

(a) Definiramo sumu funkcija f i g, f + g, kao proSirenje funkcije flas + gla\s do mero-
morfne funkcije na Q.

(b) Definiramo produkt funkcija f i g, f - g, kao proSirenje funkcije flos - gla\s do mero-
morfne funkcije na Q.

(c) Ako skup D nema gomilista u Q, definiramo kvocijent funkcija f i g, 5, kao prosirenje

.. flavious iy
funkcije w do meromorfne funkcije na Q.
8lavwus)
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Da definicija ima smisla, tj. da se spomenute restrikcije stvarno mogu prosiriti do me-
romorfnih funkcija na €, lako se dokaze pomocu propozicije|l.1.44

Propozicija 1.1.49. Neka je Q podrucje. Neka su f,g : Q — C meromorfne funkcije i
neka je z € Q. Ako su v,(f),v.(g) € Z, tada vrijedi

v(fg) = v.(f) +v.(8), vz (g) = v.(f) —v(9).

Lema 1.1.50. Neka je Q otvoren skup u C. Neka je g : Qi — Q holomorfna bijekcija s
holomorfnim inverzom i neka je f : Q — C meromorfna funkcija. Tada je i kompozicija
fog:Q — Cmeromorfna funkcija.

Teorem o reziduumima

Definicija 1.1.51. Skup A C C takav da postoji 7o € A sa svojstvom da za sve 7 € A i sve
t €10, 1] vrijedi
(I-0tzp+1tz€ A

zovemo zvjezdastim skupom u C.
Napomena 1.1.52. Geometrijski, podskup A kompleksne ravnine zvjezdast je ako u njemu

postoji tocka z takva da su sve duZine s krajevima z i z, gdje je z proizvoljna tocka skupa
A, sadrZane u skupu A.

Definicija 1.1.53. Neka je Q otvoren skup u C, y : [a,b] — Q po dijelovima gladak
zatvoren put i 7 € C\y([a, b]). Definiramo indeks puta y u odnosu na tocku z sa

1 1
xy,2) = 2—f dw.
miJ,w—z

Napomena 1.1.54. MoZe se pokazati da je indeks po dijelovima glatkog zatvorenog puta
v u odnosu na tocku z koja ne leZi u njegovoj slici uvijek cijeli broj. Intuitivno, to je broj
obilazaka puta y oko tocke z u smjeru suprotnom od kazaljke na satu.

Definicija 1.1.55. Neka je Q otvoren skup u C, f : Q — C holomorfna funkcija i 7o € C
tocka skupa Q ili izoliran singularitet funkcije f. Neka je

Z an(Z - ZO)n

nez

Laurentov red funkcije f u okolini tocke zo. Koeficijent a_y zovemo reziduumom funkcije
f u tocki zo i oznacavamo ga sa
Res(f, zo).
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Teorem 1.1.56 (Teorem o reziduumima). Neka je Q otvoren zvjezdast skup u C. Neka je
S konacan podskup skupa Q i neka je f : Q\S — C holomorfna funkcija. Neka je y po
dijelovima gladak zatvoren put u Q\S. Tada vrijedi

1
3 fy fwydw = Z x(y,2) Res(f,2).

z€S

Korolar 1.1.57. Neka je Q C C otvoren zvjezdast skup. Neka je f : Q — C meromorfna
funkcija s konacnim skupom S nultoc¢aka i polova. Neka je y po dijelovima gladak zatvoren
put u Q\S. Tada vrijedi

Lo
i ), T v = -

Liouvilleov teorem
Definicija 1.1.58. Holomorfnu funkciju f : C — C zovemo cijelom funkcijom.

Teorem 1.1.59 (Liouville). Svaka je ogranicena cijela funkcija konstantna.

1.2 Beskonacni produkti

Beskonac¢ni produkti kompleksnih brojeva

Definicija 1.2.1. KaZemo da beskonacan produkt |1, b,, b, € C, konvergira (obi¢no)
ako postoji

lim ﬂ by. (1.2)
n—oo k:1

U tom slucaju taj limes takoder oznacavamo sa [],., b, i zovemo ga vrijednoséu be-
skonacnog produkta 1, by.

Ova definicija vrijednosti beskona¢nog produkta dovodi do nekih nepozeljnih pojava.
Primjerice, vrijednost beskonacnog produkta jednaka je O ¢im je barem jedan od faktora
jednak O; s druge strane, beskonacan produkt moZe biti jednak 0 i kad su svi faktori razliciti

od O (npr. [, (%)n = 0). Cesto se zato promatraju drugaciji oblici konvergencije be-
skonacnih produkata.

Definicija 1.2.2. KaZemo da beskonacan produkt

[]a+an acc
n=1
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konvergira apsolutno ako je red },’ | a, apsolutno konvergentan. U tom sluc¢aju komple-
ksan broj

[0+ = (1@ (1 aysy) - e¥imtatisnn, (13)

n=1

pri cemu je N proizvoljan element skupa Z. sa svojstvom da je |a,| < 1 za sve n > N,
zovemo vrijednoséu beskonacnog produkta 1, (1 + ay,).

Definicija vrijednosti apsolutno konvergentnog beskona¢nog produkta ima smisla:

o Za apsolutno konvergentan red )., a, svakako vrijedi da je lim,, a, = 0, pa N € Z.¢
s traZenim svojstvom postoji.

o S obzirom da je funkcija Ln definirana na skupu C\R.y, koji sadrzi K(1, 1), vrijednost
Ln(1 + a,) definirana je za sve n > N.

o Red ;7 v Ln(1l + a,) konvergira: iz Laurentova razvoja funkcije z — @ u okolini
0,
Ln(1 + > (1)
UL S T S ()
Z n+1
n=0
vidi se da ona u 0 ima uklonjiv singularitet i da je lim,_, @ = 1, pa postoji 6 € (0, 1)
takav da za 0 < |z| < ¢ vrijedi
Ln(1 + z)‘ <2
V4
tj. da za |z] < ¢ vrijedi
[ILn(1 + 2)| < 2lz]. (1.4)

Za M € Z.y takav da za sve n > M vrijedi |a,| < §, dobivamo ocjenu

(o)

ZILn(l +a)l <2 ilanl < oo,

n=M n=M

dakle red },>,, Ln(1 + a,) konvergira (apsolutno), pa isto vrijediiza } >y Ln(1 + a,).

o Napokon, iz ¢injenice da za n > N vrijedi e!"!*%) = 1 + g, lako se vidi da definicija ne
ovisi o izboru broja N.
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Zbog neprekidnosti eksponencijalne funkcije, vrijednost apsolutno konvergentnog be-
skonacnog produkta [],>,(1 + a,), uz N sa svojstvima iz definicije, jest
[0+ = ta) (1 +ay)- emme st -
n=1

. M
= (1 ap) (1 +ay )+ lim bt -

M
= I Ln(1+a,) _
= +ap) --(1+ay-y) A}Iggol_—[[\]e =

M
:(1+al)"'(1+aN—1)'A14{201:[](1+an)=

M
= lim ]—[(1 +a,),
n=1

M—o0

dakle apsolutna je konvergencija beskona¢nih produkata poseban slucaj obi¢ne konvergen-
cije beskonacnih produkata, 1 vrijednost apsolutno konvergentnog beskonacnog produkta
definirana sa ([.3) ista je kao ona definirana sa (I.2).

Napomena 1.2.3. U slucaju apsolutne konvergencije beskonacnog produkta nestaje dvo-
znacnost nule kao vrijednosti beskonacnog produkta: sjetimo li se da O nije u slici ek-
sponencijalne funkcije, iz (1.3) odmah je jasno da je vrijednost apsolutno konvergentnog
beskonacnog produkta jednaka 0 ako i samo ako je neki od faktora jednak 0.

Beskonac¢ni produkti holomorfnih funkcija

Neka je Q otvoren skup u C. Neka je (f;,)nez., niz funkcija Q — C.

Definicija 1.2.4. (i) KaZemo da beskonacan produkt |1, (1 + f,) konvergira (apso-
lutno) ako za svaki z € Q beskonacan produkt [T, (1 + f,(z)) konvergira (apsolutno).

(ii) KaZemo da beskonacan produkt [],",(1+ f,) konvergira normalno (po kompaktima)
ako red Y., f, konvergira normalno (po kompaktima).

Teorem 1.2.5. Ako beskonacan produkt

[a+5
n=1

konvergira normalno po kompaktima, tada konvergira i apsolutno. Ako su uz to funkcije
fn 1 € Zoo, holomorfne, tada je [1,.,(1 + f,) holomorfna funkcija.



20 POGLAVLIJE 1. REZULTATI IZ KOMPLEKSNE ANALIZE

Dokaz. Prvatvrdnja direktna je posljedica Cinjenice da normalna konvergencijareda ), f,
povlaci njegovu apsolutnu konvergenciju.

Pretpostavimo sada da su funkcije f,, n € Z.o, holomorfne. Oznacimo sa F funkciju
definiranu beskonac¢nim produktom [].7,(1 + f,). Za zo € Q, zbog otvorenosti skupa Q,
postoji r > 0 takav da je K(zo,7) € Q. Kako red >y fa konvergira normalno na K(zo,7),
postoji konvergentan red nenegativnih realnih brojeva )", M,, takav da vrijedi

@I <M, z€K(z,1), n € Zsg.
Po (1.4)), postoji § € (0, 1) takav da za |z| < ¢ vrijedi
ILn(1 + 2)| < 2[z]. (1.5)

Odaberemo li sada N € Z., takav da za n > N vrijedi M,, < ¢, onda, s obzirom da za
7€ K(zo,r)1in = N vrijedi |f,(2)| < M, < 6, 1z (1.5) slijedi da je

ILn(1 + fu(2)] < 2|fu(2)] < 2M,, z € K(zo,r), n 2 N,

iZMn < ZEM,, < 0.
n=N n=1

Prema tome, red ), .y Ln(l + f,) holomorfnih funkcija konvergira normalno, dakle i lo-

kalno uniformno, na K(z, r) pa je (korolar|1.1.26.(111)) funkcija
g: K@, —>C  g@):=) Ln(l+£,(), z€K,r),
n=N

holomorfna. Kako zan > N iz € K(zo,r) vrijedi |f,(2)] < M, < 6 < 1, po definiciji

vrijednosti apsolutno konvergentnog beskona¢nog produkta (formula (1.3)) vrijedi

F@Q=0+fi@) 1+ fy1(@) €9, z€Kz,1).

Bududi da su funkcije fi,..., fv-1,g 1 exp holomorfne, odavde slijedi da je F' holomorfna
na K(zo,r). Zbog proizvoljnosti odabira zo € Q, zakljuCujemo da je F holomorfna na
cijelom Q. |

Konacni produkti redova

U proucavanju konvergencije raznih beskona¢nih produkata u drugom i tre¢em poglavlju
koristit ¢emo i nekoliko poznatih rezultata o konvergenciji kona¢nih produkata redova u C.
Navedimo ih ovdje.



1.2. BESKONACNI PRODUKTI 21

Definicija 1.2.6. KaZemo da red }, | c, konvergira bezuvjetno ako je za svaku bijekciju
O Zso = Zso red Y, Comy konvergentan s istom sumom.

Propozicija 1.2.7. Svaki apsolutno konvergentan red u C konvergira bezuvjetno.
Neka su )" ga, i Y, b, redoviu C.

Definicija 1.2.8. (Cauchyjev) produkt redova ), ,a, i },,> b, jest red Y, ", c,, gdje je
eSS Z ay_ibr, n e Zso.
k=0

Propozicija 1.2.9. Ako su redovi )7y a, i Y~ b, konvergentni sa sumama A i B, i barem
je jedan od njih apsolutno konvergentan, tada je njihov Cauchyjev produkt konvergentan i
suma mu je AB.

Propozicija 1.2.10. Ako su redovi )., a, i 3.~ by apsolutno konvergentni, tada je i njihov
Cauchyjev produkt apsolutno konvergentan, sa sumom

[Z an] (Z bn] = aobo + aobl + albo + aobz + albl + a2b0 +...,
n=0 n=0
pri cemu red na desnoj strani konvergira apsolutno.

Skup Rso := Rsg U {+0o0} promatramo sa standardnom uredajnom topologijom i sa
zbrajanjem 1 mnoZenjem proSirenima sa R pravilima

a+ (+OO) = (+OO) +a = +0o0, ac R20’

+0o0, ako je a € Ruo\{0},
a-(+0) = (+0)-a = .
0, akojea =0.

Svaki red u R konvergira bezuvjetno.

Propozicija 1.2.11. Neka su )" a, i Y., b, redovi s nenegativnim ¢lanovima. Tada je i
njihov Cauchyjev produkt ., | ¢, red s nenegativnim clanovima, i za sume ovih redova u
Ry vrijedi

Z Cp = [Z anJ [Z bn) = aopby + apb + a1by + apbs + a1b; + arbg + . . .,

n=1 n=0 n=0

pri cemu red na desnoj strani konvergira bezuvjetno.
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1.3 Kotangens kao red parcijalnih razlomaka

Teorem 1.3.1. Vrijedi

1 < 1 1
tez=—+ + , e C\nZ, 1.6
cles Z ;(z—nﬂ z+n7r) ¢ v (1.6)

pri cemu red na desnoj strani konvergira lokalno uniformno.

Dokazao ju je Euler 1748. godine. U PoglaVlJuE]panlt ¢e se kao oslonac dokaza nekohko
vaznih identiteta o zeta funkciji 1 modularnim formama, pa je ovdje dokazujemo.

Dokaz. Ideja je dokaza istrazivati svojstva funkcije na desnoj strani u (1.6) sve dok nas
njene sli€nosti s kotangensom (uz malu pomo¢ Liouvilleova teorema) ne natjeraju na za-
kljucak o njihovoj jednakosti. PokaZimo najprije da red

1 © 1 1 1 < 2z
¢(2) '_E+Z(z—rm+z+rm)_E+Z—z2—n2n2

n=1 n=1

konvergira lokalno uniformno na C\n’Z. Odaberimo, za R > 0, m € Z. takav da je \f > R.
Zaz € K(O,R)\nZin > m, zbog

2.2 2.2
n°m n°mw
|z2 — l’l27T2| >n*nt -z > - R > nPnt - — = —,
2 2
imamo ocjenu
(o)
27 < 2R 4R 4R 1
— < = — a _ — < 00,
22 — n2m? 2 22’ 2 n2
2 n=m

ZakljuCujemo dared ), o n2 > na skupovima K(0, R)\nZ, R > 0, konvergira normalno,
ared ¢(z) uniformno. Posebno, red ¢(z) na C\nZ konvergira lokalno uniformno pa (korolar
definira holomorfnu funkciju i vrijedi

') = __2 - Z ((Z - mr)2 (z+ mr)z) Z (z+ mr)Z’ z€C\nz,

pri ¢emu posljednja jednakost vrijedi jer red ), m konvergira apsolutno (Sto se lako
pokaze ocjenom slicnom gornjoj).
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@ je oCito neparna, a ¢’ parna m-periodi¢na funkcija. Dakle, funkcija (- + ) — ¢ je
konstantna, jednaka

o5 +m)-o(-5)=20(3) =2 2+ D ) -

2

N

4 1 1
= (teleskopiranjem) = — + 2 lim (— + ) =0.
Vs

n—>0co0 -5 nm+

Drugim rijecima, ¢ je m-periodi¢na funkcija.

Kako red
- 1 1
= +
#o(2) Z(Z—nﬂ z+mr)

n=1

konvergira uniformno, pa definira holomorfnu funkciju, na K(0, ), a vrijedi

1
@(z) = z + ¢o(2), z € K(0,m),

funkcija ¢ u 0 ima pol prvog reda, s reziduumom 1. Zbog njene n-periodicnosti, situacija je
ista u svakoj tocki skupa nZ. Kako je i funkcija ctg holomorfna na C\nZ, s polovima prvog
reda i reziduumom 1 u tockama skupa nZ, zakljucujemo da se funkcija ctg —¢ prosiruje do
cijele funkcije F : C — C. PokaZemo li da je ona ograni¢ena, po Liouvilleovu ée teoremu
(teorem [I.1.59) slijediti da je konstantna.

Zbog neprekldnostl i m-periodi¢nosti funkcije F, dovoljno je pokazati da su funkcije
ctg i ¢ ograniCene na trakama 7 := [—g, ’%] X (1, +00)iT; := [l ] X (=00, —1). Za ctg
tvrdnju pokazuju ocjene

2°2

1+
— 2’
o) ' 1-e
e—2y621x -1

N (x, y) (S Tla
. e2t(x+l)') + 1
lctgr+ iyl = |\ s 1| = ‘1 ’

1+ (x,y) € T».

e2—-1’
S druge strane, za z = (x,y) € T, U T, zbog

|12 - l’l27T2| > ‘Re (22 n’ 2)‘ > n’n’ — x4yt > (n2 — 1)7r2 +y?%,

uz oznaku Y := [|y|] imamo

[ee)
—+E
ZZ n22

n=1

lo(@)| =

1
‘1+2(|y|+ )Z(nZ—l)n2+y
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odakle pomocu

) 00 Y oo
- O O O @ = < .

koristeci da, zbog [y| > 1, vrijedi Y > 1i|y| < Y + 1 <2V, dobivamo ocjenu
lp(z) < 1+2 M+l i;<1+2(2+z) 1+§:i
p= Y 2Y)&Ldmin+ 1T 2 £ m? ’

Kako je suma na desnoj strani konac¢na, zaklju¢ujemo da je i ¢ ograni€ena na 7 U T>.
Dakle, F je konstantna funkcija, s vrijednoséu

T T
cte3 ~(3)=0

tj. vrijedi ctg = ¢ na C\n’Z. O



Poglavlje 2

Dirichletov teorem o prostim brojevima
u aritmetickim nizovima

Sa P ¢emo oznacavati skup prostih brojeva, sa (m,n) najveci zajednicki djelitelj cijelih
brojeva m i n, a sa ¢ Eulerovu ¢-funkciju:

QD:Z>O_>Z>O’ ()D(n) = |{k€{1,...,n}:(k,l’l): 1}|9 n€Z>O-

Teorem 2.0.2 (Dirichletov teorem o prostim brojevima u aritmetickim nizovima). Neka su
a € Zim € Z relativno prosti. Tada je skup

P, ={la+km:keZ)nP={peP:p=a (mod m)}
beskonacan.

Ovaj je teorem prvi dokazao Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1837. godine [1],
1 taj se dokaz smatra rodenjem analiticke teorije brojeva. Mi ¢emo ga u ovom poglavlju
dokazati njegovom metodom, koja se temelji na proucavanju svojstava L-funkcija modu-
larnih karaktera. Zapravo ¢emo dokazati jedan jaci rezultat: za m € Z., analiticka gustoéa
skupa prostih brojeva u proizvoljnoj klasi kongruentnosti modulo m Ciji su predstavnici
relativno prosti sa m jednaka je ﬁ (teorem . Prije nego Sto prijedemo na sam dokaz,
moramo “pripremiti teren”, uvodenjem i1 proucavanjem svojstava pojmova poput karakte-
ra kona¢nih Abelovih grupa, Dirichletovih redova, Eulerovih produkata, zeta funkcije i
L-funkcija te analiticke gustoce.

2.1 Karakteri kona¢nih Abelovih grupa

Neka je (G, +) kona¢na Abelova grupa.

25
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Definicija 2.1.1. Homomorfizam grupa y : G — (C*, ) zovemo karakterom grupe G.

Ozna¢imo sa G skup svih karaktera grupe G. Uz mnoZenje po tofkama, kojim je pro-
dukt karaktera y1, y» € G definiran sa

Xix2:G—-C, ix2)(@) = x1(@) x2(a), ae€gq,
G postaje Abelova grupa:

oG je zatvoren na mnoZenje po tockama: za y i, x> € G, X1x2 : G — C* zadovoljava

(ix2)(a + b) = x1(a + b) x2(a + b)
= x1(a) x1(b) x2(a) x2(b) (jer su x i x> homomorfizmi)
= x1(a) x2(a) x1(b) x2(b) (komutativnost grupe C*)
= (xix2)(@ (xix2)(), a,b eG,

dakle y x> je homomorfizam grupa G — C*, tj. y1x» € G.
o Asocijativnost i komutativnost naslijedene su od mnoZenja u C*. Karakter
x:G - C, Y =1,

(piSemo krace y = 1) neutralni je element za mnoZenje po to¢kama, a inverzni element
karaktera y, € G jest

1
X' :G-C, xi'(@=—— acG.
xi(a)

Definicija 2.1.2. Grupu G zovemo dualnom grupom grupe G.

Teorem 2.1.3. Vrijedi
G=aG.

U dokazu ovog teorema klju¢nu ¢e ulogu imati sljedeéi poznati rezultat o strukturi
konacno generiranih Abelovih grupa:

Teorem 2.1.4 (Strukturni teorem za konac¢no generirane Abelove grupe). Neka je H konacno
generirana Abelova grupa. Tada postoje jedinstveni r,n € Zsy i dy,...,d, € Z.y, pri Cemu

di|dy|...|d, takvi da vrijedi

H=Z|d'Z®Z|HZ & ... ®Z/d,ZSZL".
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Dokaz teorema Kako je G konacna (pa onda i kona¢no generirana) Abelova grupa,
po teoremu [2.1.4] G je direktna suma kona¢nog broja ciklickih grupa, tj. postoje r € Z. i
ai, a,...,a, € G takvi da vrijedi

G=Za19Za,®...®7Za,. 2.1)

Ozna¢imo n; :=|aj|, j=1,2,...,r.

Zan € Z.y, oznaimo sa R, grupu n-tih korijena iz jedinice u C. Sjetimo se da je R,
ciklicka podgrupa od (C*,-) reda n. Dakle, grupa G, := R,, X R,, X ... X R, direktni je
produkt cikli¢kih grupa redova ny,n,,...,n,, baS kao i G, pa je G; = G. Pokazat ¢emo da
je G, = G, odakle ¢ée slijediti tvrdnja propozicije.

Uocimo da svaki y € G zadovoljava y(a;)" = x(n;a;) = x(0) = 1, §j. x(a;) € R,;, j =
1,2,...,r. Zato je preslikavanje

©:6 -G, D)= @) x(@),....x@), xeG,
dobro definirano. Stovise, ® je izomorfizam grupa:

o @ je homomorfizam grupa:

D(x1 x2) = ((xix2)(@), - ., (xix2)a,))
= (xi(a) xa(a), - - ., x1(ar) xa(ay))
= (x1(ar), - .., x1(a) (xaar), - - ., x2(a,))
=0 ) P2, xix2€0G.

o Kako je svaki y € G jedinstveno odreden svojim djelovanjem na skupu generatora
{ai,as,...,a,} grupe G, O je injekcija.

o Za surjektivnost, fiksirajmo (w;, wy, ..., w,) € G 1 pokazimo da postoji y € G takav da
je O(y) = (w1, ws, ..., w,).
Uzimajuci u obzir da vrijedi w;j =1, j=1,2,...,r, lako se vidi da su

Xj:Za;— C, X j(ka;) ::w’j‘., keZ, j=12,...,r,

dobro definirani homomorfizmi grupa. Po univerzalnom svojstvu direktne sume u kate-
goriji Abelovih grupa, iz (2.1) slijedi da postoji jedinstven y € G takav da je

Xlza; = X j» J=1L2,....r

posebno vrijedi x(a;) = xj(a;) = w;, j=1,2,...,7, 4. D(y) = (W1, w2, ..., w,).



28 POGLAVLIJE 2. DIRICHLETOV TEOREM O ARITMETICKIM NIZOVIMA

Dakle, vrijedi

paje G = G. O

Ako je H podgrupa grupe G, jasno je da je za y € G restrikcija x| karakter grupe H.
Korisnu informaciju u obratnom smjeru daje sljede¢a propozicija.

Propozicija 2.1.5. Neka je H podgrupa grupe G.

(i) Neka je yo € H. Vrijedi
{x €6 : xlu=xof| =G : H1.

(ii) Neka je a € G\{0}. Neka je w |al-ti korijen iz jedinice u C. Vrijedi
_lGl

H)(EG :)((a)zw” =

Dokaz. (i) Tvrdnju dokazujemo indukcijom po [G : H].

Ako je [G : H] = 1, tj. H = G, tvrdnja trivijalno vrijedi.

Pretpostavimo da za neki n € Z.; tvrdnja vrijedi u slu¢aju podgrupe indeksa strogo
manjeg od n, 1 da je H podgrupa grupe G indeksa n. Kako je n > 1, vrijedi H € G pa
mozemo odabrati a € G\H. Skup {k € Z., : ka € H} neprazan je podskup skupa Z. (npr.
|al je njegov element) pa postoji

m:=min{k € Z.o : kae H} > 1.

Oznacimo sa H’ podgrupu grupe G generiranu sa H U {a}. Lako se vidi da se svaki element
grupe H’' na jedinstven nacin moze prikazati u obliku

la+ h, le{0,1,...,m—1}, he H. (2.2)
Odatle je jasno da je |[H'| = m |H|, pa je
[H' : H] = m. (2.3)

Prebrojimo karaktere grupe H’ koji proSiruju y. Svako je takvo proSirenje x’ jedins-
tveno odredeno svojim djelovanjem na a. Oznalimo w := y(ma). Uvjet

X (@™ = x'(ma) = y(ma) =w
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pokazuje da je x’(a) nuzno m-ti korijen iz w u C, Sto daje m razli¢itih kandidata za y’(a), a
time i m razli¢itih mogucénosti za y’. Svaka se od tih moguénosti ostvaruje: ako je w,, € C*
proizvoljan m-ti korijen iz w, onda je

X H - C, X' (a+h):= a)in)((a), le{0,1,...,m—1}, he H,
dobro definiran homomorfizam grupa koji proSiruje y:

o Da je x’ dobro definiran, slijedi direktno iz egzistencije i jedinstvenosti prikaza eleme-
nata grupe H’ u obliku (2.2)).

o x’ je homomorfizam grupa: za [l;,l, € {0,1,...,m—1}1h,h, € H,nekasug € Z, r €
{0,1,...,m — 1} takvi da vrijedi [; + [, = gm + r (takvi g 1 r postoje po Teoremu o
dijeljenju s ostatkom); imamo

Y ((ha+h) + (ha+ hy)) = X' (L + b)a+ hy + hy) = ' (ra + (q(ma) + hy + hy)) =
= w), x(q(ma) + hy + hy) = w, w! x(hy) x(hy) =
= wp™ x(hy) x(hy) = Wl x(hy) Wi x(hy) =
=x'(lia + hy) x'(ha + hy).

o x’ prosiruje y:
X' () = x'(0a +h) = wy x(h) = x(h),  heH.

Dakle, postoji tono m razlicitih proSirenja karaktera y do karaktera grupe H’. Kako vrijedi

. [G:H] @ [G:H] e
(G:H = n = — o <IG:Hl=n,

primjenom pretpostavke indukcije na podgrupu H’ grupe G slijedi da se svako od tih
proSirenja tocno na [G : H’] razliCitih nacCina proSiruje do karaktera grupe G. Ukupno,
postoji to¢no

G : H]

m

m[G:H]=m =[G : H]
razlicitih karaktera grupe G koji proSiruju y.

Dakle, tvrdnja vrijedi u slucaju podgrupe indeksa n. Po principu matematicke induk-
cije, vrijedi 1 u slucaju podgrupe proizvoljnog indeksa.

(ii) O¢ito je da pravilo ka — «*, k € Z, definira jedinstven karakter y’ grupe Za koji
zadovoljava y’(a) = w. Prema (i), y’ se to¢no na [G : Za] = 9 razli¢itih na¢ina progiruje

|al

do karaktera grupe G. Slijedi (i1). O
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Modularni karakteri
Neka je m € Z.;.

Definicija 2.1.6. Karakter grupe (Z/mZ)* (grupe invertibilnih elemenata prstena 7Z/mZ)
zovemo karakterom modulo m.

Karakter y modulo m identificiramo s funkcijom Z — C,

nez.

0, ako je (n,m) # 1,
nee
x(n), akoje (n,m) =1,

Uz ovu identifikaciju, funkcija y : Z — C je karakter modulo m ako i samo ako je peri-
odi¢na s periodom m, zadovoljava y(n;n,) = y(n;) x(ny), ny,n, € Z, 1 ponistava se tocno u
onim cijelim brojevima koji nisu relativno prosti sa m.
Drugi dual
Po teoremu , grupa G opet je kona¢na Abelova grupa, i za njezinu dualnu grupu G
vrijedi

G=G=0G.

Primijetimo da je evaluacija elemenata grupe G u fiksnom a € G,

a:G - C, aly) = x(a), xeG,
homomorfizam grupa:

aly1x2) = (vix2)(@) = x1(a) xa(a) = ax) a(x2),  x1.x2 € G.
Dakle, a € é
Propozicija 2.1.7. Preslikavanje
Y66, ar—>a, acG,
izomorfizam je grupa.
Dokaz. 1z
(a1 + @)™ (x) = x(ar + @) = (@) x(ax) = @) @x(x),  x €6, a,a €G,

zakljuCujemo da je
(a1 + ax)” = a1y, a;,a; € G,
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dakle ¥ je homomorfizam grupa.
Pokazimo injektivnost. Za a € G vrijedi

acKer¥ & a=1 & xa-=1, yea. (2.4)
Akojea # 0, pajelal > 1, stavimo w := e%; po propoziciji [2.1.5.(ii), postoji y € G takav
da vrijedi xy(a) = w # 1 pa, po (2.4), a ¢ Ker¥. Prema tome, Ker¥ = {0}, dakle ¥ je
monomorfizam.

Kako su domena i kodomena preslikavanja ¥ konacne i ekvipotentne, njegova injekti-
vnost ekvivalentna je njegovoj bijektivnosti. Zakljucujemo da je ¥ izomorfizam grupa. 0O

Dakle, posredstvom izomorfizma ¥ elemente grupe G na prirodan nacin identificiramo
s elementima grupe G; kaze se da je ¥ kanonski izomorfizam grupa G 1 G.

Relacije ortogonalnosti

Propozicija 2.1.8. Za y € G vrijedi

G, ako je x =1,
§ x(a) = o i i
—~ 0, akojey # 1.

Dokaz. Ako je y = 1, tvrdnja ocito vrijedi.
Ako je y # 1, neka je b € G takav da je y(b) # 1. Kako je preslikavanje a — b + a
bijekcija G — G, imamo

Dx@ =) xb+a)=)" xb)x(a) = x(b) Y. (@),

aeG acG acG acG
odakle slijedi

(1=x(b)) ) x(@) =0.

acG
Kako je y(b) # 1, a C je integralna domena, zaklju¢ujemo da je

D x(@=0. 0

Propozicija 2.1.9. Za a € G vrijedi

|G|, ako jea =0,
Zx(a) =

o 0, ako je a # 0.

Dokaz. Po propoziciji|2.1.7|vrijedia = 0 & @ = 1. Uo¢imo i da je

D xt@) = aty)

x€G xeG

pa tvrdnja slijedi primjenom propozicije2.1.8/na a € é. O
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2.2 Dirichletovi redovi

Definicija 2.2.1. Red oblika

o0
E a,e",

n=0

pri Cemu je (ay)nez,, Niz U C, (A,)nez., je rastuci niz nenegativnih realnih brojeva, a z € C
je varijabla, zovemo Dirichletovim redom.

Primjer 2.2.2. (i) Stavljajuci ay = 0i A, = Inn, n € Z,,, dobivamo 3,7 *t, obican
Dirichletov red.

(ii) Stavijajuci A, = n, n € Zsy, dobivamo 3, ,a,(e™)", (uz supstituciju t = e°) red
potencija.

U proucavanju konvergencije Dirichletovih redova pomoci ¢e nam sljedeca lema.

Lema 2.2.3 (Abelova lema). Neka su (a,)nez., I (bp)nez,, nizovi u C. Uvedimo oznaku

m € Zsgy, n € Z.

A Diem Qs ako je m < n,
e 0, ako je m > n,

Zam,m’ € Zs takve da je m < m’, vrijedi

i’ apb, = mz_l Apn(by = bpi1) + Apw by

Dokaz. Imamo

m m'
anbn = Z(Am,n - Am,n—])bn =
n=m n=m
m’ m' -1
= ZAmnbn - Z Am,nbn+l =
n=m n=m—1
m' -1
= Am,n(bn - bn+l) + Am,m’bm’ - Am,m—lbm =
n=m
m'—1
= Z Amn(bn - bn+l) + Am,m’bm’
n=m

jerje Aym-1 = 0. O
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Propozicija 2.2.4 (o konvergenciji Dirichletova reda). Ako Dirichletov red Y-, a,e "*
konvergira u tocki zy € C, tada konvergira uniformno na skupovima

D, o :={z20} U{z € C : Re(z—-1z29) >0, |[Arg(z — 20)| < a}, a € <O, g>

Dokaz. Dokazimo najprije tvrdnju u slucaju zp = 0. Neka je o € <O, §> Neka je € >
0. Pretpostavka da red Y,°, a,e " konvergira u tocki zo = 0 znali da je red Y2, a,
konvergentan, pa postoji N = N(g) € Zs, takav da za sve m,n > N vrijedi |A,,,| < &.

Primjenom leme na nizove (a,)nez., 1 (€"*)nez.,, dobivamo da za m’ > m > N i
7= (x,y) € Dy, vrijedi

’

m’'—1
E A (e_’l"Z - e"l”*lz) + Ay e

m' -1
< & g |e_/lnz _ e_/ln+lz + |e_/lmlz| -

n=m n=m n=m
m' -1 Y m=l g
— -1z A, X -1z A x| _
_ng ze hdt|+e < ¢ Zf |ze |dt+e wr | =
n=m /ln n=m /1”
m' -1 Ap+1 /1171’
=& IZl Z f e_txdt + e_/lm’x = 8(|Z|f e_txdl- + e_/lm/x) =
n=m /ln ﬂm
|zl  _ _ _
=g|— (e Anx _ o ﬁm’x) +e ), (2.5)
X
Zbog

x>0, 02, <y = 0<e™ <e™<] = 0<e—ewi<],

iz (2.5) slijedi

m

n=m

|z 1 1
<g|l—+1|=g|l————+1]|<¢e +1],
X cos(Argz) cosa

za proizvoljne m,m’ > N1z = (x,y) € Dy ,. Kako ovo mozemo uciniti za proizvoljan
€ > 0, zakljuCujemo da je niz parcijalnih suma reda Y, , a,e~"* uniformno Cauchyjev na
Dy ,\{0} pa konvergira uniformno na D, ,\{0} (propozicija . Kako po pretpostavci
konvergira i u 0, zaklju¢ujemo da konvergira uniformno na cijelom D .

Pogledajmo sada slucaj zo # 0. Po pretpostavci Dirichletov red }.7 (ane‘”"m) e
konvergira u w = 0 pa, po dokazanom dijelu propozicije, konvergira uniformno na skupo-
vima

Dy, ={0U{weC : Rew >0, |Argw| < a}, ae<0,g>.
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Supstitucijom w = z — zg, red Yoo, a,e”** konvergira uniformno na skupovima

T
(2} U{z€C : Re(z—20) >0, [Argz—z0)| <@} = Doy s @€ <0,5>,

Sto smo 1 htjeli pokazati. O
Uvedimo oznaku
M, :={z€C:Rez> p}, p € RU {—o00, +00}.

Korolar 2.2.5. Ako Dirichletov red Y v, a,e~"* konvergira u tocki zo € C, tada konvergira
lokalno uniformno i definira holomorfnu funkciju na otvorenoj poluravnini Mg, .

Dokaz. Jasno je da za svaki zatvoren krug K(z,7) € Mge 2 Postoji @ € <0, g) takav da

je K(z,r) C D, o, pa propozicija povlaci da red Y>>, a,e”* konvergira uniformno
na svakom zatvorenom krugu u Mg, ,,, dakle i lokalno uniformno na Mg.,,. Kako su uz to

funkcije z - a,e™"*, n € Zsy, holomorfne, po korolaru(1.1.26.(iii)[red Y>>, a,e** definira
holomorfnu funkciju na Mg . m]

Definicija 2.2.6. Neka je Y-, a,e " Dirichletov red.

(o)

p :=inf {x eR: Z a,e~"* konvergira za Rez > x} € RU {—00, +00}
n=0

zovemo apscisom konvergencije reda ', a,e~"*. Poluravninu M, zovemo poluravninom
konvergencije reda 3" a,e™"~.

Uz ovu terminologiju, direktna posljedica korolara jest sljedeci rezultat.

Korolar 2.2.7. Dirichletov red ¥, a,e™** s apscisom konvergencije p konvergira lokalno
uniformno i definira holomorfnu funkciju na svojoj poluravnini konvergencije, a divergira
zaRez < p.

Dirichletov red s nenegativnim koeficijentima

Propozicija 2.2.8. Neka je p € R i neka je Y-, a,e~"* Dirichletov red s nenegativnim
koeficijentima (1j. vrijedi a, > 0 za sve n € Zsg). Ako red Y -, a,e”** konvergira na
poluravnini M, i ako se njime definirana holomorfna funkcija f : M, — C analiticki
proSiruje u okolini tocke p, tada postoji € > 0 takav da red Y v, a,e”"* konvergira na
poluravnini M,,_,.
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Dokaz. Dokazimo najprije tvrdnju u sluaju p = 0. Neka je U 2 M, otvorena okolina
tocke 0 takva da postoji analiticko proSirenje f; : U — C funkcije f. Nekasu e > &> 0
takvi da je K(1,1+¢;) € U (moZemo uzeti npr. &; := /1 + é— 1 zaneki r > 0 takav da je
K(0,r) € U). Kako je f; holomorfna na U, ona se na K(1, 1 + &) razvija u svoj Taylorov
red oko 1 (teorem (1.1.33)), tj. vrijedi

(o)

(n)
filz) = Z f (1)(z - 1), z€ K(1,1 + &). (2.6)

|
n=0 n:

Kako je Y2, a,e”** red holomorfnih funkcija koji konvergira lokalno uniformno na M,

(korolar 2.2.7)), na toj ga domeni moZemo derivirati ¢lan po ¢lan (korolar pa
vrijedi

[ee)

FO) =) an(=an)'e™,  neZu.

m=0

Uvrstimo li to u (2.6)), stavljajuéi z = —¢ € K(1, 1 + &), dobivamo

) 00_ ” _/lm n,—Am & i m/l:';l =Am "
ey = ) BT gy 5 S Sy
n=0 :

!
n=0 m=0 n:

Budu¢i da dvostruki red na desnoj strani ima nenegativne ¢lanove, u njemu smijemo pro-
mijeniti poredak sumacije. Dobivamo

o0

fi(=g) = i e i (/lm(ln-‘l- ' _ i a4, et (1+0) = Z e,

m=0 n=0 m=0 m=0

Dakle, red Y02, a,e~** konvergira u to¢ki — pa, po korolaru konvergira 1 na polu-
ravnini M_,.

U slucaju kad je p # 0, iz pretpostavke propozicije translacijom za —p slijedi da red
P e TP = 3 (a,,e‘*"”) e~ konvergira na M, i da se njime definirana holomorfna
funkcija analiti¢ki proSiruje u okolini tocke 0 pa, po dokazanom dijelu teorema, taj red
konvergira na M_, za neki & > 0. Translacijom za p, red },,” a,e~"* konvergira na M,_..

O

Obican Dirichletov red

Lema 2.2.9. Neka je Y. % obi¢an Dirichletov red.

n=1 ns

(i) Ako postoji M > 0 takav da je |a,| < M za sve n € Zso, tada ¥, , ** konvergira
apsolutno za Re s > 1.



36 POGLAVLIJE 2. DIRICHLETOV TEOREM O ARITMETICKIM NIZOVIMA

0 ay
n=1 ps

(ii) Ako postoji M > 0 takav da je |A, | < M za sve m,n € Z, tada ),
zaRes > 0.

konvergira

Dokaz. (i) Ako je Re s > 1, imamo

n=1 n=1

dakle Y7, % konvergira apsolutno.

n=1 ns

(ii) Pokazimo prvo tvrdnju za s > 0. Za m,m’ € Z.y, m < m’, Koriste¢i Abelovu lemu

(lema2.2.3)) dobivamo

m’ m' -1
1 1 1
§ Amn — +Amm’
\nt (m+ 1) T oms

An
2

S|
= MZ e < 00,
n=1

1
ns

an
ns

m'—1
1 1 1
= o * jer je [yl < M
- [; n’ (I/l + 1)‘ ‘mrs ) (]erJe | ’ | )
m'—1
1 1 1
=M - . . O
[; (ns (n+ l)S) + m/s] (er je s > 0)
Mmoo
=— —
mS

Dakle, ako je s > 0, niz parcijalnih suma reda }
C, i konvergentan, tj. red )., 2 konvergira.

n=1 ns

Neka je p apscisa konvergencije reda -, “. Po korolaru zaRes < pred ), &

n=1 ps n=1 ps
divergira pa, iz dokazane Cinjenice da on konvergira za s > 0, zakljuCujemo da je p < 0. To
znaci da poluravnina konvergencije M, sadrzi My, pa )., = konvergirazaRes > 0. 0O

n=1 ps

Cauchyjev je pa, zbog potpunosti od

n=1 ps

Eulerovi produkti

Definicija 2.2.10. KaZemo da je funkcija f : Z.o — C multiplikativna ako je f(1) = 1iza
sve parove relativno prostih brojeva m,n € Z. vrijedi

f(mn) = f(m)f(n).

Ako je ova jednakost zadovoljena cak za sve m,n € Z, kaZemo da je f potpuno multipli-
kativna funkcija.

o f(n)

n=1 ps

Lema 2.2.11. Neka je f multiplikativna funkcija. Neka je s € C takav da red },
konvergira apsolutno. Tada vrijedi

oo 2 3
ZLI:):H(HW)J(P)+f(P)+...). 2.7)
n=1 n

K 2s 3s
b pPop P
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Dokaz. Oznac¢imo

s=51W pe ﬂ( LD 0D S0 )

2s p3s

n=1 peP

Kako je

f(p) f(pz) f(p ) . f(p")

ps pZS

fm| _

2,

pEP

S

pEP k

2

beskonacan produkt P konvergira apsolutno.
Neka je € > 0. Zbog apsolutne konvergencije reda S, postoji m; € Z. takav da vrijedi

)

n=m

fn)

nS

&
< 3 (2.8)

Nadalje, po definiciji vrijednosti beskona¢nog produkta (formula (1.2))), postoji m, € Z.g
takav da za m > m;, vrijedi

S
< 3 (2.9)

2
1—[ (1 N f(zj) f(l;) f(l;) __)_P
p p p

PEP<y

Oznacimo, za § C P, sa N(S) skup strogo pozitivnih cijelih brojeva Ciji su svi prosti dje-
litelji elementi skupa §. Kako je za svaki p € Pred )}, L (” )
induktivnom primjenom propozicije [1.2.10] koriste¢i multlphkatlvnost funkcije f, d0b1—

vamo da je za svaki m € Z

1 ( LD DY | ) _ oy o
PP, PP neN B TF
dakle, po (2.9), za m > m, vrijedi
D f(’:) —Pl < £ (2.10)
nENPm) 3

Neka je m := max{m;, m,}. Imamo

Z f(n)

IS - Pl <|S

5 ]

neNP<p)

Zf(n) Z f::) N

neNP<pn)
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Ocijenimo svaki pribrojnik na desnoj strani. Vrijedi

[59) [

OS] | ) f(n) S| &3 e
S obzirom da je {1,2,...,m} € N(P,), imamo i
- f(n) S| S(n) f(n) O | f()| 23 &
nZ:; ns _neNZ(IP;q”) no| Z ns = Z ns SHZ”;] n < 3

nEN(PSm) "eN(PSm)
n>m n>m

Napokon,
(AL
<

5

neNP<n)

€
3 .

Zbrajanjem dobivamo da je |S — P| < &. Kako to vrijedi za proizvoljan € > 0, zakljucujemo
daje S = P, tj. vrijedi (2.7). O
AU

n=1 ps

Propozicija 2.2.12. Neka je f ogranicena multiplikativna funkcija. Dirichletov red ),
konvergira apsolutno i definira holomorfnu funkciju na poluravnini My, i vrijedi

o 2 3
- n D p p

peP

pri cemu je produkt na desnoj strani beskonacan produkt holomorfnih funkcija na M, koji
konvergira normalno po kompaktima.

Dokaz. Oznacimo

iy % k
S(s)= 10 = > W) pgy = [T(r+s50).
n=1 k=1

n p peP

Kako je f ogranicena, tvrdnja o apsolutnoj konvergeciji reda S na M, slijedi iz leme
Holomorfnost sada daje korolar [2.2.5] a jednakost (2.11)) direktna je posljedica
leme

Preostaje pokazati da su faktori beskonacnog produkta P dobro definirane holomorfne
funkcije na M, 1 da on konvergira normalno po kompaktima u M;. Neka je M > 0 takav
da za sve n € Z vrijedi | f(n)] < M. Za fiksan p € P, za Re s > x > 1 imamo ocjenu

k oo
fl()’;) < pAk/Ix, keZo 1Y M SMZl < oo,
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dakle f, je red holomorfnih funkcija koji konvergira normalno na skupovima M,, x > 1, a

onda i na kompaktima u M; pa, po propoziciji [I.1.25]i korolaru red f, definira

holomorfnu funkciju na M;. Nadalje, kako jezaRe s > x > 1

Zf(p") Zpkx peP, i Z(Z )MZ—<OO

k=1 peP \k=1
red ). cp f, konvergira normalno na poluravninama M,, x > 1, pa onda i na kompaktima u
M, dakle beskonacan produkt P konvergira normalno po kompaktima u M;. O

1fp()] =

Korolar 2.2.13. Ako je f : Z.y — C ogranicena potpuno multiplikativna funkcija, tada

vrijedi
fn) 1
Z l_[ —1 " Res>1,

pGP ps

pri cemu je produkt na desnoj strani beskonacan produkt holomorfnih funkcija na M, koji
konvergira normalno po kompaktima.

Dokaz. Uoc¢imo prvo da f nuzno zadovoljava |f(n)| < 1, n € Z.y. Naime, kad bi postojao
n € Zs takav da je | f(n)| > 1, imali bismo, zbog potpune multiplikativnosti, za k € Z.,

@] = 1F ) = 1F ) = +oo,

<1
Tvrdnja sada slijedi direktno iz propozicije|2.2.12|1 Cinjenice da je, zbog potpune mul-
tiplikativnosti funkcije f,za p € P

f(p") f(p) 1
Z Z(ps)—l_m Res> 1. o

ps

Sto je nemoguce jer je f ogranicena. Posebno, za Re s > 11 p € P vrijedi |—%-

Spomenimo ovdje 1 jedan rezultat o Eulerovim produktima s nenegativnim koeficijen-
tima.

Definicija _2.2.14. Ngka Jje (anlnez., Rzo. KaZemo da beskonacan produkt 11, a, kon-
vergira u R ako u Ry postoji

lim 1_[ a.

n—00 t=1

U tom slucaju taj limes zovemo vrijednoséu beskonacnog produkta [, a, i oznacavamo
ga takoder sa [, a,.
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Lema 2.2.15. Neka je f : Z.y — Ry takva da je f(1) = 1, i neka je s € R. Beskonacan
s D
produkt [],ep 230 f;’,;) konvergira u Ry i vrijedi

]—[Z 1" Z -, (2.12)

peP k=0

gdje je
Ay = l_[ @Y, nel

peP
pkll’l, pk+l)(n

Dokaz. Kako je f nenegativna i f(1) = 1, svaki je faktor beskona¢nog produkta u (2.12))
> 1, dakle niz parcijalnih produkata rastuci je, pa nuzno i konvergentan, niz u Ro. Drugim
rijeCima, beskonacan produkt iz (2.12)) konvergira u R.o. Imamo

f(p) f(p) . a O ay
HZ WHZ =lm > =) -

peP k=0 PEP<y k=0 neNPgy) n=1
pri ¢emu je druga jednakost posljedica propozicije|1.2.11} a treca vrijedi jer je 3,2, = red
s nenegativnim ¢lanovima. O

2.3 Zeta funkcija

Definicija 2.3.1. Funkciju

o0

1
l: M, - C, {(s)::zﬁ, Res> 1,

n=1
zovemo zeta funkcijom.

0 f(n)

Zeta funkcija definirana je Dirichletovim redom »,~ , pri ¢emu je f : Z,y —
C, f = 1. Kako je f trivijalan primjer ogranicene potpuno multlphkatlvne funkcije, iz
propozicije [2.2.12] i korolara [2.2.13] slijedi da je ¢ dobro definirana holomorfna funkcija
koja zadovoljava produktnu formulu

Z(s) = 1—[1_% Res> 1. (2.13)

peP P’

Propozicija 2.3.2. Postoji holomorfna funkcija ¢ : My — C takva da vrijedi

{(s) = L+<;>(s), Res > 1.
s—1
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Dokaz. UoCimo da je, zaRe s > 1,

S1 1 - f _dt B fz tsll "””)(t)dt - Zf ﬂ[nn+1>(t)dt = Zf —dl

pri cemu treca jednakost vrijedi jer je niz parcijalnih suma reda 2, = L1 {uns1y(?) apsolutno
dominiran integrabilnom funkcijom 7e L[1.+00)(?) Pa, po Lebesgueovu teoremu o dominira-
noj konvergenciji, suma smije iskociti ispred 1ntegrala. Slijedi

§<s>——1+z( fn'ml )

Da bismo dovrSili dokaz, dovoljno je pokazati da je

¢:My— C, ¢(S)—Zf (;——)dt Re s > 0,

dobro definirana holomorfna funkcija. Definirajmo, za n € Z., funkcije

(___) , Res> 1.

nX \y

n+1 1 1
¢, : My — C, du(s) = f (f - f) dt, Res>0.

nb tA

Po propoziciji[I.1.10} funkcije ¢, su holomorfne. Nadalje, za svaki n € Z., imamo

n+1 1 1 n+1 !
i< [ | -ala= ][ S

Unutra$nji integral na desnoj strani integral je funkcije

dt, Res > 0.

S S

= 75+ = SG+DLnz

po putu vy : [n,t] = C, y(u) := u, pa primjenom Fundamentalne ocjene (I.1)) slijedi

n+1
dt < max
n z€[n,n+1]

Dakle, ako su x,r > 0,za s € C(r,x) := {z€ C: Rez > x,|z| < r} vrijedi

N
Zs+1

S
=B Resso
n es+1

n+1
|¢n(S)|Sf (f — n) max

ZG[n t] ZS+1

o T 1
|pn($)| < x+l ’ a Z ne+l =r nx+l < ©o.

Prema tome, red ", ¢, konvergira normalno na kruznom odsjecku C(r, x). Kako je svaki
kompaktan podskup K poluravnine M, sadrzan u nekom odsjecCku tog oblika (npr. K C
C (max,eklz], d(K,iR)), zakljuCujemo da red ), | ¢, konvergira normalno po kompaktima

u M, pa je (propozicija[I.1.25] korolar njegova suma ¢ holomorfna funkcija

na M,. O
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Dakle, zeta funkcija analiticki se proSiruje do meromorfne funkcije na poluravnini M.
Jedini pol tog proSirenja je 1. MoZe se pokazati da se zeta funkcija analiti¢ki proSiruje do
meromorfne funkcije na cijelom C (1 je jedini pol i tog proSirenja).

2.4 L-funkcije

Neka je m € Z. i neka je y karakter modulo m.

Definicija 2.4.1. Dirichletov red

n

L(s) = Z){(fsl)
n=1

zovemo L-redom karaktera y.

Kako je slika karaktera y konacna (preciznije, za svaki n € Z vrijedi da je y(n) ili O ili
@(m)-ti korijen iz jedinice u C), y je ograniCena funkcija. Osim toga, restrikcija karaktera y
na Z.( potpuno je multiplikativna funkcija, pa iz propozicije[2.2.12]i korolara[2.2.13|slijedi
da red L, definira holomorfnu funkciju na M, i da vrijedi produktna formula

Ly(s) = ]—[ ! Res > 1. (2.14)

x@)’
pEP 1 - p-V

Propozicija 2.4.2. Ako je y = 1, holomorfna funkcija na M, definirana redom L, analiticki
se proSiruje do meromorfne funkcije na My s jedinstvenim polom 1.

Dokaz. Imamo

LX(s)@ﬂl_l_—ﬂlj_-ﬂ(l—l%)@g(s)n(l—l%), Res > 1.

1 1
pEP P peP pS  peP peP
ptm plm plm

Kako je za svaki p € P funkcija s — 1 — L holomorfna na M, i 1 nije njezina nultocka,
. ce e - . . . P .. ..
tvrdnja slijedi iz odgovarajucih svojstava zeta funkcije (propozicija[2.3.2). m|

Propozicija 2.4.3. Ako je x # 1, red L, definira holomorfnu funkciju na M.
Dokaz. Uz oznaku a, := x(n), n € Zs, vrijedi L, (s) = >\, =. Za k,l € Z5o, k < [, neka

n=1 ns

sugeZirel{0,1,...,m—1}takvidajel—k+1 = gm+r (takvi g i r postoje po Teoremu
o dijeljenju s ostatkom). Imamo

k+m—1 k+2m—1 k+gm—1 k+gm+r—1

l
Ag =D xm= Y xm+ Y xm+...+ > xm+ Y xm.
n=k

n=k n=k+m n=k+(g—1)m n=k+qm
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Kako je y periodi¢na funkcija s periodom m, slijedi

m k+r—1 k+r—1
Au=g) xm+ Y xm=q > xm+ > x,
n=1 n=k ne(Z/mz)y* n=k
odakle, zbog 3. ,cz/mzy X(n) = 0 (propozicija[2.1.8), slijedi
k+r—1
Ay = Z x(n).
n=k
Dakle, A;,; je suma vrijednosti m-periodi¢ne funkcije y : Z — Cur € {0,1,...,m —

1} uzastopnih cijelih brojeva. Jasno je da postoji samo konac¢no mnogo moguénosti za
vrijednost takve sume. Dakle, skup {Ay; : k,/ € Z.(, k < [} konacan je, pa onda i ogranicen.
Po lemi 2.2.9 slijedi da Dirichletov red L,(s) = X, % konvergira za Res > 0 pa, po

n=1 ps

korolaru definira holomorfnu funkciju na M. i

Definicija 2.4.4. Meromorfnu funkciju iz propozicije ako je y = 1, odnosno ho-
lomorfnu fukciju iz propozicije ako je y # 1, zovemo L-funkcijom karaktera y i
oznacavamo je sa L(y,-).

Produkt L-funkcija

Neka je m € Z.o,. Za dokaz Dirichletova teorema u potpoglavlju klju¢no ce biti
ponasanje L-funkcija karaktera modulo m u tocki 1. Vidjeli smo (propozicija [2.4.3)) da
je 1 pol prvog reda funkcije L(1,-), dok su L-funkcije netrivijalnih karaktera analiticke u
1. Sada ¢emo pokazati da 1 nije nultocka L-funkcije nijednog netrivijalnog modularnog
karaktera, 1 to proucavajuci svojstva produkta L-funkcija svih karaktera modulo m.

Uvedimo oznaku G,, := (Z/mZ)" i, za n € Z. relativno prost sa m, ozna¢imo sa |n| red
od n + Z/mZ u grupi G,,.

Lema 2.4.5. Neka je p € P takav da p 1 m. Vrijedi

]—[ (1 —x(P)X) = (1 —X"")% . (2.15)

X€Gm

Dokaz. OznaCimo sa Ry, grupu |p|-tih korijena iz jedinice u C. Naravno, za svaki karakter
x modulo m vrijedi x(p) € Ry, a po propoziciji|2.1.5.(11)| za svaki je w € Ry,

_em)

[ € Gt x(p) = w)| o
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Odavde slijedi da je

@(m)
1Pl o(m)

]—[(l—wX)] :(1_X|p|) "

wERw

[Ta-xwx =

X6

pri Cemu zadnja jednakost vrijedi jer svaki od polinoma [T, ,(1 — wX) i 1 — Xl ima skup
(jednostrukih) korijena jednak Ry, 1 slobodni koeficijent 1, a nad C postoji to¢no jedan
polinom s tim svojstvima, pa je nuzno [z, (1 — wX) = 1 — X"\ O

Propozicija 2.4.6. Funkcija

lniMy—>C,  Ln(s):= ]_[ L(x.s), Res>0,

X Eém

meromorfna je funkcija na My i zadovoljava produktnu formulu

1
)= | ———5  Res>1

peP (1 _ 1 ) pl
o P

Nadalje, postoji Dirichletov red Y.

et 2 takav da vrijedi

(59

L= ) % Res> 1,

n=1

pri Cemu su koeficijenti a,, n € Z, nenegativni cijeli brojevi, i za sve n € Zs relativno
proste sa m vrijedi a,em > 1.

Dokaz. Kako je £, po definiciji produkt konaéno mnogo meromorfnih funkcija na M, 1
sama je meromorfna funkcija na M. Nadalje, za Re s > 1 imamo

n(s) = 1_[ Lix s) @ l_[ l_[ _x(» l_[ l_[ _x(p 1—[ ]—[ X(P)

x€Gon x€Gon peP P x€Gon peP P peP ,\/eG,,,

Koriste¢i lemu [2.4.5| (evaluacijom (2.15) u ) dobivamo produktnu formulu

1
)= | ——  Res>1.

e (1= 5) "
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1z nje, koristeéi Cinjenicu da se, za n € Z.y, holomorfna funkcija z +— na K(0,1)

razvija u svoj Taylorov red oko 0, tj. vrijedi

1 o (k+n—1) ,
(l—z)”_Z( L )z, < 1,

k=0

(1 2"

dobivamo

p
4111(5) 1_[ Z( o) ) p|P|kS’ Res > 1.

peP k=0 Pl
pim

Ovo, uz definiciju f : Z.o — Ry,

tﬁ(m) —1

k+‘p‘(:’|l) 1 . | ‘k .
! , akojen = pP zaneke p € P, m, 1k € Zso,
f(n) = {( ) jen=r peb.pt i eZog (2.16)

0, inace,

mozemo zapisati kao

8

Lo(s) = P) Ress 1.
cP [=
pa po lemi [2.2.15|slijedi da je
L()=y 2 Res>1
n=1 n’
gdje je
a= || fo)  nez. (2.17)
peP
plln7 p/+l*n

Ocito je a, € Zg za sve n € Z,. Dokazimo dared 3, “ zadovoljava i zadnji zahtjev
propozicije. Neka je n € Z. relativno prost sa m. Iz @]} vidimo da je a,«m produkt
kona¢no mnogo faktora oblika f (p'), pri Cemu p £ m, a l je djelijv sa ¢(m), paondaisa|p|,
tj. | = |plk zaneki k € Z. 1z (2.16) vidimo da su svi takvi faktori > 1. Zatojeiaem > 1. O

Korolar 2.4.7. 1 € C nije nultocka L-funkcije nijednog karaktera y € G,,\{1}.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji yo € G, \{1} takav da je L(xo, 1) = 0. Imamo

Zn(s) = (s = D L(1,5)) m’” [ roes  semm.

-1 )
X€Gu\(1.xo0)
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Kako je 1 pol prvog reda meromorfne funkcije L(1,-) (propozicija|2.4.2), nultocka holo-
morfne funkcije L(yo,-) 1 tocka u domeni holomorfnih funkcija L(,\(, ), X € G, \{1, Yo},
(propozicija[2.4.3), zaklju¢ujemo da se svaki faktor na desnoj strani analiticki prosiruje do
holomorfne funkcije na M, (vidi propoziciju [I.1.44.(i1))), dakle funkcija ¢, je holomorfna
na M,.

Neka je >.,2, % Dirichletov red iz propozicije - Kako je ¢, holomorfna na M,
ona je analiti¢ko proSirenje na poluravninu MO funkcije M; — C definirane Dirichletovim
redom (s nenegativnim koeﬁcuenﬂma) > Iz propozicije 2 2.8| slijedi da je apscisa

nlA

konvergencije reda Yot o+ manja od 111 jednaka O, pa red 37, = konvergira na M. Po-
sebno, red 37, = konverglrau tocki —— ( 5 4. vrijedi
I < o, (2.18)
n=1 nem

Medutim, kako za sve n € Z.( koji su relativno prosti sa m vrijedi a,¢m» > 1 (propozicija

2.4.6), imamo i

[ee)

a, 1 1 1
Z LZZ—L:ZZZZ_:-FOO’ (2.19)
=1 MF neZmno (nsﬂ(m))sa(m) neZuo peP 14

(n,m)=1 (n,m)=1 pim

pri ¢emu zadnja jednakost vrijedi jer se red ) cp, pim L od reda peP 3 L koji dlverglra (to
¢emo, neovisno o ovoj propoziciji, dokazati u sljedecem odjeljku (napomena 2.5.5)), ra-
zlikuje samo za kona¢no mnogo ¢lanova. Naravno, (2.18) i (2.19) su u kontradlkcm. Za-
kljucujemo da 1 nije nultocka L-funkcije nijednog netrivijalnog karaktera modulo m. O

2.5 Analiticka gustoca
Za mjerenje “veli¢ine” (beskonacnih) podskupova skupa prostih brojeva u odnosu na “ve-
licinu” cijelog skupa P, uvode se razne vrste gustoce podskupa skupa P u P.

Definicija 2.5.1. Neka je S C P. Ako postoji limes

o P €S :p=ni
oo [{pePip<njl’

zovemo ga prirodnom (asimptotskom) gustocom skupa S (u P) i oznacavamo ga sa 6(S).
Definicija 2.5.2. Neka je S C P. Ako postoji limes
ZpeS L

lim ,
SNl ZpEP pS

zovemo ga analitickom (Dirichletovom) gusto¢om skupa S i oznacavamo ga sa d(S).
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Napomena 2.5.3. (a) Iz definicija je jasno da su i prirodna i analiticka gustoc¢a skupa
S C P, kad postoje, elementi segmenta [0, 1], i da je 5(P) = d(P) = 1.

(b) Lako se vidi i da konacna disjunktna unija skupova koji imaju prirodnu / analiticku
gustocu takoder ima prirodnu / analiticku gustocu, i ona je jednaka sumi njihovih
gustoca.

(c) MoZe se pokazati da svaki S C P koji ima prirodnu gusto¢u ima i analiticku gustocu,
i ona je jednaka prirodnoj gustoci (obrat ne vrijedi). lako je pojam prirodne gustoce
intuitivno zaista “prirodniji”’, nama e biti spretnije raditi s analitickom gustocom.
Spomenimo samo da se moZe pokazati da glavni teoremi ovog poglavlja, teoremi
i koje mi u ovom radu iskazujemo i dokazujemo u terminima analiticke gustoce,
vrijede i ako u njihovim iskazima analiticku gustocu zamijenimo prirodnom gustocom.

Propozicija 2.5.4.
Zpe]? -
lim
s\ ln—
Dokaz. Uoimo da za s > 1 vrijedi —= > 01i{(s) = 2,7, ns > 0 pa su vrijednosti In .——

i In(s) definirane. 1z formule m kOI'lSteCI neprekidnost funkcije In, dobivamo

lng“(s):ln[lim [1- 1 1):1im1n(1—[ : 1 1]:1im[_ Zln(l—%))

PEP<, P’ PEP<n P’ PEP<n

Kako je dvostruki red na desnoj strani red s nenegativnim ¢lanovima, u njemu smijemo
mijenjati poredak sumacije, pa vrijedi

In(s) = Z +> Z e . (2.20)

peP pEP k=2
Slijedi
2pep L‘ 2ipep is 1
= e ar— O N 221
In ﬁ 2per » T 2ipeP 2ked ey In ﬁ

Pogledajmo Sto se dogada sa svakim od faktora na desnoj strani u (2.21) kad s \, 1.
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Za s > 1 moZemo ocijeniti

S| | 1 1 1 1
szp'“szzﬁ: Fl—%zzp%ps—nsp%;p(p—lf

peP k=2 peP k=2 peP P! peP
= 1 = 1 1 1 1
= — =] = l —_— ] =
<n2=;n(n—1) ;(n—l n) nir?o;(k—1 k)
1
= lim (1 - —) = 1. (2.22)
n—oo n

Kako je lims; {(s) = 400, pa je i limy; In({(s)) = +00, iz formule (2.20) i ocjene (2.22))
zakljuCujemo da je

1
lim — = +oo. (2.23)
s\ = p
Iz (2.22)) i (2.23) jasno je da je
Y pck =
lim Py - 1. (2.24)

1 1
NI Y ipep 55 + Lpep ey o

Da bismo vidjeli $to se dogada s drugim faktorom u (2.21), sjetimo se da analiti¢ko
prosirenje funkcije £ na My u 1 ima pol prvog reda (propozicija (2.3.2)), pa (propozicija
postoji holomorfna funkcija 4 : K(1,1) — C takva da vrijedi h(1) # 01 {(s) =
“Gzas € KX(1,1) N M. Za s € (1,2) vrijedi {(s) > 0, pa ondaii h(s) > 0. Zbog
neprekidnosti funkcije £ slijedi da je A(1) > 0, tj., zbog h(1) # 0, h(1) > 0. Za s € (1,2)
sada imamo

Inl(s) 111%) _ InhA(s) = In(s — 1) - In A(s) EASR (2.25)

In L B In L —In(s—1) In(s — 1)

jer je limg; InA(s) = Inh(1), a limy; In(s — 1) = —oo.
Napokon, iz (2.21)), 2.24) i (2.25)) zakljuujemo da je

1
. ZpeIP’ s
lim =1,

sNI In sT11

Sto je 1 trebalo pokazati. O
Napomena 2.5.5. Primijetimo da smo u prethodnom dokazu usput prakticki dokazali i da

je
Z%:m.

peP

. ee  ge ge . v . . 1 1 .
Naime, to slijedi direktno iz (2.23) i Cinjenice da je 3, ,cp e 2 pep -5 za svaki s > 1.
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Korolar 2.5.6. Neka je S C P. Vrijedi

1 1
. ZpES P . ZpeS S
lim = lim ,

1 : 1
s\l Zpe]P’ = s\l In —

u smislu da jedan limes postoji ako i samo ako postoji i drugi, i da su, kad postoje,
medusobno jednaki.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz propozicije [2.5.4| puStanjem limesa kad s ™\, 1 u jedna-

kosti

1 1
ZpeS S ZpES I’y In sTll

[ T - O
2ipep » In—= XY, »
Ovime smo dobili alternativnu definiciju analitiCke gustoée skupa § C P:
. ZpES l%
d(S) :=lim — (2.26)
s\I In

=1

ako limes na desnoj strani postoji.
Lema 2.5.7. Neka je S C P konacan. Tada je d(S) = 0.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz (2.26)) i ¢injenice da je limg; 3 es # = 2 pes i < oo,
dok je limy; In -5 = +o0. o

2.6 Dokaz Dirichletova teorema

Teorem 2.6.1. Neka sua € Z i m € Z. relativno prosti. Skup
P,={peP:p=a (mod m)}

ima analiticku gustocu ﬁ.

Dokaz. Zanima nas limes

Z P,,ls Z P, p=a dm ls
lim 2l r gy 2P pEatmodm pr 2.27)

1 1
SNl Zpe]? » SNl ZpeP I3

Neka je a™! bilo koji cijeli broj sa svojstvom a”'a = 1 (mod m) (tj. bilo koji predstavnik

inverza klase a + Z/mZ u grupi G,,). Iz relacija ortogonalnosti za karaktere konacnih
Abelovih grupa (propozicija[2.1.9) dobivamo

~ (m), a'p=1 (mod m),
Z xa'py=1{% _lp peP, ptm. (2.28)
oy 0, a'pz1 (modm),
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Primijetimo da u ovoj jednakosti moZemo i zaboraviti uvjet p f m, s obzirom da u slucaju
kad p | m vrijedi da a”!p nije relativno prost sa m pa je a”'p % 1 (mod m) i da je
Yee, X@'p) = ¥, 0 = 0. Jednakost (2.28) mozemo, buduci da je uvjet a”'p = 1
(mod m) ekvivalentan sa p = a (mod m), zgodno iskoristiti za novi zapis brojnika u (2.27):

@'p)
IR TPINE S

PpEP, PEP .

Kako za sve y € G,, i s > 1 vrijedi peP

xla” p) 1 @'p)
= P' ZpeIP P’ < é-v(s) < o, pa ZpeP)(apxp

konvergira (apsolutno), slijedi

xa'p) )((p)
ZE so(m) 2.2, P so(m) Z)((a)z > 229

PEP, x€G,, PEP peP

Ova jednakost omogucuje da limes (2.27)) shvatimo kao sumu ¢(m) novih limesa, indeksi-
ranih po G,,, u nadi da svi ti limesi postoje i da ih znamo izraCunati.
Za y € G, definirajmo

My >C, fis) ::ZX;‘;), Res > 1.

peP
Kako zaRe s > x > 1 vrijedi
1 1 w1
|)((p) 1 a Z oyl
ps p peP px n=1 n*

red 3 ,ep % f) holomorfnih funkcija konvergira normalno po kompaktima u M, pa je (pro-
pozicija i korolar(1.1.26.(111)) f, dobro definirana holomorfna funkcija na M,.

Lema 2.6.2. Za y € G,,, x = 1, vrijedi

lim L)

=1,
sl Zpe]? s

Dokaz. Za y = 1 imamo

1 1
lim ]S((S) ~ lim ZpeIP’,p)(m I3 ~ lim Zpe]P ZpeIP’ plm ps _

1 1
sl ZpEIP’ s sl Zpe]P’ 'S sl ZpEP P

pri Cemu zadnja jednakost vrijedi zbog (2.23)) i ¢injenice da za sve s > 1 vrijedi 3 ,ep pjm # <
ZpeP,p\m 1 <m. o
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Lema 2.6.3. Za y € G, x # 1, vrijedi

lim ];(S)l =
s\l Zpe]P’ '

Dokaz. Primijetimo da je dovoljno pokazati da je funkcija f, ograni¢ena na nekom inter-
valu oblika (1, 1 + &), & > 0; tvrdnja onda slijedi direktno iz (2.23)). Sli¢no kao §to je osnova
dokaza propozicije [2.5.4] bila promatranje logaritma zeta funkcije, osnova ovog dokaza bit
¢e promatranje logaritma funkcije L(y, ). Ovdje se, medutim, ne moZzemo posluZiti real-
nim logaritmom, ve¢ ¢emo morati Zonglirati razli¢itim kompleksnim logaritmima funkcije
L(y, ).

Za pocetak, definirajmo

1
gZM1—>C, g(S):ZZLHE, Res > 1.

pGP ps

Pokaiimo da ova deﬁnicija ima smisla. Lako se vidi da za p € P i Res > 1 vrijedi
Re - —L— >0, paje — u domeni glavne grane kompleksnog logaritma, dakle svi ¢lanovi

S

IX(

gornje sume dobro su deﬁmranl. Nadalje, koriste¢i razvoj holomorfne funkcije z — Ln 1_—z
u Taylorov red oko 0 na K(0, 1) dobivamo da za p € P vrijedi

X()'
Ln - B anm, Res > 1. (2.30)

Odavde slijedidaje,zapePiRes > x> 1,

1 o )"
Lnl_)% SHZ:; np S;np
a
il’lplnx_z Zzn nx S {(X)+1<00,
peP n=1 PEP peEP n=2 PeP n= 2

dakle red X ,cp Ln

nama {z € C: Rez > x} x > 1, pa onda i na kompaktima u M, odakle slijedi (propozicija
i korolar[1.1.26.(ii1)) da je g dobro definirana holomorfna funkcija na M.
Iz (2.30) i deﬁnicije funkcije g dobivamo

g(s):ZZX(p) . Res> I,

peP n=1

X(p) holomorfnih funkcija na M, konvergira normalno na poluravni-
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pri ¢emu, zbog apsolutne konvergencije, dvostruki red na desnoj strani konvergira bezu-
vjetno, pa vrijedi i

()—ZX(p) Zifgﬂ)sn:ﬁ((s) ZZX( . Res>1. (231

PEP peP n=2 PP n=2
Kako je
X () O Y@
pzd;nzz;‘ nps szd;nz:; np ,,Zd;,,z;‘np”‘{“ < 1, Res > 1,

iz (2.37)) vidimo da je za zavrSetak dokaza leme, tj. da bismo dokazali ograni¢enost funkci-
je f, nanekom intervalu oblika (1, 1 + &), € > 0, viSe nego dovoljno pokazati da je funkcija
g ograni¢ena na K(1,r) N M; zaneki r > 0.

g je kompleksni logaritam funkcije L(y, -) na M;: imamo

Zper Ln —ir )
8(s) _ 1= _ e At
e e ; | |e | |1_X(P) L(y, s), Res > 1,

peP peP

pri ¢emu druga jednakost vrijedi zbog neprekidnosti eksponencijalne funkcije. S druge
strane, sjetimo se da je, po korolaru[2.4.7] L(y, 1) # 0, pa postoji @ € R takav da je L(y, 1)
u domeni grane kompleksnog logaritma In,. Stovise, zbog otvorenosti domene funkcije In,
1 neprekidnosti funkcije L(y, -), moZemo odabrati O < r < 1 takav da je i cijeli L(y, K(1,r))
sadrZan u domeni funkcije In,. Drugim rijeCima, funkcija

h:K({,r)— C, h(s) :=In, (L(y,s)), se€K({,r),

dobro je definirana. Naravno, / je, kao kompozicija holomorfnih funkcija, 1 sama holo-
morfna. Posebno, & je neprekidna, pa bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da
je odabrani r dovoljno malen da za sve s € K(1,r) vrijedi |h(s) — h(1)] < 1. Odavde slijedi
da je h ogranicena funkcija.

Za svaki s € K(1,r) N M,, s obzirom da su Ah(s) 1 g(s) logaritmi istog kompleksnog
broja, vrijedi h(s) — g(s) € 2niZ =: D. Dakle, (g — h)(K(1,r) " M;) € D. Kakoje g —h :
K(1,r)nM; — C neprekidna funkcija, ona povezan skup K(1, r)NM, preslikava u povezan
podskup od D. No, D je diskretan, pa su jedini njegovi neprazni povezani podskupovi
jednoclani. ZakljuCujemo da je g — h konstantna funkcija. Kako je 4 ograni¢ena, odavde
slijedi da je 1 g ogranicena na K(1,r) N My, Sto zavrSava dokaz leme. O

UvrStavanjem rezultata lema i dobivamo

1
e et IR W] B
NI Y ep o 90(’") ' x(a) S\‘ e ~e(m) | 1 x(a) @(m)

xeGu\{1}

Zakljucujemo da skup P, ima analiti¢ku gustocu i ona je jednaka — ( 5 m|
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p

Dokaz teorema|2.0.2] Pretpostavimo da tvrdnja teorema ne vrijedi, tj. da je skup P, konacan.
Po lemi , tada je d(P,) = 0. No, po teoremu vrijedi d(P,) = 5. Ovo je, na-

m)°

ravno, kontradikcija! Dakle, skup P, je beskonacan. O

2.7 Analiticka gustoca skupa { peEP,,: (%) = 1}

[lustrirajmo jednu primjenu Dirichletova teorema. Prisjetimo se najprije definicije i svoj-
stava Legendreovih simbola.

Definicija 2.7.1. Neka je p neparan prost broj. Za n € Z definiramo Legendreov simbol

0, n € pZ,
(f) =11, n+pZe(Z/pD)),
P -1, inace.

n

Za fiksni neparan prost broj p, funkcija (Z/p2)* — C*, n + pZ (;), netrivijalan je
karakter modulo p, sa slikom {—1, 1}, pa (kao direktna posljedica Prvog teorema o izomor-

fizmu grupa) vrijedi
n ¢p) _p-—1
Z:|=|=1p="—"FF=—.
{n i (p) }‘ 2 2

Postavlja se pitanje §to moZemo, za fiksni n € Z\Z?, reéi o veli¢ini skupa

per -

Odgovor u terminima analiti¢ke gustoce daje teorem Ovdje ¢emo ga dokazati kao
direktnu posljedicu teorema [2.6.1] Prisjetimo se najprije jo§ nekih poznatih rezultata iz
teorije brojeva.

Neka su €, w : Z\2Z — 7Z zadane sa

{0, n=1 (mod 4), {o, n=+1 (mod8),
g(n) = w(n) =
1, n=-1 (mod4), n

Funkcije € i w induciraju homomorfizme grupa (Z/4Z)* odnosno (Z/82)* na Z/2Z. Uz tu
interpretaciju, funkcije x — (—=1)*™ odnosno x +— (—1)“® karakteri su modulo 4 odnosno
8.

Propozicija 2.7.2. Neka je p neparan prost broj. Vrijedi

(__1) = (_1)8(17), (%) = (_l)w(p)_
4 p
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Teorem 2.7.3 (Gaussov zakon kvadratnog reciprociteta). Za razlicite neparne proste bro-

jeve p i q vrijedi
q) spetg) | P
(—) =(-1) (—) (2.32)
p q

Teorem 2.7.4 (Kineski teorem o ostacima). Neka je n € Z.o i neka su my,m,,...m, €
Zso u parovima relativno prosti. Neka su by, b,,...b, € Z. Tada sustav kongruencijskih
Jednadzbi

x = b, (mod my), k=1,2,...,n,

ima rjeSenje. Ako je x = a jedno njegovo rjesenje, skup svih rjesenja jest a + mymy - - - m,Z.

Lema 2.7.5. Neka je a € Z kvadratno slobodan. Tada postoji jedinstven karakter y,
modulo m := 4|a| takav da za svaki prost broj p koji ne dijeli m vrijedi

Xa(p) = (9)
P

Vrijedi x> = 1. Takoder, y, # 1 ako a # 1.

Dokaz. Kako je svaki karakter modulo m potpuno odreden svojim vrijednostima u prostim
brojevima koji ne dijele m, postoji najviSe jedan karakter y, s traZzenim svojstvom, i nuzZno
je xa (Z/mZ)") C {£1}, pajex2 = 1.

Pretpostavimo da je a = p1p; - - pi, gdje je k € Z, a p1, p2, - .., pr SU neparni prosti
brojevi. Trazimo karakter y, takav da za svaki prost broj p koji ne dijeli m vrijedi

Xo(p) = (ﬁ) - (ﬂ) e (&) e (_1)8(17)2'}:15@1‘) (ﬁ) e (ﬁ) = (—1)FPe@ (ﬁ) e (ﬁ)
p p p P1 Pk P1 Pk

Jasno je da je

X @MY > C, o+ mE) = (=10 (i) h (i) nez, (mm=1,
P1 Pk
jedan takav karakter. Takoder, ako je a # 1, tj. k > 1, vrijedi y # 1. Naime, odaberemo li
r € Z takav da je (le) = —1, po Kineskom teoremu o ostacima (teorem [2.7.4) postoji x € Z
takav da je

x=r (mod p)) 1 x=1 (mod4p;--- pp).

Ocito je y(x) = —1.

U slucajevima a = 2py---py, a = —p; -+ pr odnosno a = —2py - - - py, analogni ar-
gumenti (uz primjenu propozicije pokazuju da je (—1)“y, (=1)°y odnosno (—1)**“y
karakter s traZzenim svojstvima, i da nije identicki jednak 1. O
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p

Teorem 2.7.6. Neka je a € Z\Z*. Skup
S, = {p eP.,: (ﬁ) = 1}
p

Dokaz. Neka su x,y € Z takvi da je a = x?y, a y je kvadratno slobodan. Kako je a € Z\Z?,
vrijedi y # 1, a oCito je S, € §, i skup §,\S, je konaCan (podskup je skupa prostih
brojeva koji dijele a, a ne dijele y). Slijedi (lema[2.5.7] napomena[2.5.3.(b)) da skup S, ima
analiticku gustocu ako i samo ako skup §, ima analiticku gustocu, i u tom su slucaju one
jednake. Prema tome, tvrdnju je dovoljno dokazati u slucaju kad je a kvadratno slobodan
cijeli broj # 1. Uz oznake leme tada imamo

ima analiticku gustocu 1

[\

Se={peP:p+mZeKery)= [ ] (CnP),

CeKer y,

i vrijedi 2 = 1i y, # 1. Dakle, y, ima dvoclanu sliku, {—1, 1}, pa, po Prvom teoremu o

izomorfizmu grupa, vrijedi | Kery,| = @. Prema tome, S, je disjunktna unija @ sku-

pova od kojih svaki, po teoremu , ima analiticku gustocu ﬁ. Slijedi (vidi napomenu
2.5.3.(b))

O






Poglavlje 3

Modularne forme

3.1 Modularna grupa
Promotrimo djelovanje grupe
SLy(Z) :={A € My(Z) : detA = 1}
na gornju kompleksnu poluravninu
H:={z€eC:Imz> 0}

zadano sa

az+b a b
8z = 8=

CZ—+d’ d) S SLz(Z), z€ H.

Prije svega, primijetimo da za svaki izbor giz vrijedicz+d # 01

_(@d-bc)lmz  Imz

= >0
lcz + d|? lcz + d|?

Im

pa je definicija dobra. Lako se provjeri i da je ovo stvarno djelovanje grupe, tj. da vrijedi
Iz =z, (8182)z = £1(822), z€ H, g1, 8 € SLy(2).
Uocimo da g € SL,(Z) zadovoljava
8z=12, Z€H,

ako 1 samo ako je g € {I,—I}. (Naime, uvrstimo li u ovu formulu z = i i z = 2i, dobivamo
a=dib = —c = —4c, odakle slijedidaje nuznob = ¢ = 01, zbogad—bc =1,a =d = 1,
tj. g = +I. S druge strane, I i —I ocito zadovoljavaju formulu za sve z € H.) Dakle, za

57
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svaki g € SL,(Z) elementi g 1 —g grupe SL,(Z) na sve elemente poluravnine H djeluju na
isti nacin, pa djelovanje grupe SL,(Z) inducira djelovanje grupe

G = SLy(Z)/{+1},

i to je djelovanje vjerno, tj. preslikavanje koje elementu g € G pridruzuje funkciju z — gz
injektivno je.

Definicija 3.1.1. Grupu G zovemo modularnom grupom.

U nastavku ¢emo elemente grupe G oznacavati istim simbolima kao njihove predsta-
vnike u SL,(Z), tj. umjesto {+g} pisat ¢emo jednostavno g (ili, ekvivalentno, —g).

Oznacimo
0 -1 1 1
R ]

Sz=——, Tz=z+1.
Z

Za z € H vrijedi

Pokazat ¢emo da S i T generiraju grupu G. MozZe se pokazati da je <S ,T:5%,(S T)3>
prezentacija grupe G.

Definicija 3.1.2. Skup
1
D = {zeH:lRezIS 5 lz| > 1}
zovemo fundamentalnom domenom djelovanja grupe G.
Na ovako smjelom imenu skup D moZe zahvaliti tvrdnjama (i) i1 (ii) sljedeceg teorema.

Teorem 3.1.3. (i) Za svaki z € H postoji g € G takav da je gz € D, tj. D sadrZi predstav-
nike svih orbita djelovanja grupe G.

(ii) Medusobno razliciti z,,z, € D nalaze se u istoj orbiti djelovanja grupe G, tj. postoji
g € G takav da je gz, = 75, ako i samo ako vrijedi jedno od sljedeceg:

(a) Rezil=2izm=z+1;
(b) lal = 1izy = —L.
(iii) Jedini elementi skupa D s netrivijalnim stabilizatorima u G su:

(a) p:= e sa stabilizatorom {(I,ST,(ST)?};
(b) —p = % sa stabilizatorom {I,TS,(TS)?);
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Jo —p

-1 0 1

Slika 3.1: Fundamentalna domena D i njene transformacije elementima grupe G

(c) isa stabilizatorom {1, S }.
(iv) Grupa G generiranaje saS i T.

Dokaz. (i) Neka je G’ podgrupa grupe G generirana sa S i 7. Neka je z € H. Pokazat
¢emo da postoji g € G’ takav da je gz € D.

Odaberimo g’ = (Z

Z) € G’ takav da je Im(g'z) = lclz‘fjlz najveéi mogudéi. Da takav g’

postoji, slijedi iz geometrijski ocite Cinjenice da je za svaki M > 0 skup

{(c, d) € Z2\{(0,0)} : |czImTZd|2 > M} = {(c, d) € Z\{(0,0)} : lcz +d| < \/ImWZ}

konacan, pa je i Im(G’z) N [M, +oc0) konaCan. Za dovoljno malen M taj je skup 1 neprazan
pa ima najveci element y, i jasno je da je svaki g; € G’ takav da je Im(g,z) = y, dobar
izbor za g’.

Odaberimo sada n € Z takav da je Re(7"g’z) = Re(g’z) + n € [—%, %] Tvrdimo da je
T"g'z € D, tj.davrijedii|T"g’z| > 1. Zaista, kad bi bilo |T"g’z| < 1, imali bismo

Im(ST"g'z) = Im(77s'2) >Im(T"g’'z) = Im(g'z),
1T"g'zl?

Sto je u kontradikciji s izborom g’. Dakle, za g := T"g’ € G’ vrijedi gz € D.

(if), (iii) Da bismo pokazali (ii) i (iii), nadimo sve parove (g, z) € (G\{l}) X D takve da
je gz € D, tj. sve trojke (g,z,g2) € (G\{I}) X D X D. Primijetimo da je dovoljno pronaci
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samo one trojke koje zadovoljavaju i Im(gz) > Imz, tj. |cz + d|* < 1; preostale su trojke
onda oblika (g7!, gz, 2).
Kako je 1 > |cz + dI* > ¢*(Imz)* > 2¢?, vidimo da je moguée samo ¢ € {-1,0, 1}.
Akojec =0,imamo 1 = ad — bc = ad, paje a = d = =1, odakle slijedi daje g = T"
za neki n € Z\{0}. Geometrijski je jasno da su jedine translacije za cijeli broj n € Z\{0}
koje ne prebacuju sve z € D u H\D translacije za +1. Preciznije, u slucaju ¢ = 0 jedine su
trojke (g, z, gz) s traZenim svojstvom

1 . . 1

(T,z,z+ 1), Rezz—i, i (T ,z,z—l), Rez = %
U slucaju ¢ = 1 imamo | = ad — bc = ad — b pa za sve w € H vrijedi gw = % =
—“(W“fg;fl“d_h) w —, dakle g = TS T*. Takoder vrijedi 1 > |cz+d| = |z+d| > [Re(z + d)| >

IdI—IRezlzldl 3. 4. ldl < 2,paJenuznode{ 1,0,1}.

(1) Akojed =0,iz 1 > |cz+d| = |z| = 1 vidimo da jenuzno z € S(0,1)N D, pajei
—l =-z€S0O,1Hn D zato, da bi bilo gz = a — - € D, mora vrijediti a € {—1,0, 1}.
Rasplslvanjem svakog od slucajeva dobivamo trOJke

1 - - . _
(S,z, _E)’ 2l = 1, 7S,—p,—p) i (T7'S =TV p.p).
(2) Akojed =1,imamo 1 > |cz+df* = |z+ 1> = (Rez+ 1) + (Imz)? >  + 2 = 1, dakle
svuda zapravo vrijede jednakosti, pa je nuzno z = —% + il =p. Slljedl gz=a- z%d =
a— - =a+p,stojeu D ako i samo ako je a € {0, 1}. Dakle ovaj slucaj daje trojke

1+p

(STapap) i (TST’p9 _/_))
(3) Ako je d = —1, analogno kao u (2) dobivamo da je nuZno z = —p, i dobivamo trojke
(T_IST_I’_ﬁap) i (ST—I’_E’ _ﬁ)

Napokon, slu¢aj ¢ = —1 zapravo je slu€aj ¢ = 1, s obzirom da u G vrijedi

(5 a)-(7 =)

Grupiranjem svih dobivenih trojki kod kojih je z # gz, odnosno onih kod kojih je z = gz,
dobivamo tvrdnje (ii) odnosno (iii).

(iv) Neka je g € G. Zelimo pokazati da je g € G’. Oznadimo z := g(2i). Prema dokazu
tvrdnje (i), postoji g’ € G’ takav da je g’z € D, tj. da je (g’g)(2i) € D. Prema (ii) i (iii), to je
moguée samo ako je g’g = I, odakle slijedi da je g = g’~!, pa je posebno g € G'. O
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Kvocijent H/G i reSetke u C

Fundamentalna domena D predstavlja prirodan geometrijski prikaz kvocijenta H/G djelo-
vanja grupe G na H. Jos jedan koristan prikaz kvocijenta H/G dobit ¢emo promatranjem
skupa svih reSetki u C.

Definicija 3.1.4. Neka su w,, w, € C linearno nezavisni nad R. Podgrupu
F(wl,wz) = Zw; + Zw,
od C zovemo resetkom u C.

Resetka I'(w;, w,) slobodna je Abelova grupa s bazom {w, w,} (koja je ujedno baza
realnog vektorskog prostora C). Oznacimo sa % skup svih resetki u C i neka je

A4:{mmwgeC:mﬁﬂ>0}
wy

Uocimo da se svaka reSetka u C moZe zapisati u obliku I'(w;, w») sa (wy, w,) € M. (Naime,
za reSetku I'(w], w})) = T'(w), w)) tono jedan od brojeva Z)T; 1 :)7? ima strogo pozitivan
imaginarni dio.) Dakle, funkcija

F:M—Z, F(wi, wy) =T (w1, w2), (wi,wy)€ M,
jest surjekcija.
Lema 3.1.5. Za (w, w), (0}, w)) € M vrijedi

F(wl ) (,()2) = r(w/l » wIQ)

ako i samo ako postoji (CCI cbl) € SL,(Z) takva da je

)= (e o)) o
Dokaz. Kako sul'(wi, w,) 1I'(w], w)) slobodne Abelove grupe s bazama {wi, w,} 1 {w], W)},
Z s cjelobrojnim koeficijentima i
determinantom +1 takva da vrijedi (3.1). Medutim, (3.1) povlaci

. . . . |a
te su grupe jednake ako 1 samo ako postoji matrica (c

W' att +b d—b
Im—t =Im—2— = L7 yp 2 (3.2)
w) c=t+d ‘cﬂ+d‘ w>

za $to je nuzno ad — bc > 0, dakle slucaj determinante —1 nije mogud. Slijedi tvrdnja. O
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Neka grupa (C*, -) djeluje na Z sa
/lF(wl,wz) = F(/la)l,/la)z), A€ C*, (a)], OJQ) e M. (33)
Teorem 3.1.6. FunkcijaR : H/G — Z#|C",

Gz NG I'(z, 1), z€H,

dobro je definirana bijekcija. Dakle, kvocijent H/G na prirodan se nacin identificira sa
skupom reSetki u C definiranih do na homotetiju.

Dokaz. Zaz,,z; € H, koristeéi lemu[3.1.5] imamo

CT(z;,1) =CT(z2,1) & TI(z;,1)=T(1z5,1) zanekideC*

2] _ a b /lZZ «. A b
=N (1)_(c d)(/l) zaneke 1 € C l(c d)ESLz(Z)

_an+tb . [a b
S 71 = o d za neki (c d) € SL»(Z)
(=4 GZ1 = GZz.

Odatle slijedi da je R dobro definirana injekcija. Kako je F surjekcija, a za svaki (wy, w;) €
M vrijedi

CT(wy, w) = c*r(ﬂ, 1) = R(Gﬂ),

wH wy

R je 1 surjekcija. Dakle, R je bijekcija. O

3.2 Modularne funkcije i modularne forme

Definicija 3.2.1. Neka je k € Z. Za meromorfau funkciju f : H — C koja zadovoljava

1 az+b a b
f@= T dF f(cz n d)’ g = (c d) € SLy(Z), z € H, (3.4)

kazemo da je slabo modularna funkcija teZine 2k.

Kako je djelovanje grupe G na H vjerno, njene elemente g € G moZemo identificirati s
funkcijama H — C, z — gz. Uz tu identifikaciju, primijetimo da je za svaki g € G

7 € H,

pa relaciju (3.4) mozemo ekvivalentno zapisati u obliku

@) =¢@" f(g2). (3.5)
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Lema 3.2.2. Neka je k € Z. Meromorfna funkcija f : H — C slabo je modularna funkcija
teZine 2k ako i samo ako vrijedi

fe+D=f@) i f(—%)=z2kf(z), e H. (3.6)

Dokaz. Neka je f : H — C meromorfna funkcija. Ozna¢imo sa G, skup svih g € G koji
relaciju (3.4), tj. (3.3), zadovoljavaju za sve z € H. Primijetimo da su relacije posebni
slucajevi relacije (3.4), za g = T odnosno g = S, pa je za dokaz leme potrebno pokazati
samoda §,T € G, povlaci G C Gy.

Uocimo da je G, podgrupa grupe G: otito je I € Gy; za g1, g2 € G, imamo, po (3.5)),

f(2) = 85" f(g22) = 85(2)" 81(822)" f(g1822) = (8182)' ()" f(81822),  z€H,
dakle g1g, € Gy; napokon, ako je g € G, iz (3.5]) dobivamo da je

1
g (@)

k
f(g2) = ( ) f@ =" fg'g2, z€H,

Sto supstitucijom w := gz prelazi u

fwy =@ YW fig'w),  weH,

pajeig ! € Gy. Zato, ako su T, S € Gy, G sadrzi i podgrupu od G generiranusa S i 7T, a
to je, po teoremu (3.1.3.(1v)} cijela grupa G. Slijedi tvrdnja. O

Prva relacija u govori da su sve slabo modularne funkcije periodi¢ne s periodom
1. Takve funkcije f : H — C potpuno su odredene svojim ponasanjem na vertikalnoj pruzi
(—%, %] x (0, +00). Zamjena varijabli z — > tu prugu bijektivno transformira u probusen
krug K*(0, 1), tako da intervali <—%, %] x {y}, za y > 0, prelaze u kruznice S (0, ).
Radijus odgovarajuce kruznice strogo je padajuca funkcija od y, i pada prema O kad y
+o00, tako da se, ako postoji limyy, .40 f(z), 0dgovarajuca funkcija f . K*0,1) —» C
neprekidno proSiruje u 0 vrijednos$éu tog limesa. Ako je to proSirenje meromorfna funkcija,
Laurentov razvoj funkcije f u okolini 0 zapravo ée biti Fourierov razvoj funkcije f. Uz ovu

motivaciju, uvedimo precizno odgovarajuée pojmove i rezultate.

Lema 3.2.3. Neka je f : H — C meromorfna funkcija koja Je periodi¢na s periodom 1.
Tada postoji jedinstvena meromorfna funkcija f : K*(0,1) — C takva da je

f@=f(e™),  zeH. 3.7)
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Dokaz. Kakojezaz=x+iy, x,y € R,

27iz —2ny

e —e 2mix ,

e
o¢ito je slika poluravnine H po funkciji z — e? probusen krug K*(0, 1). Nadalje, kako je
zaz;, 2 €C _ .
eZmzl — eZﬂlZz o -2 € Z,

a f je periodi¢na s periodom 1 pa z; —z € Z povlaci f(z1) = f(z2), zakljuCujemo da postoji
jedinstvena funkcija f : K*(0, 1) — C takva da vrijedi (3.7).

Preostaje pokazati da je f meromorfna funkcija. U tu svrhu, primijetimo da pravilo
7 > €™ definira holomorfnu bijekciju <—%, %> %X {0, +00) — K*(0, 1)\R.o s holomorfnim
inverzom w ﬁ Lnw, dakle vrijedi

fw) = f(i Ln w), w € K0, 1)\Ro.
2mi

Sli¢no se dobije i da vrijedi

ﬂm:f(iﬂmwy w € K*(0, 1)\Rso.
2

Dakle, £ je lokalno kompozicija holomorfne bijekcije s holomorfnim inverzom i meromor-
fne funkcije pa je, po lemi meromorfna funkcija. m|

Definicija 3.2.4. Neka je f : H —>_@ meromorfna funkcija koja je periodicna s periodom
1. Ako se funkcija f : K*(0,1) — C proSiruje do meromorfne funkcije na K(0, 1), kaZemo
da je f meromorfna u beskonacnosti i definiramo

Veo () := vo(f).

Ako je 0 uklonjiv singularitet funkcije f, kaZemo da je f holomorfna u beskonacnosti i
definiramo vrijednost funkcije f u beskonacnosti sa

f(e0) = lim f(g).
q—0
Definicija 3.2.5. Neka je k € Z. Slabo modularnu funkciju f : H — C teZine 2k koja je
meromorfna u beskonacnosti zovemo modularnom funkcijom teZine 2k.

Definicija 3.2.6. Neka je k € Z. Modularnu funkciju f : H — C teZine 2k koja je holo-
morfna na H i holomorfna u beskonacnosti zovemo modularnom formom teZine 2k. Ako
jeuz to f(o) =0, f zovemo kusp formom teZine 2k.
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Ako je f modularna forma i 3% a,z" Taylorov red proSirenja funkcije £ oko 0, vrijedi

[

f@ =) @™, zeH, f(e) = a.

n=0

Obratno, ako je f : H — C takva da za neki red potencija ) -, a,z" (s radijusom konver-
gencije > 1) vrijedi

(o)

f@ =) ae™,  zeH,

n=0
tj. vrijedi .
f@=f(e),  zeH,

gdje je f : K(0,1) — C holomorfna funkcija definirana redom potencija Y.°° a,7", tada
je f ocito holomorfna na H, holomorfna u beskonacnosti i periodi¢na s periodom 1, tj.
zadovoljava relaciju f(Tz) = f(z) zasve z € H. Ako zaneki k € Z vrijedi i f(Sz) = 2% f(z)
za sve z € H, po lemi [3.2.2] f je modularna forma teZine 2k. Time smo dokazali sljedecu
propoziciju.

Propozicija 3.2.7. Neka je k € Z. Funkcija f : H — C modularna je forma teZine 2k ako
i samo ako vrijede sljedece tvrdnje:

(i) Postoji red potencija Y., a,Z" takav da je

(o8]

f@ =) ae™,  zeH.

n=0
(ii) Vrijedi
f(—%) _ 24, zeH

Modularne funkcije kao funkcije na #

U ovom odjeljku nastavljamo graditi vezu izmedu djelovanja grupe G na H i skupa Z,
temeljenu na “dobrom” ponaSanju baza reSetki u C u odnosu na djelovanje grupe SL,(Z)
(lema[3.1.5)), i to na razini modularnih funkcija.

Definicija 3.2.8. Neka je k € Z. Za funkciju F : # — C koja zadovoljava
F(T) = 7*F@D), 1eC, T e,

kazemo da je teZine 2k.
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Propozicija 3.2.9. Neka je k € Z. Relacija
_ w
FI' (w1, w)) = w22kf(w—l), (w1, w2) € M, (3.8)
2

uspostavlja bijekciju izmedu skupa svih funkcija F : % — C tezine 2k i skupa svih funkcija
[+ H— C za koje vrijedi

f@) = — f(a“b), (‘Cl Z)eG,zeH. (3.9)

(cz+d)* " \cz+d

Dokaz. Neka je F : % — C funkcija teZine 2k. Imamo

F(F(wla (1)2)) = wEZkF (r (ﬁa 1)) s ((,()1, (1)2) € M7
w2
pa iz (3.8)) vidimo da je jedini kandidat za odgovarajucu funkciju f funkcija
f:H-C,  f(2):=FT(z]1), zeH.
Ona zadovoljava i (3.9): imamo

f(z) = FI'(z, 1))

=F{I (az+ b,cz+d)) (po lemi [313)
1 az+b o .
) WF(F(C—ZH,J)) (jer je F tezine 2k)
1 az+b a b
) : SLy(2), z € H.
(cz+d)2’<f(cz+d) (C d)e 2(2), z €

Time smo pokazali da za danu funkciju F : # — C teZine 2k postoji jedinstvena funkcija

f : H - C takva da vrijede B.8)iB.I.
Obratno, neka je f : H — C takva da vrijedi (3.9). Da bi vrijedilo (3.8)), odgovarajuca
funkcija F mora biti

F:% — C, F(T(wy, wy)) = wgy‘f(%), (w1, ws) € M.
2

Iz leme vidimo da je, da bismo pokazali da je F dobro definirana, dovoljno provijeriti

daza (wi,w>) € M i (‘Cl Z) € SL,(Z) vrijedi
aw; + bw,
cw, +dw, |’

w;Zkf(Z)T;) = (cwq + dwg)_zkf(
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tj., mnoZenjem sa wf, da je

f(wl) B : f(az_; +b]
2k Wi ’
2 o cor+d
2
w (sz +a’) w

Sto vrijedi jer po pretpostavci f zadovoljava (3.9). Imamo i

F(AT(wy, w2)) = FT(Awy, Aw)) = (Awy)  f (Z—;) = A F(w, w2)

zasve A € ( C* 1 (wy,wy) € M, dakle F je teZine 2k. Time smo pokazali da  7a danu funkciju
f + H — C koja zadovoljava (3.9) postoji jedinstvena funkcija F : # — C tezine 2k takva

da vrijedi (3.8).

ZakljuCujemo da vrijedi tvrdnja propozicije. O

3.3 Eisensteinov red

Lema 3.3.1. Neka je k € %Zzs- Red

’ 1
Gi(z) = Z W,

pri Cemu Z, oznacava sumaciju po (m,n) € Z*\{(0, 0)}, konvergira apsolutno na H.

Dokaz. Nekajez € H. NekajeI :=T1(z, 1). Primijetimo da je

1
G = ) —

well\{0}

Neka je, za j € Z.y, P; paralelogram s vrhovima j(1 + z), j(-=1 + 2), j(=1 = 2) 1 j(1 - 2).
Oznacimo sa r;, udaljenost ishodista od pravca kroz tocke 1 —zi 1+z (slika[3.2)). r, je duljina
visine paralelograma s vrhovima 0, 1, 1 + z i z. Racunanjem povrSine tog paralelograma
kao produkta stranice i pripadne visine na dva nacina, dolazimo do formule

1
r,= =% (3.10)
|2
Stavimo
R, = mglt} w| = d(0,0P;) = min{r,,Imz} > 0.
wWE 1
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Slika 3.2: Particija skupa I'\{0} pomocu paralelograma P;, j € Z

Kako su paralelogrami P; slike paralelograma P; po homotetiji s centrom 0 i koeficijentom
J, vrijedi
min |w| = j min |w| = jR,, Jj € Zsyp. 3.11)
WG@P]

WE J

Skupovi A; := OP;NT, j € Z., Cine particiju skupa I'\{0} (slika[3.2)). Pritom odgovarajuca
particija skupa Z2\{(0, 0)} na skupove

= {m,m) e 2\, 00) i mz+n €A}, jeZn,
ne ovisi o izboru z € H, 1 vrijedi
IBjl = 1A;l = (2j + 1) = (2j - 1)* = 8, j€Zsy.

Imamo

D
wel'\{0} j=1
3 iiﬂk - 842k -1)

- R2k R2k < 00,
z z

1 GID o 8j
2, o S;Z[;(JR)”‘ Z R

WEA; j=1

J=1

dakle red G(z) konvergira apsolutno. m|
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Ozna¢imo S := (Z.y X Z) U ({0} X Z.(). Zbog bezuvjetne konvergencije reda G, na H,
vrijedi
1 1
Gi(2) = E +
x(2) o ((mz + n)zk (—mz — n)Zk

), Z€H,

pa je u slucaju k € % + Zs1, . kad je 2k neparan, G; = 0 na H. Zato ¢emo u nastavku
gledati samo slucaj k € Z,.

Lema 3.3.2. Neka je k € Zs,. Funkcija G, : H — C je I-periodicna.

Dokaz. Za z € H, s obzirom da red G, konvergira apsolutno na H (lema3.3.1)), imamo
’ 1 1 1
Giern=y —1 -y l.oyy L
2% 2% 2%’
m,n (mZ tm+ l’l) nez\{0} n meZ\{0} nezZ (mz tm+ I’l)
Sto, supstitucijom n — n — m u unutarnjim sumama, prelazi u
1 1 ’ 1
GG D= D)t )y Do = 2 G = OO
2% 2% 2% ’
nez\{0} n meZ\{0} neZ (mz + n) m,n (I’I’lZ + I’l)

dakle Gy je 1-periodicna. O

Lema 3.3.3. Neka je k € Zs,. Red Gy konvergira normalno na poluravninama H, :=
R X [g, +00), € > 0. Funkcija G, : H — C je holomorfna.

Dokaz. Neka je € > 0. Zahvaljujuci 1-periodi¢nosti funkcije Gy, da bismo dokazali da
red G, konvergira normalno na H,, dovoljno je pokazati da konvergira normalno na skupu
S, = [—%, %] X [&, +00). Uz oznake iz dokaza leme|3.3.1] za sve z = (x,y) € S, vrijedi

1 1
rz@ Qy E = > = i @r%+€i
VX2 +y S+l \/$+1 Lye2
pa je
R, = min{r,, Imz} > min {r_%m, 8} =:R>0, zeS,.

Koriste¢i particiju {B;, j € Zo} skupa Z?\{(0,0)} iz dokaza leme [3.3.1, dobivamo da za
J € Zso1(m,n) € B; vrijedi
| 1
(mz + n)*

ST 1 % S -1 2k
(R)™ — (JR)

z€ H,,

odakle, zbog

[ee)

1 _°° 8j  8{(2k-1) .
Z Z (jR)Zk_j:Zl(jR)Zk_ R2k <,

Jj=1 (m,n)eB;
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zakljuCujemo da red G, konvergira normalno na S ;.
Dakle, red G, konvergira normalno na poluravninama H, := R X [g,+0), € > O.
Zato konvergira normalno i na svakom kompaktu u H. Odavde, s obzirom da su funkcije

[ W, (m, n) € Z*\{0}, holomorfne na H, po propoziciji [1.1.25|i korolaru [1.1.26.(iii)
O

slijedi da je funkcija Gy holomorfna na H.

Lema 3.3.4. Neka je k € Zs,. Funkcija G, : H — C holomorfna je u beskonacnosti i
vrijedi Gi(o0) = 2{(2k).

Dokaz. Trebamo pokazati da je

1 lirr}r Gi(z) = 20(2k). (3.12)

To je prirodno ocekivati, s obzirom da je

1 L, akojem =0, 5
m ———=4q" m, n) € Z-\{(0, 0)},
Im z—+00 (mZ + n)Zk {O, akOje m % 0’ ( ) \{( )}

pa vrijedi
’ . 1
; lim T 20(2k). (3.13)
Definirajmo, za (m, n) € Z*\{(0,0)},
mn - H C» m,n -7, H.
Jm. - Jinn(2) T €

Neka je o proizvoljna bijekcija Z.o — Z*\{(0,0)}. Imamo

G =) fr(2),  z€H.
n=1

Neka je & > 0. Upravo smo pokazali da red G; konvergira normalno na H; (lema [3.3.3)),
pa postoji Ny € Z. takav da za N > N; vrijedi

< ) Mm@l <3 zeH:

n=N+1

N
Gv@) = ) fo @
n=1

Zbog (3.13), postoji N, € Z. takav da za N > N, vrijedi

N
2 im  for, (2) = 24(2K)
n=1

e
< —.
3
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Neka je Ny := max{N;, N,}. Neka je y > 1 takav da za svakin € {1,2, ..., Ny} vrijedi

E
< —, Imz > y.
3N, S

Jo,(2) = lim f; (2)
Imz—+oco
Tada za Im z > y vrijedi

IGi(2) = 24(2k)| <

No No No
<|Gv@) = ) fo @)+ ) [fen@ = lim fr @ +[> lim fi (2) 242K <
n=1 n=1 i n=1 )
<ZiNg— + &
= — tzs=¢&
373N, 3
Dakle, vrijedi (3.12). O

Teorem 3.3.5. Neka je k € Z,. Funkcija G, : H — C modularna je forma teZine 2k.

Dokaz. Dosad smo pokazali da G, zadovoljava sve uvjete iz definicije modularne forme
osim uvjeta modularnosti (3.4). Za provjeru tog uvjeta, po propoziciji dovoljno je
pokazati da je funkcija

1

, wi,wy) € M,
T (w1, W)

F:%—C, Fl(w.w)=w2G|2]=3Y"
- MNw1, wy)) = w, k(w2 mzr; (oo

tezine 2k, tj. da vrijedi

’ 1 4 1
=% P EEE— 1eC,
; (m(Awy) + n(Aw,))* ; (mw, + nwy)*

a to je ocito. Time je dokaz zavrSen. O

Definicija 3.3.6. Za k € Z,, modularnu formu G, zovemo Eisensteinovim redom teZine
2k.

Bernoullijevi brojevi

Vidjeli smo da je Gy(o) = 2{(2k), k € Z.,. Postavlja se pitanje raCunanja egzaktnih
vrijednosti zeta funkcije u parnim prirodnim brojevima. Pomalo neocekivano rjesSenje tog
problema daje niz Bernoullijevih brojeva.

Definirajmo P : K(0,2r) — C,

<, akojez #0,
P(z) :={ ¢! z| < 2m.
@ {1, akojez =0, &

Kako je funkcija z — =% holomorfna na K*(0,2x), a 0 je njen uklonjiv singularitet sa
lim,_,o P(z) = 1, P je holomorfna funkcija.
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Definicija 3.3.7. Elemente niza (B,,n € Zs), gdje je
B,:=P"0),  ne€Zyy,
zovemo Bernoullijevim brojevima.

Razvojem funkcije P u Taylorov red oko 0 dobivamo

(o)

B,
PRy =) =2, <2 (3.14)
n=0 n:
Lema 3.3.8. (i) Vrijedi
1
By =1, B, = _E’ By =0, neZ,,. (3.15)

(ii) Bernoullijevi brojevi zadovoljavaju rekurzivnu formulu

n 1
> (” * )Bk =0, neZ., (3.16)

k=0 k

Dokaz. (i) Ocito je By = P(0) = 1. Uoc¢imo da na K*(0, 27) vrijedi

[ (o)

Z —Z Bnn B’l n_Oo ann

n=0 "’ n=0

odakle, po korolaru|1.1.31} slijedi da je B; = —% dok za neparne n > 3 vrijedi B, = 0.
(i7) Imamo

e —1 e < Z" B,
=2 P % P 2.
. 0 (;(nﬂ)!)[z n!Z)’ 0 <lel<2r

n=0

Kako su redovi na desnoj strani apsolutno konvergentni (teorem[I.1.28.(a)), slijedi (propo-
zicija[1.2.10)
1= Z[

n=0

C 1 B
Sarmn)t o<He

’=0
tj., mnoZenjem sa (n + 1)!,

[ n 1
(n+1)!:Z[ (n-]: )Bk]z”, 0 < |7 < 2n.

n=0 \ k=0

Po korolaru slijedi (3.16). o
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Uvrstavanjem (3.15) u (3.14) dobivamo

< - B2n 2
P)=1—-—=-+ ——z7", 2. 3.17
) > ;(M!z 2l < 2 (3.17)

Formula (3.16) omogucuje pak prili¢no lagan izracun vrijednosti By, za male n. Dobivamo
primjerice
1 1 1 1 5 691

=, By=-—, Bs=—, By=-—, Bjp=—, Bp=-——.
6 4 6 8 10 12 7730

B, =
2 30° 42

Propozicija 3.3.9. Vrijedi

-1 n—122n—1
{(2n) = e B, ", neZsy. (3.18)
(2n)!
Dokaz. Propoziciju éemo dokazati razvojem funkcije z — zctgz, na domeni K*(0,7), u
red na dva razli¢ita naCina. S jedne strane, vrijedi

B _eiZ+e_iZ__ 62i2+1_‘ . ) _
zetgz = lZeiz_e—iz_lZeziz_l = 1+ — 1 =iz + PQiz) =
> By, . (=1)"2%'By, »,
€D Z B G 2y _1+ZW'2ZZ' (3.19)

S druge strane, imamo

Primijetimo da dvostruki red na desnoj strani konvergira apsolutno:

2k 1
2Zﬂ = {(2) - — 1| < o,

pa u njemu smijemo promijeniti poredak sumacije. Dobivamo

Skl 20(2k
ZCtgz-I—ZZZﬁ%_I—Zzg(Zk)—_I—Z i(%)?k. (3.20)

k= k=1

._.

S
Il

—_
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Po korolaru[1.1.31] iz (3.19) i (3.20) slijedi
(=1)'2*"By, _ 2{(2n)

el "€ o,
tj.
-1 n—122n—1
(2n) = (ET)' By, ", n e Zsy. o
Dobivamo primjerice
n? nt n® n®
2) = — 4) = —, 6) = , 8= —
(D=7 B=55 O=57757 BO=5757
i, uvrStavanjem u formulu G;(c0) = 2£(2k),
nt 27° n®
G = —, G — s G = — 321
2(00) = 7% () = 555 (o) =555 (3.21)
Razvoj funkcije G, u Fourierov red
Radi jednostavnosti zapisa, uvedimo oznaku
q:= eZm'Z, z€eH.
Lema 3.3.10. Neka je k € Z-,. Vrijedi
1 (2m) Sy
Z(z+n)"_(k—1)!zn ¢, zeH. (3.22)

nez n=1

Dokaz. 1z (1.6) slijedi

1 — 1 1
t = — 4+ —+ . ECZ
metgnz = Z(z—n z+n) z € C\

n=1

S druge strane, imamo

+1 2 N
nctgnz:ﬂiq :ﬂ'i(l+—) :ni—Zﬂian, Z€H.
q_l q_l n=0

Dakle, vrijedi

N 1 1
+ +

n=1

N | =

)Zﬂi—ZHian, z€ H.
n=0
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Po teoremu|(1.3.1] odnosno zbog neprekidnosti funkcije z — ¢ 1 lokalno uniformne konver-
gencije geometrijskog reda (Taylorova reda funkcije z — —) na K*(0, 1) (teorem 1.
oba reda holomorfnih funkcija u gornjoj jednakosti konverglraju lokalno un1f0rmn0 pa 1h
smijemo derivirati ¢lan po ¢lan (teorem [[.1.21). Dobivamo da za k € Z., vrijedi

(- l)k l(k 1)‘[—+Z( (Z+n)/<)) _(2m) Z k-1 q 7€ H.

Lako se vidi da u slucaju k > 2 red -, ((Z o +n)k) konvergira apsolutno, pa vrijedi 1

B22). 0
Zan € Z.yik € Zsg, uvedimo oznaku

oi(n) = Z dr.

deZsg
dln

Propozicija 3.3.11. Za k € Z.( vrijedi

%
Z Z (mz+n)2" = 2{(2k) + z(ékm)l)‘ ZO'zk 1(mq", z€H.

meZ nez
Ovdje Y ez Ynez ' 0znacava uobicajenu dvostruku sumu po m i n, bez ¢lana indeksiranog
sa (m,n) = (0,0).

Dokaz. Imamo

Z Z e n)Zk = 2/(2k) + 2 Z Z o n)Zk zeH.

meZ nez m=1 nez

Primjenom formule (3.22), uz supstituciju k — 2k i z = mz, za svaki m € Z., slijedi

oo 00

= (Zﬂ-l)zk 2k—-1 mn
Z Z (mz + n)Zk e (2k ! Z ; " Z€H (3.23)

meZ nez

Uoc¢imo dared Yoo, 3%, n**~1¢™ konvergira apsolutno za g € K(0, 1): vrijedi
(e8] (e8] (o8] (e8] o0 1 (o8] qn
2h-1 _mn _ 2%-1 nm _ 2%-1 ) 2%-1
D2 2t = Y ) 2 5

1
1 ((2k - 1!

(1_q)2k—1)<oo, 0<g<l.
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Zbog (3.23)), slijedi da red },.cz >.cz m konvergira ¢ak i u slu¢aju k = 1. Takoder,
na desnoj strani u (3.23) smijemo po volji mijenjati poredak sumacije. Grupiranjem po
potencijama od g dobivamo

% @
Z Z (mz+n)2k 20k + (;im) Z Z 41y

meZ nez n=1 deZsgo
dln
B ( i 2k X
= 27(2k) +2 e Zazk (0 q",  zeH. O

Korolar 3.3.12. Za k € Z, vrijedi

2 . 2k [Se]
Gi(z) = 2¢(2k) + 2% ; ou-1(n)q", z€H.

3.4 Prostor modularnih formi

Broj nultocaka i polova modularne funkcije

Propozicija 3.4.1. Neka je k € Z i neka je f : H — C modularna funkcija tefine 2k.
Vrijedi

veo(f) =vp(f),  peH, g= (if Z) €G. (3.24)

Dokaz. Kako je f meromorfna funkcija, za proizvoljan n € Z i funkcije z +— (Z{% i

bl (Zf (gZ; 7 su meromorfne, pa u C postoje limesi
. f@ : : Jw)
lim 1 lim —————.
=p (2= p) wogp (W= gp)"
Vrijedi
tim L _ i T80 @D iy o 4 gy SO ( <P ) .
wosp (W—gp)' =p(gz—gp)t  op (z-p)\gz—gp
Direktnim racunom vidi se da je
7P (cz+d)ep +d).
82— 8P
Kad to uvrstimo u gornju jednakost, dobivamo
Jfw) f(@) f@)

im ———— =lim(cz + d)*™(cp + d)" = (cp + d)*™" lim
wogp (W—gp)"  op (z—p) =p(z—p)
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(primijetimo da je (cp + d)**>" # 0). Zaklju€ujemo da je

im—9 covo o iim LY _covo,  nez
=p (2= p) wogp (W —gp)"
Odavde, po propoziciji slijedi tvrdnja. m|

Definicija 3.4.2. Za modularnu funkciju f : H — C, sa

vep(f) := vp(f), peH,
definiramo red funkcije f u orbiti Gp € H/G.
Propozicija pokazuje da je definicija dobra.

Teorem 3.4.3. Neka je [ : H — C modularna funkcija tefine 2k, f # 0. Vrijedi

1 1 * k
Vol + W) + v+ D v = 2 (3.25)

peG/H

Ovdje Z* oznacava sumaciju po svim p € (G/H)\{Gi, Gp} za koje je v,(f) # 0.
peG/H

Napomena 3.4.4. (i) Oznacimo li, za p € G/H, sa e, red stabilizatora (proizvoljnog
elementa od) p, po teoremu[3.1.3.(iv)| formulu (3.25) moZemo zapisati u obliku

Veo(f) + Z M — E

peG/H P 6

(ii) Primijetimo da f iz teorema u D ima samo konacan broj nultocaka i polova,
pa je suma u konacna. Naime, kako je f meromorfna i f # 0, postoji r > 0
takav da u K*(0,r) f nema nultocaka ni polova, tj. da u R x <$ Inr, +oo> f nema
nultocaka ni polova. Dakle, i skup polova i skup nultocaka funkcije f u D podskupovi
su kompakta K := D N (R X [0, % In r]) S obzirom da je f meromorfna i f # 0,
nijedan od tih skupova nema gomiliste, pa su zbog kompaktnosti od K nuzno konacni.

U dokazu teorema [3.4.3] pomoci ¢e nam sljedeci tehnicki rezultat.

Lema 3.4.5. Neka je Q otvoren skup u C i neka je f : Q — C meromorfna funkcija s
konacnim skupom nultocaka. Neka je zy € Q. Neka je (y,,r > 0) familija parametrizacija
kruznih lukova sa sredistem u zy oblika

Y i lanB] — Q, y(8) := z0 + ré",  tela,pB],
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gdje za svaki r > 0 vrijedi a, < B, i postoje

11{%% =« i lmg,b’, =: B.
Tada vrijedi

: f@, _B-a

1 dz .

0 2t 2m ) 2 "o

Dokaz. Kako f ima samo kona¢no mnogo nultoCaka, z, nije nultocka beskona¢nog reda

funkcije f (propozicija|l.1.44.(1)), dakle n := v, (f) € Z. Zato (propozicija |1.1.44.(11))
postoje r > 0 1 holomorfna funkcija g : K(zo, R) — C takvi da je K(z9,R) € Q, g(z0) # 01

f(@) = (2= 20)"8(2), z € K*(z0, R),

Pritom, s obzirom da je skup nulto¢aka funkcije f konaCan, R moZemo odabrati tako da
K*(z0, R) ne sadrZi nijednu nulto¢ku funkcije f, tj. da ¢ nema nultocaka u K(z9,R). Uz
tako odabrane R i g, vrijedi

f@_n @

f@ -2 gk’
Kako je f7 holomorfna (dakle i neprekidna) funkcija na K*(z9,R), pajeza0 < r < R
integral

/'@

5, J(@)

z € K*(z0, R). (3.26)

definiran, iz (3.26)) slijedi

S A if ! Lfg’(z)
Qi f(z)d o y,z—zod“zm' D 2 0<r<R. (3.27)

Raspisom prvog pribrojnika na desnoj strani ove jednakosti po definiciji integrala po putu,
dobivamo

1 ﬂr 1 . ;
" " ire"dt = i(,8, —a,) 0 i(,8 - ),
2n 2

P == I —
2ri J,, 2= 20 2ri Jo, (20 +re') —zo

dok drugi pI‘lbI‘OJIllk moZemo ocijeniti Fundamentalnom ocjenom (propozicija [I.1.9) i i-
skoristiti ¢injenicu da neprekidna funkcua na kompaktnom skupu X (0, ) postiZze mak-

simum: za0 < r < & 5 Jje

1 g'(z) 1 g§@ _ 1 8@
ori f E < 57100 _max, s | =2 Frm) Bl
Dakle, @ ,8
. D, n
11{‘1(‘)1 2—7” y f(Z) dZ = Zﬂ(ﬁ ) +0= Vzo(f) o
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Dokaz teorema[3.4.3] Promotrimo najprije slucaj kad f na rubu skupa D nema nultoCaka
ni polova razli¢itih od i, p i —p. Kako D sadrzi samo kona¢no mnogo nultoc¢aka i po-

lova funkcije f (napomena [3.4.4.(ii)), sve ih moZemo obuhvatiti orijentiranom zatvorenom
krivuljom I" kao na slici[3.3]

C'\\

0 1 1
2
Slika 3.3: Krivulja I

Oznacimo sa r polumjer kruznih lukova I'cer, I'pps 1 T'ggr. Po korolaru za pro-
izvoljnu po dijelovima glatku parametrizaciju y krivulje I' vrijedi

[ ) *
— dz = — v, (f).
2ni J, f(z) p;G
Zato 1 za proizvoljne po dijelovima glatke parametrizacije yag, Yac, - - -, Y4 Orijentiranih
krivulja FABa FBC’ ey FE’A Vrijedi
1 1) 1 J'(@) 1 1) *
— dz + — dz+ ...+ — dz = — V(f) (3.28)
27” YAB f(Z) 27” YBC f(Z) 27” YE’A f(Z) Z !

peH/G
Izracunajmo vrijednosti pribrojnika na lijevoj strani kad r ™\ 0.

(a) Stavimo

11 .
'}’AB : |:_§7 §j| i C7 ')’AB(X) =x+ ZYA’
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(b)

(c)
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i neka je
w: [—%, %] - C, W(x) 1= ZIHDA) = =2 27ix

parametrizacija pozitivno orijentirane kruZnice S (0, e~>”4). Raunamo

, , 1 7 [ 2mi(x+iya)
L f (Z) dz = f (Q)q _ : f (e o )ezm(x+iyA)dx _
27” YAB f(Z) YAB f(q) —% f(eZm‘(x+iyA))
f@ =
= — —dz = = vo(f).
o e == v
Stavimo
¥sc : [ye,ys] = C, Yc(Y) := xc +i(yg + yc — ),
YE'A - [)’C»yB] - C veay) = xc — 1 +iy.
Rac¢unamo

1 [ @, 1 (" ctilptye=y) 4,
271 Jyye f(2) 21 Jy.  fxe+i(ys+yc—y)) ’

S§to zamjenom varijabli y — yg + yc — y prelazi u

L@, 1 [ Lerd),
27ti Jype f(2) 2ri ve  Jxe +iy) Y

a ovo zbog 1-periodi¢nosti funkcije f mozemo zapisati kao

1 f’(Z) dz = b ny’(Xc—1+i)’)d _ 1 f'(z)
211 ). f@) omi )y fac—1+iy) 0 2miJ,, f(z)

Dakle,
1 f’(z) oL 1 f’(z)

2ri Yac f(z) 27ti )y, f(Z) =0.

Stavimo
Yoo : [Arg(D - i), Arg(D’ - i) + 2n], Yoo (t) =i + re.
Primijetimo da vrijedi

lrl\rrol Arg(D —1i) =0, lrl\rrol (Arg(D’ — i) +2n) = m,



3.4. PROSTOR MODULARNIH FORMI 81

pa je po lemi[3.4.

. '@, vif)
M, Fo T

Potpuno analogno, stavljanjem

M—®=%Mﬂ-

Yeer © [Arg(C + p), Arg(C’ + p)], Yeo (D) := —p + re",
Yee : [Arg(E — p), Arg(E" - p)], Yep (1) :=p + re”,

dobivamo
, '@ v (5 m\_1 gzl
1’1{% Yeor f(Z)dZ_ 27 (6 2)_6vp(f) - 6Vp(f)
i
f@, _vyr _m_1
~o ) 0% (2 6)‘6V"(f)'

(d) Stavimo

Yoo : [ArgC’, Arg D] — C, yoo(t) := e,
vpe . [Arg D', Arg E] — C, yoe(f) = é€".

Uocimo da funkcija z — Sz lukove I'c/p i I'p g preslikava jedan u drugi. Koristeci da
za z € H vrijedi

F$91_ 18y @ EYQ) % re
fS22  fS2  Zf  z  f@°

dobivamo

L[ f@u_ L f6, L[ 2%, g
Z

, Z . - —
2ni )y, f(@) 2ni J,,,. 22f(S2) 2ni J,,,

E

Lf @ B L fArgE f’(—e_it) ie_”dt
21 Sy 22f(S2)  2mi Arg D’ f(=e) )

Sto zamjenom varijabli t — 7 — ¢ prelazi u

Rac¢unamo

2ni J,,,, 2f(Sz) 2ni

1 fw@_‘lfm@ﬂﬂww:ij‘f@&
Arg D f(eit) 27mi Yc'p f(Z) .
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Uvrstimo li ovo u (3.29)), dobivamo

1 1 1 2 1 [AeE )
(e, 1 [ fQ, __'f k. __‘f 2k it g
2mi YD'E f(Z) 27i Yo' f(Z) 2mi Yorg % 2mi Arg D/ el

k(2r & k
= K ArgE - Argp) 28 K2 _T) K
—(Arg 1g D’) ﬂ(3 2) G

Napokon, pustanjem limesa kad r ™\, 0 u (3.28)), iz rezultata koraka (a), (b), (c) i (d) slijedi

1 1 k *
Vol )+ 37l + 3N =2 = = D v,

peH/G

a to je zapravo (3.25).

Slika 3.4: Modificirana krivulja I"” u slucaju jedne nultocke/pola na pravcu Re z = %

U slucaju kad se neke nultocke i/ili polovi funkcije f nalaze u dD\{i, p, —p}, blagom
modifikacijom krivulje I" u okolini problemati¢nih tocaka lako se dobije krivulja koja ima
sva dobra svojstva potrebna za dokaz kao u prvom slu¢aju. Primjerice, “dobra” krivulja u
slucaju jedne nultocke/pola P sa Re P = % prikazana je na slici [ ne prolazi ni kroz
jednu nultocku ni pol funkcije f, u svojoj unutraSnjosti ima tocno po jednog predstavnika
svake orbite p € (G/H)\{Gi, Gp} takve da je v,(f) # 0, a modificirani dijelovi krivulje,
FE .4 1170, joS uvijek se jedan iz drugog dobivaju translacijom za +1, tj. vrijedi T(I';,,,) =
| O
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Modularna diskriminanta

Za k € Z, oznaimo sa M, skup svih modularnih formi tezine 2k, a sa M,? skup svih kusp
formi teZine 2k. Iz definicije modularne forme jasno je da su M; i M,? kompleksni vektorski
prostori i da za k, [ € Z vrijedi

fGMk,gEM[ = ngMkl.
Stavimo
g2 1= 60G,, g3 := 140Gs;.

Funkcije g, i g3 modularne su forme teZine 4 odnosno 6. 1z (3.21) dobivamo

6

4
g2(00) = §7T4, g3(00) = ﬁﬂ .

Definicija 3.4.6. Funkciju
A= g - 27g;
zovemo modularnom diskriminantom.

Kako su g3, g3 € M, vrijedi A € Mg, i

3 2
A(o0) = (gn“) —27(%#) =0,

dakle A je kusp forma tezine 12. Primjenom formule iz teorema|3.4.3|
1 1 * k
Veo(f) + Evi(f) + gvp(f) + Z vp(f) = & (3.30)
peG/H
na g, k = 2,3, uvazavajuci da za sve z € H U {oo} vrijedi v,(gx) € Zs, zakljuCujemo da je
vp(g2) =1, v,(8) =0, pe(G/H)\{Gp}) U {0},
vi(g3) = 1, vp(83) =0, pe((G/H)\{Gi}) U {oo},
pa je posebno
&) #0, g3() =0 = AG) # 0, (3.31)

dakle A # 0. Zato i na A moZemo primijeniti formulu (3.30) (uz k = 6) i, zbog v.(A) > 1,
zakljuciti da je

veA) =1, v, (A)=0, peG/H.
Time smo dokazali sljedecu propoziciju.

Propozicija 3.4.7. A je kusp forma teZine 12 koja u H nema nultocaka, a u beskonacnosti
ima nultocku prvog reda.



84 POGLAVLIJE 3. MODULARNE FORME

Dimenzije i baze prostora M,

Propozicija 3.4.8. (i) Oznacimo sa Gy konstantnu funkciju 1 : H — C. Vrijedi

M, =M)®CGy, ke{0}UZs,.

(ii) MnoZenje sa A definira izomorfizam My_¢ — MY, k € Z.

Dokaz. (i) Sjetimo se da za k > 2 vrijedi G, € M) i G (c0) = 2{(2k), a ocito je i Gy € M,
i Go(co) = 1. Dakle, za k € {0} U Z,, vrijedi M,? + CGy € M; 1, zbog Gi(0) # 0,
M? N C G = {0}. Nadalje, imamo

f(o0)
Gy (o0)

f(o0)
Gi(o0)

f:(f— Gk)+ Gk€M2+CGk, fEMk,
pa vrijedi i My C M) + C Gy. 1z svega toga slijedi My = M} & C G,.

(ii) Jasno je da mnoZenje sa A definira linearni operator 6 : M;_¢ — M]?. Nadalje,
dijeljenje sa A definira preslikavanje € : MI? — M;_¢. Naime, s obzirom da A u H nema
nultocaka, za f € M} funkcijaf : H — C dobro je definirana i holomorfna te zadovoljava
uvjet modularnosti (3.4) tezine 2k — 12, a kako vrijedi i

Vo () 2 1, voo(A) = 1 = Veo (g) =Vo(f) =120

(propozicija|l.1.49), zaklju¢ujemo da je £ € M,_¢. Naravno, ¢ je inverz operatora 6. Dakle,
0 je izomorfizam vektorskih prostora M;_¢ — M]?. i

Teorem 3.4.9. (i) Zak € Zy U {1} vrijedi M) = 0.
(ii) M, je jednodimenzionalan vektorski prostor konstantnih funkcija H — C.

(iii) Za k = 2,3,4,5,7, My je jednodimenzionalan vektorski prostor s bazom {Gy}, tj.
vrijedi
Mk = C Gk.

(iv) Vrijedi

[’éJ , ako jek =1 (mod 6),

¢ . k € Zs.
[EJ +1, akojek#1 (mod 6), )

dlka = {

Ovdje | -] oznacava funkciju najvece cijelo.
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Dokaz. (i) Neka je k € Zy U {1}. Pretpostavimo da postoji f € M;\{0}. Po teoremu [3.4.3|
vrijedi
1 1 * k
Vel )+ 5D + 39 +p;va(f) =

Sto je, s obzirom da za sve p € G/H U {oo} vrijedi v,(f) € Zs, o€ito nemoguce. Dakle,
Mk =0.

(ii) i (iii) Neka je k € {0,2,3,4,5,7}. Po propoziciji |3.4.8.(1) vrijedi M, = M,? ® CGy.
No, po propoziciji[3.4.8.(11)|1 tvrdnji (1) vrijedi

M]? = Mk—6 = O,

paje My = CG;. Slijede tvrdnje (ii) 1 (iii).

(iv) Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po svakoj od klasa kongruentnosti modulo 6.
Tvrdnje (1), (i1) 1 (ii1) pokazuju da (iv) vrijedi u sluc¢ajevima k = 0, 1,2, 3,4, 5, 7. Preostaje
pokazati da, ako (iv) vrijedi za neki k € Z,\{1}, vrijedi i za k + 6. Ako (iv) vrijedi za neki

k € Z>o\{1}, iz propozicije [3.4.8.(1)|i [(iD)] dobivamo

dim My, = dim M), + 1 =dim M + 1 =
[%J +1= [mJ, akojek =1 (mod 6),

— 6

_{l§J+1+1=l%J+L akojek# 1 (mod 6)

Kako je k + 6 = k (mod 6), ovo pokazuje da (iv) vrijedi i za k + 6. Time je dokaz tvrdnje
(iv) zavrsen. O

Teorem 3.4.10. Neka je k € Z. Skup
By := |GG : . € Zog, 20 + 3B = K
baza je vektorskog prostora M.

Dokaz. U sluCaju k € Zy U {1} ocito je By = 0, pa, zbog (i), tvrdnja vrijedi. Za ostale k 1
ovu tvrdnju dokazujemo indukcijom s korakom 6. Pretpostavimo da za neki k € {0} U Z,
vrijedi da je By_g baza prostora M;_e. Zelimo pokazati da je By baza prostora M.

Pokazimo najprije da je By sustav izvodnica za M;. Neka je f € M,. Kako je k €
{0} U Zs,, jednadzba 2y + 36 = k ima rjeSenja u Z5,. Neka je (y, d) jedno takvo rjeSenje.
Tada je G)G5 € M pa, zbog (GgGg) (00) # 0, postoji A € C takav da je f — AG)GS5 € M.
Po propoziciji slijedi da postoji h € M;_g takav da je

f—AG)GS = Ah.
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Po pretpostavci indukcije, vrijedi

he Y CGG,
(Y,ﬂEZZ()
2a+3B=k—6

pa je

f=1GG+Ah € CGG+(CGI+CGE) > CGiG; ¢ > CGiG,
(l,ﬂEZZQ (l,ﬁGZE()
2a+3B=k—6 Da+3B=k

Sto, zbog proizvoljnosti izbora f € M;, pokazuje da je By sustav izvodnica za M.
Pokazimo sada da je By linearno nezavisan. Ozna¢imo

Ci ={(a@,pB): a,B € Zspy, 2a + 3B = k}.

Odaberimo (y, 6) € C; tako da je v najmanji moguci. Lako se vidi da je

5
Ck:{(7+3j,6—2j):j:O,l,...,bJ}.

Pretpostavimo da je By linearno zavisan. Prema gornjem prikazu skupa Cy, to znaci da

postoje ap, ai, - . ., as| € C, ne svi jednaki 0, takvi da vrijedi
L3]
a,Gy Gy =0,
Jj=0

tj., dijeljenjem sa GG,

Dakle, meromorfna funkcija %ﬁ rjeSenje je netrivijalne polinomijalne jednadzbe nad C, pa
3

joj je slika kona¢na, odakle slijedi da je ona konstantna, $to je besmislica (npr. iz (3.31))
.1 G e . v 1 AV .
vidimo da z u tocki i ima pol, pa nikako ne moze biti konstantna). Zakljucujemo da je By
3
linearno nezavisan.

Time smo pokazali da je By baza prostora M;, Sto zavrSava korak indukcije i dokaz
teorema. ]
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3.5 Modularna invarijanta

Definicija 3.5.1. Funkciju

. 17283
.] L A

zovemo modularnom invarijantom.

Kako su g% 1 A modularne forme teZine 12, pri ¢emu A nema nulto€aka u H 1 vrijedi
Veo(g3) = 01 v(A) = 1 (propozicija [3.4.7), j je modularna funkcija teZine 0 koja je holo-
morfna na H, a u beskonacnosti ima pol prvog reda (vidi propoziciju [[.1.49). Koeficijent
1728 uveden je da bi bilo Res (,0) = 1.

Propozicija 3.5.2. Modularna invarijanta j prelaskom na kvocijent G | H inducira bijekciju
G/H — C.

Dokaz. Kako su modularne funkcije tezine O po definiciji invarijantne na djelovanje grupe
G, j prelaskom na kvocijent G/H inducira funkciju G/H — C. Da bismo pokazali da

je ta funkcija bijekcija, trebamo vidjeti da za proizvoljan 4 € C postoji jedinstven p €
1728g3
A

G/H takav da za z € p vrijedi ( )(z) = A. Drugim rijeCima, trebamo pokazati da

za modularnu formu f; := 1728g§ — AA tezine 12 postoji jedinstven p € G/H za koji je
v, (f1) > 0. Bududi da, zbog g(c0) # 01 A(co) = 0, vrijedi v, (f1) = 0, po teoremu [3.4.3]
je

1 1 x

S+ () + ) v () =1,

peG/H

S obzirom da za sve p € G/H vrijedi v, (f)) € Zso, odavde je odmah jasno da je zaista
v, (f1) > 0 za toCno jedan p € G/H. m|

Propozicija 3.5.3. Modularne funkcije teZine 0 tocno su racionalne funkcije of j.

Dokaz. 1z definicije modularne funkcije tezine 0 ocito je da je skup modularnih funkcija
tezine 0 ne samo kompleksan vektorski prostor, vec i polje, pa su sve racionalne funkcije
od j modularne funkcije tezine O.

Obratno, neka je f modularna funkcija teZine 0, f # 0. Zelimo pokazati da je f raci-
onalna funkcija od j. Buduéi da f ima samo kona¢no mnogo polova modulo G (napomena
, tvrdnju je dovoljno dokazati za g := [ ,ecc/m, v, (<0 (J — j(p) ", koja je
takoder modularna funkcija tezine 0, ali holomorfna na H. Kako je A kusp forma teZine
12, za dovoljno velik n € Z, funkcija & := A"g modularna je forma teZine 12n pa je, po
teoremu h linearna kombinacija modularnih formi G G* , @, B € Zso, 2a + 383 = 6n.

o b
Dakle, g je linearna kombinacija modularnih funkcija oblika GZ% ,a,B,n € Zsy, 2a+ 3B =

6n. Zato je dovoljno pokazati da su te funkcije racionalne funkcije od j. 1z 2a + 38 = 6n
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3p ~2q
vidimo da nuzno 3|a i 2|8, pa su te funkcije zapravo oblika % zaneke p, g € Zs(. Dakle,

. . .. G .G . .. -
dovoljno je pokazati da su funkcije % i  racionalne funkcije od j, Sto vrijedi jer su one

ional & _ d i sy
proporc10na ne sa AT T3 oanosno >~ T A T 7w

O

3.6 Brzina rasta Fourierovih koeficijenata modularnih
formi

Neka je k € Zs,. Neka je f modularna forma tezine 2k i neka je

Z ang"
n=0
Fourierov red funkcije £, tj. Laurentov red funkcije f u okolini O (vidi propoziciju.
Propozicija 3.6.1. Ako je f = Gy, postoje A, By > 0 takvi da vrijedi
An*! < a,| < B!, ne Zso.
Dokaz. Po korolaru postoji C; > 0 takav da je

la,| = Cx o2x—1(n), n € Zsy.

Kako 07;_1(n) moZemo ocijeniti sa

_ _ 1 v 1 _
< Oo-1(n) = n*1 Z p < p?k! Z yr= = n%* 1{(2k -1, ne”Zs,
deZ.o d=1
din
slijedi tvrdnja. O

Teorem 3.6.2 (Hecke). Ako je f kusp forma, postoji A > 0 takav da vrijedi

la,| < Ank, n e Zso.

Dokaz. Kako je f kusp forma, tj. ag = 0, funkcija g — % prosiruje se u 0 do holomorfne
funkcije na K(0, 1). Naravno, ta je funkcija ograni¢ena na skupovima K*(0,r),0 < r < 1,
dakle funkcija z +— J% ograniCena je na poluravninama R X (g, +o0) za € > 0, pa je
ograni¢ena i na fundamentalnoj domeni D. Drugim rijeCima, postoji B > 0 takav da je

|f(2)] < Blgl = Be ™™, z€D, y=Imz.
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Odavde slijedi i
If@IY < Blgly* = By'e ™ 2250,  zeD, y=Imz,

$to, uz neprekidnost funkcije z — |f(z)| (Imz)*, povladi da je ona ograni¢ena na D. Pri-
mijetimo da je ta funkcija, zbog modularnosti od f, invarijantna na djelovanje grupe G:

Imz
lcz + dJ?

k
a b

|f(g2)| (Im g2)* = |(cz + d)zkf(z)|( ) = |f@IIm2)", g= (c d) €G, z€H,

pa je zapravo ogranicena na cijeloj poluravnini H, tj. postoji C > 0 takav da je

C
lf@) < * z€H, y=Imz. (3.32)

Koriste¢i Teorem o reziduumima (teorem|(1.1.56]), dobivamo dazay > 0in € Z. vrijedi

~ ~ £ 2mi(x+iy)
) fo N |1 fa || Flee)
la,| = |Res|qg +— , 0l =|1— —dq| = ——dx| <
qn+l i \gl=e2m qn+l 0 eZmn(xHy)
1 f eZﬂi(xﬂ'y) 1 @ IC C
< f % dx = f |f(x + iyl e™dx < f —edx = —e¥™.
o | ey 0 0oy y

U slucajuy = ,11 ova je ocjena zapravo
la,] < Ce*™n*.
Slijedi tvrdnja. O
Korolar 3.6.3. Postoji konstanta A > 0 takva da je
2%-1

la,| < An™"", n e Zsy.

Dokaz. Po propoziciji|3.4.8.(1)| vrijedi f = AGy + hzaneke A € Cih € M,?. Neka su b,
n € Zs, Fourierovi koeficijenti modularne forme AGy, a ¢,,, n € Zs, Fourierovi koeficijenti
kusp forme A. Po propoziciji [3.6.1]i teoremu [3.6.2] postoje B> 01 C > 0 takvi da je

b, < Bn**7, el < Cnf,  neZy,
odakle slijedi ocjena
|l = |by + ol < 1Bl + lcal < BR* '+ Crf < (B+ O™, neZ.,,

koja dokazuje tvrdnju. O
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Korolar 3.6.4. Dirichletov red

[

an

ns
n=1

konvergira apsolutno i definira holomorfnu funkciju na poluravnini M, := {s € C: Re s >
2k}.

Dokaz. Neka je A > 0 konstanta iz korolara Za Re s > 2k imamo

i < i A i nRefzkH = Al(Re s — 2k + 1) < oo,

Res
n=1 n=1 n n=1

an
ns

dakle red 3.7, * na poluravnini My, konvergira apsolutno. Tvrdnja o holomorfnosti sada

je direktna posljedica korolara i

3.7 Produktna formula za A

Oznacimo
| ro 1
Gi(2) := —, Gz) = et
1(2) é n;;{ (mz + n)? ® nZz; mZEZ (mz +n)®
., 1 z 1
H\(2) := , H(@):= '
o mzz ZZ: mern—Duzrn O ZZ: m% (mz+ 1= 1)(mz +n)

Ovdje, sli¢no kao ranije, znak ’ iza dvostruke sume oznacava sumaciju po parovima (m, n) #
(0,0), dok ” oznacava sumaciju po (m, n) # (0,0), (0, 1).

Lema 3.7.1. Vrijedi

2mi
HI(Z):Z, H(Z):2—7, z€e H.
Dokaz. Neka je z € H. Imamo
7 1 1
H = _ _
1@) éé (mz+n—1 mz+n)
S 1 1\ o 1 1
;(n—l n) ;(—n—l —)

+ Z (i(mﬂn—l _mz1+n)+i(mz‘1”‘1 _mzl_”))’

mezZ\{0} \ n=0
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odakle teleskopiranjem dobivamo

1 1
Hl(z)—hm(l——)+hm( +1)+
n n—oco n+1
1 1 1 1
+ Z lim - + lim - =
noeo\mz—1 mz+n noeo\mz—n—-1 mz—-1
meZ\{0}
1 1
=l+1+ ) ( - ):2.

mz—1 mz-1
S druge strane, uo¢imo da za fiksni n € Z unutrasnji red u definiciji od H konvergira
apsolutno: odaberemo li m, € Zs, takav da je myg |z| > |n| + 1, vrijedi

1
\m|>m (mz+n—-1)(mz+n)

1 1
< — —_— <
l,,;no (Imzl = mo l2I)? l,,;‘m (Il — mo)? |2P
1, 3 12> _

Tzl PP

J=1

Dakle, u svakoj unutras$njoj sumi iz definicije od H smijemo po volji mijenjati poredak
sumacije. Za n = 0 dobivamo

mezZ\:{O}(mZ_l mz) 2((mz_1_m_z)+(_mzl—1_ 1)):

—-mz
T 1 1 \@n my 1 T

= - E — + — = - ctg(——)——” =-——ctg—+1.
g d\-E+m ~Z-m z ) -z T Tz

Sli¢no, zan =1 je

2w 2l ) =)

mz —mz+1

- 1 1 1
Y e I CE e
Z ~+m Z—m < Z < <

m=1 ‘2 <
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azan € Z\{0, 1} imamo

Z 1 B 1 3
— mz+n—1 mz+n)

1 1+i 1 1 N 1 1 3
n—-1 n mz+n—1 mz+n —mz+n—-1 -—-mz+n]|

m=1
af 1 1 T — 1 1 1 1
= = b + - + =
Z[—(”‘;)” %) Z;((—(”_Zl)”+mn @—mﬂ] (%"‘mﬂ %—mn))
E(ctg(n_l)ﬂ—ctg@).
Z Z Z

Iz svega navedenog slijedi

N ~1
e = 2(_71 ey o~ 1) + (Ctg il E) +
< z Z

-1 -
7 Z( (n s ctg(:ﬂ)),

odakle teleskopiranjem dobivamo

H(z) = (—— ctg + 1) +2Z% fim (ctg — —ctg ﬂ)
d Z n—oo Z

Uoc¢imo da je

2nin

nmw 1+e .
lim ctg — = lim i — =1
n—oo Z n—oo 1 _ e—f
jer, zbog Imz > 0, vrijedi
_2nrin —2ninz —2nnlmz n—oo
‘eT = |€ Iz = |e 212 e — 0,
pa slijedi
2
H(Z)ZZ(—ZCtg7—T+1+ (ctg——)) 2—2 O
< < Z < <

Propozicija 3.7.2. Vrijedi

Gi(2) = ? +G(2), Z€H. (3.33)
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Dokaz. Neka je z € H. Sjetimo se da redovi G,(z), H;(z) 1 H(z) konvergiraju (propozicija
3.3.11]i lema[3.7.1)). Osim toga, red (G; — H,) (z) konvergira apsolutno. Naime, vrijedi

” 1 1 ’ 1
22 (mz+ny?  (mz+n— D(mz+n) =22 e+ mz+n-1| >
meZ nez < < < meZ nez < <
’” 1
< <
mZeZ ; (min {{mz + n|, |mz + n — 1|})°
” 1 17 1 ’ 1
< — 4 — <2 — <
ZZ lmz + nf? ZZ lmz+n—1p ZZ lmz + nf? «
me7Z nez meZ nez me7Z nez

po lemi Zakljucujemo da je
(G - Hi)(z) = (G - H)(2).
Odavde slijedi da je i red G(z) konvergentan. Napokon, iz leme dobivamo
2mi
G1(Z) -2= G(Z) - (2 - 7),
tj. vrijedi (3.33). O
Teorem 3.7.3 (Jacobi). Vrijedi

A = ©2n)'%q ]—[ (1-¢v*, zeH. (3.34)
n=1

Dokaz. Kako za|g| < r < 1 vrijedi

- 1
" < 7", n€Zsy, i Zr”: 1< oo,

beskonacan produkt
[]a-a.
n=1

promatran kao funkcija varijable g, konvergira normalno na K(0,r)za 0 < r < 1, dakle 1 na
svakom kompaktu u K(0, 1), pa (teorem [1.2.5) definira holomorfnu funkciju 2 : K(0,1) —
C. Oznacimo li desnu stranu u (3.34) sa F, vrijedi

F(z) = m)"%q h*(g), zeH. (3.35)

Odavde zaklju¢ujemo da je F' 1-periodicna holomorfna funkcija H — C, holomorfna u
beskonacnosti, 1 da je F(c0) = 0.
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Pretpostavimo da vrijedi i
1 12
Fl—-—|=2"F(2), zZ€H. (3.36)
<

Tada je F kusp forma teZine 12. Kako je dim My = dim M, = 1 (propozicija
teorem (3.4.9.(11))), nuZno je F = AA za neki A € C. 1z Fourierovih koeficijenata funkcija
G» i G5 (korolar [3.3.12)), koriste¢i da je A = g3 — 27¢3, lako se izraduna da je koeficijent a;
Fourierova razvoja forme A jednak (27)'? pa vrijedi

F(g)

. F@ . Fl@ . 4 limgo20"%h(g) (@2m'"2h0) (@)
A= lim — =lim——=lim— = _ = = =
Imz—o A(Z) g0 Alg) 40 Alg) limq_>0 Al a (2m)!12
q q
Dakle, F = A.

Preostaje dokazati relaciju (3.36). Kako F nema nultocaka u H (vidi napomenu[I.2.3)),
logaritamske su derivacije obiju strana u toj relaciji definirane. Pokazemo li da su one
jednake, slijedit ¢e da svaka toc¢ka poluravnine H ima okolinu na kojoj su lijjeva i desna
strana relacije proporcionalne. Kako je H povezana, to povlaci da su one zapravo
proporcionalne na cijeloj H, tj. da postoji C € C* takav da je

1
F(——) = C7"’F(2), z€H.
Z

UvrStavanjem z = i dobivamo da je F(i) = CF(i) odakle, s obzirom da je F(i) # 0, slijedi
daje C = 1, tj. da vrijedi (3.36).
IzraCunajmo logaritamske derivacije lijeve i desne strane u (3.36). Vrijedi

o0

24
F) % am2g [H (1- q”)) & (27r)12q(627=1L“(1“1"))24 -

n=1

= Qn)2geHihti-a) o p (3.37)

Primijetimo dared )", Ln(1 — ¢") konvergira lokalno uniformno na H pa ga smijemo
derivirati ¢lan po ¢lan (korolar [I.1.26.(iii)). Da bismo to vidjeli, dovoljno je pokazati da
red 3,7, Ln(1 —¢") konvergira uniformno na poluravninama R X (&, +o0) za € > 0, odnosno
zalg| < r < 1. Neka je 6 > 0 takav da za |z| < ¢ vrijedi

ILn(1 +2)| < 2z

(vidi (T.4)). Ako je N € Z., dovoljno velik da je ¥ < 6, zan > N ilg| < r vrijedi
lg"l <" <r¥ <Spaje
ILn(1 = ¢")| < 2|4"| < 2r",
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odakle zbog konvergencije reda 3>, " slijedi dared } 7y Ln(1 —¢") za |g| < r konvergira
normalno, pared )", Ln(l — ¢") za |g| < r konvergira uniformno.

Sada iz (3.37)) dobivamo
F'(z) 2mnq . NN
F& 242 —27rl—24'27r122nq , z€ H.

n=1 m=1

U dokazu propozicije [3.3.11] pokazali smo da red na desnoj strani konvergira apsolutno, pa
u njemu smijemo promijeniti poredak sumacije. Dobivamo

F,(Z) _ . ~DO S nm_6i -2oo nm | _
Fo 2ﬂl—24-2ﬂlZan = 202) + 2 - (2mi) nzz;nq =

@61

m=1 n=1

1(2), ZE€EH. (3.38)

Odavde slijedi da je logaritamska derivacija desne strane u (3.36)

(ZIZF(Z)), 12 F'() gz 12 6i
ZIZF(Z) = ? + F(Z) = 7 _GI(Z) zZ € H’

dok je logaritamska derivacija lijeve strane

1

i((i)):i((_ffé@% () %ZZ

meZ neZ |—= + n

6i 6l
Zz(m+nz)2_ Zz(mz+n)2_7r G(k), ze€H.

mEZ nez n€zZ mez
Preostaje pokazati da vrijedi
12 6i
—G( )——+—G1(Z) € H,
tj. dijeljenjem sa i daje

Gi(2) = —+G(z) Z€H,

a to je upravo tvrdnja propozicije (3.7.2 O
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3.8 Heckeovi operatori

Heckeovi operatori kao korespondencije na %

Definicija 3.8.1. Neka je E skup i neka je Xg slobodna Abelova grupa generirana sa E.
Endomorfizam T grupe Xg zovemo korespondencijom na E.

Kako je E baza slobodne Abelove grupe Xg, svaka funkcija T : E — Xg na jedinstven
se nacin proSiruje do korespondencije na E, po pravilu

T {Z nyy) = > nT0)

yeE yeE

za sve familije (n,, y € E) C Z u kojima je samo kona¢no mnogo elemenata razli¢ito od
0. Analogno, svaka se funkcija F : E — C na jedinstven nacin proSiruje do homomor-
fizma grupa Xy — C. U nastavku ¢emo radi jednostavnosti notacije u ovim situacijama
odgovaraju¢i homomorfizam oznacavati istim simbolom kao polaznu funkciju.

Definicija 3.8.2. Neka je E skup i T korespondencija na E. Neka je F : E — C funkcija.
Definiramo transformaciju funkcije F korespondencijom T kao funkciju

TF:E—C, TF(x) := F(Tx), xeE.
ZareSetkul' € Zin € Z.y, uvedimo oznaku
['(n) := skup svih podresetki od I" indeksa n.

Definicija 3.8.3. Za n € Z., definiramo Heckeov operator T (n) kao korespondenciju na
X koja svakoj reSetki u C pridruZuje sumu svih njenih podreSetki indeksa n, tj.

T)T := Z I Te®.

I7el(n)

Napomena 3.8.4. Primijetimo da je skup I'(n) uvijek konacan (pa je definicija dobra).
Naime, svaka resetka I € I'(n) zadovoljava

nw+I") =T, weT,

tj. vrijedi nI' C 1", pa je

I I'/nl
bijekcija skupa I'(n) na skup svih podgrupa grupe U'/nl indeksa n. Kako je grupa I'/nl’
konacna (reda n?), zakljucujemo da postoji samo konacno mnogo mogucénosti za I"'. Pre-
cizan opis tih mogucnosti daje lema[3.8.5]
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Lema 3.8.5. Neka je n € Z.,. Oznacimo

a b
A, = {(O d).a,b,dezzo, ad = n, b<d}.

Neka je I = I'(wy, wy) € #. Preslikavanje

(g Z) s T (aw; + bws, dwy) (3.39)

bijekcija je A, — T'(n).
Dokaz. Neka jeI” € I'(n). Vrijedi
n=[T:T]=[[:T"+Zw|[T" +Zw, : T"]| = [T : T + Zw;| [Zw, : T" N Zws|

(posljednja jednakost posljedica je Drugog teorema o izomorfizmu grupa). Grupe I'/ (I" + Zw;)
1 Zw,/ (I N Zw,) ocito su ciklicke grupe s generatorima w; + I" + Zw, odnosno w, +

(I" N Zw,). Oznac¢imo njihove redove, respektivno, sa a i d. Iz gornje jednakosti slijedi

ad = n, a po definiciji reda elementa grupe vrijedi

a =minfk € Z.g : kw, € T + Zw,}, (3.40)
d =minfk € Z. : kw, € T"}. (3.41)

Posebno vrijedi dw, € I" i postoji by € Z takav da je aw; + bjw, € I". Neka je b €
{0,1,...,d — 1} takav da je by = b (mod d). Tada je, zbog I'" N Zw, = dZw,, b jedinstven
element skupa {0, 1,...,d — 1} takav da je aw, + bw, € I'". 1z (3.40) i (3.41) lako se vidi
da slobodna Abelova grupa generirana sa {aw; + bw,, dw,} sadrzi sve elemente resetke .
Dakle, {aw; + bw,, dw,} baza je resSetke I'.

Definirajmo preslikavanje

a b

F:T(n)— A, FT) = (0 J

), I e T'(n),

gdje su koeficijenti a, b, d definirani kao gore. Jasno je da je preslikavanje (3.39) lijevi
inverz funkcije . Da bismo dokazali da se radi o bijekcijama, dovoljno je pokazati da je

F surjekcija. Neka je h = (a b

0 d) € A,. Neka je I” € # s bazom {aw; + bw,, dw,}. Tada je,
zakeZ,

kw, €T’ = Z(aw; + bw,) + dZw, & d|k,
kw, €T’ + Zwy = aZwy + Zw, & alk,

pa vrijede (3.40) i (3.41)). Slijedi 7 = F(I"). Prema tome, F je zaista surjekcija, $to zavrSava
dokaz leme. m|
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Definicija 3.8.6. Korespondencije Ry, A € C*, na Z definirane sa
Ry() := AT, I'eZ,
zovemo operatorima homotetije.

Propozicija 3.8.7. Vrijede sljedece relacije:

Ry, = R,R,, AueCr (3.42)
RT(n) = T(n)R,, 1eC' neZ.y, (3.43)
T(m)T (n) = T(mn), m,n € Zsg, (m,n) =1, (3.44)
T(PT(p) =T(P"") + pT(p" Ry, peP.neZsy. (3.45)

Dokaz. Relacije (3.42)) i (3.43) su odite.
Dokazimo (3.44). Neka je I' € Z#. Jasno je da su i T(m)T(n)I" i T(mn)I' konacne

sume podreSetki od I' indeksa mn. OCito je i1 da se svaka reSetka iz sume 7 (m)T (n)I" u
sumi 7'(mn)I" pojavljuje s koeficijentom 1. Da bismo pokazali da su te dvije sume jed-
nake, preostaje provjeriti da za fiksnu podresetku I'” od I'" indeksa mn postoji jedinstvena
podresSetka I od I' indeksa n koja je sadrzi, tj. da grupa I'/T"”’ (reda mn) ima jedinstvenu
podgrupu I'" /T indeksa n, tj. reda m. 1z Strukturnog teorema za kona¢no generirane Abe-
love grupe (teorem [2.1.4)) lako slijedi da, zbog (m,n) = 1, postoje podgrupe H,, i H, reda
m odnosno n takve da je
/1" =H,®H,.

Odavde se lako vidi da je
H,=thel/T" :mh=T"},

odakle je jasno da je H,, jedina podgrupa grupe I'/T"” reda m, Sto dokazuje tvrdnju.

Dokazimo sada (3.43). ZaT € Z,i T(p")T(p)i T(p™")+ pT(p" "R, okito su konacne
sume podresetki od I" indeksa p"*!. Da bismo pokazali da su te dvije sume jednake, do-
voljno je provjeriti da se proizvoljna fiksna reSetka I'” indeksa p"*! u I" u njima pojavlju-
je s istim koeficijentom. Neka su a, b i ¢ koeficijenti s kojima se " pojavljuje u sumi
T(p")T(p), T(p"*") odnosno T(p"~")R,. Zelimo pokazati da vrijedi a = b + pc. OCito je
b=1.

a je broj podgrupa grupe I'/pI' indeksa p koje sadrZe sliku reSetke I po kanonskom
epimorfizmu ® : I' — T'/pI" (vidi bijekciju iz napomene [3.8.4] uz n = p). Kako je
pI”" € pI', ©(I"”) je podgrupa grupe I'/pI' reda 1 ili p.

(a) U slucaju reda 1 sve podgrupe od I'/pI" sadrze ®(I"") = pI', pa je a jednak broju
podgrupa grupe I'/pl" = (Z/pZ) ® (Z/ pZ) indeksa p (tj. reda p), a lako se vidi da je to
p + 1. Kako je u tom slucaju I'"” € pI' = R, I', oCito je ¢ = 1, pa vrijedia = 1 + pc.
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(b) U slucaju reda p, sama ®(I"”) ocito je jedina podgrupa indeksa p u I'/pI” koja sadrzi
®dI7), paje a = 1. Kako u ovom slucaju I ¢ pI', vrijedi ¢ = 0, pa i ovdje vrijedi
a=1+pc.

Time je relacija (3.45) dokazana. o

Korolar 3.8.8. (i) Za svaki p € P, korespondencije T(p"), n € Z., polinomi su u R, i
T (p).

(ii) Algebra A generirana sa {R,, A € C*} U {T(p), p € P} komutativna je i sadrZi sve
T(n), n € Zo.

Dokaz. (i) Tvrdnja slijedi induktivnom primjenom relacije (3.45)).

(ii) Relacije (3.42), (3.43) i (3.44) pokazuju da je algebra A komutativna, a iz (i) i (3.44)
slijedi da je za svaki n € Z., korespondencija T'(n) polinom u R, i T(p), p € P,, dakle
element algebre A. O

U slucaju korespondencija T'(n), n € Z-(, odnosno R, A € C*, definicija transformacije
funkcije korespondencijom (definicija [3.8.2) prirodno se proSiruje i na slucaj funkceija s
kodomenom C.

Propozicija 3.8.9. Neka je k € Z i neka su m,n € Z.,,.
(i) Funkcija F : # — C teZine je 2k ako i samo ako vrijedi

R,F = 17%*F, 1eC.

(ii) Ako je F : # — C teZine 2k, tada je i T(n)F : % — C teZine 2k.

(iii) Vrijede sljedece relacije:
T(m)T (n)F = T(mn)F, (m,n) =1, (3.46)
T(PT(PHF =T(p"HF +p'*T(p"HF,  peP. (3.47)

Dokaz. (i) Po definiciji F je teZine 2k ako i samo ako za sve ' € #Z i 1 € C* vrijedi
F(A) = A7 F(T), tj. ako i samo ako za sve A € C* vrijedi R,F = A7F.
(ii) Ako je F tezine 2k, onda je za sve 4 € C*
RITMWF = F o TR, ®2 F o R,T(n) = TM)RF L T()(A*F) = A" *T(n)F

pa je, prema (i), T (n)F funkcija teZine 2k.
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(iii) (3.40) direktna je posljedica relacije (3.44). Nadalje, za n € Z. i prost broj p
imamo

T(PT(PF = FoT(p"T(p) 2 Fo (T + pT(p" R,) =
= FoT(p"™)+pFoT(p" )R, =T(p""F + pR,T(p" " F =
(ii), (i) " _ e
= T(p"YF + p'T(p" F,

dakle vrijedi i (3.47). o

Heckeovi operatori kao linearni operatori na prostorima modularnih
funkcija

Neka je k € Z. Po propoziciji |3.2.9|relacija
F(I (w1, w2) = w;”f(—““ ) (.)€ M, (3.48)
w

ostvaruje bijekciju izmedu skupa slabo modularnih funkcija teZine 2k 1 odgovarajuceg pod-
skupa skupa funkcija Z — C teZine 2k.

Nekaje f : H — C slabo modularna funkcija tezine 2k i neka je F : #Z — C odgova-
rajuca funkcija teZine 2k. Neka je n € Z.

Definicija 3.8.10. Definiramo
T(n)f := funkcija pridruZena funkciji n**'T (n)F relacijom (3.49).

Lema 3.8.11. Vrijedi

T @ =n*" > da* f(#), z€H. (3.49)
a,b,deZs
ad=n, b<d

Dokaz. Koristeéi lemu [3.8.5] raCunamo, za z € H,

(TR = (' TOF) T D) =" Y FI) =

[T'(z,1):I"]=n
_ _ _ az+b
=1 N F@(az+b.d) Y d”‘f(—d ) o
Ll,b,dEZz() a,b,dEZZO
ad=n, b<d ad=n, b<d

Propozicija 3.8.12. (i) T(n)f je slabo modularna funkcija teZine 2k.
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(ii) Ako je f holomorfna na H, tada je i T (n)f holomorfna na H.
(iii) Vrijede sljedece relacije:

T(mTn)f = T(mn)f, m,n € Zso, (m,n) =1, (3.50)
T(PTP"f =TE"f +p* ' TN, peP, nelsy. (3.51)
Dokaz. (i) Kako je n**~'T(n)F funkcija teZine 2k (propozicija [3.8.9.(i1)), po propoziciji
3.2.9|0dgovarajuca funkcija T(n)f : H — C zadovoljava uvjet modularnosti (3-4). Nadalje,

iz (3.49) jasno je da je f, kao kona¢na suma meromorfnih funkcija, meromorfna funkcija
na H. Dakle, f je modularna funkcija tezine 2k.

(ii) Tvrdnja je ocita iz (3.49).
(iii) Imamo

TmTm)f o m*'Tm) (nZk_lT(n)F):(mn)Zk_lT(m)T(n)F:

(mn)Zk‘lT(mn)F o T(mn)f,

gdje & oznacava bijekciju definiranu relacijom (3.48). Dakle, vrijedi (3.50). Sli¢no, iz
TTPNf o  pP*'T) (" " Tp"F) =

n - n 347 n - n - n—
_ p( +1)(2k I)T(p)T(p )F p( +1)(2k ”(T(p hE +pl 2kT(p I)F) _
— p(n+l)(2k—l)T(pn+l)F +pn(2k—l)T(pn—l)F PN T(pn+l)f+p2k—1T(pn—l)f

slijedi (3.57). O

Propozicija 3.8.13. Ako je f modularna funkcija teZine 2k s Fourierovim razvojem

f@ =) cmq",  zeH,

mez

tada je i T (n) f modularna funkcija teZine 2k, s Fourierovim razvojem

(T @ =) ymq",

mez
gdje je
ymy= Y aZk—lc(@), meZ. (3.52)
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Dokaz. U sljedecem raspisu zbog apsolutne konvergencije Fourierova reda funkcije f na
H (sjetimo se da je to zapravo Laurentov red funkcije f oko 0 na K*(0, 1)) smijemo po
volji mijenjati poredak sumacije. Za z € H imamo

TnH P N a* N i =

a,b,deZsg mezZ
ad=n, b<d
d-1 b
_ — im & jm
— p2k 12 Z d ZkC(m)emed Z(ezmd) ’
meZ a,deZs b=0
ad=n
Kako je
d-1 ) d-1=d, ako%ez,
jm
(ezmd) = 1_(e2m'%)d d S ZZ]a
b=0 TZO, ako%ﬁfZ,
1-ed
slijedi

(T(n)f)(2) = Z Z (:1—1)2](_1 c(m)e e = [m’ _ %] _

meZ a,deZs
ad=n, dlm

Z Z A lem'd)yg" = [m=mla] =

m'eZ a,deZs
ad=n

DIV

meZ a,d€Zs|
alm, ad=n

|2 a5 o

meZ | acZs
al(m,n)

Time je dokazana tvrdnja o Fourierovu razvoju funkcije T(n) f.

Po propoziciji T(n)f je slabo modularna funkcija teZine 2k. Da bismo doka-
zali da je modularna, preostaje pokazati da je meromorfna u beskonacnosti, tj. da postoji
my € Z takav da za m < my vrijedi y(m) = 0. Neka je N € Z,, takav da je c(m) = 0 za
m < —N. Tada za m < —nN vrijedi

2
mn n mn
a€Zs, al(mn = _2<——2NS—N — C(—)ZO
a a

paje, po (3.52), y(m) = 0. Dakle, T'(n) f je modularna funkcija teZine 2k. O
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Korolar 3.8.14. Uz oznake propozicije|3.8.13| vrijedi

Y(0) = ook-1(n) c(0), y(1) = c(n),

a u slucaju kad jen = p € P

cmp) + p*~'c(2), plm,

Dokaz. Sve tvrdnje direktna su posljedica (3.52)). o
Korolar 3.8.15. T(n) je linearan operator na prostorima My, i M/?.

Dokaz. Linearnost od T'(n) je oCita. Ako je f modularna forma teZine 2k, tj. za sve m € Z
vrijedi c¢(m) = 0, tada, po (3.52)), vrijedi i y(m) = 0 za sve m € Z, pa je T(n)f ne samo
modularna funkcija tezine 2k (propozicija [3.8.13), ve¢ i modularna forma. Ako je f Cak
kusp forma, tj. vrijedi i c(0) = 0, tada je, po korolaru[3.8.15] i ¥(0) = o54_1(n) c(0) = 0, pa
je 1T (n)f kusp forma. Slijedi tvrdnja korolara. O

Svojstvene funkcije operatora 7'(n)

Neka je k € Z.o. Neka je f = 3z, c(m)q™ € M \{0} svojstvena funkcija svih operatora
T(n), n € Z.y, i neka je (A(n)),ez., € C odgovarajuci niz svojstvenih vrijednosti, tj.

T)f = An)f,  n€Zey. (3.53)

Lema 3.8.16. Vrijedi
c(n) = An)c(1), n e Zso.

Dokaz. Neka je n € Z.( i neka su y(m), m € Z, Fourierovi koeficijenti funkcije T(n)f.
Bududi da je f svojstvena funkcija operatora 7T'(n), vrijedi y(1) = A(n)c(1), a po korolaru

3.8.14{je y(1) = c(n). Slijedi tvrdnja. O
Lema 3.8.17. Vrijedi c(1) # 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je c(1) = 0. Tada je, po lemi [3.8.16] c(n) = 0 za sve n € Z., pa
je f konstantna funkcija. Ali to je nemoguce jer u skupu M;\{0} oCito nema konstantnih
funkcija. Dakle, c(1) # 0. O

U nastavku pretpostavljamo da je f normalizirana uvjetom c(1) = 1.

Teorem 3.8.18. (i) Vrijedi
cn) = An), n€Z.y.
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(ii) Svojstvene vrijednosti A(n), n € Z., jedinstveno odreduju funkciju f.

Dokaz. (i) Slijedi direktno iz leme

(ii) Neka je g = X ,ez., d(m)q™ € My, pri Cemu je d(1) = 11 vrijedi T(n)g = A(n)g,
n € Zsy. Tada je, po (i), c(n) = d(n) za sve n € Z.y, pa je g — f konstantna funkcija u M,
dakleg— f=0,t.g=f. O

Korolar 3.8.19. Vrijedi

c(mn) = c(m)c(n), m,n € Zsgy, (m,n) =1, (3.54)
c(pe(p) = c(p™) + p* ("), ne€Z.,peP. (3.55)

Dokaz. Uvrstavanjem (3.53) u relacije (3.50) i (3.51)) dobivamo

ﬂ(m)/l(n’) = ﬁ(mn)a ma ne Z>09 (m7 n) = 17
APAP" = AP+ p* AP, neZ.y,pePp,
odakle primjenom teorema slijedi tvrdnja. m|

Sjetimo se da obic¢an Dirichletov red ) ., Cfl’f,) konvergira apsolutno za Res > 2k 1

definira holomorfnu funkciju ®; : {s € C : Re s > 2k} — C (korolar (3.6.4).

Teorem 3.8.20. Vrijedi produktna formula

1
o) = | | — e Res>2k (3.56)
peP p’ p

pri cemu beskonacan produkt na desnoj strani konvergira normalno po kompaktima.

Dokaz. Neka je Res > 2k. Bududi dared 7, Cfﬁ) konvergira apsolutno, a funkcija ¢ :
Z.y — C je multiplikativna (jer vrijedi c(1) = 1 i (3.54)), po lemi[2.2.11] vrijedi

D (s) = l_[ i C;ij)-

pEP n=0

Prema tome, da bismo dokazali (3.56)), dovoljno je pokazati da je za svaki p € P

[

> < _ ! (3.57)

ns op) 2k-1-25"
n=0 p 1 — F + P S

fj.,uz X := =L

(i c(p”)X”) (1 —c(p)X + ka_le) = 1.

n=0
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Grupiranjem po potencijama od X, dobivamo da je lijeva strana ove jednakosti )., a,X",
gdje je

c(l)=1, akojen =0,
a, = y¢(p) — c(L)e(p) =0, akojen =1,
c(p") = c(p"Ne(p) + p*le(pr) B2 0, akojen € Zos,

pa (3.57) zaista vrijedi. Time je dokazana produktna formula (3.56).
Iz ocjene, za Re s > x > 2k,

- c(p")
5

n=1

(o8]

lc(p")
< Z o peP,

n=1

1

(B3.57)
1= <2 4 p2k-1-2s 1
-5 tD

p

S el )
22 e S <

vidimo da beskonaCan produkt u konvergira normalno na poluravninama {s € C :
Re s > x}, x > 2k, pa i na kompaktima u {s € C : Re s > 2k}. |

Teorem 3.8.21. Neka je k € Zs,. Eisensteinov red Gy svojstvena je funkcija operatora
T(n), n € Zso, sa svojstvenim vrijednostima o_(n), n € Z=o. Normalizirana svojstvena
funkcija je

(=1)*By

GI™™(2) = —

+ ) ouamg,  zeH, (3.58)
n=1

a odgovarajuci je Dirichletov red

(o)

Dgpom(s) = Z Tu1(n) L()(s+1-2k),  Res> 2k

ns B

n=1

Dokaz. Izratunajmo T(p)Gy za p € P. Modularnoj formi G, : H — C po relaciji (3.48)
odgovara funkcija G, : Z — C,

1
Gy(T) := Z —. Te®,
yel'\{0}

tezine 2k. 1z dokaza leme lako slijedi da red na desnoj strani za svaki I' € &% konver-
gira apsolutno. Za ' € # imamo

TG = Y, 3 =

[[:T7]=p yel"\{0}
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Kako se y € I"\{0} nalazi u svih p + 1 podreSetki od I indeksa p ako je y € pI' (jer
je pI' € I za sve I" € I'(p); vidi napomenu [3.8.4)), a samo u jednoj takvoj podresetki
(praslici po kanonskom epimorfizmu I' — I'/pI" podgrupe od I'/pI" generirane sa y + pI)
ako y ¢ pI, slijedi

1 1 1 1
TPGOO=(p+1) > o+ 30 = > —tp o =
{0} }

Ye(pD\{0 yeN\(pl) y€r'\{0 YE(PD\{0}
= Gu(I) + pGu(pID) = (1 + p**) Gu(D).

Zato je, po definiciji funkcije T(n)G, : H — C,
TGy = ™~ (1+ p™*") G = o1 (PG

Dakle, G, je svojstvena funkcija operatora T(p), p € P. Zahvaljujuéi relacijama (3.50)) i
(3.51), odatle lako slijedi da je G, svojstvena funkcija svih T'(n), n € Z.. 1z Fourierova
razvoja funkcije Gy (korolar[3.3.12) ¢itamo da je normalizirana svojstvena funkcija

(o)

2k)(2k — 1)!
G (2) = &« ()2(7n)2k ) Z oau-1(1) ", Z€H,

S§to pomocu formule (3.18) prelazi u (3.38). Po teoremu [3.8.18.(1)] iz koeficijenata tog

razvoja ¢itamo da su pripadne svojstvene vrijednosti 0_1(n), n € Z(. Napokon, kako za
Re s > 2k redovi ), di i W+2k konvergiraju apsolutno, koriste¢i propoziciju|1.2.10
dobivamo da za Re s > 2k vrijedi

e | -1 & _
(:(S)g(s +1- Zk) = [Z ds)[z m] = Z Elad)s = Zl O-an—i(n) = (DGZ(’""(S)' O

a=1 a,deZ

Teorem 3.8.22. Kusp forme A, AG,, AG3, AG4, AGs i AG7 svojstvene su funkcije operatora
T(n), n € Z-o.

Dokaz. Kako su prostori M{, M3, M3, M%,, M?, i M?, jednodimenzionalni (teorem3.4.9.(iv)),
svi njihovi elementi razliciti od O tr1V1Ja1n0 su svojstvene funkcije svih linearnih operatora
na tim prostorima. Naravno, to vrijedi i za kusp forme A, AG,, AG3, AG4, AGs 1 AG7 i
operatore T'(n), n € Z. O

Ramanujanova 7 funkcija

Definicija 3.8.23. Neka su t(n), n € Z., Fourierovi koeficijenti kusp forme (2m)™'2A, tj.

o0

> wng" = oy A qﬂ(l ¢, zeH.

n=1

Funkciju v : Z.y — C zovemo Ramanujanovom t funkcijom.
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Ramanujan je proucavao svojstva funkcije 7. Naslutio je, ali nije uspio dokazati, 1
tvrdnju sljedeceg teorema.

Teorem 3.8.24. Funkcija T je multiplikativna i vrijedi

n+l1

(") =1(p)r(p") - p''r(p""),  p€EP, neZ.y.

Dokaz. Kako je A svojstvena funkcija operatora T'(n), n € Z, (teorem [3.8.22), a ko-
eficijent uz ¢ u njezinu Fourierovu razvoju upravo je (27)'? (vidi dokaz teorema [3.7.3),
(27)"'2A je normalizirana svojstvena funkcija operatora T'(n). Dakle, (1) = 1 i po korolaru

3.8.19| vrijede relacije

T(mn) = t(m)t(n), m,n € Zsgy, (myn) =1,

(p)r(p") = 7(p

n+1

)+p!ln(p"™h),  neZ.g.peP,
Sto dokazuje tvrdnju. O
1974. godine P. Deligne je dokazao da vrijedi
r(pl<2p*,  peP.
Ni do danas nisu otkrivene sve tajne funkcije 7. ZavrS§imo poznatom slutnjom.

Slutnja 3.8.25 (Lehmerova slutnja o Ramanujanovoj 7 funkciji). Vrijedi
T(n) # 0, n e Zsy.

Tvrdnja je dokazana za n < 22798241520242687999 ~ 2 - 10" (J. Bosman 2007.).
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Sazetak

Ovaj je rad uvod u analiticku teoriju brojeva i teoriju modularnih formi. U prvom dijelu
rada dokazujemo Dirichletov teorem o prostim brojevima u aritmetickim nizovima. U
drugom dijelu prou¢avamo modularne forme: konstruiramo osnovne primjere modularnih
funkcija i modularnih formi (Eisensteinov red, modularnu diskriminantu i modularnu inva-
rijantu) 1 istrazujemo njihova svojstva; odredujemo dimenzije i konstruiramo baze prostora
modularnih formi; uvodimo Heckeove operatore kao korespondencije na skupu resetki u C
1 istrazujemo svojstva njihovih svojstvenih funkcija.






Summary

This thesis is an introduction to analytic number theory and the theory of modular forms.
In the first part of the thesis, we prove the Dirichlet’s theorem on primes in arithmetic
progressions. In the second part, we study modular forms: we construct basic examples
of modular functions and modular forms (the Eisenstein series, the modular discriminant
and the modular invariant) and investigate their properties; we find the dimensions and
construct bases of spaces of modular forms; we introduce the Hecke operators as corres-
pondences on the set of lattices in C and investigate properties of their eigenfunctions.
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