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Uvod

Optimizaciju oblika mozemo shvatiti kao trazenje particije skupa D C R na € i
D\ Q koja minimizira dani funkcional. Da bismo bolje objasnili problem krenimo s

modelom kondenzatora.

Neka je €2 ogranicen i otvoren skup. Odaberimo
Q1 i Q9 otvorene skupove, takve da su 2 i 29
kompaktno sadrzani u €2y i D respektivno. Sta-
vimo © := Q,\Q;. Oznagimo granice I'; := QN
iy :=00Q\T;. Skup D\ € interpretiramo kao
metalno kuciste kondenzatora, dok je €2 ispunjen
materijalom koji ne provodi struju (izolatorom).

Elektriéni potencijal y zadovoljava sljede¢u
parcijalnu diferencijalnu jednadzbu s Dirichleto-
vim rubnim uvjetom:

Ay =0 na )
(RZ) y=0 mnaly
y=1 na ['s.

Uvedimo dopustivi skup

V:{QCD‘

I'y

postoje otvoreni skupovi ; CC Q9 CC D
takvi da je Q = Qo \ Q1 1 () =«

Skup V ovisi o prirodi modela. Na primjer, fiksnu mjeru mozemo tumaciti kao una-
prijed zadanu koli¢inu materijala. Radi jednostavnosti oznac¢imo sa y({2) rjesenje

zadacée (RZ) za Q € V. Tada mozemo definirati energiju kondenzatora kao:

C©Q) = [ V(@) da.
/

Zadaca optimizacije oblika sastoji se u odredivanju 2 € V koji zadovoljava

c(Q) = Uljrel)f)C(w)

1




SADRZAJ 2

Nas ¢e zanimati kako se C'(€)) mijenja pri malim ”pertubacijama” skupa €). Pitanje
egzistencije rjeSenja ove zadace je netrivijalna i njime se ne¢emo baviti u ovom radu.

Zelimo definirati koncept malih ”pertubacija” skupa Q. Pokazuje se da je Sobo-
ljevljev prostor W5 (R4 R?), k > 1 izuzetno pogodan za definiranje malih promjena
domene Q. Za 0§ € WE>(R? R?) gledamo (Id +6)9, gdje je ||f]| dovoljno mali tako
da (Id40)Q2 pripada dopustivom skupu. Rjesenje zadace (RZ) na skupu (Id 460)
skraceno oznacavamo sa y(€2; 0) = y((Id +60)Q2). Analogno funkcional energije zapisu-
jemo kao C(€;0) = C((Id+0)Q?). Kasnije ¢emo uzimati da je 2 fiksiran ¢ime oznaku
Q2 radi jednostavnosti izostavljamo i radimo samo s y(#) i C'(6).

Definicija. (Derivacija oblika)
Ako postoji derivacija u smjeru preslikavanja 0 — C(;0) : Wh>(R? RY) — R
fada C(92;t0) — C(2;0

t—0t t

nazivamo derivacijom oblika skupa 2 u smjeru 6.

Mi ¢emo za ovaj primjer pokazati i vise. Preslikavanje 6 — C(€2; 6) ¢ée biti Fréchet-
diferencijabilno u nuli iz W**(R? R%) u R ¢ime je derivacija u smjeru 6 upravo
(Fréchetov) diferencijal u tocki 0 primjenjen na . Pritom 02 mora imati odredenu
regularnost. Kao rezultat, za derivaciju oblika dobivamo izraz :

/‘ayﬁo

U radu ¢emo pokazati opéu teoriju koja daje dovoljne uvjete za postojanje deri-
vacije oblika. U praksi, cesto dolazimo do sljedeceg izraza za derivaciju oblika (vidi
Teorem 3.4.2 1 3.5.6):

ndS.

(DO) C'(Q,0) = —/v@-ndS.

o0

p Uz pretpostavku dovoljne glatkoc¢e na vn odabirom ¢
0 =wvn nad, 6cWh2RYRY,

dobivamo za funkcional ocjenu:

C(Q,t0) = C(Q,0) —t/v2 dS + oft).

o0




SADRZAJ 3

Posebno, za male ¢ > 0 vrijedit ¢e C'(Q2,t0) < C(£2,0), pa nam ova formula daje ideju
kako ”pomicati” granicu kako bismo lokalno pronasli particiju s nizom vrijednosti
funkcionala.

Metoda nivoa skupa je numericka metoda za optimizaciju oblika koja je zasnovana
na ovoj ideji. U ovoj metodi skup €2 C D reprezentiramo skalarnom funkcijom
v : D — R koja zadovoljava:

P(r) <0, z€Q
(%) Y(r) =0, €0
P(xr) >0, xe€D\Q.

Pogledajmo
1/}(1’) = (_1)XDd(I789>’

gdje je x karakteristicna funkcija, a d(-,0€2) oznacava euklidsku udaljenost od ruba
skupa. Gornja funkcija oc¢ito zadovoljava (%) i ima svojstvo da je Vi uvijek vektor
jedini¢ne duljine. Time smo dobili implicitnu reprezentaciju skupa 2. Kazemo da je
preslikavanje ¢ funkcija nivo skupa za € ako zadovoljava (x).

Ideja metode nivo skupa je uvesti evoluciju skupa €(t) kroz vrijeme. To se radi
funkcijom ¢ (¢, x) : [0,T] x D — R gdje je 1(t, ) funkcija nivo skupa za (). Pritom
se definira polje brzine V (¢, z) : R? — R? koje reprezentira gibanje Q(t). To vodi na
jednadzbu konvekcije:

9
—+ V- =0.
ET Vi
Pretpostavljamo jo§ da je V(t,z) = vo(z)n(z) uz ni(z) = %. Uoc¢imo da je

n, prosirenje vanjske normale ruba 9€2(¢). Time smo dosli do Hamilton-Jacobijeve
jednadzbe:
o

Da bi jednadzba imala jedinstveno rjeSenje potrebno je jos zadati inicijalni uvjet
¥(0,-) = 1. Zadani vy biramo kao prosirenje funkcije v iz (DO) za dani €2(t) na
cijeli D. Osnovni cilj ovog rada je dati teorijske rezultate potrebne za racunanje
funkcije vy.

Zahvaljujem se svom mentoru, prof. dr. sc. Marku Vrdoljaku na strpljenju i pomo¢i
pri izradi ovog rada.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i1 rezultati

1.1 Notacija i osnovni pojmovi
Koristimo sljede¢u notaciju :

d dimenzija prostora, najcesée 2 ili 3
C(R* R?)  prostor uniformno neprekidnih funkcija na R sa vrijednostima u R?
(ne nuzno ogranicenih)
L>*(R4 R?) prostor izmjerivih, esencijalno ograni¢enih funkcija na R? sa vrijed-
nostima u R?
D(RY) prostor beskonaé¢no diferencijbilnih funkcija s kompaktnim nosacem,
alternativna oznaka C°(R?)

Razlikovati ¢emo sljede¢a dva prostora za ¢ =¢ i c = oo:

(1.1) Wk,oo<Rd Rd) - g:RY Rd‘ 0 = (917 ~-~70d)7 Daei c LOO(Rd)
7 i=1,.,d, 0<|a| <k
(1.2) Wk,E(Rd Rd) — 0: R — Rd‘ 0= (61,....,00), D*0; € L>°(R%) NC(R?)
, i=1,..,d, 0<|a|<k
Norme na danim prostorima su prirodno dane, preko:
16]1x = sup ess( Y [D6(x)]*) "

d
2ERT o<al<k

gdje je | - | standardna euklidska norma na R?, dok sup ess stoji za esencijalni supre-
mum. Uz dane prostore vezemo i normu:

O = s, i, 100

4



POGLAVLJE 1. OSNOVNI POJMOVI I REZULTATI 5

Napomena 1.1.1. (O ekvivalenciji normi || - ||y i || - |arx na W*(R? R?))

Radi jednostavnosti zapisujemo npr. » <la|<k kao ) . Dokazujemo ekvivalenciju
normi za sluéaj ¢ = co. Kako je W*¢(R4, RY) ¢ Wk (R¢, R?) tvdrnja ¢e slijediti i za
¢ = ¢. Direktno iz definicije za svaki « i svaki i postoji M, ; C R? skup mjere 0 takav
da je |D0;(x)| < ||D0;||p(ray za x € R\ M. Zato mozemo uzeti M = Uq; M;
(opet skup mjere 0) i promatrati relacije samo na R%\ M.

(Sie)”* < (i) (o)

1/2
< C'(d, k) (nﬂxnpaeinz‘m(w)) = C'(d, k) max]| D6 =

1/2
= C'(d, k) (max| D ()

za x € RT\ M. Dobili smo
101lx < C'(d, )10 a1.5-

Za obratnu ocjenu, prema definiciji max postoje ag i i t.d. je max|[D*0;||p~ =
a,t

D00, | o

1/2
max||D0;|| L~ = || D0, ||~ = sup ess|D60;,(x)| < sup ess(Z |D°‘0i(x)|2>

z€R4 zcRd

Time je pokazano da
100l ark < 11015

te su norme ekvivalentne.

Napomena 1.1.2. (Prostori W*< su potpuni)

(Wk’oo(Rd), ||||Mk) je Soboljevljev prostor. LOO(Rd) je potpun, dok se Wk’oo(Rd)

moze shvatiti kao zatvoreni potprostor u (L (R))N(d’k) gdjeje N(d, k) = Zf:o (d_llH).
Zato je i WE>(R? R)? kao kartezijev produkt Banachovih prostora opet Banachov.
Prostor W*¢(R?, RY) mozemo shvatiti i kao W"¢(R? R)? ¢ime smo pokazali tvrdnju
za ¢ = 00.

Pokazimo da je W*¢(R¢, R?) je zatvoren potprostor od W**° (R4 RY). Neka je
(fa)nen € WHFE(RY R?) niz takav da konvergira prema f u || - ||z. Tada to povlaci
da D*f,, — D*f u normi L*(R). Opcenito, ako niz uniformno neprekidnih funkcija
uniformno konvergira prema funkcija, tada je ta funkcija opet uniformno neprekidna.
Time je D*f € C(RY) za 0 < |a| < k ¢ime je pokazana tvrdnja. W*<(R4 R?) je kao
zatvoren potprostor Banachovog prostora, opet Banachov.
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Definicija 1.1.3. (ograni¢ena Lipshitzova funkcija)
Neka su m,n € N ¢ Q C R" otvoren skup. KaZemo da je funkcija f : Q2 C R" —
R™ ogranicena Lipshitzova funkcija ako vrijedi sljedece:

) 3Lo>0),VeeQ |f(z)] < Lo
ii) El(Ll >O)7 kuyEQ ’f(l')_f(y)‘ SLllx_yl

1.2 Teorem o karakterizaciji prostora W">(R? R?)

Za razumijevanje uvedenih prostora od interesa je teorem o karakterizaciji prostora
Wheo(R4, R?). Prije toga dokazimo sljedeéu lemu.

Lema 1.2.1. ( Morreyeva nejednakost )
Neka je u € CL(RY) i p > d. Tada postoji konstanta C(d) > 0 takva da za svaki
z,y € RY vrijedi:

|—=

|u<x>—u<y>|go<d>( / Wu@m)p‘x_y‘l;

K(z,2|lz—yl)

Dokaz: Neka je r > 0, z € R Vrijedi

[ 1) - u(@)lay =//|u — u(z)|dS(y)dp

K(z,r) 0 S (z,p)

[ ] utos - st astoas

0 5(0,1)

Iskoristimo da je funkcija klase C!. Za y € K(x,r) imamo
lu(z + py) — u(x ‘/—um—kty dt‘ /|Vu(x+ty)-y|dt

§/|Vu x+ty)|dt
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te dobivamo

/ |u(y) — u(x)| dy S]pd‘l / ]|VU(w+ty)|dtdS(y)dp

K(z,r)
|Vu T+ ty)|
/ / —a 1 dS(y)de

0 5(0,1)
_a [ T
d |Z—$|d 1
K(z,r)

gdje je iskoristena zamjena ¢t = |z — z|. Primjenom Hélderove nejednakosti na pret-
hodni izraz dobivamo

1 p—1

/|Vu(z)Hz—x|1ddz§< / \vu(x)ypdzf( / |z—x|“‘d)ﬁdz>7.

K(z,r) K(z,r) K(z,r)

Drugi izraz mozemo direktno izracunati

/ |Z - x{(lfd)ﬁ dz = / / p(lfd)%pd_1 dS(z)dp = CriT .
S(0,1)

K(z,r) 0

Time smo dobili

1

(%) / Vu(2)]|z — af dz < O / Vu()p dz)"r'5,
K(z,r) K(z,r)
Vrijedi da je mjera u(K(x,7)) = C(d)r?, te mozemo zapisati izraz kao

(**)]{((“| u(y)—u \dy<C/ . |Z|v_ux|d 1dz ngeJe][fdx— (1U)/dex

Fiksirajmo z,y € R%. Stavimo W = K (z,r) N K(y,r) i 7 = |y — z|. Oznacimo

pW)  p(W)
p(E (z, 7)) p(K(y,r))

=m >0,
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gdje konstanta m ovisi samo o dimenziji prostora d.

) = u(o) =][rux ~ uly)|dz
][|u —u(z |dz+][|u —u(y)| dz
:u(K:cr /|u |dZ+M(K /|U |dZ

(ff((xr) u(z) —u(z)| dz +][(yr)|u( u(z )Idz).

Preostaje iskoristiti (x) i (#*) te ¢injenicu da je K(x,r), K(y,r) C K(z,2r) ¢ime
dobivamo tvrdnju leme.

O

Teorem 1.2.2. (o karakterizaciji prostora Wh>°(R? R%))
Funkcija u : R — R? pripada prostoru W (R R?) ako i samo ako je funkcija
u ogranicena Lipschitzova funkcija.

Dokaz: Bez smanjena opéenitosti mozemo gledati funkciju v = u; : R* — R. Ako
pokazemo da je v € WH*(R? R) ako i samo ako je v ograni¢ena Lipschitzova, tada
tvrdnja vrijedi i za vektorsku u : R? — R? 4 € Wh(R? R?).

u € Wh (R4 RY)

(Vi=1,2,....,d) u; € WH2(R?)

Vi=1,2,...,d), (3L;) (Vo,y € RY) |us(z) — wi(y)| < Li |z — 9
(Vo,y € R u(z) — u(y)l,, < (max; Ly) |z —y|

(Vz,y € RY)  Ju(z) —u(y)| < Lz -y

<~
<~
—

gdje |z|o = max;—_; 4 |x;|. Posljednja ekvivalencija slijedi iz ¢injenice da su norme na
kona¢nodimenzionalnom prostoru ekvivalentne. Definirajmo diferencijalni kvocijent

kao:
v(x + he;) — v(x)

h
Koristimo izgladujuce funkcije p. definirane formulom p.(z) := &p(%) za € > 0,
gdje je

D'y(z) = zai=1,2,...d, zaheR\{0}

p(z) = CeleP-1 |z| <1 , gdje je C' t.d. je / p(z)dz = 1.
0 |z] > 1
K(0,1)
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Uocimo da je nosac supp(p.) = K (0, €).

/pg(x) do = / pe(z) dz / ply) dy =1

R4 K(0,e) K(0,e) K(0,1)

I
—
|

=

I &8

o

&

I

Oznaéimo konvoluciju f% = f * p., gdje je f € WLP(RY) za p € [1,00). Tada je f°
glatka funkcija i f& — f u W,oP(R?).

Neka je v € WL°(RY R).
Odaberimo niz (Yx)rey C D(R?) takav da je Yy = 1. Tada je vy € LP(R?)
za svaki p € [1,00). Fiksirajmo p > d. Jasno je supp(viy) kompaktan. Iz svojstva
izgladujuéeg niza znamo da

(Vi) — v u LP(RY)  kadae — 0

te

0 0
P (R -
<axi(v¢k)>a—>axi(vwk) uLP(RY) zai=1,2,...,d kada € — 0.

Fiksirajmo niz &, = +. Tada za svaki k postoji podniz (opet oznacen sa (g,),) te

skup M} mjere 0 takav da

(Vg )e, () = vib(z) @ (38% (ka))s — 8((;- (vipr)  zax € R*\ M in— +oo.

n

Neka je M = UpM;. Prema Lemi 1.2.1 vrijedi za ¢ > 0 te 2,y € RI\ M i k =
k(x,y) e Nt.d. k> |z| + 2|z — y|

00, @) - ol < [ V@ dz) ool
K (z,2|z—y|)
Pustimo i za fiksan k(z,y), n — oo dobivamo:
o) - el <c( [ TeoE e ) eyl

K(z,2lz—yl)

Zato §to je Yp(x) = 1 za |z| < k, vip(z) = v(x) s.s.. Za slabe derivacije vrijedi
%(ka) = ai- (v)g + U%(W)a dobivamo %(vwk)(x) = 8‘; (v)(x) za || < k s.s..
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Postupak mozemo napraviti za proizvoljne z,y € R\ M te imamo ocjenu:

[v(z) — v(y)| §C’( / ’Vv(z)‘pdz>p{x—y|l_§, Vo,y € R\ M
K(z,2z—yl)

Time smo pokazali da postoji neprekidna reprezentacija za v. Dogovorno je onda
v € C(RY).

Preostaje jos pokazati da je funkcija Lipschitzova (za sada smo pokazali samo da
je lokalno Lipschitzova). Opet koristimo izgladujuée funkcije jer je v € WH(R?),
pa ima smisla promatrati v = v x p. € C*°(R%). Jasno onda v* — v s.s.. Zbog
neprekidnosti od v, v° zapravo konvergira po toc¢kama na cijelom R

Definiramo

V|| oo ey := [|VV[lo = sup ess|Vo(z)]

zeRY
Pokazimo da je ||V poo(ray < C| V|| oo ey

aiivs(w)‘ = i/v(rc—y)pe dy‘

y)) pe(y)| dy

< ||a—miv||Lm<Rd> / pe(z — )] dy
Rd
Hax UHLoo(Rd)

Time vrijedi | Vv¢|| a0 < ||Vv|laro prema Napomeni 1.1.1.
Preostaje jednostavan racun:

1
ve(y /
0

Uzimanjem norme

§t|&

(tr+ (1 —-t)y)d :/V )tx + (1 —1t)y) - (y — x) dt.

[0 (y) — v (@)| < |y—$|/|V(v€)(m+(1—L‘)y)|dt§ IV (0%) | 2o ety |y — |

0
< OVl g ey — | = Lly — «,
pa zbog konvergencije po tockama slijedi

o(y) —v(z)] < Lly — x|
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Sto smo 1 trebali dokazati.

Neka je v ograni¢ena Lipschitz neprekidna funkcija. Treba pokazati da tada funk-
cija ima slabe prve derivacije i to ogranicene. Zato Sto je v Lipschitz neprekidna
funkcija (sa Lipschitzovom konstantom L > 0):

lv(z — he;) —v(x)| < L| — he;| = |D v(x)| = lv(z — h‘eli|) —v(z)|

)

< L.

Neka je k € N. Definiramo za k funkciju ¢, € C(R?) tako da je (pk‘F(o B (x) =1, te

wk‘Rd\K(O,k+1)(x) =0.
1 za|z| <k+1/4
or(r) =< 2[|lz| = (k+1/4)] =zal|z| € (k+1/4,k+3/4)
0 iace

Funkcija ¢ je radijalna,

22 x| e (k+1/4,k + 3/4)

voua) ={ e IVl <2

,inace

Pogledajmo funkciju ¢y, = @ * p1/4 (p1/4 je izgladujuca funkcija od ranije). Ideja
ovakve konstrukcije je napraviti niz funkcija (¢x)r C D(R?) koje ¢ée biti ogranicene
1,00 d o o . . . .

u WHhe(R%) sa ¢k‘?(07k>(x) =1, te ¢k‘Rd\K(0,k+1)(x) = 0. Zaista je ¢y, Lipschitzova

funkcija gdje Lipschitzova konstanta ne ovisi o k,

[Pr(2) — dn(y)| < Lglz —

Pokazimo da je v¢y Lipschitzova funkcija.

[v(2)on(z) — v(¥)dr(y)| = |v(@) ok (z) £ v(z)dr(y) — v(Yy)dr(y)|

< |v(@)[or(@) = ()] + [dx(y)[v(z) — v(y)]]

< vll oo @ay Lol =yl + Llz — y| = ([vl| oy Lo + L) [z — y|
Vidimo da je vy := v¢y, Lipschitzova funkcija sa uniformnom ocjenom koja ne ovisi o

odabiru k € N.
Analogno jer je v, Lipschitzova funkcija vrijedi:

_ |ug(x — he;) — vg(z)]
Al

| D g (2)] <L
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Odaberimo niz (h,)pen C (0, +00) t.d. h, — 0.

Neka je & = 1.
Vrijedi da je ‘D;h”vl‘ < L', ¥ne&N. Zato sto je K(0,2) kompaktan skup onda je
D", € L2(R?), te je niz ogranicen u L2. L*(R?) je Hilbertov prostor pa postoji
slabo konvergentan podniz p; takav da

thm(n)vléwz(l) UL2(Rd)

)

Neka je k = 2.
Gledamo niz funkcija (D, Fr ) V9 )nen, te analogno konstruiramo funkciju py tako da

je (Di_h”(")vg)neN podniz od (D,L._h“(")vz)neN:

D'_h”(")vgéw? uL2(Rd)

7

(2) _ @
i }K(OJ)_wi |K(o,1)

jednaki (u L*(R9)).

Vazno je za uociti da su w

Danu konstrukciju mozemo nastaviti redom za k = 3,4, ...
Time dobivamo niz funkcija py i wgk) gdje:

thpk<n)vk4wz(k) uL2(]Rd)

(2

Analogno vrijedi
(k) — (k1)

W Kk Wi | K(0.k)

Zbog prethodne tvrdnje ima smisla definirati funkciju

e L2 (RY t.d. je w; = i(k)
w; € Li.(R?) Jew‘K(O,k) w{K(o,k)

Odaberimo ¢ € D(R?) i neka je k € N t.d. suppy C K(0,k), uz dogovor da je niz
(hn>n€N - (hpk(n))neN:

/v pdr = lim /va’"gp dr = lim U(x)go(a: + nei) — p(x) dx
8(13i n—0 n—0
R4

b,
R4 Rd
=lim — / v(@ = hnes) = vz) o(x)dr =1lim — / Dy (v)pda
n—0 _hn n—0
R4 Rd
= —lim D" (v)pd = —/ wgk)cpdx
n—0
R4 R4

= —/ wypdr
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Pokazali smo da v ima slabe derivacije prvog reda. Jasno w; € L®°(R?Y) ¢ime je
v € WHe(R4 R), $to smo i htjeli pokazati.
O

Napomena 1.2.3. (Alternativna definicija prostora W)

Prostore W*> (R4 R%), k > 1 mozemo shvatiti na sljedeéi nacin:

oo (TRd TRd ag. d |D%0; (y)=D*0;(z)|
ko (RY RY) 0 € L*(R* RY) |D*0; € C(RY), x,sylé%d = <400,
i=1,..d, 0<l|a|<k-1

Ovo ¢ée nam predstavljati alternativnu definiciju prostora W+ (R4 R?). Ako je k = 1
pozivamo se na dokazani teorem o karakterizaciji prostora W%, Za k > 1 tvrdnja
slijedi iz leme:

Lema 1.2.4. Neka je k > 1. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1) Funkcija f pripada prostoru W= (R? R?)

2) Funkcija <f = f e ) pripada prostory WF=1:20(R? RUHL))

’ Oxp Y? ? Oxg

Dokaz: 1) povlaci 2) ocito. U obratu je dovoljno pokazati da D? f za |3| = k postoji.
Neka je ip € {1,2,...,d} takav da B;, > 0. Neka je a multi-indeks (Jo|] = k — 1)
odabran tako a; = f8; za j # ig te oy, = i, — 1. Vidimo da je

DPf = D° {aa. f} € L*(R% RY).
O

Opéenito kada radimo sa u € W5 (R? R?), k > 1 uzimamo neprekidnu repre-
zentaciju, dakle u je neprekidna funkcija. Koristit ¢emo radi jednostavnosti oznaku
Wke .= Wke(R? RY), gdje ¢ = oo ili ¢ = €. Ako nije eksplicitno naznaceno drugacije,
svaka tvrdnja vrijediiza c=o001izac==¢C.

1.3 Difeomorfizmi na R

Stavimo da je Id funkcija identitete (Id(z) = z, za = € Dyq)
Od interesa ¢e biti sljedeci afini prostori:

(1.3) VECRYRY) = {0 : R > R? |9 — Id € WF(R%, R)}
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Uo¢imo da je V¥ afini prostor, V¥¢ = Id + W** Za nas ¢ée biti zanimljivi sljede¢i
homeomorfizmi u R%:

T :R?— R?| T bijekcija uz T € V*¢(RY,R?),
T-! € VFe(RY RY)

(1.4)  €"(RYRY) =
Ako je c =¢ za k > 1 radi se o difeomorfizmima kao i za slucaj ¢ = oo ako je k > 2.

Prosirenje definicije W*¢, V¥ na matrice

Potpuno analogno prosirujemo Definicije 1.1, 1.2, i 1.3 sa vektorske funkcije na ma-
tricne funkcije. My(R) je oznaka za prostor kvadratnih matrica nad realnim poljem.

. TRd @ oo (Tod

(15) WE(Re My(R)) = 4 MR Mq(R) D* [M],; € L*(R?)
ij=1,2d, 0< |a| <k
d e oo (Td ' (Td
(16) WHRL My®)) = d MR Md(R)‘ D* [M],, € L*(R%) N C(RY)
ij=1,2 0 d, 0< |a| <k

Na prostorima W"¢(R? M,(R)) definiramo normu:
| M|, := sup ess Z Z ‘Da i (@]
w€R 519 d 0<|a|<k

gdje je a! := ajlas!...ay!, uz dogovor da je 0! = 1. Prostori (W*<(R, My(R)), |- |x),
¢ = oo ili ¢ =7¢, time postaju normirani (Banachovi) prostori.
Pogledajmo I(x) = Iy, gdje je

I:RY — My(R), [L4]; ;(x) = 6;
Tada je ||, = d. Uvedimo jo§ prostor
(1.7) VEERY, My(R)) = {M : R — My(R)| M — I € WFe(R, My(R))} .

Ako imamo A, B € Wk¢(R?4 M,(R)) standardno definiramo mnoZenje matri¢nih
funkcija kao

[AB]is(2) = 3 [Alia(@)[Bliy (), Vo € R

k=1
Dogovorno uzimamo A® = I, A' = A, i A¥! = AFA,
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Napomena 1.3.1. (| - |, je submultiplikativna)

Pokazimo da je norma submultiplikativna (u odnosu na matriéno mnozenje):

|AB|, <|A|,.|Bl,, za A, Be W (R My(R))

d
|AB|, =supess >, Y. é‘DO‘[AB]M(:E)‘

zeR?  i,j=10<|o|<k

d
=supess y,  ». o
z€RY  i5=1 0<|a|<k
d
<supess >,y o
z€R?  4,5,l=1 0<|a|<k
d
=supess . > &

z€R?  ijl=1 0<|a|<k

D {141, @) 18], (0}

=1

D {[A],, (x) [B),; (=) }|

B+Z: %Dﬁ [A]i,l (z)D7 [B]l,j (z)

< sup ess Zd: > > éDa [A]i,l (x)

z€R®  4,5,1=1 0<|a|<k B+y=0a

d
<swpess S S |74l ()

z€Rd  i,j=10<|8|<k

< |Alx|Blx

D7 [Bl,, (@)

S

i.j=10<|y|<k

D [B]z;j (x)‘

a = [+ v shvaé¢amo kao «; = f; + ;. Posljednja nejednakost slijedi iz ¢injenice da
za A, B C [0,400) vrijedi:

sup ess(AB) < sup essA - sup essB, AB ={abla € A, be B}

Time smo dobili jacu strukturu na prostoru (W*<¢(R9, My(R)), ||»): uz uvedeno
mnoZzenje radi se o Banachovoj algebri. Za |M|, < 1 gdje je M € WH<(R?, My(R))
dobivamo sljede¢u propoziciju:

Propozicija 1.3.2. Neka je M € W"(RY, My(R)), k > 0, takav da je |M|;, <
1. Tada je dobro definirana (I — M) Y(z) = (I(z) — M(x))™ za s.s. © € R te
(I — M)~ € Whe(R?, My(R)). Dodatno vrijedi:
1) (=M~ =3 M,

n=0
2) |(I_M)71|k§d_1+m7

_ M
3)  [(I—-M)" -1 < [k
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Dokaz: Definirajmo normu na matrici C' € My(R):
d
Cl, = > [[Cla]
ij=1

Dana norma je submultiplikativna. Ako je |C|, < 1 tada je matrica I; — C re-
gularna i vrijedi (I; — C)~' = Y, C*. Pokazat ¢emo tvrdnju kasnije. Neka je
M € Wke(R4, My(R)) i |M|; < 1, tada iz definicije slijedi

(M (2)]1, < |Mlo < M|, ss.z€eR?
Tada vrijedi: (I(z) — M(x))"' = > M(x)". Iz toga slijedi prva tvrdnja.
Druga relacija slijedi iz prve rglzxcije:
< 2 My

<d+Z|M|k
<d-T+ oy

|(Za = M)~1,

Sli¢no dobivamo za trec¢u relaciju:

(=) =D @) = < 3 M)

Stavimo oznaku za Jacobijevu matricu:

00; o
(VO] ; () = 3x]( x), 1,7=12..d.
To treba razlikovati od oznake
of of
viw=[Ze. - Le|
za gradijent skalarne funkcije f. Za skalarnu funkciju sa
of of
Df)= 3w )
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oznacavamo Jacobijevu matricu. Tada je Df(z)(v) = V f(z) - v.
Pogledajmo sljedeéi izraz:

d
> 2
i,j=1 0<|a|<k—1

d 2
X [PVl @) < - D2IVOE 20— )Vl [+ 10)3

i,j=1 0<|a|<k—1

S S D) < (k= DIV + 0] /v

D= [ve]i,j (2)

2s(i > %Daweh,jm\)

i,j=1 0<[a|<k—1

i=1 0<|a|<k
; 1/2
<Z > |Da9i(w)l2> < (k= DVO—1 + 16][o /Sup 0
i=1 0<|a|<k TER?
U prvoj nejednakosti koristimo ¢injenicu da je > Jui? < (3 |ui])? te
(k—1)! (k—1)! (k—1—a1)! (k=137 g 0!
al T oal(k—1—a1)! agl(k—1—a1—a2)! T agl(k—1->" a;)!

= (L) () 21

i g ag
Dakle, dobili smo da je
(1.8) 101 < (k = D)!VO|i—1 + ([0

Vrijedi (iz Cauchy-Schwarz-Bunjakowskijeve nejednakosti):

> &l ) s(cﬂ > —) > % |pevel, @)

i,j=1 0<|a|<k—1 0<|a|<k—1 i,j=1 0<|a|<k-1
Primjenom sup ess dobivamo
(1.9) V0l < C(d, B9l

Ako je 0 € WEe(RY RY) za k > 1, tada je VO € WFLe(RE My(R)). Odjeljak

zavrsavamo sa jednostavnom lemom:

Lema 1.3.3. Neka su 0, ¢ € V2¢(RY RY) te ¢p € €1°°(RY, RY).
Tada je 6 o ¢ € VY i vrijedi V (0 0 ¢) (z) = V() o ¢(z) Vo(z)

Dokaz: U slucaju da je ¢ = ¢ tada su dodatno funkcije 6 i ¢ glatke funkcije. Time
je druga tvrdnja posljedica formule za diferencijal kompozicije.
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Vidimo da je onda fo¢—1Id(z) = (0 —1Id)o ¢+ ¢ — Id € L=(R? R?). Treba jos
provjeriti da je 3 (9 o @) € L. Zato $to su 6, ¢ € C! vrijedi lancano pravilo:

Jer je

90 Aoy

H ((%k ) ox; -

8@-

Loo(R4,Rd) H oxy, HLOO (R, R) Loo(R4)
slijedi
0
0 € L=(R% R?
S-(009) € L*(R",RY
Provjerili smo da je # o ¢ € VE°(R? RY). §o ¢ € CH(RL,R?), pa je §o ¢ € VIC, §to
smo i htjeli dokazati.
Ako je ¢ = oo tada se pozivamo na 1.2.2 da su funkcije § —Id i ¢ — Id ogranicene
Lipschitzove funkcije. Raspisemo li kao ranije

fogp—Id= (9 —Id)op+¢—1d

S obzirom da je suma Lipschitzovih funkcija opet Lipschitzova funkcija, kompozicija
Lipschitzovih funkcija opet Lipschitzova, time je gornji izraz Lipschitzova funkcija.
Suma dviju ogranic¢enih funkcija daje ogranic¢enu funkciju ¢ime smo pokazali da je
fop—Id ogranicena Lipschitzova funkcija. Ponovno koriste¢i Teorem 1.2.2 fo¢p—1Id €
Whe(RY RY).

U klasi¢nom smislu 6‘%(9&) i g%’:(x) postoje skoro svuda na R¢, dakle postoji izmje-
riv skup Z, u(Z) = 0 tako da su VO i V¢ dobro definirane funkcije na R?\ Z. Iskoris-
timo dodatno da je i ¢~! dobro definirana Lipschitzova funkcija, pa je (o™ Z)) =0
te je time izraz ﬁ(¢($)) 8¢’“( ) dobro definiran na R%\ (Z U ¢~1(Z)). Tada je fo ¢

o
diferencijabilna s.s. kao kompozmua diferencijabilnih funkcija s.s..

]

Prostor My(R)

U prethodnom poglavlju definirali smo prostor funkcija ¢ije su kodomene prostor
matrica My(R). Sve norme na kona¢nodimenzionalnim vektorskom prostoru su ek-
vivalentne, ali za daljni racun potrebno je dodatno svojstvo submultiplikativnosti
(konzistentnosti) norme:

(VM,N € My(R)  [[MN]|| < [[M]|IN]
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S obzirom da ¢emo raditi samo sa regularnim matricama te njihovim derivacijama
kljucna je sljedeca propozicija:

Lema 1.3.4. Prostor reqularnih matrica je otvoren skup.

Dokaz: Neka je M € My(R) regularna matrica. Pogledajmo sumu >~  A*. Ako
je [JA|l < 1 tada je red apsolutno konvergentan. Dani red ima inverz i to je (I; — A).
Vrijedi da je

(Ia—A)Y AF=1,— A"
k=0

Znaci

(1 — A) ZA’“ — Il = [|A") < | A" - 0 kada n — 400

k=0

te je tvrdnja pokazana (analogno za (Y s, A*)(I; — A))

Odaberimo N € M,(R) tako da je || N < m Zato sto je

- _ 1
IMTIN] < IMTIN] < 5 <1

Time je [;— M !N regularna matrica. Tada je izraz M — N = M (I;— M ' N) regula-

ran kao umnozak regularnih matrica. Dakle za proizvoljan regularan A, K (A, 2II+’1H)

je unutar skupa regularnih matrica, ¢ime je skup regularnih matrica otvoren skup.
O

Lema 1.3.5. Neka je M € My(R). Vrijedi:

a) Ako je |M| < 1, tada je funkcija M — (I; — M)~ diferencijabilna na okolini
nule te vrijedi:

Da((Is = M)™)(0)[N] = N.

b) Neka je M regularna matrica. Funkcija M +— det M je diferencijabilna u okolini
od M te vrijedi:

Dy (det(M))(M)[N] = det(M) - tr(M~*N).

Dokaz:
a) Treba pokazati da je funkcija

fM) = (Ia— M)~
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diferencijabilna na okolini 0. S obzirom da je || M|| < 1 neka je ¢ takva daje 0 < <

1—||[M]||. Neka je N € My(R). Za h > 0 takav da je |h| < ”LNH, funkcija f(M +hN)

¢e biti dobro definirana. Pokazali smo ranije da se funkcija f(M + hN) moze razviti
u red.

FIM+hN) = f(M) => {(M+hN)*— (M)"}

= hDf(M)[N] + O(h?)
oo k—1
gdje je Df(M)[N] = ZZMZNM’“_l_l, uocimo da je N — Df(M)[N] linearni

k=1 1=0
operator (dobro definiran jer je dio apsolutno konvergentnog reda).

Time smo pokazali da je
f(M +hN) = f(M) = Df(M)[N] = o(h)

Specijalno za M = 0 jedini ¢lan koji ostane je Df(0)[N]=N, ¢ime je tvrdnja pod a)
dokazana.

b) Kao u dijelu a) pokazati ¢emo diferencijabilnost direktno preko definicije. Sada je
f(M) = det(M).

Odaberimo N € M,(R). Neka je h dovoljno mali, tako da je M + hN opet
regularna matrica.

f(M +hN) =det(M + hN) = det(M(I; + hM~'N)) = det(M) det(I; + hM ' N).

Direktno iz definicije det A = sgn(o) [ [ aio(;) dobivamo da je:
oES, 7

det(I + hA) = 1+ htr(A) + O(h?).
Naime prva dva izraza upravo slijede iz sume kada je permutacija o identiteta t;j.

[[Q+haw) =141 ai+ OB,
Sve ostale permutacije sadrze barem dva ¢lana van dijagonale, dakle sadrze h?, pa je
i suma (jer je konacna) reda O(h?).
Time smo dobili da je :

det(M + hN) = det(M)(1 + htr(M'N) + O(h?)).
Dakle
det(M + hN) — det(M) — hdet(M)tr(M ' N) = o(h)

¢ime je Df(M)[N] = det(M)tr(M~1N).
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Sada smo pripremili teoriju za vazne rezultate o derivaciji oblika.

21



Poglavlje 2

Rezultati o diferencijabilnosti

U daljnjem, ako kazemo da je funkcija diferencijabilna to znaci da je Fréchet-diferencijabilna
osim ako drugacije nije navedeno.

2.1 Tehnicki rezultati

Propozicija 2.1.1 je analogni rezultat Leme 1.3.5.
Propozicija 2.1.1. Stavimo k > 1.

a) Preslikavanje 0 — |det(I + V)| je diferencijabilno u tocki 6 = 0 iz W*<(R4, R9)
u WFLe(RE R). Vrijedi:

(2.1) Dy(| det(I + VO)|)(0)[¢] = div(y).

b) Preslikavanje 0 — (I +V0)™' je diferencijabilno u tocki 0 = 0 iz WH<(R? R?) u
Wh=Le(RE My(R)). Vrijedi:

(2.2) Dy(I+VO)~(0)[¢] = —.
c) Neka je f € WHP(R?), p € [1,00) i |0 < 5. Tada je:
(2.3) (Vf)o (Id+0) = [I + VO] "' V(f o (Id+0)).

Dokaz:
a) Iskoristimo i dokaz Leme 1.3.5 pod b) mozemo zakljuciti da je ostatak

X(0) = det(I + V) — det(I) — div(6)

22
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00;
ij :

suma (kona¢na po iznosu) sastavljena od barem dva umnoska tipa Zbog toga je

koriste¢i submultiplikativnost.
IX(0)lk—1 < C'IIVOE_y
Iz relacije (1.9) je
1X(0) k-1 < CJIOII3

¢ime je pokazana tvrdnja.

b) Prema Propoziciji 1.3.2 (I + V68)~! je dobro definiran i ostatak je
X(0)=(I+V0)™" —1-V0=> (-Vb).

=2
Uzimajuéi normu

XO) s <3 [0, = Vet
T VOl

i koristedi relaciju (1.9) dobivamo
1X(O) k-1 < Cl0ll3

pa vrijedi tvrdnja.

c) Neka je ¢ € D(R?). S obzirom da je § € WH(R4 R?), dobro je definiran (I +
V0) s.s., dakle (Id +0) je diferencijabilna funkcija s.s.. Prema pravilu za diferencijal
kompozicije:

D(po (Id40)) = Dpo (Id+6)(I + V),

.
V(po (Id+8)) = V(p) o (Id+0)(I + V0),

mnozenjem s inverznim [I + V0]~ sa desne strane i transponiranjem dobivamo:
(V) o (Id+6) = [I + V6] V(po (Id+)).

Uocimo da gornja relacija vrijedi skoro svuda. S obzirom da je D(R?) gust u W»?(R9),
to povlaéi da postoji niz (p,), C D(RY), ¢, — f za f € WHP(RY)?. Zato za prvi
izraz i-tu komponentu vrijedi:

/ Bulpn — PP 0 (10 +6) dr = / Bl — ) det(I + V8)| " dz
Rd Rd

<C }81-(@ — f)‘pd:c — 0.
/



POGLAVLJE 2. REZULTATI O DIFERENCIJABILNOSTI 24

Ukratko, preko gornje relacije pokazali smo da
V(0 (14+0)) = (I + VO (V) o (1d+6), u L'(RY".
Prili¢no se jednostavno pokaze da
V(p, o (Id+60)) = V(f o (Id+6)) u smislu slabe-* topologije na D'(R%)

Limesi moraju biti jedinstveni iz ¢ega slijedi tvrdnja. Tvrdnje koriste generalizirani
teorem o zamjeni varijabli koji navodimo kasnije.

[]

Napomena 2.1.2. Rezultati o diferencijabilnosti iz prethodne propozicije mozemo
prosiriti slicno kao u Lemi 1.3.5 pod a) i pokazati da je 6 — (I + V6)~! neprekidno
diferencijabilna na okolini nule iz W"¢(R% R?) u Wk=1¢(R4, My(R)). Prema Lemi
1.3.5 mozemo zakljuciti da je

N
—_

o

Dy (I+VO)~ (p)[¥] =D > Ve'Vyvph !

k=11

i
o

jasna je neprekidnost u prvoj i drugoj varijabli (na prostorima W*=1¢(R4 R9)) za
dovoljno male Vi i V).

2.2 Derivacija funkcije 08— fo(Id +0)

Istaknimo teorem koji ne dokazujemo, a biti ¢e potreban unutar sljede¢ih propozicija.

Teorem 2.2.1. (generalizacija tm. o zamjeni varijabli)
Neka je Q C RY otvoren skup, T € €%(R%,RY), 1<p<oo, k>1. Tada je
f e Lr(T(Q) ako i samo ako je f € LP(Q) i vrijedi:

/fdx:/foT|detVT| dx

(2.4) @ @
/ fldet(V(T™1))| dov = /f oT dx
(%) Q

Prije nego sto iskazemo glavne rezultate pokazimo sljedeca poopéenja Leme 1.2.4.

Lema 2.2.2. Odaberimo p € [1,00]. Neka je G : WE¢(R? RY) — WrP(R?) preslika-
vanje takvo da je k > 1. FEkvivalentno je sljedece:
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(%) Preslikavanje G je neprekidno u 6 = 0.

() Preslikavanje F : u — (G(u), V(G (u))) je neprekidno u 6 = 0 iz Whe(R? R?)
U Wk_l’p(Rd, Rd'H).

Dokaz:
() = (xx)
Neka je G neprekidna u tocki 0. Tada je

lim | G(0) — G(0)|yrnze) = 0.

10]lx—0
Norme |[9|lyx.pmay i ||¥, V (V)| wr-1p@a ga+1y su ekvivalentne norme te

lim ([ G(0) — G(0), V(G(8) — GO) liwe-romaparn) < [IG(0) — GO)lwrsgan = 0.

[10]x—0

pa vrijedi neprekidnost preslikavanja F' u nuli
(xx) = (%)
Jasno je da neprekidnost od F' povlaci da je

lim VG(6) — VG(0)

l161l,—0

u Wm=tp(R? R?). To znaci da je G(0) € W™P(R?), a iz prve pretpostavke vrijedi da

u LP(R?) sto znaci

]

Lema 2.2.3. Odaberimo p € [1,00]. Neka je G : WF¢(RY RY) — WEP(R?) preslika-
vanje takvo da je k > 1. Fkvivalentno je sljedece:

(%) Preslikavange G je diferencijabilno u 6 = 0.

() Preslikavanje F : u s (G(u), V(G (u))) je diferencijabilno u 6 = 0 iz Wk<(R4, R?)
w WHELp (R, RH1),

Dokaz:
(%) = (xx)
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Neka je G diferencijabilna u tocki 0. Tada je

IG(6) — G(0) — DG(O)[b]lweresy _

0.
18]k —0 10|

Zbog ekvivalencije norma |0y x»ra) 1 (|0, V(0)||wr-1.0(ra ga+1y slijedi
1
1911

kada [|0]|x — 0. Vidimo da je u — F'(u) diferencijabilna te je

DF(0)[6] = (DG(0)[6], VDG(0)[6]) -

|G(0) — G(0) — DG(0)[0], V(G(0) — G(0) — DG(0)[0])|[wr-1.0(raga+1y — O

(xx) = (%)
Uoc¢imo da je
D (V(@)(0)[6]) = V (DG(0)[])
u smislu distribucija (dakle, (f,¢) = (g,¢), Ve € D(R?)). Tada moZemo zakljuciti
da je
J DG(0)[0] € WHP(R?),
pa ima smisla

L”k“(a(e) — G(0) = DG(0)[8)) [l ey

16
< ﬁHG(e) — G(0) — DG(0)[0], V (G(8) — G(0) — DG(0)[6]) [l w10 (e gty
< ﬁHG(m — G(0) — DG(0)[0], VG(8) — VG(0) — D(VG)(0)[0]lw- 1.0 (et a1y

sto ide u 0 ako 8 — 0.
O

Propozicija 2.2.4. ( o derivaciji funkcije @ — fo (Id+6) )
Neka je f € Wm™P(RY), gdje je m € Ny, p € [1,00]. Dodatno, ako je p = oo
stavljamo da je f € C™(R?). Tada vrijedi sljedeée:

a) Preslikavanje 0 — f o (Id+ 0) je neprekidno sa prostora W*<(R% R?%) u prostor
) ] je nep p p
WmP(RY) (p < o) u tocki 0 = 0, gdje je k > maz{l,m}.

b) Preslikavanje 0 — fo(ld+0) je diferencijabilno sa prostora W*<(R4, R?) u prostor
Wm=LP(R®) y tocki 0 = 0, gdje je k > max{l,m—1} im > 1, i dodatno vrijedi:

(2.5) Dy (fo(Id+0))(0)[¢] =V [ v, Ve WH(RRY)
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Dokaz:

a) Prvo dokazujemo slucaj k = 1, m = 0, p < oo. Tada je funkcija f € WOP(R?) =
LP(RY). Odaberimo # € W#¢(R?% R?) tako da je |V4|, < 1. Tada je Id + 6 €
¢*c(RY RY). Neka je ¢ € D(R?). Raspisimo izraz:

fo(ld+0)—f=(f—p)o(ld+0)—(f—p)+(po(ld+0) — )
1) 2) ) 3) ’

Mf—w><m+ﬂHMRy—/if ol o (14 + 0)(x) da
= / |f — | |det(I + V)| da
< et + V6) g [ 1f = ol () da

Uzimanjem p-tog korijena, dobivamo :
1(F = ) 0 (1d +6) | oqany < ldet(Z + VO Y2 1 = llioceny

3) Posto je ¢ glatka funkcija sa kompaktnim nosa¢em vidimo da je ¢ o (Id + 6) opet
ograni¢ena Lipschitzova funkcija, ¢ o (Id + 0) € W1>°(R?) :

1

o(Id+0)(z) — ¢(z) = / % {po(Id+1t0)(x) }dt

0

I o (1d + ) = @l12, gy = /‘/Vgpo (1d + 6) («) - 6(z) dt)pdx
§//‘V¢o(1d+t9)($)-9(a¢))p dtdz

_ /1 / Voo (1d + 16)(x) - 0()|”

0 Rd
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1

< // |Vl? o (Id 4 t6)(z) |0(x) P dadt

0 Rd

1
< [ [1¥eP o ta+ )(a) o dudt

0 Rd
1

_ H9|\g//|Vgp]”o(Id+t9)(x) dedt
]Rd

0

Iskoristimo tm. o zamjeni varijabli:

/ Vl?P o (Id + t8)(x) do = / (Vo(z)P| det(I + tVO(x)) ™| dx

Dobivamo:
oo (14 +6) = gl <9I 51 1det(1 +49) | mgus [196P (@) da
telo,
Rd
=191 st 1 det(7 +£90) w7

Korjenovanjem:

I o (Id+6) — @llzo@a) < [19]lo Sl[épHH det(1 +tV0) ™ [lg V@l vt
telo,

Sada povezujemo sva tri rezultata 1), 2) i 3).

Zbog neprekidnosti 6 — |det( + V)™ || e (ray postoji do(#) > 0 takav da je za
0] < 02, ||det(X + VO) || poo(ray < 2.

Sada imamo |0 < do:

(26)  fo(d+0) = fllzrmay < (If = @llzray + 10l oz | Vol oa re))

Odaberimo proizvoljan € > 0.
S obzirom da je D(RY) gust u LP(RY) znaéi da postoji ¢. € D(RY) takav da je
|f — ¢l < 55- Tada za é(g) < min{do, m} i|0]|1 < o slijedi da je

[fo(d+0)— fllrme < (g - E) =¢
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Time je pokazana tvrdnja za k = 1,m = 0.

Opéeniti slucaj (za m > 1):
S obzirom da je Id : W*e(R% RY) — WF¢(R? R?) neprekidno preslikavanje za k > k'
bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je k = max{1, m}.

Tvrdnju dokazujemo indukcijom po m € Nj. Baza je ve¢ razmotrena u ovom
dokazu. Neka tvrdnja propozicije vrijedi za m € Nj.

Stavimo da je f € W™mtLP(R?). Tada je 6 — Vf o (Id +6) neprekidna u tocki
0 =0 iz WEe(RY RY) u W™P(RY, RY), sto vrijedi prema pretpostavei indukcije.

Zbog Proporzicije 2.1.1 b) i ¢) funkcija 6 — V(f o (Id+6)) je neprekidna u tocki
0 iz Whe(RY RY) u WmP(RY R?). Prema pretpostavei indukcije vrijedi da je 6 —
f o (Id +0) neprekidna u tocki § = 0 iz WH(R? R?) u W™P(R? R?) (zato §to je
f e WmP(RY)). Znaci da je (uz to da uzimamo k :=m + 1)

O— (fo(ld+0),V(fo(ld+9)))
je diferencijabilna u tocki 0 iz W™ L¢(R4, RY) u Wmr(RY, RIHL)

Direktno primjenom Leme 2.2.2 uz G(0) = f o (Id+6) dobivamo da je

6> fo(ld+0)
je diferencijabilna u tocki 0 iz W™Hhe¢(R4, RY) u WmHLp(RE RIHL)

¢ime slijedi korak indukcije.
b) Neka jem =1,k =1

Odaberimo f € D(R?).
Tada za proizvoljan z € R? vrijedi:

(f o (Id + 0))(x) dt — V f(2)0()

&)~

fo(ld+0)(x) — f(x) = V[(z)-0(z)

O\HO\H

(Vfo(d+1t0) — Vf)(z)-0(x)dt

Kao i ranije u dokazu dobivamo:

[fo(d+6)—f—=Vf-0gs < SUP}va o (Id 4+ t0) — V fl| o (ra ) l|0|| Lo (e )

te(0,1

Uotimo, ocjena vrijedi i ako je f € LP(R?) (jer je D(R?) gust u LP(RY)).
Sada ocjenu (2.6) mozemo generalizirati za vektorske funkcije.
Za ||0]]: < 01 te p € D(RY, RY) vrijedi sljedeéa ocjena:
1
(2.7) 16112

[fo(d+0)—f—Vf-0lL@s <

< C(”f — ¢llLo@araey + ||9||L00(Rd,Rd)||V90HLP(Rd,Rd2))
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Cime je pokazana tvrdnjazam =1,k = 1,p < co.
Za p=oo,m =1,k =1 pokazali smo u Lemi 1.3.3

Opéeniti slucaj pokazuje se slicno kao u a) dijelu leme koristeéi iste argumente i
Lemu 2.2.3.
O

U prijasnjoj propoziciji posebno se proucava slucaj kada je p = oo. Sljedeéi pri-
mjer pokazuje zasto tvrdnja Propozicije 2.2.4 a) ne vrijedi za p = oc.

Primjer 2.2.5. Neka je dana funkcija f : [0, 00) — R,

5 {o ,x €1[0,1)

flx) = sin(2'w(z —n)) ,x€[n,n+1),neN

Definiramo 1i funkciju

R R (
. xr ~
f r K, f(z) { i
Jasno je f € C(R) N L>*(R).

Pogledajmo niz 6,,, definiran na sljedeéi nacin: 6, (z) = 2%, n € N. Jasno je niz
n—oo

(0p)nen iz WHE(R, R)) te ocito vrijedi ||0,]; — 0.
1f o (Id +6n) = fllzee) = [f o (Id +60n) — f] (0 + ) = | sin(37/2) — sin(7/2)| = 2

Dakle 0,, — 0, dok ||f o (Id + 0,) — f|lzew = 2 # 0. Time smo pokazali da
ako je funkcija neprekidna i ograni¢ena da tvrdnja o neprekidnosti ne mora vrijediti
ako uvjet p < oo nije zadovoljen.

Primjer 2.2.6. Odaberimo 6 € Wh¢(R,R) t.d. je 6(z) = z za = € (0,1). Defini-
rajmo f : R — R na sljedeéi nacin:

0 , z€(—00,0)
flxy=< = , z€]0,1]
1, xze€(l,+o0)

uocimo da je f € L(R) NC(R), ali f & C'(R).
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Derivacija postoji skoro svugdje i jednaka je:

) 1, z€(0,1)
f(55>_{ 0 , € (—00,0)U(l,+00),

pa je f € WH*(R?) Neka je h > 0. Definiramo za o € (0, 1),
Lo = oy + (1—a) € (5,1).

Tada je fo(Id+0)(z,) =1, jerje xo(1+h) =a+(1—a)(l1+h)=1+h(l—a) > 1.
f(zs) = x4, pa dobivamo da je:

slfo(d+0) = f—nhf'O|rem > [fo(d+0) = f—hfO(za) =1 -
Vidimo da za a = § je +|fo (Id+ 60) — f — hf'0||L~®r) > 3 i to za proizvoljan

h > 0. Time smo pokazali da tvrdnja za diferencijabilnost ne mora vrijediti ako
nemamo dodatnu glatko¢u funkcije (f € C').

2.3 Derivacija funkcije 8—¢(0)o(1d +6)

Propozicija 2.3.1. Neka je ¢ : WES(R? RY) — W™P(R™) dobro definirana u okolini
nule, uz k >m >1, p € [1,00), takva da je

0 — ¢(0) o (Id+ 0) diferencijabilna u nuli.

Tada je 0 — ¢(0) diferencijabilna u nuli iz WE¢(RE RY) v Wm=LP(R™) i za svaki
© € Whe(RY, RY) vrijedi:

(2.8) Dy(6(0))(0)[#] = Da(6(0) o (1d+ 0))(0)[¢] — V((0)) - .

Dokaz: Promotrimo prvo slucaj k =m = 1.
Prvo pokazimo da neprekidnost od 6 — ¢(6) o (Id + ) povlaé¢i neprekidnost od
0 — ¢(0) u tocki 0. Iskoristimo da je:

16(0) = ¢(0) | zor) < lldet(T + VO) |2 e[| (6(6) = 6(0)) o (1d + 6) | ey

< |ldet (I + V0) |2 iy ([16(0) 0 (1d+6) = 6(0) [ o emy +[|6(0) © (1d +) = $(0) | o))

Pa iz Propozicije 2.1.1 pod a), Propozicije 2.2.4 i ¢injenice da je 6 — ¢(6) o (Id + 0)
neprekidna slijedi tvrdnja da je ¢(f) neprekidna u nuli iz W*¢(R4, RY) u LP(R?).
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Sliéno se moze pokazati direktno i za 0;¢(0), i = 1,2, ..., d, opet koristeéi Propoziciju
2.1.1 i pretpostavku da je 9;¢(0) € LP(RY).
Definirajmo

X(p) = o) = ¢(0) = Dy((0) o (Id + 0))(0)[p] + V(¢(0)) - .

Cilj je pokazati da
| X ()| e @)
lelk—0 |k

Prisjetimo se da prema Propoziciji 2.2.4

P() o (Id + ) — ¢(0) — Dy(¢(0) o (Id 4 0))(0)[0] = 01(¢p)

za g € W™P(R?) je

— 0.

to zajedno daje

X(p) =d(p) = 9(p) o (Id+p) + ¢ - Ve(0) + o(p)
= () — ¢(p) o (Id+ @) + ¢(0) o (Id + ¢) — $(0) + o(y)
= —(o(p) — ¢(0)) o (Id + ) + (¢(¢) — ¢(0)) + o(p)
= —p-V(é(p) — 9(0)) + o(p)
Dobivamo

X p(Rd
% < O V(6(p) — 6(0)) | o aaza)

Zbog pokazane neprekidnosti 9;6(6) u nuli iz Wk<¢(R4, RY) u WP(R?) slijedi trazena
tvrdnja. Generalni slucaj pokazujemo indukcijom sli¢no kao u prijasnjoj propoziciji.
O



Poglavlje 3

Lokalna derivacija

3.1 Definicija lokalne derivacije

U prethodnim propozicijama upoznali smo se sa dosta jakim rezultatima.

Definicija 3.1.1. ( Kompaktno uloZen )
Oznacimo sa Q C RY otvoren skup. Neka je w C Q otvoren podskup. Kazemo da
je w kompaktno uloZen u ) ako je:

i) wCQ
i1) W je ogranicen.
Koristimo oznaku w CC (.
Cilj nam je poopéiti tvrdnje dane u Propoziciji 2.3.1 za:

Neka je dano preslikavanje ¢, tako da za svaki
(3.1) dovoljno mali § € Wk<¢(R, R?) je ¢(0) € W™P((Id +6)(Q2)),
gdjeje k>m>11pell,o00).

Uoc¢imo da ¢ kao preslikavanje ovisi o fiksnom otvorenom skupu 2. 6 se bira mali
jer je tada (Id 46)(Q2) opet otvoren skup koji je "blizu” Q. Gledajuéi kao preslika-
vanje ¢, ima kodomenu koja nije vektorski prostor. Tome mozemo doskociti tako da
promatramo restrikciju w CC 2. Za dovoljno mali 0, w CC (Id +6)(2) te tada ima
smisla promatrati funkciju 6 — ¢,(6). Radi jednostavnosti pisemo ¢, := ¢y..

Definicija 3.1.2. ( Lokalna diferencijabilnost )
Kazemo da je preslikavanje ¢, definirano kao u (3.1), lokalno diferencijabilno
ako za svaki w CC ) restrikcija 6 — ¢, je Fréchet-diferencijabilna u tocki 6 = 0 iz

33



POGLAVLJE 3. LOKALNA DERIVACIJA 34

Whe(RYRY) w W™P(w). Tada 2a svaki w CC Q definiramo lokalnu derivaciju u nuli
u smjeru 0:

' (0) := D(¢)(0)[0].

Napomena 3.1.3. ( Derivacija u smjeru )

Gornji objekt ¢'(6) ima smisla uvesti neovisno o restrikciji na skup w. Preslikava-
nje definirano u (3.1) prirodno inducira postojanje preslikavanje 1 : W5¢(R4 R?) —
WP () gdje je Yy, = ¢y, za 8 € WH4(R?, R?) dovoljno mali. Pogledajmo derivaciju
funkcije ¢» u nuli u smjeru 6

t0) — (0
Dy(0)8 = Tim L0 = ¥(O)
t—0+ t
Ako gornji limes postoji tada kazemo da funkcija ima derivaciju u nuli u smjeru 6.
Ekvivalentno limes mozemo zapisati kao
w(t0) — 1, (0
Vw cC Q, Di(0)f, = lim Yullh) = vl ).

t—0t t

Pretpostavimo li da je funkcija ¢ lokalno diferencijabilna dobivamo

Yw CC Q, Dy(0)f), = lim Yo (t0) — 1w (0)

t—07+ t
L 9619 = 6,(0)

t—0+ t

= D(¢.,)(0)[0].
Objekt D1(0)6 je dobro definiran. Ako odaberemo wy,wy CC €2, tada je

Dy(0)0),,, = D(0)0).,,, mna w; Nws,

zato §to je diferencijal jedinstven. Time smo pokazali da derivacija u smjeru funkcije
1 postoji te je dodatno linearna i ogranicena (u ). Nedostatak je Sto time izlazimo
iz okvira Fréchetove diferencijabilnosti jer W ""(£2) nije Banachov, nego Fréchetov
prostor. U konaénici identificiramo ¢'(6) = D(v)(0)60, ¢ime opravdamo oznaku u
definiciji lokalne derivacije. Dodatno, uzimamo da je ¢'(6) € W2 (Q).

loc

Dovoljni uvjeti za lokalnu diferencijabilnost

Pogledajmo preslikavanje 6 +— ¢ o (Id+6). Jasno je ¢ o (Id+60) : Wk¢(R? R?) —
Wm™P(Q) dobro definirano preslikavanje. ¢o (Id +60) mozemo shvatiti kao transportnu
funkciju od ¢ na fiksiranom skupu 2. Pokazati ¢emo da Fréchet-diferencijabilnost
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funkcije ¢ o (Id +6) povlaéi lokalnu diferencijabilnost od ¢. Neka je ¢ definirana kao
ranije u (3.1).

(3.2) { Neka je 0 — ¢(6) o (Id +0) definirano na okolini nule,

diferencijabilno u 6 = 0 iz W*¢(R4, RY) u W™?(Q).

Teorem 3.1.4. (Egzistencija lokalne derivacije)
Neka vrijedi (3.1) i (3.2). Tada za svaki w CC Q) preslikavange:

(3.3) { 0 — ¢1.(0) je dobro definirano na nekoj okolini nule

te je diferencijabilno u 0 = 0 iz Wrk¢(R4 RY) u Wm=bP(w).
Pripadna deriwacija u nuli v smjeru v je:
¢'(9) = Do((0) o (1d+0))(0)[9] — ¥ - V(0).

Dokaz: Neka je w otvoren skup takav da je w CC 2. Neka su wy, ws otvoreni skupovi
sa sljede¢im svojstvom:
w CC wy; CC wy CC L

Tada se moze pronadi funkcija:
a € DRY)  ay, =1,agpa,, =0.

Definiramo funkciju:
| ag(8) na §)
(o) = { 0 na R4\ Q

Prema Propoziciji 2.2.4 je:

0 — a o (Id+0) je dobro definirana na okolini § = 0
te je diferencijabilna u tocki 0 iz WH¢(R% R?) u W™= (R?).

Tada je koristeci pretpostavku (3.2)

0 — (a¢(0)) o (Id+6) dobro definirana na okolini § = 0
te je diferencijabilna u tocki 0 iz W*<¢(R?, R?) u W™P(Q).

Za dovoljno mali 6 preslikavanje a¢(0) o (Id +6) jednako je 0 na R?\ wy, pa moZemo
WmP(Q) iz prethodnje tvrdnje zamijeniti s W™P?(R%). Dobili smo prema Propoziciji
2.3.1:

0 — 1(0) je dobro definirana na okolini # = 0
te je diferencijabilna u tocki 0 iz W*<¢(R4, RY) u Wm-1P(R?)
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pa time je i diferencijabilna u W™ 1?(w). Prema Propoziciji 2.3.1
Dy((0))(0)[3] = Da(1(6) o (1 + 0)) (0)[9] — ¥ - T ((0)), ¥ € Whe(R?, RY)
Restrikcijom na w dobivamo derivaciju u smjeru:
¢ (9w = Do(¢(0) o (Id + 0))(0)[9] — ¥ - V(6,(0)), VI € WH (R, R7)

Iz Napomene 3.1.3 slijedi tvrdnja. Istaknimo kako je ¢/(J) € W™~1P(Q), a ne samo
u W™ P(Q) zato §to je desna strana u W™ 17(1).

loc

O

3.2 Diferenciranje jednakosti na (Id +6)Q2

Teorem 3.2.1. Neka funkcija ¢ zadovoljava (3.1), (3.2). Neka je f € D'(R?) i
operator A, dobro definiran za svaki U otvoreni skup iz W™= v D'(U), sa svojstvom:

Yw CC ), A je linearan i neprekidan operator
sa W™= bP(w) u D'(w) koji zadovoljava

A(p(0)) = f, na (1d+6)(Q)

za dovoljno mali € Wk<(R? R?).

(3.4)

Tada za lokalnu derivaciju preslikavanja ¢ u nuli u smjeru 0 vrijedi:
(3.5) A¢'(9) =0 uD(Q)
Dokaz: Neka je w CC (). Prema Teoremu 3.1.4 preslikavanje

0 — ¢, (0) je definirano na okolini 0 iz W*<(R4, R?)
u W™ 1P(w) te je diferencijabilno u 0.

Operator A je neprekidan u tocki f iz W™ 1?(w) u D'(w) (u smislu slabe-* topologije)
(Vo € D(w))  (A(fa): ) = (A(f), ) cim || fu = fllx — O

Neka je w CC Q. Pogledajmo funkciju 6 — A o (4,,)(0). Zelimo pokazati da ona
ima derivaciju u nuli u smjeru 6. Neka je ¢ € D(w) i 9 € WE¢(R?, RY).

(Da(A o (6,)(0))(0)0, ) = lim <A ° 9u(t9) = A0 9.(0), 90>

t—0t t

i ([0 )
= t&f@’(ﬁ)w) @)
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Iz proizvoljnosti test funkcije ¢ slijedi

Dy(A 0 (6,)())(0)0 = A (¢'(V) ) = A& (9))o-

S druge strane je

lim <Ao¢w(t19) _AO¢“(O),¢> _ lim <g,¢> — (0, )

t—0+ t t—0+

¢ime smo pokazali da je A(¢'(V)) = 0 u D'(w). Zbog proizvoljnosti skupa w slijedi
A(¢'(9)) =0, uD'(Q).
O

Napomena 3.2.2. Prethodni rezultat se iskazuje opcenito za nelinearne operatore.
Tada uvjet (3.4) moramo zamijeniti s ja¢im zahtijevom na kvalitetu preslikavanja,
konkretno pretpostavlja se da je A iz W™ 1?(w) u D'(w) Fréchet-diferencijabilna u
smislu

(Vo € D(w)) v (A(v), ) je Fréchet-diferencijabilan.

3.3 Diferenciranje jednakosti na rubu 9(Id +6)2

Prije nego krenemo na rezultate potrebno je bolje objasniti pojam glatkoc¢e ruba (2.
Pretpostavljamo dodatno da radimo sa ograni¢enim, povezanim i otvorenim skupom.

Definicija 3.3.1. ( Lipschitzova domena)

Neka je Q otvoren, povezan i ogranicen skup u RY. Kazemo da Q) ima Lipschitzovu
granicu ako postoje konstante o > 0,8 > 0 ¢ konacan broj lokalnih koordinatnih
sustava ' sa sredistem u O,., lokalnim kordinatama &. = (&7,&5,...,&5 1) i & = &5, te
pripadnim preslikavanjyima a,, 1 < r < R takvi da zadovoljavaju:

R
e 00=J{(&.&) &=a(&); lgl<a},
r=1
o { ( 7,"751”); ar(f;) < 57” < ar(&) +ﬁ; ‘f;l < Oé} cQ 1<r< R}

o {(€,6); a(€)—pB<& <an(l); €] <a}cR*"\Q 1<r<R

HNokalni koordinatni sustav dobiven je translacijom i rotacijom originalnog sustava
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o lar(§) — ar(m)] < [ — ] & <o | <, T<r <R

Oznacimo sa
A, ={g R |g] < a)

Ako je za svakir, a, € WF(A,) kazemo da je Q domena klase Lip".

Teorem 3.3.2. (Teorem o tragu)

Pretpostavimo da je @ C R% domena klase Lip®, s > 1, k > 1 i ¢ zadan s
% = % — ﬁkss_l, ako je ks < d ili q¢ € [1,400), za ks = d. Tada postoji linearni

ogranicent operator

E:W"(Q) — L1(09Q)
koji za svaki o € D(Q) zadovoljava E(p) = ¢jaq.
Dokaz: Dokaz teorema mozete procitati u [4] poglavlju 2, odjeljak 4. O

Radi jednostavnosti pisemo u = E(u) ako radimo na 0f2. Pretpostavimo da
vrijede sljedece hipoteze (restrikcije (3.1) i (3.2) naslucajm=1ip=1).

(3.6) Neka je dano preslikavanje ¢, tako da za svaki
' dovoljno mali § u WH5¢(R%, RY) je ¢(0) € WH((1d +60)(Q)).

(3.7) Neka je 6 — ¢(0) o (Id 4-0) definirano na okolini od nule
' diferencijabilno u nuli iz W*<¢(R¢, R?) u Wh1(Q).

Teorem 3.3.3. Neka je Q) Lipschitzova domena, za koju vrijede (3.6) i (3.7) te
dodatno:

(3-8) ¢(0) € W*H(Q),
3.9 za dani 0 € WH(R? R?) dovoljno mali je
(3.9) o(0) =0 nad(ld+0)(Q2).

Tada je za proizvoljan w CC ) preslikavange

(3.10) 0 ¢.(0) je diferencijabilno u nuli iz W*(R* R u L' (w).

Kao posljedica je onda 0 — ¢(0) lokalno diferencijabilno u nuli i vrijedi
¢'(0) € WH(Q)

te
&' (Y) =—1- n—-—  na o (u L'(09))
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Dokaz: Zbog (3.6) i (3.7) primjenom Teorema 3.1.4 dobivamo da vrijedi (3.10) i
derivacija u smjeru ¢ je:

¢ () = Do(6(0) o (Id+6)) (0)[¢)] — ¢ - V(0).
Zbog (3.7) 1 (3.9) i primjenom teorema o tragu
Dy(6(6) o (14 +6)) ()] =0 na O

Dodatno Dy(¢(0) o (Id+6))(0)[)] € WE(Q) te zbog pretpostavke (3.8) je Vo(0) €
WHHQ) dobivamo da je ¢'(v) € WHH(Q). Primjenom traga dobivamo

¢'(¥) = Do(¢(0) o (1 +6))(0)[¢)] — ¥ - V$(0) na 0%
odnosno
¢'(¥) = =1 - V¢(0) na 99 .

Ostaje jos iskoristiti ¢injenicu da je ¢(0) konstanta na 02 ¢ime V¢(0) na 0f) ima
smjer normalu n. Tada je

L 96(0)

V¢(0) = n(n - Ve(0)) =

Teorem 3.3.4. (Ukupna promjena parcijalnih derivacija)
Neka vrijedi (3.1) i (3.2). Tada preslikavanje

0 — (0;9(0)) o (Id+0) definirano na
okolini nule iz WH(R% RY) o Wm=1P(Q)

je diferencijabilno u nuli

Dokaz: Prema Propoziciji 2.1.1 pod ¢), zapisano po komponentama

= M;i(0)0k(6(0) o (Id+6)),

gdje je

M;;(0) = [(I +V0) '],
Koristeéi ¢injenicu da je transponiranje linearno i neprekidno ¢ : W™¢(R4, My(R)) —
Wm¢(RY, My(R)) i Propoziciju 2.1.1 pod b) dolazimo do zakljucka

0 — M (0) definirana na
okolini nule iz W*¢(R4, RY) u W*=L¢(R?, M,(R))
je diferencijabilna u nuli.
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Tada uz dogovor da je k > m i restrikciju na otvoren skup {2

okolini nule iz W"¢(R? RY) u Wm™=1¢(Q, My(R))

0 — M(0) definirana na
je diferencijabilna u nuli.

Iskoristivsi (3.2) dobivamo za i = 1,2, ...,d

okolini nule iz W"¢(R% RY) u Wm=1r(Q)
je diferencijabilna u nuli.

{ 0 — 0;(¢(0) o (Id+0)) definirana na

TIme smo dokazali teorem.

Napomena 3.3.5. Koristimo oznaku:

(0:9)° (V) := Dy ((8:0(0)) o (1d +0))(0)[¢)].

Opcenito vrijedi uz prirodne pretpostavke:

(0:0) (¥) = (9:9)°(¥) = ¥ - V(0,(0)).

Deriviramo li:
¢'(¥) = Do(¢(0) o (Id+6))(0)[¢)] — ¥ - V(¢(0))

i iskoristimo li da je operator deriviranja linearan:

0i(¢' (1)) = 0i (Do ((6) o (Id+6))(0)[¢)]) — 9; (¢ - V(¢(0))) -

Uoc¢imo da vrijedi
(ai¢)/ = 0,
jer je

Bi(¢)(0) =0 ( lim 2020

t—0t+

— lim 5¢¢(t9)t—3i¢(0) = (8:9)(0).

t—0t

Derivacija u smjeru se uvijek tako ponasa u odnosu na linearne operatore. Time smo
dobili (koristedi jos parcijalnu derivaciju):

(9:0)*(¥) — 0 (De(¢(0) o (Id +0)) (0)[¢]) = —0ivp - V(¢(0))
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Sada pokazujemo glavni rezultat za diferencijalne operatore na rubu. Pretpos-
tavke (3.1) i (3.2) uzp=1:

Neka je dano preslikavanje ¢, tako da za svaki
(3.11) dovoljno mali § € Wk<¢(R? R?) je ¢(0) € W™((Id +6)12),
gdje je k >m > 1.

(3.12) { Neka je 8 — ¢(6) o (Id +0) definirano na okolini nule,

diferencijabilno u nuli iz W*<¢(R4 R%) u W™1(Q).
Pretpostavljamo da operator ima oblik:

(3.13) B= Y b,D% b, W*™RY,

laj<m—1
definiran na cijelom R

Teorem 3.3.6. Neka je Q Lipschitzova domena (klase Lip'). Uz hipoteze (3.11)-
(3.13) neka vrijedi

(3.14) B¢(0) = g na 0(1d+6)(Q2)

za svaki 0 € Wh(RY, RY) u okolini nule. Neka je

(3.15) B¢(0) € W*1(Q)

(3.16) g € WHHRY).

Tada

(3.17) B¢/ (0) = —enw na 89

Dokaz: Uz hipoteze (3.11), (3.12) te prema Teoremu 3.3.4 o promjeni parcijalnih
derivacija mozemo zakljuciti:

0 — (Bo(0)) o (Id+0) je definirano
na okolini nule iz W"¢(R? R?) u Wh(Q)
te je diferencijabilno u nuli.
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Ozna¢imo derivaciju u smjeru 6 gornjeg preslikavanja sa (B¢)®(#). Prema teoremu o
egzisteniciji lokalne derivacije 3.1.4 dobivamo

0 — B¢, (0) je definirano na okolini 0
iz Wke(RY, RY) u L'(w) i diferencijabilno u 0

i to za svaki otvoreni w CC 2. Drugim rije¢ima pokazali smo da je § — B¢(6) lokalno
diferencijabilno u 0, te je derivacija u smjeru ¢ jednaka:

(Bo)' (v) € L'(9).

S obzirom da je B kao diferencijalni operator linearan i neprekidan tada je jasno:
B¢’ = (Bg)'.

Iskoristimo li pretpostavku (3.15) te Propoziciju 2.2.4 o derivaciji funkcije sa kompo-
zicijom mozemo zakljuciti

0 — g o (Id+0) je definirano iz
Whe(R?, RY) u WHH(RY) te diferencijabilno u nuli.

Proucimo preslikavanje 6 — f(6) = B¢(0) — g, uz pretpostavku da je 6 dovoljno mali.
S obzirom da g ne ovisi o € jasno je onda f lokalno diferencijabilna. Oznacimo sa
1'(0) derivaciju u smjeru 6. Prili¢no je jednostavno za provjeriti da

f1(0) e WHH(Q)

te da vrijedi

JHOERTR n—w)) u L' (09)

n
Preostaje jos iskoristiti da je B¢’ = (B¢)' ¢ime dobivamo (3.17)

of
0

3.4 Diferenciranje integrala
Cilj teorije optimizacije je odredivanje skupa gdje realan funkcional
0 — J(0,0(0))

definiran na W#¢(R? R?), k > 1 sa vrijednostim u realnim brojevima, ima minimum.
Tezina teorije je u tome Sto ¢ predstavlja rjeSenje rubnog problema koje odgovara
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otvorenom skupu (Id 4-0)(€2). Kao posljedica, biti ¢e korisno izracunati derivaciju u
smjeru (u odnosu na W*<¢(R?4 R?)) sljedec¢ih funkcija :

J(6.6(6)) = /( 0 CO00) 0

0000 = [ G6.60) da
a(1d +6)Q
gdje su C'i G parcijalni diferencijalni operatori definirani na cijelom R¢. Preciznije
(0,0(0)) — C(0,6(0)) : WH(RY,RY) x W™P((Id+6)Q) — L' ((Id +6)2)
te

(0, 0(0)) — G(0,6(0)) : WE(RY RY) x W™P((Id +0)Q) — WhH((1d +6)Q)

Diferenciranje integrala po varijabilnoj domeni

Teorem 3.4.1. Neka je €2 otvoren skup te pretpostavimo da vrijedi:

(3.18) { 0 — ¢(0) je definirano na okolini nule

iz Whe(RERY), k> 1, u L' ((1d+6)Q),

0 — ¢(0) o (Id+0) je definirana na
(3.19) okolini nule iz W*<(R4, RY) u L'(Q) te
je diferencijabilna u nuli,

Tada uz k' > max{2,k} za proizvoljan otvoren skup w CC Q) vrijedi:

0 — ¢, (0) definirana je
(3.20) na okolini nule od W* (R4 R?) u (C'(@))’
1 diferencijabilna u nuli.

Kao posljedica, 0 — ¢(0) je lokalno diferencijabilna w 0. Pripadna derivacija u smjeru
0 u nuli je:

(3.207) ¢'(0) = Dy(p(¥)) o (Id+4))(0)[6] — 6 - V(0),
Za svaki 0 € WF(RY RY) dovoljno mali je:
(3.21) ¢(0) € (C.(Q)
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Dokaz: Prije nego krenemo na dokaz objasnimo poblize kako shva¢amo tvrdnje pod
(3.20) i (3.20"). Neka je w CC Qi ¢ € C}(2). Prema dosadasnjim pretpostavkama
ima smisla definirati (koriste¢i Teorem 2.2.1):

(%) (pu(0) o (Id+8), ) = <q§w(0), @ o (Id+6) " Jac(Id —|—9)’1>

Uocimo da je prvi integral definiran na w dok je drugi na (Id +6)w, pa odabiremo
0 € WF<(R? R?) dovoljno mali takav da je (Id+0)w CC €. Jasno je preslikavanje
0 (¢,(0) o (Id +6), ) diferencijabilno iz W*<(R? R?) u R.

Neka je 9 € C*(w). Preslikavanje 6 — (¢,,(6),9) je prema Teoremu 2.2.1 ustvari
0 — (¢p,(0) o (Id+0),9 o (Id+0)Jac(Id +6)). Vrijedi da je 6 — ) o (Id +0)Jac(Id +0)
diferencijabilno u nuli iz W*¢(R¢ R?) u L>(R?%) prema Propoziciji 2.1.1. Mozemo
zakljuciti da je time 6 +— (¢, (6),?) diferencijabilno u nuli iz W*¢(R% R%) u R tj.
time je pokazana tvrdnja (3.20).

Vratimo se sada (). Zbog svega prethodno navedenog mozemo traziti diferencijal
u nuli u smjeru 6:

(Dy (¢ (1) o (Id+90))(0)[0], ) = (¢, (0), ) + (¢ (0), =V - § — p div(6))

odnosno vrijedi:

(Dy (0 () o (Id +9))(0)[0], ) = (¢1,(0), ) + (6 - Vu,(0), )

uz dogovor da je (6 -V, (0),p) = (¢,(0), =V -0 — pdiv(0)) gdje je 8 - Vo, (0) €
(C1(Q)). Time smo pokazali (3.20") i (3.21).
Il

Teorem 3.4.2. Neka je Q2 otvoren skup. Neka vrijedi (3.18) i (3.19). Pretpostavimo
dodatno:

(3.22) #(0) € WH(Q).

Tada je

(3.23) ¢'(0) + div(06(0)) € LY(Q) i ¢'(9) € L*(Q).
Preslikavanje

0 — f(ld+9)Q ¢(0) dx je dobro definirano
(3.24) na okolini nule iz W5<(R% R?) u R

1 diferencijabilno u nuli.
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Derwacija v smjeru 6 u nuli je:
(3.25) / ¢'(0) + div(4(0)0) dz.
(Id+0)(©2)

Pretpostavimo li da je ) Lipschitzova domena deriwaciju u smjeru 6 u nuli moZemo
zapisatt kao:

(3.26) / &/(60) do + / 6(0) - ndS

Dokaz: Znamo preko Teorema 3.4.1 da je ¢/(0) € (C1(Q)). Iskoristimo da je ¢(0) €
Wh1(Q). Tada je
0-V(0) € L'(Q),

te dobivamo:
¢'(0) = Dy(p(¥) o (Id+1))(0)[0] — - V(0) € L(€),

¢ime smo pokazali (3.23).
Preko teorema o zamjeni varijabli 2.2.1 dobivamo

/ 6(0) da = / ((6(6)) o (14 +6))] det(1d +V6) | dx
(1d +6)Q Q
Mozemo pokazati da je

0 — (p(0) o (Id+6))| det(Id +V0)| definirana na
okolini nule iz W#¢(R% R?) u L}(Q),

diferencijabilna u nuli te je derivacija u smjeru 6 u nuli:

Dy(¢(3) o (Id+4)))(0)[6] + ¢(0)div(6) = ¢'(0) + 6 - V(0) + ¢(0)div(6)
= ¢'(6) + div(¢(0)0)

Neka je f(0) = ¢(0)) o (Id+6) i g(0) = | det(Id +V6)|. Prema (3.19)

lof (D)l L1 (o)

f(0) = £(0) + Df(0)[0] + 04(0), i EEEEE 0
iz Propozicije 2.1.1 pod a)
g(8) = g(0) + Dg(0)[0] + 04(8), w _0

6] x—0 01|
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f(0)g(0) — £(0)g(0) — g(O) D f(0)[0] — f(0) Dg(0)[0] =
0(0)9(0) + 04(0)f(0) + D f(0)[6]Dg(0)]6]

Priliéno je jednostavno za provjeriti (Holderova nejednakost) kako izrazi pripadaju
LY(€2). Koriste¢i neprekidnost od f i g te neprekidnost diferencijala:

lop(0)9(O) |10y < o @)l @190l =(@) < Cyllos(O)llzr )

pa
lof(0)g(0)l L1 (@)

=0
18], —0 10|

slicno za drugi izraz dok tre¢i vrijedi direktno:
1D ()1 Dg(0)[b]llz1() < [IDFONIDg OO
Time smo pokazali gornju tvrdnju. Ako integriramo po €2
((6(0)) o (Id +0))[ det(Id +VO)| = ¢(0) + ¢'(6) + div(6(0)) + o(6)
dobivamo (3.24) i (3.25). Uocimo da je
div(¢(0)) € L'(%).
unutar ovih uvjeta smijemo primjeniti teorem o divergenciji:

/ div(4(0)0) dz = / n - (6(0)0) dS

Q o9
¢ime iz (3.25) dobivamo (3.26).

3.5 Diferenciranje integrala definiranog na rubu

Tehnicki rezultati za granicu

Jos uvijek nismo nista rekli o diferenciranju funkcije oblika

Neka je 2 domena klase Lip'. Moze se pokazati da je d(Id +6)2 opet Lipschitzova
domena za dovoljno mali § € W#5¢(R% R?) (u normi || - ||x), gdje je k¥ > 1. Radi
jednostavnosti pretpostavit ¢emo da je § € Wh<(R? RY)NCH(RY, RY) € WHE(RY, RY).
Tada je Id +6 € €1¢(R?, RY).
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Definicija 3.5.1. (Tangencijalni Jacobijan)
Neka je Q Lipschitzova domena, te T € €1°(R% R?). Definiramo tangencijalni
Jacobyjan kao:
Jacoa(T) == [(VT)'n||det(VT)| na 9Q

time je:
JaCag(T) c LOO((?Q)

U povrsinskim integralima vrijedi sljedeéi teorem (verzija od 2.2.1):

Teorem 3.5.2. (Zamjena varijabli u povrsinskim integralima)
Neka je Q Lipschitzova domena, T € €'°(R%,R?) difeomorfizam na R?. Tada je
fol(T) e LY (0) ako i samo ako je f € LY(OT()) 1 vrijedi:

(3.27) / fds = /(f oT)Jacyn(T)dS
aT(Q) o0
Dokaz. Dokaz mozete vidjeti u [3] lema 4.7. O

Standardno ¢emo koristiti da je T' = Id +6.

Definicija 3.5.3. (Tangencijalna divergencija)
Neka je Q Lipschitzova domena iv € (W1°(92))%. Pogledajmov € (WH>(RY))4,
prodirenje funkcije v na R%. Definiramo tangencijalnu divergenciju kao:

divog(v) = div(®) — ([VU]'n) -n  na 99

Moze se pokazati da je divyg(v) dobro definiran, dakle ne ovisi o odabiru prosirenja
v te vrijedi:
diVag(U) S L“(@Q)
Sljedece teoreme navodimo bez dokaza. Svi dokazi su izuzetno tehnicki i mogu se
procitati u [3]

Lema 3.5.4. (Diferenciranje tangencijalnog Jacobijana)
Neka je Q domena klase Lip®, (k > 1). Preslikavanje

0 — Jacoq(Id +0) je dobro definirano
na okolini od 0 iz WE¢(R4, RY) u WH=12°(90)

te je diferencijabilno u 0

Tada je divag(f) derivacija u smjeru 6 u tocki 0.
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Teorem 3.5.5. (Tangencijalna Greenova formula)
Neka je Q domena klase Lip?, f € W2HQ) i § € WH(RY RY). Tada vrijedi
formula:
of

/(9 V] + fdiven(8)) dS = /9 ‘n (a_n +Hf) as
o9 o9
gdje je H srednja zakrivijenost.

Rezultat za granicu

Moze se pokazati pomocu prethodnih rezultata za granicu da vrijedi teorem:

Teorem 3.5.6. Pretpostavimo da je Q domena klase Lip', te neka vrijedi:

0 — ¢(0) je definirano za
6 € WL¢(RY, RY) dovoljno mali
tako da je ¢(0) € WH((1d+6)%Q),

0 — ¢(0) o (Id+0) je definirano na
okolini nule iz W1¢(R4, RY) u WH(Q),

i diferencijabilno u nuli.

uz $(0) € W*1(Q). Tada je

6 — f8(1d+9)9 #(0)dS , definirano na
okolini nule iz WH(R? R?) u R,

te je diferencijabilno u nuli.
Pripadna derivaciju v nuli w smjeru 6 jednaka je:

/ ¢'(0)dS + / (0 - Vo(0) + ¢(0) divgg(0)) dS.
o0

B)
Dokaz: Detalje dokaza mozete pronadi u [5] teorem 2.27. O

Ako iskoristimo Teorem 3.5.5 dolazimo do zakljucka da se drugi dio izraza moze

zapisati u obliku:
of
0-nl —+ Hf )dS.
on

o0
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Vidimo da je time potrebno dobro poznavanje derivacije u smjeru ¢'() da bismo
izraz generalno mogli zapisati u formi

/v8~nd5

o0N

Ideju ¢emo pokazati u sljede¢em poglavlju na konkretnom primjeru modela konden-
zatora.



Poglavlje 4

Primjena na model kondenzatora

U uvodu smo uveli primjer kondenzatora. Dopustivi skup bio je

v {QCD‘ 2 ima fiksnu mjeru, Q= Qy\ }

01, )y otvoreni skupovi, Q; CC Qy CC D

uz dogovor da je D ogranicen skup. Na € elek-
triéni potencijal zadovoljava:

Ay =0 na (2, P
(4.1) y=0 naly,
y=1 na ['5.
Prvo pokazujemo da za svaki ) € V postoji je-
dinstveno rjesenje y gornje zadace. Za dani €2
nije tesko pronaci funkciju
- o0 (Tod g=0, naly Slika 4.1: Primjer €2 iz V

Uzimamo g := jg € C>(Q). Trivijalno je g € W*P(Q) za svaki k € Ny te p € [1, 00].

4.1 Egzistencija i regularnost rjesenja

Propozicija 4.1.1. (Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja)
Postoji jedinstvena funkcija y € HY(Q) takva da zadovoljava

y—g € Hy(Q),
(4.2) { Ay =0, nafd.

20
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Dokaz: pronadi rjesenje problema (4.1) ekvivalentno je rjeSavanju zadacu:

Av=—Ag na €2,
(43) { v=20 na Fl U Fg

Pretpostavimo da je rjesenje y klase C*°. Pomnozimo jednakost u (4.3) sa ¢ € D(),
te integrirajmo po (2. Parcijalnom integracijom dolazimo do

/div(Vv)go dor = /{div(vao) — VuVe} dx
Q Q

= /QOVU -ndS — /VvVgodx
09 Q

Integral po granici nestaje, i time dobivamo varijacijsku formulaciju zadace:
{ Na¢i h € H}(Q),

Vo e D) [,VhVe = |,Agd

Ako je rjesenje dovoljno glatko iz (4.4) mozemo dobiti (4.3), pa time i (4.1). Moze
se pokazati da je sa (u,v) = Jo VuVudz dobro definiran skalarni produkt na

(4.4)

H} (), pa primjenom Rieszovog teorema reprezentacije postoji jedinstveno rjesenje
h € H(Q2) od (4.3). Time smo pronasli egzistenciju i jedinstvenost rjesenja zadace
(4.2) uzimajuéi y := g + h.

m

Naglasimo da u kontekstu dokazanog jednakost Ay = 0 moramo uzimati u smislu
distribucija. No pokazuje se da je pristup opravdan jer uz pretpostavke na glatkocu
domene 2 dobivamo regularnost rjesenja .

Teorem 4.1.2. (Regularnost rjesenja)
Neka je Q otvoren skup klase Lip®, k > 2, te y rjesenje od (4.1), tada je:

(4.5) y e WHP(Q), pe(l,00).

Dokaz: Rezultate mozete procitati u [2]
[

Pretpostavimo da je 2 domena klase Lip®. Neka je § € W*<(R4, R?) gdje je k > 2.
Oznacimo sa y(6) rjesenje od

Ay(@) =0  na (Id+6)%Q,

(4.6) y(0) =0  na (Id+6)T'y,
y(0) =1  na (Id+6)I'.
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Prema Propoziciji 4.1.1 znamo da je y(6) dobro definiran. S obzirom da za granicu
dodatno pretpostavljamo da je klase Lip?, moramo uzeti da je § € W*>= (R4 R?),
k > 2. Time 9(Id +6)Q ostaje klase Lip?, pa smijemo primijeniti Teorem 4.1.2 o
regularnosti rjeSenja. Za 6 — y(0) tada vrijedi:

y(0) € W2P((Id +6)), p € (1, 00)
za 0 € W2>(R?, RY) u okolini 0
i vrijedi (4.6).
Cilj je pokazati diferencijabilnost preslikavanja 6 +— y(6) o (Id +6) u nuli, sto je i
tvrdnja sljedec¢eg teorema:

4.2 Teorijski rezultati o derivaciji oblika

Neka je sa V2f oznacen Hesijanova matrica od funkcije f.

_o°f _°f

0x10x1 o 0x10xy
V2f = : :
9?2 02

Ory,0ry = Oxg,0ry

Teorem 4.2.1. (o diferencijabilnosti preslikavangje 6 — y(0) o (Id+0))
Za dani p € (1,00), preslikavanje

0 — y(0) o (Id+0) definirano na
okolini 0 iz W2°° (R R?) u W2P(Q)

je diferencijabilno u 0. Derivacija u smjeru 6 u tocki 0 oznacena s y(6) zadovoljava:

{ Ag(0) = tr(VIV2y(0)) + div(VOVy(0))
y(0) € W?P(Q) N Hy(Q)

Dokaz: Pokazujemo teorem u tri koraka:
1) Oznac¢imo skup:

W37P(Q) = {'U € WQ’p(Q) ‘ v =0 na Fl; v=1 na FQ}
koji je afina mnogostrukost u WP (Q) s translacijskim potprostorom

VAP(Q) = WP (Q) N Wy (Q).
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Vazno je za uociti da je WOQ’p(Q) razli¢ito od V2?(Q2). Ako je g = gjq, funkcija klase
C*> definirana kao ranije slijedi W*P(Q) = g + V2P(Q2). Pogledajmo preslikavanje
F: W22(R4RY) x V2P(Q) — LP(Q) definirano formulom:

(@7) FO.0) = 3 M5 (u0) G+ 55)

i k=1

F je dobro definiran za § € W?2°>(R¢ R%) dovoljno male norme te proizvoljan v €
V2P(Q). Preslikavanje M je uvedeno u Teoremu 3.3.4 preko formule:

M;;(0) = [(I+V0)™'];;
Ranije smo spomenuli da je preslikavanje y(#) o (Id +6) dobro definirano te vrijedi:

(Ay(#)) o (Id+6) =0 na (2,
y(0) o (Id+6) =0 na I'y,
y(@)o(Id+6) =1 na I's.
Uocimo da je y(6) o (Id +6) € W2P(Q), te uvedimo oznaku:
(4.8) y(0) o (Id+0) = g +v(0),  v(0) € V2P(Q)

Prema tvrdnji Propozicije 2.2.4 pod c)

d
(%9 o 1a+0) = 3 Mia(6) - (4(0) 0 (1:+0)

k=1
odnosno ;
y(0) _ 9 -
v { > Misl) 5 (0(8) o (1d-+6) } o (1d +6)
primjenimo opet tvrdnju propozicije na %y—g:
9%y() ¥ 0 foy(6)
& 0 & )
= M. M, — I
Z (05,0 M@ (4(0) ¢ (14+0))
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Sumirajuéi po i pokazali smo da je Ay(0)o (Id +6) = F(6,v(0)) i time je prema (4.8):
(4.9) F(0,v(0)) =0

2) U sljedeéem koraka dokaza koristimo teorem o implicitnoj funkciji za Banachove
prostore

Teorem 4.2.2. (teorem o implicitnoj funkciji)

Neka je zadano preslikavanje F' : Uy x Uy CT' x X — 'Y u Banachov prostor, gdje
su Uy, Uy otvoreni skupovi v Banachovim prostorima T, X respektivno.

Pretpostavimo da je F € CY(Uy x Uy, Y), F(6*,v*) = 0 i D,(F(0,v)) regularan
operator sa ograniCenim inverzom.

Tada postoje okolina © C Uy od 0* i 'V C Uy od v*, preslikavanje G € C1(©, X)
koje zadovoljava:

e F(0,G(0)) =0 za svaki 0 € O,
o G(0%) =",
e DG(0) = —[D,F(0,G(0)] " o DyF(0,G(6)), za 6 € O.
Dokaz: Za dokaz pogledajte [1] O
Prema Napomeni 2.1.2 mozemo zakljuciti:

0 — M(6) je neprekidno
diferencijabilna na okolini od nule

iz W2 (RE, RY) u WH(RY, My(R)).

Zbog afinosti funkcije F' po drugom argumentu imamo:

F(0,v4h) — F(0,v) = Z Mi,j(e)a%(Mi,k(f))(g—Z)
= b;F 0,v)[h].

Time smo osigurali da je F' neprekidno diferencijabilna na okolini (0,v(0)). Vrijedi
F(0,v(0)) =0,

a specijalno je
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Prema teoremu regularnosti 4.1.2 dobivamo da je A izomorfizam iz V*P(Q) u
LP(£2), ¢ime su svi uvjeti teorema o implicitnoj funkciji zadovoljeni. Stoga postoji
okolina © tako da je preslikavanje

v €,V (Q)).

Preciznije osigurali smo da je § — y(6)o(Id +60) diferencijabilno u nuli iz W2 (R4, R?)
u W?P(Q) (znamo i da je dodatno klase C! na okolini nule). Time treba naglasiti da
teoremom o implicitnoj funkciji osiguravamo glatko¢u preslikavanja dok smo posto-
janje funkcije 6 — v(6) znali i ranije.

3) Vrijedi iz teorema o implicitnoj funkciji:

§(¥) = D(H)(0)[0] = — [D,F(0,2(0))] " DyF(0,2(0))[¢]

Odrediti DyF(0, z(0))[¢] nije tehnicki jednostavno. Pozeljno je napisati (4.7) u kom-
paktnijoj formi.
F(0,v) = tr ([V(M(0)V(v+g))]'M(0))

S obzirom da je M(0) = I — V' + o(6), moze se pokazati da je
DyF(0)[¢] = —tr(VyV?y(0)) — div(Vy'Vy(0))

posljednja tvrdnja slijedi primjenimo li za p = 2 i iskoristimo li ¢injenicu da je y(@) o
(Id 4+-0) konstantan na rubu ¢ime je ¢(6) nuzno iz Hy(£2).
]

Korolar 4.2.3. Neka je p € (1,00), i otvoren skup w CC ). Pretpostavimo da y
zadovoljava (4.1) te je Q domena klase Lip®. Tada je preslikavanje

0 — y(0)|., definirano na
(4.10) okolini 0 iz W2 (R4, RY) u W2P(w),

1 diferencijabilno u 0.

Kao posljedica je 0 — y(0) lokalno diferencijabilna w 0. Derivacija u nuli u smjeru
0, oznacena sa y'(0) zadovoljava:

y'(0) € WH(Q),

vrijedi:

te
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Dokaz: Primjenivsi teorem o egzistenciji lokalne derivacije 3.1.4 za slucaj k = m = 2
i Teorem 4.2.1 dobivamo tvrdnju (4.10).

Teorem 3.2.1 osigurava
Ay'(#) =0 naQ

Posto je y(0) € Hy () prema Teoremu 3.1.4 zakljucujemo
y(0) =—=0-V(y(0)) naoQ

iz ¢injenice da je y(0) konstanta na granici, gradijent je proporcionalan vektoru nor-
male pa time dobivamo posljednju tvrdnju korolara.

[]

Lema 4.2.4. Neka y zadovoljava (4.1). Preslikavangje

0 — |Vy(0)|? o (Id+0) definirano je
na okolini od 0 iz W3 (R4,R?) u W1(Q)
i diferencijabilno je u 0

Dokaz: Prema teoremu o ukupnoj promjeni parcijalnih derivacija 3.3.4 znamo :

0 — Vy(0) o (Id +0) definirano je
na okolini od nule iz W (R R?) u (H!(Q))?
i diferencijabilno je u nuli

Uocimo da je preslikavanje v — K(v) = |v]? definirano sa (H'(Q2))¢ u WHH(Q) je
diferencijabilno u svakoj tocki te je diferencijal

DK (a)v] =2a-v

K(a+v)—K(a) = |a+v|* — |af
=((a+v)+a) ((a+v)—a)
=2a-v + |[v]?
= DK(a)[v] + o(v)

Time je i kompozicija K o ((Vy(0) o (Id+0)) diferencijabilna otkuda slijedi tvrdnja
leme.

]
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Po teoremu o egzistenciji lokalne derivacije za svaki otvoreni w CC €2,

0 — Vy(0)|, definirano je
na okolini od 0 iz W% (R? R?) u (L?(w))?
i diferencijabilno je u 0

¢ime je 0 — Vy(0) lokalno derivabilna u 0. Uzimajuéi u obzir da je 6 — y(6) lokalno
diferencijabilna u tocki 0 sa smjerom @ i

(Vy)'(0) = Vy/'(6),
stavimo oznaku za lokalnu derivaciju od 6 — Vy(6) u tocki 0 u smjeru 6:
Vy'(6),

s obzirom da je K iz Teorema 4.2.4 diferencijabilno na proizvoljnoj w CC {2 mozemo
zakljuciti da je preslikavanje 6 — |[Vy(6)|? lokalno diferencijabilno i opet pozivom na
Teorem 3.1.4 dobivamo

(4.11)  (IVyP)'(0) = 2Vy(0) - V' (8) = 2Vy(0) - Vy(0) — 0 - V|Vy(0)]* € L(Q)

Derivacija oblika

Teorem 4.2.5. (o derivaciji oblika) Neka y zadovoljava (4.1). Za dani
co)= [ [vyo)Fds
(Id+6)Q
preslikavange

0 — C(0) definirano na
(4.12) okolini od nule iz W»*(R4,RY) u R
je diferencijabilno u nuli

Pripadna deriwacija v smjeru 6 u tocki 0 je

o0
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Dokaz: Pocetak dokaza je slican dokazu Teorema 3.4.1

/ IVy(0)|]? dz = / IVy(0)? o (Id +0) |det( + V)| dz
(1d +6)Q Q

Prilicno se jednostavno pokaze da je 0 — |Vy(0)|? o (Id +0) |det(I + V6)| diferenci-
jabilna u okolini nule iz W2 (R¢, R?) u prostor W(2). Njezin diferencijal u nuli u
smjeru 9 dan je sa

Dy (IVy(0)[* o (1d +0)) (0)[9] + [Vy(0)[* div(¥)
Preostaje iskoristiti teorema o lokalnoj diferencijabilnosti i (4.11) ¢ime dobivamo

C'(0) = [ 2Vy(0) - Vy' (@) dz + [ 6-V|Vy(0)]* + [ |Vy(0)|*div(d) dz
/ [t |

= /2Vy(0) -Vy'(0) dz + /div(ﬁ]Vy(O)P) dx.
Q Q
Primjenom teorema o divergenciji dobivamo

C'(0) = /2Vy(0) -Vy'(0) dz + /6 -1 |Vy(0))* dS.
Q G
Diferencijabilnost od (4.12) slijedi iz Leme 4.2.4.

/ Vy(0) - V(/(0)) dr = — / Ay(0)y/(6) da + / Y (6)Vy(0) - ndS

Q Q o0

7

'

=0

9y(0)
Prema Korolaru 4.2.3, y/(0) = -0 -n 5=

/Vy >>dx_—/e- 8g(n)(n Vy(0))ds
o9
2
—/e-n WO 45
On
o9
Posto je |Vy(0)? a( doblvamo
,_ dy(0)|”
0(9)——/9-n o ds
o9
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Sazetak

U radu se promatra optimizacijski problem u kojemu je cilj pronaci particiju domene
na dva skupa koja minimizira zadani funkcional integralnog tipa. Pritom funkci-
onal kao argument uzima rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe definirane na
elementu particije domene, oznacen sa €. Neka je C' = C(2) opisani funkcional.

Prvo poglavlje obraduje osnovna svojstva Banachovog prostora W (R4 R?).
Kao direktna posljedica prostor W1*°(R¢, R?) mozemo poistovjetiti sa ograni¢enim
Lipschitz-neprekidnim funkcijama. Uloga prostora W (R4 R%) lezi u opisivanju
malih promjena skupa, a da pritom ostanu sacuvana neka dobra svojstva skupa kao
Sto su otvorenost ili regularnosti ruba. Promjena skupa je skup Q' = (Id+0)<Q,
gdje je Id identiteta, a # € Wk (R? R9). Fiksiranjem 2 promatramo preslikavanje
C(Q;0) := C(£). Od interesa je objasniti kako male promjene skupa €2 utjecu na
vrijednost funkcionala koriste¢i pojam derivacije oblika:

C'(Q,6) = lim C(th) - C(%0)

t—0t t

Drugo poglavlje sadrzi tehnicke rezultate o Fréchet-diferencijabilnosti koji se ko-
riste u narednom poglavlju. Trece poglavlje definira pojam lokalne diferencijabilnosti,
pomocu kojeg se moze detaljnije objasniti ponasanje rjesenja diferencijalne jednadzbe
pri malim promjenama skupa 2. Pritom dolazimo do dovoljnih uvjeta za postojanje
derivacije oblika C'(£2,0).

U posljednjem poglavlju demonstrirana je primjena teorije na modelu kondenza-
tora.



Summary

This thesis studies the optimization problem in which the objective is to find the
bipartition of domain that minimizes a given integral functional. The functional
explicitly depends on the solution of a partial differential equation defined on a bi-
partion’s element denoted with Q. Let C' = C'(2) be mentioned functional.

In the first chapter basic properties of Banach space W*>(R% R?) are introdu-
ced. Essentially, W1°°(R4 RY) can be identified as a space of a bounded Lipschitz-
continuous functions. That space is used to explain small changes of the set (2, while
preserving important properties like openness and regularity of the border. Change of
a set ) is the set ' = (Id +6)Q, where Id is an identity on R? and § € Wk (R? R9).
Fixing €2 we can introduce mapping 6 — C(£;60) := C(£2'). To explain how small
changes on () affect the value of the functional one can introduce shape derivative:

C'(Q,0) = lim C19) - C(:0)

t—0+ t

The second chapter deals with technical results on a differentiability which are
used in the next chapter. In the third chapter, the term local differentiability is
introduced. It is used to better explain how solution can be differentiated with
respect to small changes of a set 2. Within this chapter, a sufficient conditions for
existence of the shape derivative C’(€2,0) are given.

All theory is applied in the last chapter, on a model of electric capacitor to prove
existence of the local derivative.
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