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Uvod

Pojam Markovljevog procesa prvi je uveo matematicar Andrej Markov za slu¢aj kada je
prostor stanja diskretan. Ovdje ¢emo proucavati Markovljeve procese na openitom skupu
stanja. Jasno je da su nam za promatranje takvih procesa potrebni finiji alati nego u diskret-
nom slucaju, no usprkos poteSkocama, do 70-ih godina proslog stolje¢a je glavni dio teorije
doveden do stanja gdje je veéina fundamentalnih problema poput cikli¢nosti, prolaznosti
1 povratnosti, postojanja invarijantne mjere te konvergencije, rijeSena na zadovoljavajuéi
nacin. Jedan od poznatijih primjera Markovljevog procesa je autoregresivni proces reda 1
(AR(1) proces) koji je jedan od najvaznijih primjera u teoriji vremenskih nizova i kojem
¢emo se dijelom i u ovom radu posvetiti.

Nama ¢e posebno zanimljivi biti Harrisovi lanci, nazvani tako po matemati¢aru The-
odoreu Harrisu. Manje je poznato da se dio ove teorije moze pripisati Wolfgangu Do-
eblinu, matemati¢aru koji je, za vrijeme sluzbe u 2. svjetskom ratu, napisao svoj osvrt
na Chapman-Kolmogorovljeve jednadZzbe te ih u “’pil cacheté” (zatvorena kuverta) poslao
Francuskoj akademiji znanosti. Doeblin je u ratu poginuo, no kada je ta zatvorena kuverta
otvorena 2000. godine, pokazalo se da je Doeblin, u pogledu razvijanja teorije Markovlje-
vih procesa, bio daleko ispred svog vremena.

U prvom poglavlju ¢emo se prisjetiti teorije Markovljevih lanaca na diskretnom skupu
stanja. Nakon toga ¢emo, u drugom poglavlju, razviti teoriju Markovljevih lanaca na
op¢enitom skupu stanja te pojmove poput g-ireducibilnosti, subinvarijantne mjere, povrat-
nosti 1 prolaznosti te uniformne 1 geometrijske ergodicnosti. U treCem poglavlju ¢emo
suziti tu teoriju samo na Harrisove lance, posebnu vrstu Markovljevih lanaca na opéenitim
skupovima stanja. Pokazat ¢emo da je za neke od pojmova iz drugog poglavlja lakse doka-
zati postojanje ako radimo s Harrisovim lancem. Na kraju, rad ¢emo zavrSiti s par primjera
Markovljevih lanaca na openitom skupu stanja.






Poglavlje 1

Diskretni Markovljevi lanci

U ovom poglavlju ¢emo se prisjetiti nekih definicija i rezultata vezanih uz Markovljeve
lance na diskretnom skupu stanja kako bi ih kasnije mogli poop¢iti na opcenite skupove
stanja.

Definicija 1.0.1. Neka je S prebrojiv skup. Slucajni proces X = (X,, : n > 0) definiran
na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) s vrijednostima u skupu S je Markovljev lanac ako
vrijedi

IP)(AXn+l = ]IXn =0, X1 = lip-15..,. X = lO) = P(Xn+l = ]an = l)

za svaki n > 01 za sve iy, ....i,-1,i,] € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti dobro
definirane.

Prisjetimo se nekih pojmova i definicija koji ¢e nam trebati za daljnji rad. Stohasticka
matrica P = [p;;] je matrica dimenzije § X S kojoj je suma svakog retka jednaka 1 te je
konacna ukoliko je broj stanja u S konacan.

Definicija 1.0.2. Neka je 1 = (A; : i € §) vjerojatnosna distribucija na S, te neka je
P = (pij : i,j € §) stohasticka matrica. Slucajni proces X = (X, : n > 0) definiran na
vjerojatnosnom prostoru (Q,F ,P) s prostorom stanja S je homogen Markovljev lanac s
pocetnom distribucijom A i prijelaznom matricom P ako vrijedi

(i) P(Xg =i)=A;zasvei €S, te
(ii)
P(Xl‘l+1 = len =L, X1 =iy, Xo = lO) = Dij

za svakin > 0i za sve iy, ..., i,-1,1, J € S.

3



4 POGLAVLIJE 1. DISKRETNI MARKOVLIJEVI LANCI

Takve Markovljeve lance nazivamo (A, P)-Markovljevim lancima.

Primjer 1.0.3. Slucajna Setnja. Neka je (Y, : n > 1) niz nezavisnih, jednako distribuiranih
slucajnih varijabli s vrijednostima u Z i distribucijom P(Y, = k) = pi, k € Z. Definiramo
slucajnu Setnju Z = (Z,, : n > 0) sa

=

Zo=0, Z,=> Y.n>1.

Uocite da za n > 0 vrijedi Z,,, = Z, + Y,+1. Nadalje,

P(Zn+l = in+l|Zn = in’ ceey Zl = i],ZO = O) = P(YYHI + in = in+l|Zn = in’ ""Zl = il’ZO = O)
= P(Yn+1 = in+l - ln) = Diyr—iy
=P(Zu1 = inn1lZn = i),

gdje treci redak slijedi zbog nezavisnosti slucajne varijable Y, sa Zy,Z,, ..., Z,. Dakle,
slucajna Setnja Z je Markovljev lanac.

koje su slucajne varijable Y, Bernoullijeve na {—1,1}. Preciznije, P(Y, = 1) = p, P(Y; =
-1) =g =1-p, 0 < p < 1. Pripadajuci Markovljev lanac Z pomice se samo za jedno
mjesto ulijevo ili udesno. Prijelazne vjerojatnosti su pj_1 = ¢, pix1 = p, pij = 0 za
Jj#i—1,i+ 1. Za jednostavnu sluc¢ajnu setnju kazemo da je simetricna ako je p = q = %

Slucajne Setnje moZemo promatrati i na d-dimenzionalnoj reSetci Z¢,d > 1. Sa e;
oznadimo vektor (0, ...,0, 1,0, ...,0) € Z% s Jjedinicom na i-tom mjestu. Pretpostavimo da je
Y = (Y, : n > 1) niz nezavisnih. jednako distribuiranih slucajnih vektora s vrijednostima
u skupu {tey, xey, ..., xey} s distribucijom P(Y, = ¢;) = P(Y, = —e;) = ;—d. Definiramo
Zo=0,teZ, = Y; Yi,zan > 1. Tada se Z = (Z, : n > 0) zove jednostavna, simetricna
d-dimenzionalna slucajna Setnja. U svakom trenutku se Z moZe pomaknuti na jedno od 2d
susjednih mjesta na resetci.



MnoZenje beskonacnih stohasti¢kih matrica definira se po analogiji s mnoZenjem konacnih
matrica. Akosu P = (p;; :i,j€S8)1Q = (q;j : i, j € S) matrice (konaCne ili beskonacne),
definiramo matricu PQ = (r;;: i, j € §) sa

rij = Z PikGkj-

keS

Specijalno, n-ta potencija matrice P dana je s P" = (pg.’) 11,j€3), gdje je

(n) _ P - .
pij - Z Z Pulpz.zz---Pz,,-y,,-.Pz,,_u-

i1es in-1€S

Konagno, definirajmo nultu potenciju matrice P kao P = I = (6;;) gdje je §; = 1,a6;; =0
zai# j.

Iz formule za kona¢nodimenzionalne distribucije mozZemo izraCunati jednodimenzi-
onalne distribucije. Zaista, koriste¢i gornju formulu imamo

P(X, = ]) = Z Z Z /liopioil"'pin—lj
ipeS i1eS ip—1€8
= > Pl = (AP");.

ipeS

U zadnjem retku smo sa AP" oznaCili produkt vektor-retka A i matrice P, dok (AP");
oznacava j-ti element rezultirajueg vektor-retka. Iz te formule odmah slijedi da je za
sven >0,

Pi(X, = j) = pgf).

Ta formula nam govori da ako Markovljev lanac krece iz stanja i, tada je vjerojatnost da
nakon n koraka bude u stanju j jednaka i j-tom elementu n-te potencije prijelazne matrice
P. Vjerojatnosti pg?) zovu se n koracne prijelazne vjerojatnosti.

Na kraju, spomenimo rezultat poznat pod nazivom Chapman-Kolmogorovljeve jedna-
kosti: zasve i, j€ S

Pi(Xm+n = .]) = Z pf]r:)p](c’;l)
keS

Interpretacija te formule je: lanac koji kreée iz stanja i, te se u trenutku n+m nalazi u stanju
J mora u trenutku 7z biti u nekom stanju k € S, te iz tog stanja k u preostalih m koraka treba
dodi u stanje ;.



6 POGLAVLIJE 1. DISKRETNI MARKOVLIJEVI LANCI

Nekaje X = (X, : n > 0) Markovljev lanac s prostorom stanja S 1 prijelaznom matricom
P. Za B ¢ S definiramo prvo vrijeme pogadanja tog skupa kao

Tg =min{n >0: X, € B},

uz konvenciju da je min) = +oo. U sluCaju B = {j} za j € S zbog jednostavnosti piSemo
T'; umjesto preciznijeg T ;.

Imajudéi to na umu, za stanja i, j € S kazemo da je j dostizno iz i, i — j, ako vrijedi
Pi(T; < 00) > O te da stanja i, j € S komuniciraju ako i — jii — j. Nadalje, ako se S
sastoji od samo jedne klase komuniciranja, tj. za sve i, j € S vrijedi i «— jza S kaZzemo
da je ireducibilan. Ukoliko je podskup C C § skupa stanja kazemo daje zatvoren ako za
svako stanje i € C vrijedi Pi{(Ts\¢ = o) = 1, tj. skup C je zatvoren ako lanac ne mozZe izaci
iz C. U tom slucCaju za stanje j € S kazemo da je apsorbirajuce ako je {j} zatvoren skup.

Za slu¢ajnu varijablu T, kazemo da je vrijeme zaustavljanja ako vrijedi {T < n} €
o(Xo, X1, ...X,), za sve n > 0. Za fiksno stanje i € § promatramo smo vremena u kojima
se Markovljev lanac vraéa u stanje i. Uz definiciju 7; = Tl.(l) =min{n > 0 : X, = i},
indukcijom za m > 1 se pokaZze

00, Tl.(m) = 00

; (m) . — (m)
7o _ {mln{n >T™ X, =1}, T, <oo
j

Vrijeme Tl.(m) zove se vrijeme m-tog povratka u stanje i.

Nadalje, za stanje i € S kazemo da je povratno ako vrijedi Pi(T; < o) = 1, tj. pozitivno
povratno ako vrijedi E;(T;) < oo, a j € S je prolazno ako je Pi(7T; < o0) < 1, tj. nul-povratno
ako nije pozitivno povratno. PokaZe se da, ukoliko je i € S povratno te i «— jda je tadai
J € S povratno. Uz to, ako je Markovljev lanac X ireducibilan i povratan tada su sva stanja
i povratna.

Podsjetimo se da je stacionarna distribucija Markovljevog lanca ona vjerojatnosna dis-
tribucija r = (7; : i € §') za koju vrijedi 7 = 7P. Netrivijalna mjera A na S je invarijantna
mjera Markovljevog lanca X (tj. prijelazne matrice P) ako vrijedi 4 = AP. Nadalje,
definiramo i grani¢nu distribuciju Markovljevog lanca X, # = (m; : i € §) ako za sve
i,j € S vrijedi lim,_,, pg) = m;. Definiraymo joS i aperiodicnost Markovljevog lanca,
tj. aperiodi¢nost jednog stanja i € S s d(i), gdje je d(i) najveci zajednicki djelite]j skupa
n>1: pgf) > 0}. Ako je taj skup prazan, d(i) = 1 te u tom slucaju kazemo da je i
aperiodi¢no. U suprotnom, kazemo da je i periodi¢no s periodom d(i). Uz takvu definiciju
kaZemo da je X aperiodi¢an ukoliko su mu sva stanja aperiodi¢na. Sada moZemo iskazati
sljedeci teorem koji neCemo dokazati. Sam dokaz teorema se moze naci [[7].



Teorem 1.0.4. Neka je A proizvoljna vjerojatnosna distribucija na skupu stanja S. Pretpos-
tavimo da je X = (X, : n > 0) (A, P)-Markovljev lanac koji je ireducibilan i aperiodican,
te ima stacionarnu distribuciju n. Tada je

lim P(X, = j) =n;, zasvej€S.

Specijalno,
lim p(") =m;, zasveijeSs,

n—oo

tj. stacionarna distribucija je ujedno i granicna.
Podsjetimo se vrlo vaznog rezultata iz teorije vjerojatnosti.

Teorem 1.0.5. (Jaki zakon velikih brojeva) Neka je (Y, : n > 1) niz nezavisnih jed-
nako distribuiranih slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥ ,P), takvih da
je E|Y1| < oo, te stavimo u = E(Y)). Tada je
Yi+h+..47%,
P(lim LT :,u):l.

n—oo n

Na kraju, dajemo jedan od najvaznijih rezultata teorije Markovljevih lanaca na diskret-
nom skupu stanja. Teorem navodimo bez dokaza.

Teorem 1.0.6. (Ergodski teorem) Pretpostavimo da je Markovljev lanac X = (X, : n > 0)
ireducibilan i pozitivno povratan, te neka je m njegova jedinstvena stacionarna distribucija.
Pretpostavimo da je f nenegativna ili ogranicena realna funkcija definirana na S. Tada

vrijedi
[hm Z fXo =), f(J)n,] = L.

Jjes

Primjer 1.0.7. (a) Jednostavna slucajna Setnja u Z. Neka je (Y, : n > 1) niz nezavisnih
slucajnih varijabli s distribucijom P(Y; = 1) = p, P(Y; = -1)=¢g=1-p, 0 <
p < 1. Jednostavna slucajna Setnja Z = (Z, : n > 0) definirana je s Zy = 0, Z, =
Yiet Yio Izracunajmo m koracne prijelazne vjerojatnosti poo) Ukoliko je m = 2n + 1
neparan, tada je p(m) = 0 (u pocetno stanje Setnja se moZe vratiti samo u parnom

broju koraka). Za m = 2n vrijedi

n) (211) w20 (p)' ~ V2r2ne " (2n)*" (pg)' = 1 pa)’
pOO - - (I’l')z pPq ( 27‘[}167”}1")2 prq) = \/ﬁ Pq) .

Gornja asimptotska jednakost povlaci da postoji ny € N takav da je za sve n > ny

1 1 )
~——(4pg)" < p5 < 2——(4pq)".
2 an v—
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POGLAVLIJE 1. DISKRETNI MARKOVLIJEVI LANCI

Pretpostavimo da je p = q = 1/2, odnosno da je Z jednostavna simetri¢na slucajna
Setnja. Tada je 4pq = 1, pa je

no—1

meo Zp(zro > Zp@n) + Z ; W - too

n=ng

iz Cega zakljucujemo da je Z povratan lanac. Nadalje, ako je p # 1, tada je 4pq < 1,
pa imamo

no—1

Z p(’") Z p<2n> Z p(zn) Z (4pq) < +oo

n=ng

iz Cega zakljucujemo da je Z prolazan lanac.

PokuSajmo naci stacionarnu distribuciju od Z. Zamislimo da u svakoj tocki od Z
imamo cesticu mase 1. Svaka od tih Cestica se podijeli u skladu s prijelaznim vjero-
Jjatnostima i pomakne na odgovarajuce mjesto. Konkretnije, Cestica u stanju i podi-
Jjeli se na dvije Cestice, svaka mase 1/2 od kojih se jedna pomakne u i — 1, a druga u
i+ 1. S druge strane, u stanje i dolaze dvije Cestice, svaka mase 1/2, jedna izi— 1, a
druga iz i + 1. Nakon simultane podjele svih Cestica, odgovarajucih pomaka i sljep-
ljivanja, ocito je da u svakom stanju i imamo opet Cesticu mase 1. Preciznije, neka
je A = (A; : i € Z) definirano s A; = 1, i € Z. Tada se gornji postupak kratko moZe
zapisati kao

A= AP,

gdje je P prijelazna matrica jednostavne simetricne slucajne Setnje. Drugim rijecima,
A je skoro stacionarna distribucija. Razloga zasto to nije je taj da A nije vjerojat-
nosna distribucija (suma komponenti nije jednaka 1). Stovise, Y., ; = +co $to
znaci da se A ne moZe normirati tako da postane stacionarnom distribucijom. Intu-
itivno je jasno da bi stacionarna distribucija r trebala imati svojstvo da je m; = r;
za sve i, j € Z, tj. da je konstantna. Medutim, takva vjerojatnost na Z ne postoji. Za-
kljucujemo da jednostavna simetricna slucajna Setnja nema stacionarnu distribuciju.

Promotrimo sada slucajnu Setnju na skupu Z, = {0,1,2,..,d — 1}. I dalje je (Y, :
n > 1) niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli s distribucijom P(Y, = 1) = p, P(Y;, =
-1)=qgq=1-p, 0< p <1, nosadaje X = (X, : n > 0) definiran sa Xy = 0,
X, = Xo+ XL, Y) modd, gdie mod d oznacava ostatak pri dijeljenju s brojem



d. Primijetimo da je matrica prijelaza P ovakve slucajne Setnje jednaka

0 p 0 0 ... ¢
qg 0 p 0 ... 0
p=|0 ¢ 0

p ... 0

p 0 0 0 g O
Iz grafickog prikaza ovog Markovljevog lanca vidimo da je lanac ireducibilan. Oda-
tle nam odmah slijedi da je lanac povratan, StoviSe, pozitivno povratan pa postoji

Jjedinstvena stacionarna distribucijam = (m; : i € {0,1,2,...,d — 1}).
Rjesavamo sustav n = ntP, fz_ol m=1m>0:

mo=mq+ngp=1-pm+ prgy
m =mog + mp = (1 — p)mg + pmy

i =mi1q+miap =1 - p)rioy + prig
Tg-1 = Tg-2q + mop = (1 — p)mgo + pmy

Zbog simetrije slutimo da su svi rt; jednaki. Zaista, ako je n; = ¢, c € R, ¢ > 0, za
svei€{0,1,2,...,d— 1}, onda vrijedi n = nP.
Sada imamo:

1= 7Tl':>1:
i=0 i

d-1 d-1
¢c > l=dec = c=1/d

0

Odavde slijedi da je stacionarna distribucija jednaka r = (n; = é :1€{0,1,2,...,d—

1}).






Poglavlje 2

Markovljevi lanci na op¢enitom skupu
stanja

2.1 Osnovne definicije i svojstva

Definicija 2.1.1. Ako je P = {P(x,A),x € ®,A € B(S)} takva da vrijedi:
(i) za svaki A € B(S), P(-,A) je nenegativna izmjeriva funkcija na S
(ii) za svaki x € S, P(x,-) je vjerojatnosna mjera na B(S)

tada P nazivamo jezgrom prijelaznih vjerojatnosti, Markovljevom funkcijom prijelaza ili
krace prijelaznom jezgrom.

Za Markovljeve lance na opcenitim skupovima stanja najvaznije je svojstvo zaborav-
ljivosti (eng. forgetfulness) dano teoremom koji ne¢emo dokazivati, no njegov dokaz se
moZe pronaci u Meyn i Tweedie [4] (Teorem 3.4.1).

Teorem 2.1.2. Za svaku pocetnu mjeru u na B(S) i prijelaznu jezgru P = {P(x,A),x €
S,A € B(S)} postoji stohasticki proces X = (X, : n > 0) na Q = 113S;, izmjeriv obzirom
na ¥ = \/i2 te vjerojatnosna mjera P, na ¥ takva da je P,(B) vjerojatnost dogadaja
{X € B} za B € ¥. Nadalje, za izmjerive A; C S;, i = 0,...n i za bilo koji prirodan broj n,
za taj stohasticki proces vrijedi:

P,(Xo € Ap, X1 €Ay,..., X, €A,) = f
Yo€Ao

.. f /l(dyO)P(y()a dyl) e P(yn—laAn)'
7nfl€Anfl
’ 2.1)

11



12 POGLAVLIJE 2. MARKOVLJEVI LANCI NA OPCENITOM SKUPU STANJA

Sada mozemo formalno definirati Markovljev lanac na opéenitom skupu stanja.

Definicija 2.1.3. Stohasticki proces X definiran na (Q,F ) zove se vremenski homogen
Markovljev lanac sa prijelaznom jezgrom P(x, A) i pocetnom distribucijom u ako sve konacno-
dimenzionalne distribucije od X zadovoljavaju (2.1) za svaki n.

Kao 1 u diskretnom slucaju, na opéenitim skupovima stanja se n koracna jezgra Mar-
kovljevog lanca definira iterativno. Neka je P%(x,A) = §,(A), Diracova mjera definirana
sa:

1, x€A

0, 1inace,

0.(A) = {
pa, zan > 1, induktivno definiramo:
P'(x,A) = f P(x,dy)P"'(y,A), x€S, AecB().
S

Za n koracnu jezgru prijelaznih vjerojatnosti {P"(x,A),x € S,A € B(S)} piSemo P" te pri-
mijetimo da je P" definirana analogno kao i n koracna prijelazna matrica za diskretni slucaj.

Nadalje, i u diskretnom slucaju, i na opéenitim skupovima stanja imamo Chapman-
Kolmogorovljeve jednakosti koje su podloga za sva naSa razmatranja. Teorem necemo
dokazivati, no njegov se dokaz moze nac¢i u Meyn 1 Tweedie [4] (Teorem 3.4.2).

Teorem 2.1.4. Za svaki m takav da je 0 < m < n,
P'(x,A) = me(x, dy)P""(y,A), xe€8S,ac B().
S

Chapman-Kolomogorovljeve jednakosti nam zapravo govore da, kako se X krece iz stanja
x u skup A u n koraka, u bilo kojem medukoraku m lanac mora posjetiti neko stanje y € S
1 u tom trenutku m, obzirom da je Markovljev lanac, zaboravlja proslost i sljede¢ih (n — m)
koraka nastavlja kao da je krenuo iz stanja y. Stoga, te jednakosti moZemo alternativno
zapisati kao

P.(X, € A) = f P(X,, € dy)Py(X,_ € A).
S

Isto kako prijelazna jezgra P opisuje lanac X, tako m kora¢na jezgra, gledana zasebno,
zadovoljava definiciju prijelazne jezgre pa tako opisuje lanac X" = (X' : n > 1) sa prije-
laznim vjerojatnostima

P.(X" € A) = P™(x, A). (2.2)
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Definicija 2.1.5. Lanac X" za kojeg vrijedi (2.2) zove se m-kostur lanca X.
Rezolventa K, je definirana za 0 < € < 1 sa

K,(x,A)=(1-8) > &P(x,A), xeSAcB@)
i=0

Markovljev lanac s prijelaznom jezgrom K, naziva se K,_-lanac.

Napomena 2.1.6. Primijetimo da je K, doista prijelazna jezgra. Za svaki A € B(S)
K, (-, A) je, kao suma nenegativnih izmjerivih funkcija, nenegativna izmjeriva funkcija na
S. Primijetimo i da je K, (x,0) = 0 te K, (x,S) = 1. PokaZimo jos da je K,, o-aditivna.
Neka je (A,),>o niz medusobno disjunktnih skupova iz B(S) te x € S proizvoljan. Tada je

K,, [x, OAj] =1-¢) igiPi (x, OAJJ
=0 i=0 Jj=0

= (1-¢) Z Z EP(x,A))

i=0 j=0

(1-2) Y &P(x,A)
i=0

DM+ 1D

1l
(=)

Kag(-x’ Aj)

J
Zbog proizvoljnosti od x € S, to znaci da je K, (x, ) vjerojatnosna mjera na B(S).

Kako bi mogli detaljnije promatrati i analizirati na$ lanac X, nije nam dovoljno samo
znati njegovu distribuciju, nego i distribuciju u nekim posebnim trenucima.

Definicija 2.1.7. Neka je X Markovljev lanac. Definiramo:

(i) Za bilo koji skup A € B(S), vrijeme posjeta n4 je broj posjeta lanca X skupu A nakon

vremena 0 i dan je sa
[Se]
Na = Z ]l(XneA)-
n=1

(ii) Za bilo koji skup A € B(S), varijable

T4:=minfn>1:X, €A}
oa:=min{n >0: X, € A}

zovu se vrijeme prvog povratka i vrijeme prvog pogadanja lanca X skupu A.
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Uz vremena posjeta, prvog povratka 1 prvog pogadanja skupa A, za potrebe daljnjeg
razmatranja definiramo:

U(x,A) := Z P'(x, A)
n=1

=E[n4] (2.3)

koja preslikava S X B(S) u R U {eo}, i vjerojatnosti povratka u konacnom vremenu
L(x,A) :=P(14 < o)
=P(X pogodi A). 2.4)

Uz to, da bi mogli analizirati broj posjeta naseg lanca nekom skupu, nekada je bo-
lje promatrati ponasanje lanca nakon prvog posjeta 74 skupu A (koji se dogada u nekom
slu¢ajnom trenutku) nego ga promatrati u fiksnim vremenskim intervalima. Nadalje, jedan
od najvaznijih aspekata teorije Markovljevih lanaca je da svojstvo zaboravljivosti dano s
(2.1)) ili, ekvivalentno, s

E,u[h(Xn+laXn+25 .. ')|X09 e ,Xn;Xn = X] = ]Ex[h(Xl’X29 .. )]9 (25)

gdje je u pocetna distribucija lanca, a funkcija 4 : 2 — R ograni¢ena i izmjeriva, vrijedi
za lanac opaZen u nekom slu¢ajnom trenutku, a ne samo u u fiksnim vremenima .

Definicija 2.1.8. Funkcija { : Q — 7Z, U {oo} naziva se vrijeme zaustavljanja za X ako
je, za bilo koju pocetnu distribuciju u, dogadaj {{ =n} € FX za svaki n € Z,, gdje je
ﬁx = O'(Xo, X, ... ,Xn) - .B(SVH'])

Propozicija 2.1.9. Za bilo koji skup A € B(S), varijable T4 i 04 su vremena zaustavljanja.

Dokaz. Primijetimo

fta=n} =X, e A)N{X, eAle Fr, nx>1
{oa=n} =N X, € AMN{X, €A e F¥, n>0.
pa po definiciji slijedi da su 74 i 04 uistinu vremena zaustavljanja. O

Nadalje, koriste¢i elemente prijelazne jezgre te koriste¢i Markovljevo svojstvo za svaki
fiksni n € Z, dobivamo:

Propozicija 2.1.10. (i) Zasve x € S, A € B(S)

Py(ta=1) = P(x,A)
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te induktivno, zan > 1
Pty =n)= f P(x,dy)Py(ta =n—1)
AL‘

=fP(x,dyl)fP(yhdyz)“-fP(yn-z,dyn-l)P(yn-l,A).
Ac Ac Ac

(ii) Za sve x € S, A € B(S)
Puoa =0) = 14(x)

izasvakin>1teza x € A¢
P.(ocs =n) =P(ry = n).

Za vrijeme zaustavljanja £ i slu¢ajnu varijablu H = (X,, X1, .. .), operator pomaka ° se
definira sa

6 H = h(X;, Xz41,-..)

na skupu na kojem vrijedi {{ < oo} .

Definicija 2.1.11. KaZemo da X zadovoljava jako Markovljevo svojstvo ako za bilo koju
pocetnu distribuciju u i bilo koju realnu ogranicenu izmjerivu funkciju h na Q te bilo koje
vrijeme zaustavljanja { vrijedi

E 6°H | 7)1 = Ex,[H], PB,-g.s.

na skupu na kojem vrijedi {{ < oo}, gdje je T(X = {A eF:{{=nnNAeFXne Z+}.

2.2 -ireducibilnost i aperiodi¢nost

U ovom poglavlju ¢emo razviti koncept slican ireducibilnosti Markovljevog lanca na dis-
kretnom skupu stanja. No, problem sa proSirenjem te ideje ireducibilnosti je taj da ne
mozemo definirati direktni analogon relacije komuniciranja stanja, ”«”, jer iako mozZemo
na L(x,A) gledati kao na pozitivnu vjerojatnost pogadanja skupa A ukoliko krenemo iz
stanja x, opéenito ne moZemo re¢i da se mozemo vratiti u neko odredeno stanje x. Stoga
uvodimo pojam ¢-ireducibilnosti

Definicija 2.2.1. KaZemo da je lanac X = (X,, : n > 0) ¢-ireducibilan ako postoji mjera ¢
na B(S) takva da, kad god je p(A) > 0, tada je L(x,A) > 0 za sve x € S.
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Npr., ako je ¢(A) = 6,,(A), tada ono zahtijeva da stanje x, ima pozitivnu vjerojatnost
dostiZnosti iz bilo kojeg stanja x. Stoga, ako lanac ima ijedno stanje koje je dostizno iz svih
drugih stanja, tada je ¢-ireducibilan. No, ako je S neprebrojiv, tada je Cesto P(x,{y}) =0
za sve xiy. U tom slucaju, ¢(-) bi mogla biti npr. Lebesgueova mjera na R? tako da je
¢({x}) = 0 za sve jednoclane skupove, no takva da su svi podskupovi A pozitivne Lebesgue
mjere s vremenom dostiZni s pozitivnom vjerojatnoscu iz bilo kojeg stanja x € S.

Primijetimo da je pojam ¢-ireducibilnosti u principu slabiji od pojma ireducibilnosti
kakav imamo na diskretnim skupovima stanja. Pokazati ¢emo da se g-ireducibilnost moze
prosiriti tako da, ukoliko imamo ireducibilan lanac u smislu da je svako stanje dostizno
iz bilo kojeg drugog stanja, tada se prirodna mjera ireducibilnosti (npr. brojeca mjera)
generira kao “maksimalna” mjera ireducibilnosti.

Definirajmo jos prijelaznu jezgru

K, (x,A) = § P'(x,A)27"D  xeS,A€BS),
2
n=0

1 primijetimo da je to poseban slucaj rezolvente lanca X koju smo ranije definirali. Jezgra
K., za svaki x € S definira vjerojatnosnu mjeru ekvivalentnu mjeri I4(x) + U(x,A) =

Z;’io P"(x,A), koja moZe biti beskonacna za dosta skupova A.

Propozicija 2.2.2. Ako je X y-ireducibilan za neku mjeru ¢, tada postoji vjerojatnosna
mjera Y na B(S) takva da da vrijedi:

(i) X je y-ireducibilan,
(ii) za bilo koji drugu mjeru ¢’ lanac X je ¢’-ireducibilan ako i samo ako je > ¢’,
(iii) ako je y(A) = 0, tada je y({y : L(x,A) > 0}) =0,

(iv) vjerojatnosna mjera s je ekvivalentna mjeri

W(A) = fs @)Ky (. ),

za bilo koju konacnu mjeru ireducibilnosti ¢'.

Dokaz. Buduci da je bilo koja vjerojatnosna mjera koja je ekvivalentna mjeri ireducibil-
nosti ¢, i sama mjera ireducibilnosti, moZemo bez smanjenja opcéenitosti pretpostaviti da
je ¢(S) = 1. Uzmimo mjeru ¢ zadanu sa

Y(A) = fs P(dy)Ka) (3, A). (2.6)
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Primijetimo da je ¢ takoder vjerojatnosna mjera na $(S). Kako bi pokazali da ¢ ima sva
iskazana svojstva, definiramo skupove:

k
A(k) = {y : Z P'(y,A) > k-l} .
n=1

Iskazana svojstva ¢emo dokazati opetovanom upotrebom Chapman-Kolmogorovljevih jed-
nakosti. Da bi pokazali (1), primijetimo da, kada je ¢(A) > 0, tada po postoji k takav
da je ¢(A(k)) > 01 to zato $to A(k) T {y : Xs1 P"(v,a) > 0} = S. Za bilo koji fiksni x, po
p-ireducibilnosti, postoji m takav da je P"(x, A(k)) > 0. Tada imamo

k k
Z P(x, A) = f P"(x, dy) [Z P"(y,A)] > k7 P (x, A(k)) > 0,
n=1 S

n=1

Sto pokazuje y-ireducibilnost. Nadalje, neka je sad ¢’ takva da je X ¢’-ireducibilan. Ako
je ¢’(A) > 0, tada imamo ), P"(y,A) > 0 za sve y i po definicije je ¥/(A) > 0 kad god je
Y > ¢’. Obratno, pretpostavimo da je lanac y-ireducibilan i da je ¢ > ¢’. Ako je ¢’(A) > 0
tada je i y(A) > 0 pa, po y-ireducibilnosti slijedi da je K, (x,A) > 0 za bilo koji X € S
te je stoga X ¢’-ireducibilan S$to se i trazi u (ii). Tvrdnja (i\?) slijedi iz konstrukcije (2.6) i
¢injenice da su svake dvije maksimalne mjere ireducibilnosti ekvivalentne, Sto je posljedica
(11). Naposljetku, imamo

fs Y(dy)P"(y, A" = fg g(dy) D Py, A < g(A)

otkuda svojstvo (iii) slijedi direktno. O
Uvedimo sada notaciju koju ¢emo koristiti u nastavku:

(1) ZaMarkovljev lanac kaZemo da je y-ireducibilan ako je ¢-ireducibilan za neku mjeru
¢ 1 mjera ¥ je maksimalna mjera ireducibilnosti koje zadovoljava uvjete Propozicije
2.2.2)

(i1) PiSemo
B (S) :={A € B(S) : y(A) > 0}

za skupove pozitivne mjere . Ekvivalentnost maksimalnih mjera ireducibilnosti
nam osigurava da je 8*(S) jedinstveno definiran.

(ii1)) Skup A € B(S) nazivamo punim ako je y(A€) = 0.

(iv) Skup A € B(S) nazivamo apsorbirajucim ako je P(x,A) = 1 za x € A.
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Za Markovljeve lance na opcenitom skupu stanja postoji veza izmedu punih 1 apsorbi-
rajucih skupova.

Propozicija 2.2.3. Pretpostavimo da je X y-ireducibilan. Tada
(i) Svaki apsorbirajuci skup je puni skup,
(ii) Svaki puni skup ima neprazan apsorbirajuci podskup.

Dosada smo zakljucili da nam relacija x < y ne koristi previSe kad je S neprebrojiv
jer je P"(x,y) = 0 u vecini slucajeva. No, sada ¢emo uvesti pojam dostiznosti 1 uniformne
dostiZnosti koji nam ucvrs$éuju ideju komuniciranja na kojoj se y-ireducibilnost zasniva.

Definicija 2.2.4. Za skup B € B(S) kaZemo da je dostizan iz skupa A € B(S) ako je
L(x, B) > 0 za svaki x € A. Nadalje, za skup B € B(S) kaZemo da je uniformno dostiZan iz
skupa A € B(S) ako postoji 6 > 0 takav da vrijedi

inf L(x, B) > 6, (2.7)
X€EA

Ako (2.7) vrijedi, pisemo A ~ B.

VaZna Cinjenica relacije ”A ~» B” je da vrijedi uniformno za svaki x € A. Opdenito, rela-
cija ’~»” nije refleksivna iako mogu postojati skupovi A, B takvi da je skupu A uniformno
dostiZzan iz skupa B i1 obratno. No, ono $to je vazno je da se moZe pokazati da je "~»”
tranzitivna, tj. ako A ~ BiB~» C,tada A ~ C.

U nastavku ¢emo uvesti pojmove atoma 1 tzv. malih skupova te minorizacijskog uvjeta
jer pomocu tih pojmova se velik dio teorije Markovljevih lanaca na opéenitom skupu stanja
moze analogno razviti kao i u diskretnom slucaju.

Definicija 2.2.5. Skup a € B(S) za naziva atomom za X ako postoji mjera v na B(S) takva
da vrijedi
P(x,A) =v(A), x€a.

Ako je X y-ireducibilan i y(a) > 0 tada se a naziva dostiznim atomom.

Primijetimo, jednocClani skupovi « takvi da je ¥(a) > O su uvijek atomi. No, na
opcenitim skupovima stanja, dostizni atomi nisu toliko Cesti. Atome ¢emo susretati kod
”jako periodi¢nih” lanaca tako §to éemo konstruirati “udvostruéeni lanac” X na udvos-
truenom prostoru stanja S = Sy U Sy, gdje su Sg i S; kopije skupa stanja S za koje vrijedi:

(i) lanac X je marginalni lanac lanca X u smislu da jeP(Xy € A) = P(X, € Ay U A)) za
pripadne pocetne distribucije,
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(i) “donja razina” S; je dostizan atom za X.

Dokaz da se skup stanja doista moZe udvostruciti tako da je donja razina atom necemo
ovdje dati, no u njemu se koriste takozvani “mali skupovi” C za koje postoji m > 01
minorizacijska mjera v na B(S) takvi da vrijedi

P"(x,B) >v(B), xeC.

Isto tako, moZe se pokazati da, ukoliko je lanac y-ireducibilan, vrijedi:

S:OC,',

i=1

gdje je svaki C; mali Sto nam omogucava da je takvo dijeljenje uvijek moguce za takve
lance. Isto tako, joS jedna netrivijalna posljedica uvodenja malih skupova je da na op¢enitim
skupovima stanja imamo konacnu ciklicku dekompoziciju za y-ireducibilan lanac, tj. pos-
toje skupovi D;, i =0,1,...,d — 1, tj. "d-ciklus” skupova takav da vrijedi:

gdje je y(N) = 01 P(x,D;) = 1 za x € D;_y, pri ¢emu indekse skupova D zbrajamo
i oduzimamo modulo d. Detalji dokaza tih tvrdnji se mogu na¢i u Meyn i Tweedie [4]
(Poglavlje 5), no dati éemo formalne definicije pojmova navedenih u gornjem tekstu.

Definicija 2.2.6. (i) Minorizacijski uvjet: Za realan broj 6 > 0, neki skup C € B(S) te
vjerojatnosnu mjeru v za koju vrijedi v(C) = 0 i v(C) = 1 vrijedi

P(x,A) > 61c(x)v(A), AeB(S),xeS. (2.8)

(ii) Skup C € B(S) je mali skup ako postoji prirodan broj m > 0 i netrivijalna mjera v,,
na B(S) takvi da za svaki x € C, B € B(S) vrijedi:

P"(x,B) > v,,(B) (2.9)
Kada (2.9) vrijedi, za skup C kaZemo da je v,,-malen.

(iii) Periodicnost: Neka je X W-ireducibilan Markovljev lanac. Najmanji prirodan broj
d za koji X ima d — ciklus se nazivam periodom lanca X. Kada je d = 1, za lanac
X kaZemo da je aperiodican. Nadalje, kada postoji vi-mali skup A sa svojstvom
vi(A) > 0, tada kaZemo da je lanac jako aperiodican.
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Sljedec¢a dva rezultata dajemo bez dokaza:

Teorem 2.2.7. Ako je X y-ireducibilan, tada minorizacijski uvjet vrijedi za neki m-kostur
i za svaki K, -lanac, 0 < & < 1.

Propozicija 2.2.8. Pretpostavimo da je X y-ireducibilan Markovljev lanac.
(i) Ako je X jako aperiodi¢an, tada minorizacijski uvjet (2.9) vrijedi.
(ii) Rezolventa, tj. K, -lanac, je jako aperiodican za svaki 0 < & < 1.

(iii) Ako je X aperiodican, tada mu je svaki kostur y-ireducibilan i aperiodican, te postoji
m-kostur koji je jako aperiodican.

Odavde vidimo da je poZeljno uvijek raditi s jako aperiodi¢nim lancima. No, u daljnjim
razmatranjima ¢emo se uglavnom baviti periodi¢nim lancima. Pozitivno je Sto, kao i u
diskretnom slu¢aju, na opcenitim skupovima stanja imamo:

Propozicija 2.2.9. Pretpostavimo da je X y-ireducibilan lanac s periodom d i d-ciklusom
{D;: i=1,...,d}. Tada je svaki od skupova D; apsorbirajuci y-ireducibilan skup za lanac
Xy = {Xy, Xo4, ...} s prijelaznom jezgrom P te je X, na svakom D; aperiodican.

Dokaz. Da su D; apsorbirajuci i y-ireducibilni za X, je ocito. Aperiodi¢nost od X, slijedi
iz definicije broja d kao najvece vrijednosti za koju ciklus postoji. O

Neka je a = {a(n)} distribucija ili vjerojatnosna mjera, na Z, te promotrimo Markovljev
lanac M, s prijelaznom jezgrom

K,(x,A) = Z P'(x,Aa(n), xe€S, AeBES).

n=0

Primijetimo da je K, uistinu prijelazna jezgra tako da je X, dobro definiran obzirom na
Teorem X, zovemo K,-lancem sa uzoraCkom distribucijom a. Ovaj koncept lanca
nam odmah omoguéava da razvijemo uvjete pri kojima je neki skup uniformno dostiZan.
Koriste¢i a, kazemo da je skup B € B(S) uniformno dostizan iz skupa A € B(S), ako
postoji realan broj ¢ > 0 takav da vrijedi

in£ K,(x,B) > ¢ (2.10)
XE.

i kada (Z.10) vrijedi piSemo A ~> B.

Lema 2.2.10. Ako A ~> B za neku distribuciju a, tada a ~ B.
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Dokaz. Bududi da je L(x,A) = P(tp < ) = P(X, € B zaneke n € Z,) i Kx(x,A) =
P(X, € B), gdje n ima distribuciju a, slijedi da je

L(x, B) > K.(x, B)
za bilo koju distribuciju a pa slijedi tvrdnja. O

Za slijedeci rezultat, koji ¢emo koristiti prilikom razvijanja teorije Harrisove povrat-
nosti i Harrisovih lanaca, nam je potrebna definicija petite skupova.

Definicija 2.2.11. Skup C € B(S) nazivamo v,-petite skupom ako lanac X, zadovoljava
Ku(x, B) Z v4(B),
za svaki x € C, B € B(S), gdje je v, netrivijalna mjera na B(S).

Iz definicije vidimo da je mali skup ujedno i petite skup ukoliko se za distribuciju a uzme
o za neki m. Stoga je svojstvo malog skupa opcenito jace od svojstva petite skupa.

Sljedeci rezultat nam daje neka korisna svojstva petite skupova, po kojima se uvelike
razlikuju od malih skupova.

Propozicija 2.2.12. Pretpostavimo da je X y-ireducibilan.

(i) Ako je A v,-petite, tada postoji uzoracka distribucija b takva da je A y,-petite, gdje
Jje ¥, maksimalna mjera ireducibilnosti.

(ii) Unija dva petite skupa je petite skup.

(iii) Postoji uzoracka distribucija c, izmjeriva funkcija s : S — R koja je strogo pozitivha
na cijelom R te maksimalna mjera ireducibilnosti . takvi da vrijedi

K.(x,B) > s(x)¥.(B), x€S, BeB(S),
tj., postoje rastuci niz {C;} W -petite skupova, sa uzorackom distribucijom c i minori-
zacijskom mjerom ekvivalentnom  za koje vrijedi UC; = S.
2.3 Prolaznost i povratnost

U ovom dijelu éemo se dotaknuti pitanja stabilnosti i nestabilnosti lanaca, u obliku povrat-
nosti i prolaznosti za y-ireducibilne Markovljeve lance. Za to nam je potrebna sljedeéa
definicija:
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Definicija 2.3.1. Skup A nazivamo uniformno prolaznim ako postoji M < oo takav da je
E [nal £ M za svaki x € A. Skup A je povratan ako je E,[v4] = oo za svaki x € A. Nadalje,
skup B € B(S) nazivamo prolaznim ako ga se moZe prekriti s prebrojivo mnogo uniformno
prolaznih skupova.

Pretpostavimo sada da promatramo lance koji su jako aperiodi¢ni i nemaju atoma. U
tom slucaju, moZemo dati definicije povratnosti i prolaznosti lanca X.

Definicija 2.3.2. (i) Lanac X je povratan ako je y-ireducibilan i U(x,A) = oo za svaki
x € Sisvaki A € B*(S).

(ii) Lanac X je prolazan ako je W-ireducibilan i S je prolazan.

Pokaze se da poCetni lanac X i podijeljeni lanac X imaju vrlo sli¢no ponasanje kad je
u pitanju povratnost tj. prolaznost. Naime, ukoliko je X y-ireducibilan i jako aperiodican,
tada su X i X oboje povratni ili prolazni. Isto tako, samo pretpostavka o y-ireducibilnosti
lanca X je dovoljna da se pokaze da je X prolazan ako i samo ako je svaki K, prolazan,
. povratan ako i samo ako je svaki K, povratan te konacno, da X koji je y-ireducibilan
moZe biti ili povratan ili prolazan. Detalje dokaza ovdje ne¢emo iznositi, no mogu se naci
u Meyn i Tweedie [4] (Teorem 8.2.6).

Teorem 2.3.3. Pretpostavimo da je X y-ireducibilan i aperiodican.
(i) Lanac X je prolazan ako i samo ako je jedan, a onda i svaki, m-kostur X" prolazan.
(ii) Lanac X je povratan ako i samo ako je jedan, a onda i svaki, m-kostur X" povratan.

Dokaz. Za dokaz tvrdnje (i) primjetimo da ako je A uniformno prolazan skup za m-kostur
X", sa ), ; P™(x,A) > M, tada iz Chapman-Kolmogorovljevih jednakosti dobivamo

D Pi,A) =) Pxdy) ) P™(y,A) < mM. 2.11)
j=1 r=1 J

To povlaci da je A uniformno prolazan za X. Stoga je X prolazan kad god je neki od kostura
prolazan. Obratno, ako je X prolazan, tada je svaki X* prolazan jer vrijedi

D P, A) > ) Pr(x, A).
=1 =1
Nadalje, za dokaz tvrdnje (ii), ako je m-kostur povratan, tada po (2.11)) imamo

Z Pi(x,a) =, x€S,AcBS)
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pa je X povratan. Obratno, pretpostavimo da je X povratan. Za svaki m, aperiodi¢nost 1
Propozicija[2.2.§ povlace da je X" y-ireducibilan pa je stoga ili povratan ili prolazan. Kada
bi bio prolazan, po (i) bi imali da je i X prolazan Sto bi bila kontradikcija s pretpostavkom.

m]

Sada ¢emo dati uvjete na vremena pogadanja koja osiguravaju da je skup uniformno
prolazan ¢ime pocinjemo vezati ponaSanje slucajne varijable 74 s ponasanjem slucajne
varijable 1,.

Propozicija 2.3.4. Pretpostavimo da je X Markovljev lanac koji nije nuzno ireducibilan.

(i) Ako je bilo koji A € B(S) uniformno prolazan sa svojstvom U(x,A) < M za neki
x € A, tada je U(x,A) < 1+ M za svaki x € S.

(ii) Ako bilo koji skup A € B(S) zadovoljava L(x,A) = 1 za svaki x € A, tada je A
prolazan. Ako je X y-ireducibilan, tada je A € B*(S) i vrijedi U(x,A) = o0 za x € S.

(iii) Ako bilo koji skup A € B(S) zadovoljava L(x,A) < € < 1 za x € A, tada je U(x,A) <
1/[1 —€]za x €S, tj. A je uniformno prolazan.

(iv) Neka je T4(k) k-to vrijeme povratka skupu A te pretpostavimo da za neki m vrijedi
P(t,(m) <o) <e<1, xeA. (2.12)
Tada je U(x,A) < 1 +m/[1 — €] za svaki x € S.

Dokazati ¢emo samo tvrdnju (iv), ostatak dokaza se moze na¢i u Meyn 1 Tweedie [4]]
(Propozicija 8.3.1)

Dokaz. Kako bi pokazali tvrdnju (iv) pretpostavimo da (2.12) vrijedi. To znaci da za neki
fiksan m € Z, 1 za £ < 1 imamo

P.(na >2m)<e, xe€A. (2.13)

Indukcijom iz (2.13)) dobivamo

Po(ns > mik+ 1)) = f P (Xsym € A)B, (4 = m)
A

< eP(ta(km) < 00)
< eP(n, = km)
< gt (2.14)
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pa, za x € A vrijedi
Ux,A) = ) Py(ga 2 n)
n=1

<mll+ ) Puna > km)]
=1
<m/[l - ¢&]. (2.15)
Sada primjenom Propozicije (1) vidimo da tvrdnja vrijedi za svaki x € S. O

Teorem 2.3.5. Ako je X y-ireducibilan i prolazan, tada je svaki petite skup uniformno
prolazan.

Odavde vidimo da su petite skupovi ”mali” s obzirom na definiciju prolaznosti. To nam
daje kriterij za povratnost koji ¢emo koristiti u nastavku zajedno s kriterijem za prolaznost.

Teorem 2.3.6. Pretpostavimo da je X y-ireducibilan. Tada

(i) X je povratan ako postoji petite skup C € B(S) takav da je L(x,C) = 1 za svaki
xeC.

(ii) X je prolazan ako i samo ako postoje dva skupa D, C € B*(S) sa svojstvom L(x,C) <
1 za svaki x € D.

Dokaz. (i) Po Propoziciji [2.3.4] (ii) vidimo da je C povratan. Obzirom da je C petite
skup, po Teoremu slijedi da je X povratan.

(ii) Pretpostavimo da skupovi C, D postoje u 8*(S). Tada mora postojati D, C D sa
svojstvima (D) > 01 L(x,C) < 1—g zasvaki x € D,. Ako je ujednoiy(D.NC) > 0,
tada zbog L(x,C) = L(D. N C), po Propoziciji [2.3.4 slijedi da je lanac prolazan. U
suprotnom je ¥(D, N C°) > 0. Maksimalna mjera ireducibilnosti  implicira da za
realan broj 6 > 0 1 neki prirodan broj n > 1 skup Cs := {y € C :¢ P"(y, D. N C°) > 6}
isto ima pozitivnu y-mjeru. Zato je, za x € Cs

1-L(x,Cs) > f cP"(x,dy)[1 — L(y, Cs)] > 6¢
D.NC*

pa je skup Cs uniformno prolazan, otkuda slijedi da je 1 lanac prolazan. Kako bi po-
kazali obrat, pretpostavimo da je X prolazan. Tada je, za neki petite skup C € B(S),
skup D = {y € C°: L(x,C) < 1} neprazan jer bi, u suprotnom, lanac bio povratan.
Pretpostavimo da je /(D) = 0. Tada po Propoziciji [2.2.3| postoji puni apsorbirajuci
skup F c D¢. Po definiciji, L(x,C) = 1 za x € F'\ C i, obzirom da je F apsorbirajui,
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slijedi da je L(x,C) = 1 za svaki X € F pa je zato L(x,Cy) = 1 za x € F, gdje je
Co=CnNF,Cye B*(S). Sada, po Propziciji (i) vidimo da je C povratan §to
je kontradikcija s Teoremom [2.3.5|pa zakljucujemo da je D € B(S) §to se i trazilo.
|
Propozicija 2.3.7. Ako je X y-ireducibilan, tada je svaki skup W-mjere nula prolazan.

Definicija 2.3.8. Drift operator za bilo koju nenegativnu izmjerivu funkciju V definira se
relacijom

AV(x) := f P(x,dy)V(y) - V(x), xe€8S
Definirajmo joS i nivo skup Cy(r) := {x: V(x) < r}

Teorem 2.3.9. Pretpostavimo da je X W-ireducibilan lanac. Tada je X prolazan ako i samo
ako postoji ogranic¢ena funkcijaV : S — R, i r > 0 takvi da

(i) Cy(r)i Cy(r) oba leze u B*(S),

(ii) Ako je x € Cy(r)‘, tada vrijedi
AV(x) > 0.

Po Teoremu [2.3.9] vidimo da je X prolazan ako ima svojstvo drifta “od” nekog skupa u
B*(S). No, moZemo promatrati $to se dogada ako X ima svojstvo drifta “prema” nekom
skupu u B*(S).

Definicija 2.3.10. Drift svojstvo za povratnost
(V1) Postoji pozitivna funkcija V i skup C € B(S) koji zadovoljavaju

AV(x) <0, xecC". (2.16)

Kako bi za X provjerili zadovoljava li uvjete takvog drifta, promatrati cemo funkcije
V : S — R za koje su skupovi Cy(M) = {y € S : V(y) < M} "konacni” za svaki M.

Definicija 2.3.11. Funkciju V : S — R, nazivamo neogranicenom van petite skupova za
X ako je, za bilo koji n < oo, nivo skup

Cyv(m) =1{y: V(y) <nj

petite skup.
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Bududi da je, za ireducibilan lanac, kona¢na unija petite skupova petite skup, i obzirom da
je bilo koji podskup petite skupa petite skup, tada ¢e funkcija V : S — R, biti neogranic¢ena
van petite skupova za X ako postoji niz {C;} petite skupova takvih da za bilo koji n < oo
vrijedi

N
cvim | J¢;
=1

za neki prirodan broj N < co.

Teorem 2.3.12. Pretpostavimo da je X y-ireducibilan. Ako postoje petite skup C C S i
funkcija V koja je neogranicena van petite skupova takvi da vrijedi (V1), tada je L(x,C) =
1i X je povratan.

Dokaz. Pokazati ¢emo da je L(x,C) = 1 §to ¢e nam, po Teoremu [2.3.6] dati povratnost
lanca X. Pretpostavimo suprotno, tj. da je lanac prolazan. To znaci da postoji x* € C¢ za
koji vrijedi L(x*,C) < 1. Neka je Cy(n) = {y € S : V(y) < n}. Po definiciji od V znamo
da je skup Cy(n) petite skup, a po Teoremu [2.3.5]slijedi i da je uniformno prolazan za bilo
koji n. Fiksirajmo sada prirodan broj M dovoljno velik tako da vrijedi

M > V(x")/[1 - L(x*, O)].

Modificirajmo P kako bi definirali jezgru P za koju je P(x,A) = P(x,A) za x € C° i
P(x,x) = 1 za x € C. To definira lanac X sa skupom C koji je apsorbirajuéi i sa svojstvom
da za svaki x € S vrijedi

f P(x,dy)V(y) < V(x). (2.17)
Budu¢i da je P nepromijenjena izvan skupa C, a lanac X je apsorbiran u C, dobivamo
P'(x,C) =P.(rc <n) T L(x,C), x€C, (2.18)
dok za A C C° vrijedi
P'(x,A) < P'(x,A), xeC" (2.19)

Iterirajuci (2.17) dobivamo, za fiksni x € C*

Vix) > f P'(x,dy)V(y)

> f P'x, dy)V ()
cen[Cy(M)]¢
> M[1 - Isn(x, Cy(M)u O)]. (2.20)
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Budud¢i da je Cy(M) uniformno prolazan, po (2.19) imamo
P'(x*,Cy(M) N C) < P'(x",Cy(M)NC) > 0, n— oo.
Kombinirajudi to s (2.18)) dobivamo
[1-P"(x*,Cy(M)uUC)] - [1 - L(x*,O)], n— oo.

Pustajuci n — oo u (2.20) za x = x* dobivamo kontradikciju s (2.20) i nasim izborom M-a.
Sada vidimo da mora vrijediti L(x,C) = 1 1 da je X povratan. i

2.4 [Egzistencija invarijantne mjere

Kako bi nastavili detaljnije proucavati stabilnost Markovljevih lanaca na op¢enitim skupo-
vima stanja, fokusirati ¢emo se samo na povratne lance i gledati cemo pod kojim uvjetima
se distribucija takvih lanaca ne mijenja za razliCite izbore broja n. Tada ¢e, po Markov-
ljevom svojstvu, kona¢nodimenzionalne distribucije lanca X biti invarijante obzirom na
vrijeme. Takvim razmiSljanjem dolazimo do definicije invarijantne mjere.

Definicija 2.4.1. o-konacna mjera n na B(S) sa svojstvom
n(A) = fﬂ(dx)P(x,A), A e B(S) (2.21)
S

se naziva invarijantnom mjerom.

Teorem 2.4.2. Ako je lanac X povratan, tada za njega postoji (do na multiplikativnu kons-
tantu) invarijantna mjera wt sa svojstvom da za bilo koji A € B(S) vrijedi

n(B) = f 2(dw)E, [Z H(XneB)], B € B(S). (2.22)
A n=1

Invarijantna mjera rt je konacna (ne samo o-konacna) ako postoji petite skup C takav da
vrijedi

sup Ex[TC] < o0.

xeC

Teorem navodimo bez dokaza, no moze se na¢i u Meyn i1 Tweedie [4] (Teorem 10.0.1).

Ako je invarijantna mjera konacna, tada se moze normalizirati na vjerojatnosnu mjeru.
No, ako invarijantna mjera ima beskona¢nu ukupnu masu, tada je njena vjerojatnosna in-
terpretacija puno teza. No, primijetimo da za povratne lance barem postoji interpretacija
kao u (2.22)). Ovi rezultati nas navode na sljedecu podjelu lanaca.
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Definicija 2.4.3. Ako y-ireducibilan lanac X ima invarijantnu vjerojatnosnu mjeru m, tada
Jje on pozitivan lanac. Ukoliko X nema takvu mjeru, on je nul-lanac.

Procesi sa svojstvom da se za bilo koji k marginalne distribucije od {X,, ..., X} ne
mijenjaju obzirom na izbor broja n zovu se stacionarni procesi. Primijetimo da Markov-
ljev lanac opcenito nece biti stacionaran jer za neku realizaciju mozemo imati Xy = x sa
vjerojatnoS¢u jedan za neko fiksno stanje x. No, moZemo odabrati pocetnu distribuciju za
X, tako da dobijemo stacionaran proces (X, : n € Z,).

Odavde odmah vidimo da trebamo promatrati samo stacionarnost prvog koraka kako bi
generirali cijeli stacionaran proces. Ako nam je dana invarijantna vjerojatnosna mjera
takva da vrijedi

m(A) = f m(dw)P(w, A),
S

mozemo to iterirati kako bi dobili

m(A) :f[fn(dx)P(x, dw)] P(w,A)
slJs

:fn(dx)fp(x, dw)P(w,A)
S S

= f n(dx)P*(x, A)

S

= f a(dx)P'(x,A) = Py(X,inA), (2.23)
S

za bilo koji prirodan broj n i za svaki skup A € B(S).

Iz Markovljevog svojstva je jasno da je X stacionaran ako 1 samo ako se distribucija od
X, ne mijenja kroz vrijeme. Odatle odmah slijedi

Propozicija 2.4.4. Ako je lanac X pozitivan, tada je i povratan.
Najlaksi nacin pokazivanja egzistencije r je preko jos Sire klase mjera.

Definicija 2.4.5. Ako je u o-konacna i zadovoljava

u(A) > f w(dx)P(x,A), A€ BS) (2.24)
S

tada p nazivamo subinvarijantnom mjerom.
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Propozicija 2.4.6. Pretpostavimo da je X y-ireducibilan. Ako je u bilo koja mjera koja
zadovoljava (2.24) sa svojstvom u(A) < oo za neki A € B*(S), tada

(i) uje o-konacna te je zato u subinvarijantna mjera,
(it) u >4,
(iii) ako je C petite skup, tada je u(C) < oo,
(iv) ako je u(S) < oo, tada je u invarijantna.

Koristec¢i ova svojstva subinvarijantnih mjera moze se pokazati da povratan i jako ape-
riodi¢an lanac X ima jedinstvenu (do na multiplikativnu konstantu) subinvarijantnu mjeru
koja je invarijantna. Isti rezultat se moZe pokazati i ako je X samo povratan. Nadalje, za
Y-ireducibilan i aperiodi¢an lanac X se pokaZze da je za svaki prirodan broj m m invarijantna
za m-kostur ako i samo ako je invarijantna za X, tj. lanac je pozitivan ako i samo ako su
svi m-kosturi, X™, pozitivni. Dokaze tih tvrdnji ne¢emo dati, no mogu se na¢i u Meyn i
Tweedie [4] (Poglavlje 10).

2.5 Uniformna i geometrijska ergodicnost

Sada, kada smo dobili uvjete pod kojima na$ lanac ima invarijantnu vjerojatnosnu mjeru,
mozemo promatrati i druga svojstva naseg lanca. Primijetimo da vaznost takve mjere nije
samo u tome $to definira stacionarni proces. PokaZe se da takve mjere definiraju i du-
gorocno, tj. ergodsko ponaSanje naseg lanca. Kako bi vidjeli zaSto bi to bilo tako, raz-
motrimo P,(X, € -) za bilo koju pocetnu distribuciju u. Ako grani¢na mjera y, postoji u
odgovarajucoj topologiji na prostoru vjerojatnosnih mjera, takva da vrijedi

Pu(X, € A) = yu(A)

za svaki A € B(S), tada je
Yu(A) = lim f,u(dx)P”(x,A)
= lim | p(dx) f P (x, dw)P(w, A)
S

n—0o0

- fS Y )P, A),

jer skupovna konvergencija f u(dx)P"(x, -) implicira konvergenciju integrala ograni¢enih
funkcija kao $to je P(w,A). Stoga, ako grani¢na distribucija postoji, ona je invarijantna
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vjerojatnosna mjera i primijetimo, ako postoji jedinstvena invarijantna vjerojatnosna mjera,
tada Ce y,, kad god postoji, biti nezavisna od p.

U prethodnom odjeljku smo ustanovili da ¢e na$ lanac imati jedinstvenu (do na mul-
tiplikativnu konstantu) invarijantnu vjerojatnosnu mjeru rr ukoliko je povratan te da se ta
mjera moze normirati tako da bude vjerojatnosna. Stoga, od sada nadalje, ¢emo pretpos-
tavljati da je X y-ireducibilan povratan lanac te da je 7 njegova invarijantna vjerojatnosna
mjera obzirom na koju je on stacionaran proces. Isto tako, od sada nadalje, m ¢emo zvati
stacionarnom distribucijom naseg lanca.

Definicija 2.5.1. Totalna varijacija dviju vjerojatnosnih mjera vi(-) i vo(-) je:
i) = v Ol = Sup [vi(A) — v2(A)]

Sada ima smisla pitati se je 1i lim,_, ||P"(x, -) —7(-)|| = 0? Ili, za dani realan broj & > 0,
koliko velik mora n biti da bi vrijedilo lim,,_,, ||P"(x, -) — n(-)|| < £? No, prije odgovora na
takva pitanja, pokazimo neka svojstva totalne varijacije mjera.

Propozicija 2.5.2. Neka je S neki opceniti skup stanja. Tada vrijedi:
(@) () = Ol = suppg oy | [fdvi = [ fdv, |.

(D) i) =vaOll = 3= 8upysany | [ fdvi = [ fdva | za bilo koje a < b, i posebno,
) = Ol = 3supps iy | [ fdvi = [ fdva .

(c) Ako je n(-) stacionarna za Markovljevu jezgru P, tada je || P"(x, -) — n(+) || monotono
opadajuci niz po n, tj. || P"(x,-) — ()| < [|P" Y (x,) —n(-)||zan € N.

(d) Opcenitije, uz (viP)(A) = fvl-(dx)P(x,A), uvijek vrijedi || (viP)(-) — P)() |l <
Vi) =20l

(e) Neka je t(n) = 2sup, . |IP"(x,-) — n(-)|l, gdje je n(-) stacionarna. Tada je t sub-
multiplikativan niz, tj t(m + n) < t(m)t(n) za m,n € N.

(f) Ako u(-) i v(-) imaju gustoce g i h obzirom na neku o-konacnu mjeru p(-), M =
max(g, h) i m = min(g, h) tada je

1
IC) =vOll =5 f(M—m)dp =1- fmdp-
S S

(g) Za dane vjerojatnosne mjere u(-) i v(-) postoje zajednicki definirane sluc¢ajne varija-
ble SiY takvedaje S ~ u(-), Y ~v(-)iP(X =Y) =1—|uC) —v()l.
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Dokaz. Za dokaz tvrdnje (a) neka je p(-) bilo koja o-kona¢na mjera takva da je vi < p i
vy < p (pr. p = v; + vy, i neka je g = dv/dp, h = dv,/dp. Tadaje | [ fdv, — [ fdv,| =
|ff(g — h)dp | Ta vrijednost je maksimalna (nacijelom0 < f < I)kadje f = 1 na{g > h}
i f =0na{g < h} (ili obratno), i u tom slucaju je jednaka | v{(A) — vo(A) | za A = {g > h} (ili
{g < h}). Tvrdnja (b) se dokazuje slicno kao i tvrdnja (a), uz razliku da je f = b na {g > h}
1 f = ana{g < h} (1 obratno) iz Cega slijedi |ffdv1 - ffdv2| = (b —-a)|vi(A) —(A)].
Za dokaz tvrdnje (c) raCunamo:

P (x, A) — n(A)| =

f P"(x, dy)P(y, A) - f n(dy)P(y,A>‘
yes yesS

f P'(x, dy) f(y) - f ﬂ(dy)f(y)|
yeS yes
< IP'(x, ) — 70l

gdje je f(y) = P(y,A) i nejednakost dolazi iz (a) dijela. Tvrdnja (d) pokazuje se vrlo sli¢no
kao 1 tvrdnja (c). Tvrdnja (e) slijedi iz Cinjenice da je #(n) L™ operatorska norma od P”"
(vidjeti Meyn i1 Tweedie [4]], Lema 16.1.1). Konkretnije, neka su P(x,) = P'(x,-) — n(-) i

A

Q(x,-) = P"(x,-) — n(-) takve da je

Ponw= [

yeSs

J» f S[P”(x, dz) — n(d2)][P"(z, dy) — 7(dy)]

= fOIP"™(x,dy) — n(dy) — n(dy) + m(dy)]

yes

= | fOIP"™(x,dy) - n(dy)].

yes

Nadalje, neka je f : S — [0, 1], neka je g(x) = (Qf)(x) = fyeg O(x,dy)f(y) te neka je
g" = sup,.lg(x). Tada je g* < %t(m) po dijelu (a). Sada, ako je g = 0, onda je ocito i
PO f = 0. U suprotnom, racunamo

2sup [(POf)(x)| = 2¢" sup [(P[g/g" D(X)| < t(m) sup [(P[g/g" D(x)I.

xes xeS xes

Bududi daje -1 < g/g* < 1, imamo da je (P[g/g*])(x) < #(n). Tvrdnja sada slijedi iz (a)
dijela i gornje nejednakosti. Kod dokaza tvrdnje (f) prvi dio jednakosti slijedi koristeci (b)
diojerzaa = —-11b = 1 imamo

1 1
) = vOl = 5 ( f @-mdp+ [ (- g)dp) =3 f (M = m)dp.
g>h g<h S
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Drugi dio jednakosti tada slijedi jer M + m = g + h pa je fS(M + m)dp = 2 pa imamo

1 1
E‘IS(M—m)dp:I—E(Z—L(M—m)dp)
1

:1—5 ((M+m)—(M—m))dp:1—fmdp.
chi S

Na kraju, za dokaz tvrdnje (g) neka je a = fs mdp, b = fs(g —-m)dptec = fs(h — m)dp.
Tvrdnja je trivijalna ukoliko je bilo koji od brojeva a, b, ¢ jednak 0 pa pretpostavimo da su
svi pozitivni. Sad konstruiramo zajednicki definirane slucajne varijable Z, U, V, I tako da
Z ima gusto¢u m/a, U ima gustoCu (g — m)/b, V ima gustocu (h — m)/b 1 I je nezavisna
odZ,UVsaPl =1)=aiP( =0)=1-a Nekajesada X =Y =Zzal =11
X=U, Y =Vzal =0. Nadalje, U i V imaju disjunktne nosace pa je P(U = V) = 0.
Tada tvrdnja slijedi koristeci (f) dio jer

PX=Y)=PU=1D=a=1-]uC¢) vl
O

Teorem 2.5.3. Ako je Markovljev lanac, na skupu stanja s prebrojivo generiranom o -
algebrom, Y-ireducibilan i aperiodican te ima stacionarnu distribuciju n(-), tada n-g.s. za
x € S vrijedi,

lim ||P"(x,-) — ()|l = 0. (2.25)

Specijalno, lim,_,, P"(x,A) = n(A) za svaki izmjerivi A C S.

Dokaz. Dokaz se moze nac¢i u Meyn i Tweedie [4] (Teoremi 5.2.1 i 5.2.2). Glavna ideja
je razluciti dio P™(x, -) koji je apsolutno neprekidan obzirom na mjeru ¢ 1 onda naci C sa
svojstvom ¢(C) > 0 takav da je taj dio gustoce barem ¢ > 0 kroz cijeli C.

O

Ako se prisjetimo definicije granicne distribucije na diskretnim skupovima stanja, pri-
mijetiti cemo da nam ovaj teorem daje slicnu tvrdnju za opéenite skupove stanja. No,uo¢imo
da konvergencija u gornjem teoremu vrijedi za n-g.s. x € S. Problem je Sto lanci mogu
imati neobi¢no ponasanje na skupovima m-mjere nula i na njima ne konvergirati.

Razumno je pitati se pod kojim uvjetima Ce tvrdnja vrijediti za sve x € S,
ne samo za n-g.s. x € S. Primijetimo, tvrdnja ¢e vrijediti ukoliko su prijelazne jezgre
P(x, -) apsolutno neprekidne obzirom na 7(-) (npr. P(x,dy) = p(x, y)r(dy) za neku funkciju
p:SXS — [0,c0)).
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Korolar 2.5.4. Ako je Markovljev lanac y-ireducibilan s periodom d > 2 te ima staci-
onarnu distribuciju n(-) tada za n-g.s. x € S vrijedi

n+d—1

2> P = =o

i=n

lim

n—oo

Dokaz. Neka je S;,S,,...,S; € S dekompozicija skupa stanja naseg lanca te neka je P’ d
koraan lanac P? restringiran na skup stanja S;. Tada je P’ y-ireducibilan i aperiodi¢an
na S; sa stacionarnom distribucijom n’(-) koja zadovoljava n(-) = (1/d) thé (7' P/)(+). Po
(c) dijelu Propozicije [2.5.2] dovoljno je dokazati tvrdnju korolara za n = md uz m — oo.
Zbog jednostavnosti pretpostavljamo bez smanjenja opcenitosti da je x € S;. Po (d) dijelu
Propozicije 2.5.2]imamo [|P™*(x, ) — (' P)()]| < [IP™(x,-) — #'()l| za j € N. Tada je, po
nejednakosti trokuta,

1mn+d—1 1 d-1 | .
7S oo =852 S
1 d-1
< 5 D IP" 06 = (@ PO
j=0
B
< 5 D IPMG ) =7 O
j=0

Primjenom prethodnog teorema na P’ dobivamo lim,,_,., [|[P™(x,-) — 7’()|| = 0 za n’-g.s.
x € S $to povlaci prvi dio tvrdnje korolara. O

U Teoremu [2.5.3]smo vidjeli $to nam je potrebno da bi nas lanac asimptotski konvergi-
rao stacionarnosti, no on nam nista ne govori o brzini te konvergencije. Jedna od “’kvalita-
tivnih” mjera je uniformna ergodi¢nost:

Definicija 2.5.5. Markovljev lanac sa stacionarnom distribucijom n(-) je uniformno er-
godican ako postoje realan broj p < 1 i prirodan broj M < oo takvi da za svaki x € S
vrijedi:

IP"(x,-) — || < Mp", n=1,2,3,..

Ekvivalentan iskaz uniformne ergodi¢nosti je dan sljedeCom propozicijom.

Propozicija 2.5.6. Markovljev lanac sa stacionarnom distribucijom n(-) je uniformno er-
godic¢an ako i samo ako je sup, . ||[P"(x,-) — x()[| < 1/2 za nekin € N.
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Dokaz. Ako je lanac uniformno ergodiCan, tada je

lim sup [|P"(x, ) — 7(-)|| < lim Mp",

n—oo xe$

pasup, . [|IP"(x, ) — m(-)|| < 1/2 za sve dovoljno velike n.

Obratno, ako je sup,.g |[IP"(x,-) — 7(-)]| < 1/2 za neko n € N, onda, u Propoziciji 2.5.2]
(e), imamo da je d(n) = § < 1 tako da za svaki j € N, d(jn) < (d(n)) = p’/. Stoga, po
Propoziciji 2.5.2] (c),

1
I1P"(x, ) = 72O < 1P (x, ) = ()l < Ed(LM/an)
SﬁLm/nJ Sﬁ_l(ﬁl/n)m,

tj. lanac je uniformno ergodi¢an za M = g~ i p'/".

O

Sljedeci rezultat je glavni rezultat koji nam jamci uniformnu ergodi¢nost, a potjeCe od
Doeblina [1]], Dooba [2] i, u nekom smislu, od Markova [3]].

Teorem 2.5.7. Promotrimo Markovljev lanac sa invarijantnom vjerojatnosnom distribu-
cijom n(-). Pretpostavimo da minorizacijski uvjet [2.8)) vrijedi za neki prirodan broj ny
i realan broj € > 0 te vjerojatnosnu mjeru v(-), u specijalnom slucaju kad je C = S
(tj. cijeli prostor stanja je mali skup). Tada je lanac uniformno ergodican i, ustvari,
IP(x,) — n()|| < (1 — &)™) za sve x € S, gdje je | r] najvece cijelo od r.

Kako bi dokazali Teorem, prvo nam treba tzv. nejednakost sparivanja: 1deja je sljedeca.
Pretpostavimo da imamo dvije slucajne varijable X i Y zajednicki definirane na nekom
prostoru S. Ako su £(X) i L(Y) njihove vjerojatnosne distribucije, tada slijedi

1£C = LI = sup [P(X € A) - P(Y € A)|
=sup[P(X €A, X=Y)+P(X €A, X #Y)
A

—P(Y€A,Y=X)-P(Y €AY # X)|
=sup[PX €A, X #Y)-P(Y € A,Y # X)|
A

<PX#Y),
to jest, vrijedi

LX) — LI <P(X # 7). (2.26)
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Tj., totalna varijacija izmedu vjerojatnosnih distribucija dviju slucajnih varijabli je ograni¢ena
njihovom vjerojatnosc¢u da su razlicite.

Dokazimo sada Teorem

Dokaz. U ovom slucaju, C = S pa za svakih ny iteracija imamo vjerojatnosti od barem
g dasu X, i X, jednaki. Tada je, za n = ngm, P(S, # S,) < (1 — &)". Stoga je, po
[@26), |IP"(x,") — ()| < (1 — &)™ = (1 — &)"/™. Tada, po Propoziciji 2.5.2] (c) vrijedi
|P"(x, ) — x(-)|| < (1 — &)t"/"0} za bilo koji n.

O

Ako Markovljev lanac nije uniformno ergodican, tada ne moZemo primijeniti Teorem
No i dalje nam je vrlo vazno, za danu prijelaznu jezgru P Markovljevog lanca i
pocetno stanje x, naci n, takav da je, za realan broj € > 0, ||[P™(x,-) — n(-)|| < &. Stoga
definiramo slabiji uvjet od uniformne ergodicnosti, geometrijsku ergodi¢nost.

Definicija 2.5.8. Markovljev lanac sa stacionarnom distribucijom n(-) je geometrijski er-
godican ako za neki p < 1 vrijedi:

IP"(x,-) = (Il < M(x)p", n=1273,..,
gdje je M(x) < co za m-g.s. x € S.

Primijetimo da je razlika izmedu uniformne i geometrijske ergodi¢nosti u tome Sto sada
konstanta M moZe ovisiti o poetnom stanju x.

Definicija 2.5.9. Neka su nam dane prijelazne vjerojatnosti P Markovljevog lanaca na
skupu stanja S i izmjeriva funkcija f : S — R. Tada definiramo funkciju Pf : S — R takvu
da je (Pf)(x) uvjetno ocekivanje od f(S,+1) uz uvjet da je S, = x, tj.

(PHX) = | fOP(x,dy).

yeS

Definicija 2.5.10. Markovljev lanac zadovoljava uvjet drifta (ili uvjet univarijantnog ge-
ometrijskog drifta) ako postoje konstante 0 < A < 1i b < oo te funkcijaV : S — [1, 0]
takve da vrijedi

PV <AV + bl, (2.27)

tj. takve da je fs P(x,dy)V(y) < AV(x) + blc(x) za sve x € S.
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Teorem 2.5.11. Neka nam je dan y-ireducibilan Markovljev lanac sa stacionarnom dis-
tribucijom n(-). Pretpostavimo i da vrijedi minorizacijski uvjet (2.8)) za neki skup C C S
i realan broj € > 0 te vjerojatnosnu mjeru v(-). Nadalje, pretpostavimo da je uvjet drifta
(2.27) zadovoljen za neke konstante 0 < A < 1 i b < oo te funkciju V : S — [1, co] takvu
da je V(x) < oo za barem jedan (pa tako i za n-g.s.) x € S. Tada je lanac geometrijski
ergodican.

Prije samog dokaza moramo navesti par rezultata koje neCcemo dokazivati, no svi do-
kazi se mogu nacéi u Meyn i Tweedie [?].

Cv’injenica 2. Po Teoremima 15.0.1, 16.0.1 1 14.3.7 iz Meyn 1 Tweedie [4]] te po Propoziciji
1 iz [6] slijedi da su minorizacijski uvjet (2.8) i uvjet drifta (2.27) Teorema [2.5.11] ek-
vivalentni (uz pretpostavljene y-ireducibilnost i aperiodi¢nost) ocigledno jaCem svojstvu
”V-uniformne ergodicnosti”, tj. da postoje C < c0ip < 1 takvi da

sup |P"f(x) - n(f)| < CV(x)p",  x€8,
If1<v

gdje je n(f) = fx o J(X)r(dx). To znaci da moZemo uzeti sup ., umjesto sup_ ., te sta-
viti da je M(x) = CV(x) kao ogradu za geometrijsku ergodicnost. Nadalje, uvijek vrijedi
(V) < oo.

Nas dokaz zahtijeva i uvjet bivarijantnog drifta:

Ph(x,y) < h(x,y)/a,  (x,y) e CxC (2.28)

za neku funkciju 2 : S X S — [1, c0) 1 neki realan broj @ > 1, gdje je

Ph(x,y) = f f h(z, w)P(x,dz)P(y, dw).
sJs

Propozicija 2.5.12. Neka je uvjet univarijantnog drifta zadovoljen za neke V : S —
[1,0], CC S, A< 1ib < oo. Neka jed = inf, j,cc V(x). Tada, ako je d > [b/(1 — )] — 1,
tada uvjet bivarijantnog drifta (2.28) vrijedi za isti C, sa h(x,y) = %[V(x) + V)] i
a'=A+b/d+1)<1.

Neka je sada,

B,, = max |1, &™(1 — &) sup Rh|, (2.29)
CcxC
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gdje je za (x,y) € C X C,

Rh(x,y) = f f (1 — &)h(z, w)(P"(x, dz) — ev(d2))(P™(y, dw) — ev(dw)).
s Js

Teorem 2.5.13. Neka nam je dan Markovljev lanac na skupu stanja S sa prijelaznom jez-
grom P. Pretpostavimo da postoje C C S, h : S X S — [1, ), vjerojatnosna distribucija
v()naS, a > 1, ny € Nie > 0 takvi davrijede (2.8) i 2.28)). Definirajmo B, kao u (2.29).
Tada, za bilo koju zajednicku pocetnu distribuciju L(S, SE)) i bilo koje prirodne brojeve
1 < j <k ako su{S,}i{S,} dvije kopije Markovljevog lanca pokrenutog iz zajednicke
pocetne distribucije L(S, S;)), tada je

I£(S0) = LESYlry < (1 = &) + (B, E[A(So, Sy)].

Posebno, ako uzmemo j = |rk] za dovoljno mali r > 0, tada dobivamo eksplicitnu kvanti-
tativnu ogradu za konvergenciju koja teZi k 0 eksponencijalno brzo kada k — oo.

Dokaz. Sada ¢emo dokazati Teorem [2.5.11] metodom direktnog sparivanja. Tako izbje-
gavamo tehnikalije dokaza Meyn i1 Tweedie [4] (doduSe, sa malo slabijim zaklju¢kom;
vidjeti Cinjenica 2). Pristupiti éemo dokazu tako §to éemo koristiti Teorem Neka
je h(x,y) = %[V(x) + V(y)]. Dokaz ¢e koristiti slijedeci tehnicki rezultat.

Lema 2.5.14. Bez smanjenja opcenitosti, moZemo pretpostaviti da je

sup V(x) < o0 (2.30)

xeC

(2.31)

Posebice, za malen skup C i drift funkciju V koji zadovoljavaju (2.8) i 2.27), moZemo
pronaci mali skup Cy C C takav da i dalje vrijede (2.8) i 2.27) (s istim ny, € i b, ali s
Ao < 1 umjesto A) takav da (2.30) i dalje vrijedi.

Primijetimo da je moguce, u Lemi [2.5.14] ne zadovoljiti (2.30)) tako Sto mijenjamo V,
a C ostavimo nepromijenjenim:

Propozicija 2.5.15. Postoji geometrijski ergodican Markovljev lanac, s malenim skupom
C i drift funkcijom V koji zadovoljava (2.8) i 2.277), takav da ne postoji drift funkcija
Vo : S — [0, 00] takva da bi, ako zamijenimo V s V,, uvjeti 2.8), (2.27) te 2.30) i dalje
vrijedili.

Stoga, do kraja ovog dokaza, pretpostavljamo da (2.30) vrijedi. To, zajedno s (2.27)
povlaci

sup Rh(x,y) < oo, (2.32)

(x,y)eCxC
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Sto nam osigurava da ¢e B,, u (2.29) biti konacan.

Neka je sada, d = infc V. Tada, po Propoziciji [2.5.12] slijedi da ¢e uvjet bivarijantnog
drifta (2.28)) vrijediti, ako vrijedi d > b/(1 — 2) — 1. U tom slu¢aju, tvrdnja Teorema [2.5.11]
slijedi odmah (Stovise, njegova kvantitativna verzija), kombinirajuci Propoziciju [2.5.12]i
Teorem [2.5.13] Primijetimo, uvjetd > b/(1 — ) — 1 nije obi¢na tehnikalija: taj uvjet nam
osigurava da je lanac aperiodi¢an.

No, ako je d < b/(1 — ) — 1, tada nam ta argumentacija ne prolazi. Na§ plan je da
povecamo C tako da nova vrijednost od d zadovoljava d > b/(1 — A1) — 1 i da iskoristimo
aperiodi¢nost kako bi pokazali da je C ostao malen skup (tj. da i dalje vrijedi (2.8)) za
eventualno nekontrolirano veéi ny 1 manji € > 0). Tada ¢e Teorem [2.5.11] opet slijediti iz
Propozicije [2.5.12] i Teorema kao i prije. (Primijetimo da neCemo imati direktnu
kontrolu nad novim vrijednostima od ny i C, zbog ¢ega nam ovaj pristup ne daje kvantita-
tivnu ogradu za brzinu konvergencije.)

Kako bi nastavili, uzmimo proizvoljand’ > b/(1-1)—1,nekajeS = {x € S : V(x) < d}
te neka je C’ = C U S. To osigurava da je inf,c.cc V(x) > d° > b/(1 — A1) — 1. Nadalje,
bududi da je V po konstrukciji ograni¢en sa S, vidimo da ée (2.30) vrijediti za C’ umjesto
C. Tada, iz 2.32) i slijedi da ¢emo i dalje imati B,, < oo, ¢ak i ako zamijenimo
C sa C'. Stoga, Teorem [2.5.11|slijedi iz Propozicije [2.5.12]i Teorema[2.5.13] ako moZemo
dokazati:

Lema 2.5.16. C’ je malen skup.

Prisjetimo se problema sa moguéim periodi¢nim ponaSanjima lanca na petite skupo-
vima. Slijedeci rezultat otklanja taj problem za aperiodican, y-ireducibilan Markovljev
lanac.

Lema 2.5.17. (Meyn i Tweedie |4, Teorem 5.5.7) Za aperiodic¢an, y-ireducibilan Markov-
ljev lanac, svaki petite skup je mali skup.

Kako bi mogli iskoristiti Lemu [2.5.17 treba nam sljedei rezultat.

Lema 2.5.18. Neka je C' = CUS, gdjeje S = {x € S : V(x) < d} za neko d < oo, kao
gore. Tada je C’ petite skup.

Konac¢no, kombinirajuci Leme 1 zakljuCujemo da C’ mora biti mali skup

¢ime dokazujemo Lemu pa i sam Teorem[2.5.11
O



Poglavlje 3

Harrisovi lanci

3.1 Definicije

Dosada smo razmatrali Markovljeve lance na opCenitim skupovima stanja te pritom razvili
teoriju Y-ireducibilnosti, prolaznosti 1 povratnosti, invarijantih mjera te ergodinosti za
takve lance. Sada ¢emo se fokusirati na uzu klasu Markovljevih lanaca, Markovljeve lance
u Harrisovom smislu, tj. Harrisove lance.

Prilikom promatranja povratnosti za skupove A € B(S), neCemo gledati samo prvo
vrijeme pogadanja 7, ili o¢ekivanu vrijednost U(-, A) od n4, ve¢ ¢emo promatrati dogadaj
da je X € A beskona¢no mnogo puta (b.m.p), tj. 74 = oo, Sto piSemo sa

[ee]

(X € Abm.p):= ﬁ U (X, € A}

N=1k=N
i §to je dobro definirano kao ¥ -izmjerivi dogadaj na Q := S*. Za x € S, A € B(S) piSemo
O(x,A) :=P,(X € A b.m.p). (3.1)
Primijetimo, za bilo koji x, A imamo Q(x,A) < L(x, A) 1 po jakom Markovljevom svojstvu
vrijedi:
O(x,A) = Ex[Py, (X € Abm.p)l(r <)) = fUA(x, dy)Q(y, A). (3.2)
A

Definicija 3.1.1. Za skup A kaZemo da je povratan u Harrisovom smislu (tj. Harrisov
skup) ako vrijedi
O(x,A) =P(qa =0) =1, x€A.

Lanac X je povratan u Harrisovom smislu (tj. Harrisov lanac) ako je y-ireducibilan i svaki
skup u B*(S) je Harrisov skup.

39
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3.2 Svojstva Harrisovih skupova

Nakon §to smo definirali $to je Harrisov skup, promotriti éemo neka svojstva takvih sku-
pova.

Propozicija 3.2.1. Pretpostavimo da za neki skup A € B(S) vrijedi L(x,A) = 1, x € A.
Tada je Q(x,A) = L(x,A) za svaki x € S i A je Harrisov skup.

Dokaz. Koristeci jako Markovljevo svojstvo, dobivamo da, ako je L(y,A) = 1,y € A, tada
je zabilo koji x € A

PL(14(2) < o0) = f Ua(e, dy)L(y, A) = 1,

A

otkuda indukcijom, opet koriste¢i jako Markovljevo svojstvo, dobivamo, za x € A

Pi(tatk+1) <o) = fUA(x, dy)Py(t4(k) < 00) = 1.
A

Za bilo koji x imamo
Py(na 2 k) = Pu(Ta(k) < ),

otkuda, po Teoremu o monotonoj konvergenciji, iz

Q(x,A) = imP(n4 > k)

dobivamo
Ox,A)=1zax€eA,
Odatle slijedi da je
0(x,A) = fA Ua(x,dy)Q(y,A) = L(x,A)
Sto dokazuje tvrdnju. O

Teorem 3.2.2. (i) Pretpostavimo da D ~» A za bilo koje skupove D, A € B(S). Tada je
{(XeDbmp}C{XeAbmp} P,-g.s., 3.3)

i vrijedi Q(y, D) < Q(y,A), za svaki x € S. Ovdje P, oznacava uvjetnu vjerojatnost
P(- | Xy = *), dok * oznacava bilo koje stanje x € S.

(ii) Ako je S ~ A, tada je A Harrisov skup i vrijedi Q(x,A) = 1 za svaki x € S.
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Dokaz. Obzirom da dogadaj {X € A b.m.p} ukljucuje cijeli put od X, ne moZemo pokazati
tvrdnju promatrajuéi P" samo za fiksne n. Moramo promatrati sve dogadaje

E,={Xys1 €A}, neZ,

te ocijeniti vjerojatnost tih putova tako da beskona¢no mnogo E, postoji. Pokazimo prvo

da, ako je TnX o-algebra generirana s {Xy, ..., X,}, tada, kako n — oo imamo
I GATAIE ]1( UE] P,-g.s. (3.4)
i=n m=1 i=m

Kako bi to pokazali, primijetimo da za fiksan k < n

UE ITX}MP JEIFY

i=k i=n

>P

ﬁo mxl- (3.5)
m=1 i=m

Sada primijenimo Teorem o konvergenciji martingala na nejednakost (3.5]) pa dobivamo
1[UgEi] 2 limsupP [UR, E; | 7Y
> lim inf P |Us, Ei | 7]
> 1[Ny, Uz, Eil (3.6)

Kako k — oo, izrazi u konvergiraju $to pokazuje da tvrdnja (3.4) vrijedi. Po jakom
Markovljevom svojstvu, P, [U? E; | FX] = L(X,,A) P,-g.s. Iz pretpostavke D ~» A imamo
da je L(X,,A) ograniceno s 0 kad god je X,, € D. Stoga, koriste¢i (3.4), imamo

1 [ﬁ O X, eD ] (lim sup L(X,,,A) > 0)

m=1 i=m n

=1 (lim L(X,. A) = 1)

=1 (ﬂ LJE ) 3.7)

Sto je (3.3). Dokaz tvrdnje (ii) sad slijedi direktno, uvrstavajuéi D = S u (3.3). |
Kao jednostavnu posljedicu Teorema imamo sljedeci teorem:

Teorem 3.2.3. Ako je X Harrisov lanac, tada je Q(x,B) = 1 za svaki x € S i za svaki
B € B*(S).
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Dokaz. Neka je {C, : n € Z,} niz petite skupova za koje vrijedi | JC, = S. Po Propoziciji
[2.2.12] za ireducibilan lanac je kona¢na unija petite skupova petite skup pa mozemo pret-
postaviti da je C,, C C,, te da je C,, € B*(S) za svaki n.

Za bilo koji B € B8*(S) i bilo koji n € Z,, po Lemi imamo C, ~ B i, obzirom
da je C, Harrisov skup, po Teoremu [3.2.2] (i) vidimo da je Q(x, B) = 1 za bilo koji x € C,.
Buduc¢i da skupovi {Cy} pokrivaju S, slijedi da je Q(x, B) = 1 za svaki x kako se 1 tvrdi. O

3.3 Harrisovi lanci

Promotrimo sad bilo koji lanac X za koji je svaki skup u 8*(S) Harrisov skup. Dodajmo u
S niz stanja N = {x;} te proSirimo prijelaznu jezgru P do P’ na S’ := SU N sa P'(x,A) =
P(x,A)zaxeS,A e B(S)te

Pl(xi,XiH) =B P’(xi’ a)=1-p;

za specifican @ € S 1 sve X; € N. Bilo koji izbor vjerojatnosti 5; zadovoljava

1>ﬁﬁi>0
i=0

Sto osigurava

LA =Lna)=1-||g<1l. AeB'@®
tako da nijedan neprazan skup B C S’ sa svojstvima BN'S € B%(S) i BN S nije Harrisov
skup. No, s druge strane, vrijedi

U'(x;,A) > L'(x;,0)U(a,A) = 0, A € B(S)

Sto znaci a je svaki skup u 8*(S) povratan. Ovime pokazujemo jedini nacin na koji iredu-
cibilan lanac moze biti povratan, ali ne Harris povratan; postojanjem apsorbirajuceg skupa
koji je Harrisov skup, zajedno s jednim skupom ¢-mjere nula na kojem lanac nije Harrisov.
Za bilo koji Harrisov skup D piSemo D* = {y: L(y,D) = 1} tako da je D € D* 1 D* je
apsorbirajuci. D ¢emo zvati maksimalnim apsorbirajuc¢im skupom ako je D = D*. Time je
motivirana definicija:

Definicija 3.3.1. Skup H nazivamo maksimalnim Harrisovim skupom ako je H maksimalan
apsorbirajuci skup sa svojstvom da je restrikcija lanca X na H Harrisov lanac.

Teorem 3.3.2. Ako je X povratan, tada moZemo pisati
S=HUN, (3.8)

gdje je H neprazan maksimalan Harrisov skup, a N prolazan skup.
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Dokaz. Neka je C y,-petite skup u B87(S), gdje je ¥, maksimalna mjera ireducibilnosti.
Nekaje H ={y: Q(y,C) = 1} i stavimo N = H".
Primijetimo, obzirom da je H = H* = {y : L(y,H) = 1}, slijedi da je H ili prazan ili
maksimalan apsorbirajuci. Pokazimo prvo da je neprazan.
Pretpostavimo suprotno, tj. Q(x,C) < 1 za svaki x. Prvo pokazujemo da to implicira
da je skup
Ci:={xeC:LxC)< 1}

u B*(S).

U suprotnom, i ako je ¥(Cy) = 0, tada po Propoziciji postoji apsorbirajuci puni
skup F' C C{. Tada, po definiciji vrijedi L(x, C) = 1 za bilo koji x € C N F i, obzirom da je
F apsorbirajuci, mora vrijediti L(x,C N F) = 1 za x € C N F. Po Propoziciji [3.2.1] slijedi
daje Q(x,CNF)=1zaxe Cn F Sto je kontradikcija s Q(x,C) > Q(x,C N F). Dakle,
Y(Cy) > 0.

Sada, obzirom da je C; € B*(S), postoji B € Cy, B € 8*(S) i realan broj 6 > 0 sa
svojstvom L(x,C;) < 6 < 1 za svaki x € B, ;.

L(x,B) < L(x,Cy) <6, x€B.

Po Propoziciji (iii) slijedi da je U(x,B) < [1 = 6]"', x € B §to je kontradikcija s
pretpostavkom o povratnosti lanca X.

Slijedi da je H neprazan maksimalni apsorbirajuci skup i po Propoziciji[2.2.3| H je puni
skup. Odavde, po Propoziciji|[2.3.7, odmah slijedi da je N prolazan.

Pokazimo jos$ da je H Harrisov skup. Za bilo koji skup A € 8*(S) imamo C ~ A. Po
Teoremu slijedi da, ako je Q(x,C) = 1, tada je i Q(x,A) = 1 za svaki A € B*(S).
Bududi da je, po konstrukciji, Q(x,C) = 1 za x € H, imamo da je i Q(x,A) = 1 za bilo
koji x € Hi A € B7(S) pa je restrikcija lanca X na skup H stvarno Harrisov lanac $to se i
trazilo. O

Sljedecim rezultatom ¢emo dodatno ojacati vezu lanca i njegovih kostura.

Teorem 3.3.3. Pretpostavimo da je X y-ireducibilan i aperiodic¢an. Tada je X Harrisov
lanac ako i samo ako je svaki njegov kostur Harrisov lanac.

Dokaz. Obzirom na mt)} > 7,4 za neki skup A € B(S), gdje je m7’} prvo vrijeme pogadanja
za m-kostur, imamo da ako su m-kosturi Harrisovi lanci, tada je i X Harrisov lanac.

Obratno, pretpostavimo da je X Harrisov lanac. Za bilo koji prirodan broj m > 2 znamo
da je, po Teoremu X™ povratan pa Harrisov skup H,, postoji za taj m-kostur. Buduéi
da je H,, puni skup, po Propoziciji [2.2.3| postoji H C H,, koji je apsorbirajuci i puni skup
za X.
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Bududi da je X Harrisov lanac, imamo P, (75 < o0) = 11, obzirom da je H apsorbirajudi,
znamo da je mt}, < Ty + m. Odavde slijedi

P.(1}; < 00) =P (g < 0) =1
otkuda slijedi da je X Harrisov lanac. O

Harrisova povratnost nam daje korisna proSirenja tvrdnji danih u Teoremu i Te-
oremu [2.3.6}

Propozicija 3.3.4. Pretpostavimo da je X y-ireducibilan.

(i) Ako je neki petite skup C povratan, tada je i X povratan te je skup C N N uniformno
prolazan, gdje je N prolazan skup u Harrisovoj dekompoziciji (3.8)).

(ii) Ako postoji neki petite skup u B(S) za koji vrijedi L(x,C) = 1, x € S, onda je X
Harrisov lanac.

Dokaz. Po Teoremu ako je C povratan, tada je 1 lanac povratan. Neka D = CN N
predstavlja dio skupa C koji nije u H. Buduc¢i je N y-mjere nula i v je mjera ireducibilnosti,
zbog maksimalnosti od ¢ mora vrijediti v(N) = 0. Stoga, (2.13)) vrijedi i, po (2.13)), imamo
ogradu za U(x, D), x € S takvu da je D uniformno prolazan $to dokazuje tvrdnju (i). Za
dokaz tvrdnje (ii) primijetimo da ako je L(x, C) = 1, x € S za neki y,-petite skup C, tada po
Teoremu slijedi da je C Harrisov skup. Obzirom da je C petite skup, imamo C ~ A
za svaki A € B7(S). Harris povratnost skupa C, zajedno s Teoremom [3.2.2] (i) povlace da
je O(x, A) = 1 za svaki x Sto znaci da je X Harrisov lanac.

]

Teorem 3.3.5. Pretpostavimo da je X y-ireducibilan lanac. Ako postoji petite skup C C S,
i funkcija V koja je neogranicena van petite skupova, takvi da (V1) vrijedi, tada je X
Harrisov lanac.

Dokaz. Teoremom [2.3.12]smo pokazali da je L(x, C) = 1 pa je Harris povratnost pokazana
u vidu Propozicije|3.3.4 O

3.4 Ergodicnost Harrisovih lanaca

U ovom odjeljku ¢emo promatrati kako se Harrisovi lanci ponasaju dugorocno, tj. ergodski.
Vidjeti éemo da se ergodi¢nost moZe pokazati za aperiodi¢an Harrisov lanac, a i za Harrisov
lanac s periodom d. No, kako bi to pokazali, potrebno nam je jedno vrlo korisno svojstvo
mjere totalne varijacije.
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Propozicija 3.4.1. Neka je A neka pocetna distribucija lanca X s prijelaznom jezgrom P.
Ako je rt invarijantna za P, tada je mjera totalne varijacije,

| f A(dx)P"(x, -) — ll, (3.9)

monotono opadajuci niz po n.

Dokaz. Po definiciji mjere totalne varijacije 1 zbog invarijantnosti od 7 imamo

l f AP (x, ) =

= s | [a@ortceanso) - [ x@ro)

= s | [a@ordo] [ Pe.anso) - [ x| [ roaro)

< s | [aaordosw [ rdwro) (3.10)
Gornji racun vrijedi jer kad god je |f] < 1, tada je i |Pf] < 1. o

Teorem 3.4.2. Ako je X pozitivan i aperiodi¢an Harrisov lanac, tada za svaku pocetnu
distribuciju A vrijedi

I f/l(dx)P"(x, J—nl| =0, n-— 0. (3.11)

Dokaz. Znamo da je za neki prirodan broj m, m-kostur X" jako aperiodi€an i pozitivan
Harrisov lanac (vidjeti komentar na kraju odjeljka 2.4). Odavde slijedi:

I f/l(dx)P”’"(x, J-n||l =0, n— oo (3.12)

Tvrdnja za P" slijedi direktno iz monotonosti u (3.10). i

Teorem 3.4.3. (i) Ako je X pozitivan Harrisov lanac s periodom d > 1, tada za svaku
pocetnu distribuciju A vrijedi

d—-1
lld™! f ﬂ(dx)ZP”d”(x, Y=l =0, n-— oo (3.13)
r=0
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(ii) Ako je X pozitivan i povratan s periodom d > 1 tada postoji skup N n-mjere nula
takav da za svaku pocetnu distribuciju A sa svojstvom A(N) = 0 vrijedi

d-1
lld! f/l(dx) Z P (x, ) =7l = 0, n— oo. (3.14)
r=0

Dokaz. Tvrdnja (i) je lagana za pokazati obzirom na postojanje ciklusa i s tim da znamo
da je lanac restringiran na ciklicne skupove aperiodi¢an i d-kosturi su pozitivni Harrisovi
lanci. Tvrdnja (ii) sada slijedi kao direktna posljedica teorema dekompozicije, tj. Teorema

3372 ]



Poglavlje 4
Primjeri

U ovom poglavlju ¢emo pokazati primjere nekih Markovljevih lanaca na opéenitom skupu
stanja.

4.1 AR(1) proces

Definicija 4.1.1. Proces X = (X,, : n € Z,) se naziva autoregresivnim procesom reda 1, tj.
AR(1) procesom ako zadovoljava:

(ARI) za svakin € Z,, X, i W, su slucajne varijable na R za koje vrijedi
X1 = aX, + Wy,

za neki realan broj a € R.

(AR2) niz sluc¢ajnih varijabli {W,} je niz nezavisnih jednako distribuiranih (n.j.d) slucajnih
varijabli sa distribucijom I" na R.

Primijetimo, AR(1) proces je trivijalno Markovljev lanac; nezavisnost X,,,; od X,,_1, ...
za dano X, = x slijedi iz (AR1) jer vrijednosti od W,, po (AR2), ne ovise o nijednom
{X|, X, ...}. Neka je u bilo koja nenegativna izmjeriva funkcija na R"*! te pretpostavimo
da je X AR(1) proces. Nadalje, neka je W, = X, te neka Q,,,, oznaCava distribuciju od
X, — aX, s pokratom Q; = Q4. Po tekstu iznad jednadzbe (2.5]) znamo da je taj uvjet
ekvivalentan sa Markovljevim svojstvom danim s (2.1)) pa mozemo promatrati

47
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E [u(Xo, X1, ..., X))
= E[,Lt(W(), Wi+aW,,..., W, +aW, . +... +CZnW())]

= f --fu(yo,yl + @Yo, .. Yp + @Y1+ oo+ @ y0)On(dyn) - . Q1(dy1)Py, (dyo)
= f . fﬂ(xo,xl, o X)) On(dx, — ax,o1) -+ - Q1(dxy — axo)Px, (dxo),
Sto pokazuje da je X, Markovljev proces sa prijelaznom jezgrom
P(X, € B| X, = x) = Qua(B — ax),
za neki skup B € B(S) te neko stanje x € S.
AR(1) proces, u neku ruku, moZemo smatrati proSirenjem slucajne Setnje, gdje, u sva-

kom novom trenutku uzimamo dio prethodne vrijednosti i dodajemo mu slucajnu vrijed-
nost ("Sum” ili ”gresku”). Nadalje, pokaZe se da izbor « dosta utjece na ponaSanje lanca.

Slika 4.1: AR(1) proces za a = 0.85, gdje je I' = N(O, 1); proces je stacionaran i ergodican
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Slika 4.2: AR(1) proces za @ = 1.03, gdje je I' = N(0, 1); proces nije stacionaran ni
ergodican

Pokazimo joS ¢-ireducibilnost AR(1) procesa. Neka je X AR(1) proces zadan relaci-
jama (AR1) i (AR2) zaT = N(0,0?). Neka je x € S, X, = x, A Lebesgueova mjera te
A € B(S) takav da je A(A) > 0. Primijetimo da je tada X, = ax+ W, gdje je W; ~ N(0,0?)
te da je X; ~ N(ax, 0?). Neka je f funkcija gustoce za X, uz uvjet X, = x. Ratunamo

P(x,A) = Plax+ W, € A)

= fA fda
= f fl,dd > 0.

gdje posljednja nejednakost vrijedi po teoriji mjere. U suprotnom bi vrijedilo f1, = 0
A-skoro svuda, tj. f = O na A, a f je strogo pozitivna na cijelome R. Odavde slijedi
da je P(x,A) > 0 pa tako i U(x,A) = X, P"(x,A) > 0. Tada po Meyn i Tweedie [4]
(Propozicija 4.2.1 (a) dio) vidimo da je naS AR(1) proces g-ireducibilan.
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4.2 AR(k) proces

Definicija 4.2.1. Proces Y = (Y, : n € Z,) se naziva autoregresivnim procesom reda k, tj.
AR(k) procesom ako, za svaki skup pocetnih vrijednosti (Y, ..., Y _;.1), zadovoljava

(ARI*) za svaki n € Z,, Y, i W, su slucajne varijable na R koje, induktivno za n > 1,
zadovoljavaju

Y=Y+, o+ -+ Y, + W,

za neke realne brojeve ay,...,a; € R.
(AR2%*) niz slucajnih varijabli (W,),s¢ je niz n.j.d slucajnih varijabli na R.

Y = (Y,).s0 u principu nije Markovljev lanac za k > 1 jer informacije o proslosti (tj.
proslosti u terminima varijabli ¥,_1, Y, 5, ..., Y,—) daju informaciju o trenutnoj vrijednosti
od Y,. No, moZemo konstruirati proces koji ¢e biti Markovljev lanac. Neka je

XVZ = (Yl’la ] Yn—k+])T

1 stavimo X = (X, : n > 0). Jasno, X je Markovljev lanac ¢ija prva komponenta opisuje
upravo putove autoregresivnog procesa. Primijetimo da, ako X ima proizvoljnu distribu-
ciju, tada i prvih k varijabli (Yy, ..., Y_4;1) smatramo proizvoljnima. Primjetimo da AR(k)
model tada moZemo ovako prikazati:

ay (04” 1
1 0 0

Xn = . . Xn—l +1]. Wn (41)
0 1 0 0

Ako pretpostavimo da imamo reprezentaciju naSeg lanca kao u (4.I)), tada moZemo
odrediti uvjete pri kojima ¢e nas lanac biti y-ireducibilan.
U praksi se pokazuje da je jedan od Cesto koriSteni uvjet taj da W ima distribuciju koja ima
strogo pozitivnu gustou. Ako je W gaussovski, tada je taj uvjet ocito zadovoljen.
No, za y-ireducibilnost nije uvijek dovoljno imati gustocu koja je pozitivna samo u okolini
0. Ako su nultoc¢ke polinoma A(z) = 1 — a;z! — -+ — a;z* van zatvorenog kruga radijusa
luzC,tada 'y, — 0zan — oo kada je W, =, za sve n. Odavde vidimo da je moguce
da lanac pogodi [—1, 1] u nekom trenutku u buducnosti. No, ako neka nultocka polinoma
A(z) lezi unutar otvorenog kruga radijusa 1 u C, tada ¢e nas lanac “eksplodirati” te nece
biti ireducibilan.
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4.3 Model pohrane

Model pohrane ili model skladiStenja (eng. Storage model) je primjer u kojem, iako su
vremena u kojima se inputi dogadaju slucajna, izmedu tih vremena postoji deterministi¢ko
gibanje koje nam daje reprezentaciju u Markovljevom smislu.

Jednostavan model pohrane ima sljedece elemente. Pretpostavljamo da postoji niz vre-
mena inputa Ty = 0,To+ T1,To + Ty + T», ... u kojima se dogada input te pretpostavljamo
da su vremena medudolazaka (T;);>; nezavisne, jednako distribuirane (n.j.d) slucajne vari-
jable, distribuirane kao i varijabla 7, s distribucijom G(—oo, t] = P(T < 1).

U n-tom vremenu inputa, koli¢ina inputa §, ima distribuciju H(—oco,t] = P(S, < 1);
koli¢ine inputa su nezavisne jedna od druge i od vremena medudolazaka. Izmedu inputa,
postoji konstantno povlacenje sadrzaja iz sustava pohrane po stopi r; takvo da, u vremen-
skom periodu [x, x+¢], pohranjeni sadrZaj se smanji za r¢ jer u tom periodu nije bilo inputa.
Kada put procesa sadrzaja dode do nule, on ostaje na nuli sve dok ne dode do trenutka u
kojem je input pozitivan.

Ovaj model je pojednostavljena verzija nacina na koji brana funkcionira. Isto tako,
moze posluZiti i kao model za inventar ili bilo koji drugi sli¢an sustav pohrane.

Osnovni model pohrane je proces indeksiran neprekidnim vremenskim parametrom
t € [0, +00). Da bi se vidjelo da je Markovljev lanac, potrebno ga je analizirati u odredenim
vremenskim trenucima kada se (vjerojatnosno) regenerira.

Definicija 4.3.1. Jednostavni model pohrane (eng. Simple storage model)

(SSM1) Za svakin > 0 neku su S, i T, n.j.d slucajne varijable na R sa distribucijama H i G
kao gore.

(SSM2) Definirajmo slucajne varijable
X1 = [Xo + S, = Tl
gdje su varijable J, n.j.d, sa
P(J, £ x) = G(—o0, x/7) 4.2)
za neki realan broj r > 0.

Tada lanac X = (X, : n > 0) predstavlja sadriaj sustava pohrane u vremenima {T,—}
neposredno prije svakog novog inputa i naziva se jednostavni model pohrane.

Primjetimo da su sluc¢ajne varijable T, i J, usko povezane, tj. J, = rT,.
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Nezavisnost S ,,,; od S,_1, S -2, ... 1 pravila (SSM1), (SSM2) osiguravaju da je (X,),>0
Markovljev lanac.

Primijetimo da opcenito, ovaj proces zaustavljen u nekim drugim trenucima nece biti
Markovljev jer je vazno izraCunati vjerojatnosti buducih putova kako bi znali koliko ranije
od odabranog trenutka se zadnji input dogodio. Odabirom takvog nacin promatranja naseg
lanca , u trenucima neposredno prije inputa, zaboravljamo proSlost (u smislu da je na$ la-
nac stvarno Markovljev).

Pokazimo uvjete za y-ireducibilnost ovakvog procesa u prvom koraku. Neka je X
proces zadan relacijama (SSM1) 1 (SSM2) te neka je W, := S, — J,..

Propozicija 4.3.2. Neka je X = (X, : n > 0) slucajna Setnja na poluosi, zadana sa X, =
(X, + W,),, gdje je W varijabla prirasta s distribucijom I'. Tada je X ¢-ireducibilan sa
©(0,00) =0, ¢({0}) = 1 ako i samo ako je

P(W, <0) =I'(=00,0) > 0. 4.3)

Dokaz. Nuznost od (4.3) je ocita. Obratno, pretpostavimo da za neke realne brojeve 4,
& > 0 vrijedi I'(—oo, —g) > ¢. Tada za bilo koji prirodan broj n, za koji je x/e < n vrijedi

P"(x,{0}) = ¢" > 0.
O

Ako primijenimo ovaj rezultat na na$ model pohrane, vidimo da imamo y-ireducibilnost
ukoliko je
P(W,<0)>0.

Uz uvjet da postoji vjerojatnost da se nijedan input ne dogodi dovoljno dugo, dobit ¢emo
0p-ireducibilnost u jednom koraku. To nam govori da mozemo “iskljuciti” input na pe-
riod duzi od s kad god je koli¢ina zadnjeg inputa bila s, tj. pozitivnu vjerojatnost da ce
input ”biti ugasen” dulje od s/r. Jedan od dovoljnih uvjeta za to je da distribucija H ima
beskonacne repove.

Linearnost u ovom modelu pohrane nam omogucava da razvijemo detaljniji model.
Postoje dva mogucéa smjera u kojima to mozemo napraviti, a da proces ostane Markovljev.

Pretpostavimo ponovno da postoji niz vremena inputa Ty = 0, 7o+ T, To+ T, + 1>, ...
te da su vremena medudolazaka (7;);5o n.j.d s distribucijom G.

Pretpostavimo da je sadrZaj u n-tom vremenu inputa dan sa X,, = x i da koli¢ina inputa
S .(x) ima distribuciju danu s H,(—oo, ] = P(S ,(x) < ¢) koja ovisi o x,. Tada koli¢ine inputa
u vremenima medudolazaka ostaju nezavisne jedna od druge.

Alternativno, pretpostavimo da izmedu inputa postoji povlaenje sadrzaja iz sustava
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pohrane po stopi r(x) koja isto ovisi o koli€ini x u trenutku povlacenja. Tada dobivamo tzv.
sadrZajno-ovisan model pohrane ili skladistenja (eng. Content-dependent storage model).
Kao i prije, kada put ovog procesa pohrane dode do nula, on ostaje u nula do trenutka s
pozitivnim inputom. Isto tako, i ovaj proces je vazno promatrati u trenucima neposredno
prije svakog inputa kako bi imali Markovljev proces.
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Sazetak

U prvom poglavlju se prisjecamo pojmova iz teorije diskretnih Markovljevih lanaca. Na-
kon toga tu teoriju u drugom poglavlju proSirujemo na opcenite skupove stanja. Definiramo
pojmove poput jezgre Markovljevog lanca u Definiciji te pojmove poput vremena
posjeta i, prvog povratka 7, prvog pogadanja o te vremena zaustavljanja {. Pokazujemo
da Markovljevi lanci na op¢enitom skupu stanja mogu imati sli¢na svojstva kao i na dis-
kretnom skupu stanja. Uvodimo pojmove uniformne i geometrijske ergodicnosti te u Te-
oremima i [2.5.13] pokazujemo uz koje uvjete na$ lanac ima ta svojstva. U treCem
poglavlju se fokusiramo na uzu klasu Markovljevih lanaca, tzv. Harissove lance. Prisje-
timo se, funkcija Q(x,A) je vjerojatnost da lanac X, ako krene iz stanja x, beskonacno
mnogo puta posjeti skup A, a funkcija L(x, A) je vjerojatnost da lanac X pogodi skup A.
U Teoremu [3.2.2] pokazujemo kako moZemo svojstva funkcije Q povezati sa svojstvima
funkcije L. Naposljetku, u Teoremima [3.4.2]i [3.4.3| dajemo uvjete pri kojima su Harrisovi
lanci ergodi¢ni. Rad zavrSavamo s primjerima Markovljevih lanaca na opéenitom skupu
stanja: autoregresivnim procesom reda k te poznatim modelom pohrane.






Summary

In the first chapter we list the main terms in the theory of Markov chains on discrete state
space. After that, in the second chapter, we expand that theory to Markov chains on general
state space. In Definition [2.1.1| we introduce terms like the kernel of a Markov chain as
well as occupation times 7, first return times 7, first hitting times o~ and stopping times
{. We show that Markov chains on general state space cam have similar properties as on
discrete state space. We define uniform and geometric ergodicity and show, in Theorems
[2.5.77)and 2.5.13] the conditions needed for our chain to have those properties. In chapter
three we focus on a smaller class of Markov chains, so-called Harris chains. Function
Q(x,A) is the probability of chain X visiting set A infinite number of times, considering
he starts from state x. On the other hand, function L(x, A) is the probability of chain X
to return to set A. In Theorem [3.2.2] we show how the properties of the function Q can
be linked to those of the function L. Finally, in Theorems [3.4.2] and [3.4.3| we show the
sufficient conditions Harris chains need to be ergodic. We finish this thesis with a couple
of examples of Markov chains on general state space: the autoregressive process of order
k and the well known storage model.
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