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Uvod

Cevin i Menelajev teorem vrlo su korisni pri dokazivanju konkurentnosti pravaca i koli-
nearnosti to¢aka. U ovom radu bavit ¢emo se dokazima teorema te ¢emo vidjeti kako se
navedeni teoremi mogu poop¢iti.

Cevin teorem ime je dobio po talijanskom matemati¢aru Giovanniju Cevi (1647.-1734.).
Skolovanje koje je zapoteo u Milanu, kasnije je nastavio na Sveuéilistu u Pisi, gdje je na-
poslijetku postao i profesor. Njegova najveca postignuca bila su iz podrucja geometrije.
Ponovno je otkrio i objavio Menelajev teorem. Takoder, bavio se primjenom mehanike i
statike u geometriji. U djelu De lineis rectis objavljuje svoj najpoznatiji teorem koji je da-
nas poznat pod nazivom Cevin teorem. Tvrdnja teorema govori o uvjetu presijecanja triju
duzina koje spajaju jedan vrh trokuta i to¢ku s nasuprotne stranice.

Slika 0.1: Cevin teorem

Teorem (Cevin teorem). Neka su D, E i F redom tocke na stranicama BC,CA i AB trokuta
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ABC. Pravci AD, BE i CF prolaze jednom tockom ako i samo ako vrijedi

AF| |BD| |CE| _

= 1
|FB| |DC| |EA]| M

S |XY| oznalavamo neorijentiranu duljinu duZine XY koja je uvijek pozitivna. Ako
odaberemo na pravcu XY pozitivhu orijentaciju, moZemo Koristiti i orijentiranu duljinu
duzine XY koju oznacavamo sa XY. Uzimajuci u obzir orijentaciju, jednakost (I)) moZemo
zamijeniti s

= 22 == )

Postoji 1 opcenitija forma Cevinog teorema gdje to¢ke D, E 1 F mogu biti smjeStene 1 na
produZetcima stranica trokuta ABC, ali tada koristimo samo jednakost (2)).

Slika 0.2: Menelajev teorem

Drugi spomenuti teorem je Menelajev teorem koji je dobio ime po grckom matematicaru
Menelaju iz Aleksandrije (70.—140.). Pretpostavlja se da je zivio u Rimu. Bavio se ge-
ometrijom sfere i njezinom primjenom u astronomiji te se smatra zacetnikom sferne trigo-
nometrije. Njegovo jedino saCuvano djelo Sphaerica sacuvano je u arapskom prijevodu.
Sadrzi tri knjige u kojima se razvija teorija sfernih trokuta. U trecoj knjizi nalazi se teorem
poznat pod nazivom Menelajev teorem kojega je Menelaj dokazao u sfernoj geometriji, a
mi ¢emo ga iskazati i dokazati u planimetriji, tj. geometriji ravnine.
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Teorem (Menelajev teorem). Neka su X, Y, Z redom tocke na pravcima BC, AC, AB tako
da su dvije od njih na stranici trokuta ABC, a trec¢a je na produZetku stranice tog trokuta.
Tocke X, Y i Z su kolinearne ako i samo ako vrijedi

AZ| |BX| [CY| _
IZB| |XC| |YA|

3)

Menelajev teorem daje kriterij za kolinearnost to¢aka. Uzimajuci u obzir orijentaciju
duzina, jednakost (3) moZemo zamijeniti s

— =L 4)

Kao i za Cevin teorem, postoji opéenitija forma Menelajevog teorema gdje ne stavljamo
uvjete na to jesu li tocke na stranicama ili produzetcima. I u tom slucaju koristimo is-
kljucivo jednakost ().

Ovaj diplomski rad podijeljen je na Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju definirane su bari-
centriCke koordinate bilo koje to¢ke obzirom na dani trokut te su iskazane odredene tvrdnje
koje se koriste kasnije u radu [1} 3,19, [12].

U drugom poglavlju Cevin i Menelajev teorem najprije dokazujemo na standardni nacin
koriste¢i omjere povrSina trokuta [10], a zatim preko teZiSta skupa tocaka [/]. Na kraju
poglavlja pokazujemo da se Cevin i Menelajev teorem mogu dobiti jedan iz drugog, to jest
da su ekvivalentni [[11]].

Trece i Cetvrto poglavlje posveceno je generalizaciji teorema u ravnini, a potom i u
prostoru. U treCem poglavlju prvo je iskazan 1 dokazan Hoehnov teorem za pentagrame
koji oblikom podsjeca na klasi¢ne teoreme [, 6]. Zatim su teoremi generalizirani za mno-
gokute [S]], a potom je pokazana tvrdnja za trokute koja istovremeno generalizira oba te-
orema [8]. U trodimenzionalnom prostoru je napravljena generalizacija prvo Cevinog, a
potom 1 Menelajevog teorema obzirom na dani prostorni ¢etverokut [4]]. Na kraju je dana
generalizacija Menelajevog teorema za kona¢nodimenzionalne vektorske prostore [2]].



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i tvrdnje

1.1 Omyjeri duljina i povrSina

Cilj ovog rada je dokazati Cevin i Menelajev teorem na razliite naCine te izvesti generali-
zacije tih teorema. Kako bi to ucinili, potrebno je navesti osnovne pojmove i tvrdnje koje
¢emo koristiti. Za pocetak, dokazati cemo lemu koja pokazuje da razliCite toCke duZine
dijele tu duZinu u razli¢itim omjerima.

AX| _ |AY]

Lema 1.1. Ako su X i Y tocke na duZini AB sa svojstvom @ = @, tada se tocke X 1Y
podudaraju.
AX AY AB| — |BX AB| — |BY AB AB
Dokaz. 1z u = u slijedi AB| ~ |BX] = AB| - |BY] pa je l—l = u Dakle,
|XB|  |YB |XB] |Y Bl |XB|  |YB
|XB| = |YB|, pase X 1Y podudaraju. O

Neka je P sjeciSte pravaca BC 1 A;A,. Za omjere povrSina trokuta BCA; 1 BCA; vrijedi

P(BCA,) _|AP|
P(BCA,)  |PAy|

Uocimo da tvrdnja uvijek vrijedi, bez obzira nalaze li se tocke A; i A, na suprotnim
(slika[I.T) ili istim stranama (slika[I.2]) pravca BC. Prethodna jednakost vrijedi i za orijen-
tirane duljine, no tada promatramo orijentiranu povrsinu trokuta za koju neCemo koristiti
posebnu oznaku, ali ¢emo uvijek naglasiti kada je koristimo. Uzimamo da je P(ABC) po-
zitivna ako je trokut ABC pozitivno orijentiran, tj. vrhovi A, B, C su navedeni u smjeru
suprotnom od kazaljki na satu. Ako je trokut negativno orijentiran, orijentiranu povrsinu
piSemo s negativnim predznakom.
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Slika 1.1

Slika 1.2

1.2 Baricentricke koordinate

Pojam baricentrickih koordinata prvi je uveo August Ferdinand Mobius (1790.-1868.) u
svojoj knjizi Der Barycentrische calcul, objavljenoj 1827. godine. RijeC baricentricka
dolazi od grcke rijeci barys §to znaci tesko i odnosi se na teziSte. Mobius je primijetio da
utege objesene na krajevima Stapa moZze zamijeniti jednim utegom postavljenim u teZiste
tog Stapa. Iz ove ideje razvio se baricentricki koordinatni sustav.

Materijalna tocka je uredeni par (X, m) gdje je X toCka, a m realan broj. Kazemo jos
da tocka X ima masu m. Neka su X;, X;,..., X,, tocke u prostoru i u svakoj tocki X; neka
je smjeStena masa m;, to jest promotrimo n - torku materijalnih to¢aka (X, my), ..., (X,,, m,)
pri Cemu je

my+---+m, #0.
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Baricentar ili tefiste tog skupa materijalnih toc¢aka je tocka O za koju je
g —_—> -
mOX; +---+m,0X, =0.

Lako je vidjeti da je teZiSte jedinstveno. Nije teSko pokazati da izbacivsi proizvoljni pod-
skup S’ = {(P|,m}),- - (P}, m))} iz skupa materijalnih toCaka S 1 ubacivsi u taj skup mate-
rijalnu tocku (P’ 337_, m!), gdje je P’ teZiste sustava S’, dobivamo novi sustav materijalnih
toCaka koji ima isto teZiSte kaoi S'.

Slika 1.3: TeziSte skupa materijalnih tocaka

Pogledajmo sliku Na rubovima Stapa objeSeni su utezi mase my 1 mg. TeziSte T
skupa {(A, my,), (B, mp)} se nalazi na pravcu AB i vrijedi AT - my = TB - mp, tj. AT : TB =
mp : my. Dakle, ako je d udaljenost toCaka A i B, teZiSte skupa {(A, ma), (B, mp)} se nalazi

. . m v . . . m N
na udaljenosti —2% _dodtotke Aina udaljenosti —2 _dod tocke B.
My + mp My + mp

Prosirimo sada promatranje na trokut sa slike [[.4] Trokut ima u vrhu A masu 3, u vrhu B
masu 4 te u vrthu C masu 5. Neka je D tocka na BC tako da je BD : DC =5 : 4. Budu¢i da
je tocka D teziSte skupa {(B,4), (C,5)}, zakljuCujemo da se teziSte od {(A, 3), (B, 4), (C,5)}
podudara sa teziStem od {(A, 3), (D, 9)}, Sto znaci da se teZiSte danog tro¢lanog skupa nalazi
na pravcu AD. Neka je E to¢ka na AC takodaje CE : EA =3 : 51 F tocka na AB tako
daje AF : FB = 4 : 3. Vidimo da je E teziste skupa {(A, 3),(C,5)}, a F teziSte skupa
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(A, 3) Sv E 3v (C, 5)

4u
4w D

5u
3w

(B, 4)

Slika 1.4: Baricentri¢ke koordinate

{(A,3),(B,4)}. Na isti nacin zakljucujemo da Ce se teziste od {(A, 3), (B, 4), (C,5)} nala-
ziti na pravcima BE 1 CF pa sva tri pravca prolaze teZiStem sustava {(A, 3), (B, 4), (C,5)}.
Definiramo tocku 7" koja je sjeciSte pravaca AD, BE 1 CF kao tocku s baricentrickim koor-
dinatama (3 : 4 : 5) obzirom na trokut ABC.

Definicija 1.2 (Baricentricke koordinate). Tocka T s baricentrickim koordinatama (x :
y : 7) je teZiste skupa tocaka u kojem su mase x,y i z smjestene redom u vrhove A, B, C
zadanog trokuta, tj. teZiste skupa materijalnih tocaka {(A, x), (B, y), (C, 2)}.

Napomenimo da mase mogu biti nula ili ¢ak negativne.

Primijetimo da baricentricke koordinate nisu jedinstvene. Ako su (x : y : z) baricen-
tricke koordinate tocke 7', tada su to i (Ax : Ay : Az) za bilo koji 4 # 0. Takve koordinate
zovemo homogene baricentricke koordinate. Ako uzmemo A = 1/(x+y + z), dobivamo ko-
ordinate kojima je suma jednaka 1 i njih nazivamo nehomogene baricentricke koordinate.

Baricentri¢ke koordinate moZemo definirati i direktno uz pomo¢ vektora. Neka je dan

—
trokut ABC. Za bilo koju tocku 7" u ravnini s OT oznacavamo njezin radijvektor s obzirom
na proizvoljno odabrano ishodiste O. Za danu tocku 7" jednoznacno su odredeni brojevi y

iztakodaje AT =y-AB+z-AC,tj. OT —OA =y - (OB - 0A) +z-(OC — OA). Ako
stavimo da je x = 1 —y — z, slijedi

— — — —
OT'=x-0OA+y-OB+z-0C, x+y+z=1.
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Brojevi x, y, z koji zadovoljavaju prethodne jednakosti jednoznacno su odredeni tockom 7' i
trokutom ABC i ocito ne ovise o izboru ishodiSta. Primjetimo da su to upravo nehomogene
baricentricke koordinate tocke 7.

Navedimo jo$ neke Cinjenice koje ¢emo Koristiti u radu, a za dokaze upucujemo pri-
mjerice na [12].

Teorem 1.3. Jednadzba pravca kroz razlicite tocke Ti(xy : y1 : 21) i To(x2 @ y2 @ 22) ima
oblik

X y z
x1 y1 z11=0.
X2 Y2 22

Teorem 1.4. Tri tocke T;(x; : y; : 2;), pri Cemu je i = 1,2, 3 su kolinearne ako i samo ako je

X1 N1 2
Xy Y2 22/=0.
X3 Y3 23

Teorem 1.5. Tri pravca s jednadzbama u baricentrickim koordinatama

Xix+ Y1y+le:0
X2X+Y2y+22Z:0
X3X+Y3y+Z3Z:0

prolaze istom tockom ako i samo ako je



Poglavlje 2

Dokazi teorema

Cevin 1 Menelajev teorem ve¢ smo iskazali u Uvodu. U ovom poglavlju dokazat cemo
spomenute teoreme na dva nacina. Prvi naCin je pomocu omjera povrSina trokuta, a drugi
nacin je pomocu teZista.

2.1 Dokaz Cevinog teorema
Prvi nacin

Dokaz. Pretpostavimo da se pravci AD, BE 1 CF sijeku u tocki K. Treba pokazati da vrijedi

AF| |BD| |CE| _

= 2.1
|FB| |DC| |EA| @D

Promotrimo trokute FCA 1 FBC. Ti trokuti imaju istu visinu iz vrha C ¢iju duljinu ozna¢imo
sa 2v pa vrijedi
P(FCA) =|AF|-v, P(FBC)=|FB|-v.

Analogno vrijedi i za trokute FKA i FBK koji imaju istu visinu iz vrha K ¢iju duljinu
oznacimo sa 2V’ pa je

P(FKA) = |AF|-V', P(FBK)=|FB| V.
Iz prethodnih jednakosti slijedi:

P(KCA) _ P(FCA)- P(FKA) _|AF|-v—|AF|-v _|AF|-(v—V) _|AF|
P(KBC) P(FBC)-P(FBK) |FB|-v—|FB|-v |FB|-(v—=Vv) |FB|

Promatrali smo trokute Cije osnovice leZe na pravcu AB. Analogno dobivamo da za druga
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Slika 2.1: Cevin teorem

dva para trokuta vrijedi

P(ABK) _ |BD|
P(AKC) |DC|
P(KBC) |CE]
P(KAB) _ |EA|

MnoZenjem te tri jednakosti, slijedi

|JAF| |BD| |CE| P(KCA) P(ABK) P(KBC) 4
|FB| |DC| |EA| P(KBC) P(AKC) P(KAB)

Obratno, pretpostavimo da vrijedi (2.1]) za to¢ke D, E, F redom na stranicama BC, CA, AB
trokuta ABC. Treba pokazati da se pravci AD, BE i CF sijeku u jednoj tocki. Neka je K
sjeciSte duzina AD i BE. Sjeciste pravaca CK i AB ozna¢imo s F’. Prema ve¢ dokazanom
smjeru Cevinog teorema, imamo

|AF’| |BD| |CE| _
|F’B| |DC| |EA|

Bududi da vrijedi i (2.1)) slijedi
|AF’| |BD| |CE| _ |AF| |BD| |CE|
|F’B| |DC| |EA|  |FB| |DC| |EAl
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Slika 2.2: Obrat Cevinog teorema

pa je

|AF’| _ |AF|

|[F'Bl  |FBI
Kako to¢ke F’ i F leZe na AB, prema lemi 1.1|slijedi da se totke F” i F podudaraju, to jest
pravci AD, BE i CF sijeku se u jednoj tocki. Time je teorem dokazan. O

Drugi nacin

Dokaz. Pretpostavimo da se pravci AD, BE 1 CF sijeku u jednoj tocki. Treba pokazati da
vrijedi

Neka je CE/EA = m/l i1 BD/DC = I/n. Smjestimo sada mase m,n i [ redom u vrhove
trokuta A, B i C. Tada je tocka E teziste od {(A,m),(C,[)}. Stoga se teZiSte skupa mate-
rijalnih tocaka {(A,m), (B,n),(C, )} podudara s teziStem od {(B,n),(E,m + [)} pa lezi na
pravcu BE. Sli¢no, toc¢ka D je teziSte od {(B, n), (C, [)} i teziSte skupa {(A, m), (B, n), (C, )}
isto je kao teziSte od {(A, m), (D,n + )} pa lezi na pravcu AD. Dakle, u presjeku pravaca
AD i BE nalazi se teziste od {(A, m), (B, n), (C,[)}. Buduéi da znamo da se pravci AD, BE
i CF sijeku u jednoj tocki, pravac CF sadrzi teziSte od {(A, m), (B, n), (C, )}, tj. teziSte od
{(C, D), (X,m + n)}, gdje je X teziSte od {(A, m), (B,n)} te stoga X lezi i na pravcu AB 1 na



POGLAVLIJE 2. DOKAZI TEOREMA 12

C
'e
E
D
n
Me ®
A F B
Slika 2.3
pravcu CF. Dakle, X = F paslijedi da je AF/FB = n/m.
Konacno je,
AF BD CE n I m_
FB DC EA m n |
Obrat se pokazuje vrlo sli¢no pa ga preskacemo. O

2.2 Dokaz Menelajevog teorema
Prvi nacin
Dokaz. Neka su tocke X, Y, Z redom s pravaca BC, CA, AB kolinearne. Treba pokazati da
vrijedi
|AZ| |BX| |CY| _
|ZB| |XC| |YA|
Promotrimo trokute AYZ i YBZ. Za omjere njihovih povrSina vrijedi

(2.2)

P(AYZ) |AZ]

P(YBZ) |ZB|
Analogno dobivamo

P(YBZ) _ |BX|

P(CYZ) |XC|



POGLAVLIJE 2. DOKAZI TEOREMA 13

Slika 2.4: Menelajev teorem

P(CYZ) _|CY]
P(AYZ) |YA|’

MnoZenjem te tri jednakosti slijedi

|AZ| |BX| |CY| _

ZBl IxCl YAl
Obratno, neka vrijedi (2.2). Treba pokazati da su tocke X, Y i Z kolinearne. S X’ ozna¢imo
sjeciSte pravaca YZ i BC. Prema prethodno dokazanom dijelu teorema je

AZ] 1BX'| ICY|

IZB| |X'C| |YA|
Dakle,
IAZ| |BX'| |CY| |AZ| |BX| |CY]
\ZB| 1X'C| |YA| _ |ZB| IXC| YAl
paje
|IBX'| _ |BX|
X'Cl ~ IXCl’

Kako su X’ i X to¢ke na duzini BC, iz leme [I.1]slijedi X’ = X. Dakle, totke X, Y i Z su
kolinearne. o
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Slika 2.5: Obrat Menelajevog teorema

Drugi nacin

Dokaz. Pretpostavimo da su tocke X, ¥, Z kolinearne. Uzimajuci u obzir orijentaciju duZina,
treba pokazati da vrijedi

—_— = -1. (2.3)

Neka je BX/XC =1/ni CY/YA = —m/l. Razmjestimo mase [+ nu X, n+muZim — [
u Y. TeziSte ovog skupa materijalnih toaka ocito lezi na pravcu XYZ. Masu [ + n koja je
u tocki X mozemo razdijeliti tako da u vrhu C bude masa / i u vrhu B masa n. Takoder,
masu / koja je u vrhu C i masu m — [ koja je u tocki ¥ moZemo zamijeniti jednom masom
m koja je u vrhu A. TeZiSte se pri ovim prebacivanjima nije promijenilo, ocito mora lezati
na pravcu AB pa slijedi da je teziSte u presjeku pravaca XY i AB, tj. u tocki Z. Stoga je
AZ/ZB = n/m. UvrsStavanjem dobivamo

AZ BX CY n l( m)_ X

)
Obrat se dokazuje na sli¢an nacin pa ga izostavljamo. O
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Slika 2.6

Slika 2.7
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2.3 Ekvivalentnost teorema

Cevin i Menelajev teorem Cesto se povezuju, a jedan od razloga je da se jedan teorem
moZze dokazati uz pomoc¢ drugog i obratno. Pogledajmo prvo kako se Cevin teorem moze
dokazati uz pomo¢ Menelajevog teorema.

Slika 2.8: Cevin teorem

Dokaz (Cevin teorem iz Menelajevog teorema). Neka se AD, BE 1 CF sijeku u tocki K.
Treba pokazati da vrijedi

.= .= .
FB DC EA

Primijenit ¢emo Menelajev teorem na trokut F'CA 1 kolinearne tocke B, K 1 E. Vrijedi
AB FK CE _
BF KC EA

Ako pomnoZimo prethodne dvije jednakosti, dobijemo

AB FK CE FA BD CK _
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iz Cega skracivanjem slijedi

a to je Cevin teorem. O

Slika 2.9: Menelajev teorem

Menelajev teorem moze se dobiti iz Cevinog, ali potrebno je znatno vise koraka kako bi to
ucinili.

Dokaz (Menelajev teorem iz Cevinog teorema). Neka je zadan trokut ABC ikolinearne tocke
X, Y, Z. Treba pokazati da vrijedi

-_— -1. (2.4)

Neka se CZ1 AX sijeku u tocki D, AX 1 BY sijeku u tocki £, a BY 1 CZ u tocki F'. Primijenit
¢emo Cevin teorem tri puta. Prvo ¢emo primijeniti teorem na trokut AZC 1 konkurentne

pravce BC,AD 1 ZY. Vrijedi
CY AB ZD _

YA BZ DC
Zatim ¢emo primijeniti Cevin teorem na trokut ABX i konkurentne pravce AC, BE 1 XZ.
Vrijedi

AZ BC XE _
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Konac¢no, primijenimo Cevin teorem na trokut BCY i konkurentne pravce BA,CF i1 YX.
Vrijedi
BX CA Y F

PomnoZzimo li prethodne tri jednakosti dobijemo

AZ BX CY AB ZD BC XE CA YF _ 2.5)
ZB XC YA BZ DC CX EA AY FB ’ ’

Uocimo da je umnoZzak prva tri faktora jednak lijevoj strani od (2.4). Primijenimo sada
ponovno Cevin teorem tri puta 1 to na trokut CZX i1 konkurentne pravce CY,ZB 1 XD.
Dobivamo

EX 7Y CA
Konacno, na trokut BYZ i konkurentne pravce BX, YA i ZF. Dobivamo

BF YX ZA

FY XZ AB
PomnoZimo li gornje tri jednakosti s (2.5)) zbog
ZD CD XE AE YF BF _
DC DZ EA EX FB FY
i kraéenja BC, CA, AB, XZ, ZY, YX slijedi
AZ BX CY\ (ZA XB YC o
ZB XC YA) \BZ cx Ay o
Dakle,

ZB XC YA

Buduc¢i da znamo da pravci AX, BY i CZ nisu konkurentni niti su paralelni, prema obratu
Cevinog teorema znamo da je

(AZ BX CY)Z_ |

Slijedi da je

ZB XC YA
Sto je tvrdnja Menelajevog teorema. O



Poglavlje 3

Generalizacije teorema u ravnini

3.1 Hoehnov teorem

Cevin i Menelajev teorem mogu se generalizirati na razne nacine. Prvo ¢emo promatrati
Hoehnov teorem za pentagrame koji podsje€a na spomenute teoreme. Pentagram ili zvjez-
dasti peterokut je geometrijski lik koji omeduju dijagonale konveksnog peterokuta.

Teorem 3.1 (Hoehnov teorem). Neka je A;B1A,B,A3B3A4B4AsBs pentagram. Tada je
AIBI AQBZ AgB3 A4B4 A5BS -1 (3 1)
BiAy B,A; BiA, BsAs BsA, '

Dokaz. U dokazu ¢emo primjenjivati Menelajev teorem i to u obliku ().

Nekaje A;ys = A;1Biys = B;zai=1,2,...,5. Primjenjujemo Menelajev teorem na trokute

oblika A;B;B;.4 i pravce oblika A;;1A;3.

Zai =1 promatramo AAB|Bs i AA4. Vrijedi

A132 BlAz BSA4

BB AuBs Agd, -
Za i =2 promatramo AA,;B,B; 1 A3As. Vrijedi

AsBs BoAs BiAs _ 1

B3B, A3;B, AsA, '
Za i = 3 promatramo AA3B3;B; 1 A4A;. Vrijedi

A3By ‘ B3A, _ BA, _ 1

ByB; AuB, AA3 '
Za i = 4 promatramo AA4B4B3 1 AsA,. Vrijedi

A4Bs BsAs B3A; _1

BsB. AsB; AA,

19
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Za i =5 promatramo AAsBsB4 1 A1As. Vrijedi

ASBI B5A1 B4A3 _ 1
B,Bs AB, AzAs

Sada, promatramo iste trokute A;B;B;,4 1 pravce oblika A;,,A; 4.

Slika 3.1: Hoehnov teorem

Zai = 1 promatramo AABBs i A3As. Vrijedi
A1A3 BlA5 B5B4

4.8, AsBy BeA, -
Za i =2 promatramo AA;B,B; 1 A4A,. Vrijedi
A2A; BA; BiBs _ 1
Ay4B, ABy BsA;
Za i = 3 promatramo AA3B3;B; 1 AsA,. Vrijedi
A3As B3A;, ByBy L

AsB; A,B, BiA;
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Za i = 4 promatramo AA4B4B3 1 A1A3. Vrijedi
A4A; BsA3 B3B,

=-1.
AIB4 A3B3 BzA4
Zai = 5 promatramo AAsBsB, 1 AA,. Vrijedi
A5A2 B5A4 B4B3 1

ABs AiBas BiAs

Mnozenjem prethodnih deset jednakosti i sredivanjem dobijemo sljedece

A]Bz A4B5 AzB3 A5Bl A3B4 : B5A1 B]A2 BzA3 B3A4 B4A5 -1 (3 2)
B2A4 B5A2 B3A5 B]A3 B4A1 A]B] Asz AgB3 A4B4 A5B5 o ’

Sli¢no, za trokute oblika A;A;;,B;,3 1 pravce oblika A;;1A;,4.
Zai = 1 promatramo AA1A3B4 1 AyAs. Vrijedi

A]Bl A3A5 B4B5

. . =-1.
B1A3 A5B4 B5A1
Zai =2 promatramo AA,A4Bs 1 AzA,. Vrijedi
Asz A4A1 BSBl -1
B,A, ABs BjA,
Za i = 3 promatramo AA3AsB; 1 A4A,. Vrijedi
A3B3 A5A2 Ble -1
BiAs AB; BAs
Za i = 4 promatramo AA4A|B; 1 AsAs. Vrijedi
A4B4 A1A3 Bng, -1
B,A; A3B, Bi;A;
Zai =5 promatramo AAsA,B3 1 A1A4. Vrijedi
AsBS A2A4 B3B4 - _1

BsA, AuB; BjAs

Analogno, za iste trokute A;A;,B;,3 1 pravce oblika A;1A;;3 dobijemo sljedeée
za i = 1 promatramo AA;A3B4 1 AAy4. Vrijedi

AIBZ A3B3 B4A4 -1

BAs BiB, AA,
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Za i =2 promatramo AA,A4Bs 1 AzAs. Vrijedi
AzB3 A4B4 B5A5

BoA, BiBs AsA, "
Za i = 3 promatramo AA3AsB; 1 A4A;. Vrijedi
A3B; AsBs BiA, __L
BsAs BsB, AA;
Za i =4 promatramo AA4A|B; 1 AsA,. Vrijedi
A4Bs AiB BA, __L
BsA; BB, AA,
Zai =5 promatramo AAsA,B;3 1 A1Az. Vrijedi
AsBi AB, B3A; _ L

BiA» B,B; AzAs

Mnozenjem prethodnih deset jednakosti i sredivanjem dobijemo

ABy ABs ABi AsBy AsBi\' (A\B, AB, AsB; ABy AsBs\ L 33
BZA4 BSAZ B3A5 B]A3 B4A1 B]Az BzA3 B3A4 B4A5 BSAl o ’
Promotrimo jednakosti (3.2)) i (3.3). Primjecujemo da im je prvi faktor jednak, dok je drugi
reciprocan. Dijeljenjem jednadzbe (3.3) s (3.2) dobijemo

MBI A:By AsBy AiBy AsBs\
BiA, B,A; B3A; BiAs BsA;]

iz Cega slijedi (3.1 jer se lako vidi da produkt mora biti pozitivan. Time je teorem dokazan.
O

Dodatno, uoc¢imo da iz gornje jednakosti slijedi

AIBZ A4B5 AQB3 A5Bl A3B4

BzA4 B5A2 BgAs BlA3 B4A1

Primjecujemo da je ovaj dokaz bio dosta opsezan. Sada ¢emo pogledati kako mozemo te-
orem dokazati na elegantniji nacin i to pomoc¢u omjera povrsina odredenih trokuta.
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Slika 3.2: Hoehnov teorem

Dokaz. Pogledajmo trokute s bazom A,Ay4, tj. trokut A,A4A; i trokut A,A3A,. Za omjere
njihovih povrSina vrijedi

P(A2A4A1) _ A1By

P(A2A3Ag)  BA;

Stoga je
AAs _ A1By + ByA; _ A1B, 1= P(A2A4A1) + P(A2A3A4)

BAs B,A;3 " ByAs P(A,A3A4)
Uoc¢imo da u brojniku zbroj povrsina trokuta odreduje povrSinu Ceverokuta P(A1A,A3A4)
pa slijedi

Aids _ P(A1Ax45A4)
ByA;3 P(A3A4Ar)
Promotrimo sada trokute AAsA; 1 AyA3As. Za omjere njihovih povrSina vrijedi
P(A2AsA1) _ AiB
P(AA3As)  BiAs

Dakle,
A1A;  A1Bi+ BiAs - BiA;  P(A2AsA1) + P(AxA3As5)

AB, AB AB P(A2AsA))
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Ponovno uocavamo da u brojniku zbroj povrSina trokuta odreduje povrSinu Cetverokuta.
Slijedi

A1As _ P(A1AxA345)

AiB1 P(A2AsA)

Konacno
ABy  AiBy AlAs  P(A2AsA))  P(A1A2A3Ay)

B:Ay  AlAs BAy  P(AAxAAs)  P(AA4A;)
Prethodnu jednakost moZemo zapisati u opcCenitijem obliku, to jest generalizirati pa za
i=1,2,..,5 vrijedi

AiBi — P(AiAi+1Ai+4) . P(AiAi+1Ai+2Ai+3)
Bi+1Ai+2 P(AiAi+1Ai+2Ai+4) P(Ai+2Ai+3Ai+1) .

Pomnozimo li ovih pet jednakosti dobijemo lijevu stranu kao u (3.1)), a s desne strane se
povrsine trokuta i Cetverokuta medusobno pokrate i dobijemo 1. Dakle, dobijemo da vrijedi

A\B; AB, A3;By A4By AsBs _ .
BiA, B,A; BiA, BjAs BsA,

Sto smo trebali i pokazati. Time je teorem dokazan. O

3.2 Menelajev teorem za mnogokute

Sljedeca generalizacija teorema vezana je uz mnogokute. Do sada smo promatrali trokut i
odredene tocke na pravcima na kojima leze stranice trokuta. Sada ¢emo iskazati i dokazati
analogone teorema u slucaju kada promatramo mnogokute i tocke na pravcima na kojima
leze stranice mnogokuta. U ovom 1 idu¢em odjeljku promatramo orijentirane povrSine
kako smo ih uveli u odijeljku 1.1.

Teorem 3.2. Neka je A,A;...A, proizvoljni mnogokut i neka transverzala sijece pravac
AjAi utocki Bizai=1,2,...,n. Tada vrijedi

“r A;B;
i1 BiAi

= (-1)". (3.4)

MozZemo primijetiti da je u slucaju kada je n neparan produkt negativan. To nam govori
da se neparan broj sjeciSta transverzale i1 pravaca A;A;;; nalazi na produZetcima stranica
mnogokuta. Analogno zaklju¢ujemo kada je n paran broj, tada se paran broj sjecista nalazi
na produZetcima stranica mnogokuta.
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Slika 3.3: Menelajev teorem za peterokut

Dokaz. Odaberimo bilo koje dvije to¢ke B;, na primjer B; i B,. Pogledajmo trokute s
bazom B B,. Za omjere njihovih orijentiranih povrSina vrijedi

ABi _ P(BiBA)

BiAj P(B1ByAis1)

Krenemo li uvrstavati redom brojeve i = 1,2, ..., n dobijemo sljedece

AB, _ _P(B1BA))
BA; P(B1BAy)’

AB; _ P(Bi1BAy)
BAs  P(B1BA;)
A3B; _ P(BiBA;3)
BiA;  P(BiBAs)’
AyBy _ P(BiByAy)
BiAs  P(B1BAs)’
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Aan _ P(BIBZAn)
B,Ai  P(BiB:A)
Pomnozimo li sve ove jednakosti, s lijeve strane dobivamo umnozak kao u (3.4)), dok se s

desne strane povrSine pokrate i ostane (—1)", a to je upravo ono Sto smo trebali dokazati.
O

3.3 Cevin teorem za mnogokute

Teorem 3.3. Neka je A|A,...A, bilo koji mnogokut, C dana tocka i k prirodan broj takav
da je k < n/2. Neka je B; sjeciste pravaca CA;i Ai_ A zai=1,2,....,n. Tada je

N AikBi
_{ BiAisk -

1. (3.5)

1

Slika 3.4: Cevin teoremzan = 6,k =2
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Slika 3.5: Cevinteoremzan =5,k =2

Pogledajmo sliku [3.4] Prema teoremu promatramo omjer A;B;,/B;.2A;4.UoCimo da
se teorem odnosi na omjere duljina duZina koje leZe na dijagonalama mnogokuta. Ako
pogledamo sliku [3.5] vidjeti ¢emo da je tu nesto drugaciji slucaj. Dakle, u slucaju kada je
nneparan i k = (n — 1)/2, tada se omjeri odnose na duljine duZina koje leZe na pravcima
AiAi+1'

Dokaz. Dokaz je sli¢an dokazu prethodnog teorema. Pogledajmo trokute s bazom CA;, za
i =1,2,...,n. Za omjere orijentiranih povrsina vrijedi

AiBi _ P(CAiA)

BiAi  P(CAAi)

PomnoZivsi sve ove jednakosti dobijemo s lijeve strane umnozak kao u (3.5), a s desne
strane umnozak omjera povrsina koji se pokrate. Time smo dobili da vrijedi (3.5). m|
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3.4 Istovremena generalizacija Cevinog i Menelajevog
teorema za trokut

Neka je AjAA; trokut u ravnini 1 by, by, bs realni brojevi. Uzimajuci u obzir orijentaciju
duzina, neka su By, B, i B; redom tocke na pravcima A,As3, A3A; 1 A1 A, tako da vrijedi

ArAs
A)B = ——,
27 1+ bl
AzA;
A3B, = ——,
2T 1w by
AlAy
AB; = .
13 1+ b3
Primijetimo da je
1 by - ArA;
BA :AA—AB:AA(I— ):
143 243 2D} 243 T+ 150,
Analogno imamo
by - A3A,
BA = ———,
> 1+ b,
b3 - A1Ay
B3Ay = ——.
2T 1 4 by
Tada vrijedi
A2A3 A3A1 A1A2
AsB, ) A3B, ) A1B; _ 1+ b ) 1+b, ) 1+ bs _ 1 3 6)
BiAs ByA; BiA, bi-AA; by-A3A, by-AAy  bibybs '
1+ by 1+b, 1+ b3

Uocimo da se slucaj kada je b1b,b3 = 1 pojavljuje u Cevinom teoremu, a slucaj kada je
b1bybs = —1 u Menelajevom teoremu.

Uvedimo sada tocke C, C,, C3 koje se nalaze redom na pravcima A,Ajz, A3A; 1 A1A,
tako da vrijedi

ArA
CiA; = —,
1+ ¢
AzA
A = ——,
1+C2
A A
CiAy = ——2,
1+C3

pri ¢emu su cy, ¢;, c3 realni brojevi. Generalizacija oba teorema glasi
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Teorem 3.4. Uz prije navedene oznake, pravci C,B,, C,B3 i C3By sijeku se u jednoj tocki
ako i samo ako je
b1b2b3 + c1c03 + blcl + szz + b3C3 =1. (37)

Slika 3.6

Slike [3.6] i prikazuju dvije moguce situacije. Primijetimo da u slucaju kada se
Cy, C,, C5 podudaraju redom s vrhovima trokuta A,, A3, A;, imamo ¢; = ¢; = ¢z = 01
jednadzba (3.7) svodi se na b;b,b; = 1, tj. dobivamo tvrdnju Cevinog teorema. Druga
mogucnost je da se tocke Cy, C,, C3 podudaraju redom s tockama B, B, B;. Na pocetku

by - AA AA

smo tocke definirali tako da vrijedi B1A; = 2L CiA; = 23 Ako je Cy = By

1+ b 1+c¢
by - A)A ArA
onda je Lo o 23 pa slijedi byc; = 1. Analogno zakljuCujemo bic; = byc, =
1+ b 1+ ¢

bsc; = 11 jednakost (3.7) postaje bybrbs + P = -2, iz Cega je b1b,b3 = —1 §to znaci

10203

da u tom slu€aju dobivamo tvrdnju Menelajevog teorema.

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti baricentriCke koordinate s obzirom na trokut A;A,A5. 1z
nacina kako smo ih definirali, dobivamo da su baricentricke koordinate tocaka

B1(0 . bl . 1),32(1 :0: bz), B3(b3 N 0), C1(0 N Cl),CQ(CQ :0: 1), C3(1 . C3 O)
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Slika 3.7

Prema teoremu [I.3|jednadzba pravca B,Cj; je

Xy z
0 b 1
1 C3 0

=0,

tj. —c3x +y — bz = 0. Jednadzba pravca B,C je

y zZ
0 b,
1 C1

=0,

S — =

tj. —=byx — c1y + z = 0. JednadZba pravca B;C; je

X ¥y Z
bs; 1 0
Cy 0 1

=0,

tj. x — bsy — ¢z = 0. Prema teoremu znamo da pravci B Cs, B,Cy 1 B3C, prolaze
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jednom to¢kom ako i samo ako vrijedi

—C3 1 —bl
—bz —C1 1 |= O,
1 —b3 —Cy

tj. —ci1cac3+1—=b1babs—caby—c1by—c3b3 = 0. PomnoZimo li ovu jednakost s —1 dobivamo
b1bybs + cicyc3 + bicy + bacy + bscz = 1 §to smo i trebali pokazati. O

Primijetimo da u iskazu 1 dokazu teorema nismo stavljali uvjete na realne brojeve
by, by, b3, c1, 2, c3 Sto znaci da tocke mogu lezati u prosSirenoj euklidskoj ravnini, tj. ravnini
kojoj smo dodali to¢ke u beskonacnosti koje leZe na beskonacno dalekom pravcu.



Poglavlje 4

Generalizacije teorema u prostoru

Osim S§to se prouCavani teoremi mogu poopcCiti u ravnini, takoder ith mozemo poopciti i
u prostoru. U ovom poglavlju prvo ¢emo generalizirati teoreme na prostorni ¢etverokut
u trodimenzionalnom prostoru, a zatim ¢emo generalizirati Menelajev teorem za opcéenite
kona¢nodimenzionalne vektorske prostore.

4.1 Generalizacija Cevinog teorema

Teorem 4.1. Neka je ABCD prostorni Cetverokut. Neka su X, Y,Z, W redom tocke na stra-
nicama AB, BC,CD i DA. Cetiri ravnine AZB, BWC,CXD i DYA sijeku se tocno u jednoj

tocki ako i samo ako je

AX BY CZ DW
AX BY CZ = 1. 4.1)
XB YC ZD WA

Dokaz. Promotrimo sliku Neka tocka A’ leZi u ravnini BDC, tocka C’ u ravnini ADB,
ravnine AZB 1 AYD sijeku se po pravcu AA’, a ravnine CXD 1 BWC sijeku se po pravcu
CC’. Neka se zadane Cetiri ravnine sijeku u tocki P. Treba pokazati da vrijedi (.1)).

Nacrtajmo duzinu DB, a potom i ravninu koja sadrZi AA’ i CC’ i neka ta ravnina sije¢e
DB u to¢ki T. Pravci AA’ i CC’ su komplanarni i sijeku se u to¢ki P, a AT i CT prolaze
redom kroz tocke C’ i A’. Primijenimo Cevin teorem na trokut ABD. Vrijedi
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Slika 4.1: Cevin teorem za prostorni ¢etverokut

MnoZenjem prethodne dvije jednakosti dobijemo

AX BT DW BY CZ DT

=1,
XB TD WA YC ZD TB
iz Cega slijedi (@.1).

Obratno, ako znamo da vrijedi (4.1)), treba pokazati da ravnine AZB, BWC,CXD i DYA

prolaze jednom tockom. Neka je T tocka na DB tako da duZina AT prolazi tockom C’.
Tada prema Cevinom teoremu vrijedi

XB TD WA
Dijeljenjem (@.1)) s prethodnom jednako$cu, dobijemo

XB TD WA AX BY CZ DW _

AX BT DW XB YC ZD WA
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iz Cega slijedi

Prema Cevinom teoremu za trokut BCD iz prethodne jednakosti zakljucujemo da duZina
CT prolazi totkom A’. Time dolazimo do zaklju¢ka da su pravci AA’ i CC’ komplanarni
i da leze u ravnini AT C te se sijeku u nekoj toc¢ki P. Buduéi da smo na pocetku definirali
AZBNAYD = AA"1 CXD N BWC = CC’, zakljuCujemo da sve Cetiri ravnine prolaze
tockom P. Time je teorem dokazan. O

4.2 Generalizacija Menelajevog teorema

Teorem 4.2. Neka je ABCD prostorni Cetverokut. Neka su X, Y, Z, W redom tocke na stra-

nicama AB, BC,CD i DA. Tocke X, Y,Z, W su komplanarne ako i samo ako je

AX BY CZ DW _

4.2)

B

Slika 4.2: Menelajev teorem za prostorni ¢etverokut

Dokaz. Pretpostavimo da su tocke X, ¥, Z, W komplanarne. Treba pokazati da vrijedi (4.2)).
Neka pravac AC probada ravninu XYZW u tocki T. Bududi da je pravac XY presjek ravnine
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XYZW s ravninom ABC, nuzno je 1 toCka T koja pripada objema ravninama na pravcu XY.
Zato za pravac XY i trokut ABC prema Menelajevom teoremu vrijedi

Takoder su i to¢ke Z, W, T koje leZe redom na pravcima CD, DA i AC kolinearne i prema
Menelajevom teoremu vrijedi

MnozZenjem prethodne dvije jednakosti dobijemo

AX BY CT CZ DW AT_1
XB YC TA ZD WA T1C "
iz Cega slijedi (4.2).
Obratno, ako vrijedi (4.2), treba pokazati da su tocke X, ¥, Z, W komplanarne. Znamo
da tocke X, Y 1 Z nisu kolinearne pa odreduju ravninu XYZ. Ako je W’ toCka presjeka
pravca AD iravnine XYZ, tada prema prethodno dokazanom dijelu teorema vrijedi

XB YC ZD WA
S obzirom da vrijedi i (4.2), slijedi
AX BY CZ DW AX BY CZ DW

iz ¢ega dobivamo

DW DWW’

WA~ WA
Kako su tocke W 1 W’ obje na pravcu AD, prema lemi |1.1|slijedi W = W’. Dakle, tocke
X, Y,Z, W su komplanarne. O

4.3 Generalizacija Menelajevog teorema u vektorskim
prostorima

Zanimljivo je kako se teoremi koji su iskazani 1 dokazani u geometriji ravnine takoder
mogu dokazati i u openitijem vektorskom prostoru. Kao motivacija, za poCetak ¢emo
dokazati Menelajev teorem u dvodimenzionalnom vektorskom prostoru, a zatim ¢emo is-
kazati i dokazati njegov analogon u proizvoljnom kona¢nodimenzionalnom vektorskom
prostoru.



POGLAVLIJE 4. GENERALIZACIJE TEOREMA U PROSTORU 36

Prisjetimo se oznaka iz Menelajevog teorema. Neka su to¢ke X, Y 1 Z redom na prav-
cima BC, CA i AB. Zelimo pokazati da su tocke X, ¥, Z kolinearne ako i samo ako vrijedi

ZA XB Y
Z4 XB Yc_ | 4.3)

Dokaz Menelajevog teorema u dvodimenzionalnom vektorskom prostoru. Od sada pa na-
dalje, velika slova predstavljaju radijvektore odgovarajucih to¢aka. Uzmimo da je tocka C
ishodiSte. Dakle, postoje realni brojevi 4 i k razliciti od nule takvi da je

X =hB, Y =kA.

Buduc¢i da tocka Z lezi na pravcu AB, znamo da postoje realni brojevi p 1 g takvi da je

Slika 4.3

Z = pA +¢gB, 4.4)

pricemuje p+q = 1.
Pogledajmo sada Sto vrijedi za omjer ZA /ZB.
ZA A-Z A-pA-gqB (1-pA-gqB qgqA-gB —q

ZB B-Z B-pA-gB (1-qB—-pA pB-pA p’
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Za omjer XB/XC vrijedi
XB_ B-X B-hB h-1
XC C-X -hB  h
Analogno dobijemo za omjer YC/YA da vrijedi
Yyc Cc-vy -kA  k
YA A-Y A-kA k-1
Sada (#.3) postaje
-q h-1 k _ 1
p h k-1 '

Gornja jednakost je ekvivalentna
—gk(h = 1) = ph(k — 1),
—qgkh + gk = phk — ph,

odnosno, zbog p + g = 1,
hp + kq = hk. 4.5)

Sada ¢emo provesti dokaz koristeéi (4.5) umjesto (@.3). Tocke X, Y, Z su kolinearne ako i
samo ako postoje r i s takvi da je
Z =rX+ sy,

pricemujer+ s = 1.
PrikaZzemo li X 1 Y preko A 1 B dobivamo

Z =rhB + skA.
Izjednac¢imo gornju jednakost sa (4.4). Slijedi
rhB + skA = pA + ¢B.

Kako su A 1 B linearno nezavisni vektori, dobivamo
hr = q
ks = p
r + s =1

Ovaj nehomogeni sustav linearnih jednadZbi u nepoznanicama r i s ima prema Kronecker
- Capellijevom teoremu rjeSenje ako i1 samo ako je rang proSirene matrice sustava jednak

rangu matrice sustava, tj.

h h 0
):rang(O k):2.
11

0
rang ( 0 k
11

—_T R
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No to je ekvivalentno

h 0 g

0 k£ p|=0,

I 11
odnosno

hp + kq = hk.
Uocimo da je posljednja jednakost upravo (4.5)). Dakle, jednakost (4.5]) je nuZan i dovoljan
uvjet da vektor Z lezi na pravcu odredenom vektorima X i Y. O

Primijetimo da je pravac u prostoru radijvektora u ravnini zapravo linearna mnogos-
trukost dimenzije 1, tj. skup dobiven iz vektorskog potprostora dimenzije 1 dodavanjem
svim vektorima tog potprostora jednog fiksnog vektora (npr. A ili B u slucaju pravca AB
sa slike[d.3). Za opCeniti kona¢nodimenzionalni vektorski prostor linearnu mnogostrukost
dobivamo na isti nacin. Hiperravnina P odredena linearno nezavisnim skupom {A, ..., A,}
u n - dimenzionalnom realnom vektorskom prostoru R” dobiva se pomakom potprostora
razapetog s {A, — A1,As — Ay, ..., A, — A1} za vektor A, ili, Sto je ekvivalentno, kao skup

svih vektora oblika . .
ZCX,‘A,‘, gdjeJe Za,- =1.
i=1 i=1

X,' = ]’ll‘Ai, l’l,‘ * O, i = 1, ey N

Neka je

te neka je Q hiperravnina odredena skupom vektora {Xi, ..., X, }.

Teorem 4.3. Uz prethodne oznake, nuZan i dovoljan uvjet da vektor Z zadan sa

Z= Zn:piAi, i pi=1 (4.6)
i=1 i=1

leZi na presjeku hiperravnina P i Q je

h 0 pm
o o
hy  Pn

1 1 1

sto je ekvivalentno s

pth"'hn+"'+pnhl"'hn—l:hl"'hn ili

2, (4.7)



POGLAVLIJE 4. GENERALIZACIJE TEOREMA U PROSTORU 39

Dokaz. 1z (4.6) je jasno da Z lezi u hiperravnini P. Ako Z lezi u Q, tada se moZe zapisati
kao

n n
Z:Z}"iXi, Zri:L
i=1 i=1
Usporedujuéi gornju jednakost s (.6)) uo¢avamo da iz linearne nezavisnosti skupa {Aj, ..., A,}
slijedi
n
]’ll‘l",‘:pi, i:1,...,n, ZI’,‘ZI.
i=1
Ovaj nehomogeni sustav linearnih jednadzbi u nepoznanicama ry, ..., r, ima prema Kro-

necker - Capellijevom teoremu rjeSenje ako i samo ako je rang proSirene matrice sustava
jednak rangu matrice sustava, tj.

hy ... 0 p hy ... 0
ran S : = ran P =n.
s 0 ... h, pn) g(O hn)
1 I 1 1 1
Ovo je ekvivalentno s
hy 0 p
L =o
hy  Pn
1 I 1

Napravimo li Laplaceov razvoj dane determinante po zadnjem stupcu dobivamo nakon
malo sredivanja upravo (4.7). o
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Sazetak

Cevin i Menelajev teorem su medu poznatijim teoremima u geometriji ravnine koji daju
kriterij za konkurentnost pravaca i kolinearnost to¢aka. U ovom diplomskom radu pokazali
smo kako se navedeni teoremi mogu poop¢iti i dokazati na razliite nacine.

Rad je podijeljen na Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju, koje sadrzi pomocne tvrdnje,
objasnili smo baricentri¢ke koordinate bilo koje to¢ke obzirom na dani trokut. U drugom
poglavlju Cevin i Menelajev teorem dokazali smo na dva nacina. Prvi dokaz je preko
omjera povrSina trokuta dok je drugi pomocu teziSta skupa materijalnih tocaka. Potom
smo pokazali da su navedeni teoremi ekvivalentni. U ostatku rada poop¢ili smo Cevin i
Menelajev teorem te iskazali i dokazali neke njihove generalizacije u ravnini 1 u prostoru.
U ravnini smo promatrali Hoehnov teorem, Cevin i Menelajev teorem za mnogokute te is-
tovremenu generalizaciju oba teorema. U zadnjem poglavlju promatrali smo generalizacije
teorema obzirom na dani prostorni Cetverokut kao i generalizaciju Menelajevog teorema u
kona¢nodimenzionalnim vektorskim prostorima.



Summary

Ceva’s and Menelaus’ theorems are among the most important theorems in plane geometry.
These theorems are very useful for establishing concurrency of lines and collinearity of
points. In this graduate thesis it is show how these theorems can be generalized and proved
in different ways.

The thesis is divided into four chapters. In the first chapter, which contains auxiliary
results, we explain barycentric coordinates of a point with respect to a given triangle. In
the second chapter, Ceva’s and Menelaus’ theorems are proved in two different ways. The
first proof is based on the area principle and the second one is via centroids. Afterwards,
we show that the theorems are equivalent. In the rest of the thesis we generalize the main
theorems in different ways and prove some of the generalizations in the plane and in space.
In plane we study Hoehn’s theorem, Ceva’s and Menelaus’ theorems for polygons and one
simultaneous generalization of both theorems. The final chapter is devoted to generaliza-
tions in space for space quadrilateral as well as Menelaus’ theorem in finite - dimensional
vector spaces.
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