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UvoOD

Iako intuitivan, pojam izrac¢unljivosti, odnosno efektivno izra¢unljive funkcije,
nije lako definirati. U potrazi za definicijom, tijekom tridesetih godina dvadesetog
stoljeca, razvijeni su razni formalni modeli izracunavanja, a na njima su radila neka
od najvec¢ih imena matematike i logike.

Britanski matematicar Alan Turing definirao je apstrakini stroj (danas ga nazi-
vamo Turingov stroj) koji se sastoji od beskona¢no duge trake podijeljene na celije,
“glave” za ¢itanje i pisanje po traci, te unutrasnje logike stroja. Na pocetku izracu-
navanja na traci se nalazi zapisana rije¢ u simbolima proizvoljnog alfabeta, to su
ulazni podaci stroja. Glava stroja ¢ita simbole s trake i u ovisnosti o proc¢itanom
pomice se lijevo ili desno te zapisuje ili ¢ita novi simbol s trake. Kada (i ako) stroj
stane na traci se nalazi rezultat izracunavanja.

Americki matemati¢ar Alonzo Church razvio je formalni logi¢ki sustav nazvan
Lambda racun. Rije¢ je o jeziku tzv. lambda izraza definiranih induktivno ovako:

1. varijabla x je lambda izraz,
2. ako je t lambda izraz i x varijabla tada je i (Ax.t) lambda izraz,
3. akosusitlambda izrazi tada je i (st) lambda izraz.

Pravilo (2) naziva se apstrakcija i predstavlja definiciju anonimne funkcije u varijabli
x. Pravilo (3) naziva se aplikacija i predstavlja izracunavanje funkcije s na ulaznim
podacima t. Ukoliko su u lambda izrazu izvrSene sve aplikacije (ako je to uopce
moguce) taj izraz sada predstavlja rezultat izrac¢unavanja.

Jo$jedan od popularnih modela izra¢unavanja je takozvani RAM-stroj. Ovaj mo-
del baziran je na iznimno pojednostavljenom mikroprocesoru elektronickih rac¢u-
nala. RAM-stroj se sastoji od beskona¢nog broja registara &y, R, R,, ... (a u svaki
je moguce zapisati proizvoljno velik prirodan broj), “memorije” u koju je pohranjen
program i brojaca. Program se sastoji od slijeda instrukcija koje su numerirane od
0, ..., n. Redni broj instrukcije koju treba izvrsiti nalazi se u brojacu. Postoje svega
dvije instrukcije:

1. INC Rk
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2. DEC & m

Instrukcija (1) uvecava broj u registru & za jedan, a instrukcija (2) umanjuje broj
u registru &y za jedan, a ako je rezultat oduzmanja nula, broja¢ se postavlja na
vrijednost m, tj. stroj radi skok na instrukciju pod brojem m. Ulazni podaci se nalaze
u prvih k < o registara, a brojac je na pocetku rada postavljen na 0. IzvrSavanjem
svake od instrukcija brojac¢ se povecava za jedan (ukoliko nije bilo skoka), kada (i
ako) se brojac¢ poveca do rednog broja na kojem nema instrukcije, smatramo da je
izra¢unavanje zavrsilo i po dogovoru je rezultat spremljen u registar .

Na posljetku, model koji koristimo i u ovom radu, a medu ¢ijim zacetnicima je
i veliki Kurt Godel, je teorija parcijalnih rekurzionih funkcija. Definiciju i primjere
funkcija donosimo u prvom poglavlju.

Iako su ovi modeli na prvi pogled vrlo razli¢iti, jedno im je zajednicko. Naime svi
oni definiraju istu klasu funkcija, a to su spomenute parcijalno rekurzivne funkcije.
Moze se pokazati kako za svaki Turingov stroj, RAM-stroj ili lambda izraz postoji
parcijalno rekurzivna funkcija koju oni izra¢unavaju, i obratno, za svaku parcijalno
rekurzivnu funkciju postoji Turingov stroj, RAM-stroj i lambda izraz koji je izracu-
nava (dokazi ovih ekvivalencija mogu se naci u [3], [5] i [6]).

Nakon ovog pregleda, za definiciju efektivno izrac¢unljive funkcije mozemo, bez
straha, uzeti poznatu Church-Turing-ovu tezu:

Svaka efektivno izracunljiva funkcija je parcijalno rekurziona.

Namyjera je ovog rada proucavanje izracunljivosti metric¢kih prostora, skupova u
metrickim prostorima i posebno euklidskog prostora. U tu svrhu, kako je spome-
nuto, u prvom poglavlju donosimo definiciju parcijalno rekurzivnih funkcija, neke
korisne rezultate tzv. klasi¢ne teorije izra¢unljivosti, kao i primjere funkcija koje
¢emo koristiti u daljnjem razmatranju.

U drugom poglavlju uvodimo pojam rekurzivno prebrojivog skupa, te dokazu-
jemo nekoliko tehnic¢kih no bitnih tvrdnji. Nadalje, proSirujemo pojam rekurzivne
funkcije na skupove cijelih, racionalnih, odnosno realnih brojeva.

Pojam izracunljivog metrickog prostora uvodimo u treéem poglavlju, kao i pojmove
izracunljive tocke i izracunljivog niza u takvom prostoru. Pokazuje se kako je euklid-
ski prostor primjer jednog izracunljivog metrickog prostora.

U nastavku definiramo izracunljiv skup izrac¢unljivog metrickog prostora, kao i
rekruzivno prebrojiv skup u takvom prostoru. Dolazimo do rezultata kako je svaki
izracunljiv skup rekurzivno prebrojiv (teorem ), te kako svaki rekurzivno pre-
brojiv, neprazan i potpun skup sadrzi gust izracunljiv niz (teorem 3.18).
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Za kraj, promatramo prostor kompaktnih skupova (K, d) nekog izratunljivog
metri¢kog prostora (X,d) uz Hausdorffovu metriku. Pokazujemo kako je (K,dp)
jedan izracunljiv metricki prostor, te kako su svi izra¢unljivi skupovi u prostoru
(X, d) upravo izraunljive tocke prostora (K, dy;) i obratno.

Na kraju ovog uvoda zahvalio bih se mentoru prof.dr.sc. Zvonku Iljazoviéu na
uloZenom vremenu i pomo¢i u izradi ovog rada. Posebnu zahvalu upucujem svo-
jim roditeljima, RuZici i Ignacu na bezrezervnoj podrsci kroz sve godine studija.






1 REKURZIVNE FUNKCIJE

U ovom poglavlju definiramo pojam rekurzivne funkcije, te navodimo nekoliko
primjera rekurzivnih funkcija. Donosimo i pregled nekih od osnovnih rezultata
vezanih za rekurzivne funkcije, a koji ¢e nam koristiti u proucavanju teme ovog
rada. Sve su tvrdnje dane bez dokaza, a dokazi se mogu nadi u [3].

1.1 Krasa PARCIJALNO REKURZIVNIH FUNKCIJA

Definicija 1.1. Funkciju { : N — N definiranu sa
f(x)=0
nazivamo nul-funkcija. Funkciju ¢ : N — N definiranu sa
cx)y=x+1

nazivamo funkcija sljedbenika. Neka jen € N\{0}ik € {1,...,n}. Funkciju 7t} :
N”" — N definiranu sa
T (X1, e, Xpy) = Xgo

nazivamo projekcija.
Ovako definirane funkcije nazivamo inicijalne funkcije.

Definicija 1.2. Nekajen,k € N\{0},tenekasuG: N" - NiHy,...,H, : Nk & N
funkcije. Za funkciju F definiranu sa

F(x) = G (Hy(x), ..., H, (x))
kazemo da je definirana pomoc¢u kompozicije funkcija Gi Hy, ..., Hy,.

Definicija 1.3. Nekaje k € N\ {0}. Nekasu G : N 5 NiH: N2 4, N funkcije.
Neka je F : N¥*1 N funkcija definirana sa

F0,x) = Gx)
F(y+1,x) = H(F(y,x),y,x), x¢& NF,

Za funkciju F kaZzemo da je definirana pomoc¢u primitivne rekurzije od funkcija G i
H.



1 REKURZIVNE FUNKCIJE

Ako je k = 0 funkcija F je tada pomocu primitivne rekurzije definirana ovako:
F(0) =a, a€N,
Fly+1)=HFW),y).

Uvedimo sada sljedecu relaciju jednakosti parcijalnih funkcija. Neka je k € N\
{0}. Sa
f=g

oznacavamo Cinjenicu da za svaki x € N vrijedi: izrazi f (x) i g(x) su definirani i
vrijedi f (x) = g(x), ili izrazi f (x) i g(x) nisu definirani.

Definicija 1.4. Nekasuk € N\{0}. Nekajef : N**1 - N funkcija. S uy (f (x,y) = 0)
oznacavamo funkciju definiranu ovako

najmanji z, ako postoji, takav daje f (x, y)

ny (f (x,y) = 0) ={

definirana za sve y < z, teje f (x,y) = 0.

Za funkciju py (f (x,y) = 0) kazemo da je definirana pomocu u-operatora.

Ako je S skup sa x5 oznacavamo karakteristicnu funkciju skupa S, definiranu s

1, x€§;
0, inace.

Xs(x) = {

Definicija 1.5. Klasa funkcija koja sadrZi sve inicijalne funkcije, te je zatvorena za
kompoziciju i primitivnu rekurziju, naziva se klasa primitivno rekurzivnih funkcija.

Nekajek € N\ {0}, tenekasull : N - NiT: Nk 5 N primitivno rekurzivne
funkcije. Funkciju f : N - N definiranu sa

fx) = UGuyT(y,e,x)), xENKyeeN
nazivamo (parcijalno) rekurziona funkcija. Za skup kazemo da je rekurzivan ako je
njegova karakteristi¢na funkcija rekurzivna.
1.2 PRIM]ERI REKURZIVNIH FUNKCIJA

Propozicija 1.1. Neka su k,n € N\ {0}, te f1, ... ,ank — N rekurzivne funkcije,
te Sq,...,S, C N rekurzivni skupovi takvi da za svaki x € N¥ postoji jedinstveni



1.2 PRIMJERI REKURZIVNIH FUNKCIJA

i €{1,...,n} takav daje x € S;. Neka je F : N¥ - N funkcija definirana sa
fikx), x€85;
F(x) = :
fu(x), x€S8,.
Tada je F rekurzivna.

Propozicija 1.2. Neka je k € N\ {0}. Nekasug : N¥1 — Niag: Nf - N
rekurzivne funkcije. Neka je funkcija f : N¥ - N definirana sa

B(x)
_ g(x,i), akojea(x) < B(x);
fx) = i:l:([x)
1, inace.

Tada je f rekurzivna.
Primjer 1.1. Funkcije N2 - N,
x,y) »x+y
(X y) = x-y
(x,y) — ¥
su rekurzivne. (Definiramo 0° = 1).
Funkcija ~ : N? - N definirana sa
- Y k . > ’
iy = {x y, akojex >y
0, inace,

je rekurzivna.
Funkcija N2 — N definirana sa

(x,y) = |x —y|

je rekurzivna.
Funkcije sg,sg : N — N definirane sa

s (x) = 0, akojex =0;
& - 1, inace,

_ 1, akojex =0;

5g(x) = {0, inace.
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su rekurzivne.
Funkcija N2 — N definirana sa

.
Y Y
je rekurzivna(uzimamo|x/0]).
Funkcija max : N2 - N definirana sa

max(x,y) = {x,y}
je rekurzivna.
Funkcija xon : N — {0, 1} definirana s
{1, X je paran,
X2N =14 oo x
0,inace;
je rekurzivna, odnosno skup svih parnih brojeva je rekurzivan.

Primjer 1.2. Neka je pg, p1,p», ... strogo rastuci niz svih prostih brojeva. Neka je
x € Ni

X :pg" -pfl -pg"

rastav broja x na proste faktore. Funkcija e : N?> — N definirana sa

¢;, akojex #0;

e = {0, akojex =0

je rekurzivna.



2 IZRACUNLJIV EUKLIDSKI
PROSTOR

2.1 REKURZIVNO PREBROJIVI SKUPOVI

Definicija 2.1. Neka su n,k € N\ {0}. Za funkcijuf : N" — Nk re¢i éemo da
je rekurzivna ako su njene komponentne funkcije rekurzivne, tj. ako su funkcije
fi, . fr : N - N, takve dajef(x) = (f1(x),...,fr(x)) zasvaki x € N", rekurzivne.

Propozicija 2.1. Neka sun,k,/ € N\{0},if : N* - NFig: N - N’ rekurzivne
funkcije. Tada je g o f : N — N/ rekurzivna.

Dokaz. Promotrimo slucaj! = 1. Neka sufy, ..., f; : N - N komponentne funkcije
od f. Za svaki x € N" vrijedi

€)X =g (f(x) =g (fi(x), ... fk (X)),
iz ¢ega zakljucujemo da je g o f kompozicija funkcija g, f;, ..., f¢ koje su rekurzivne,
pajeig of rekurzivna.
Nekasu gy, ..., : N¥ » N komponentne funkcije od g. Za svaki x € N" vrijedi

gof)x) =(g1 f(X)), e, 1(f (X)) = ((§10f)(X), ..., (g0 f) (X)),

prema tome g of,...,g; o f sukomponentne funkcije od g o f, a one su rekurzivne
prema prvom slucaju. Stoga je i g o f rekurzivna. O

Propozicija 2.2. Nekasun, k,I € N\{0}, tefy,...,f, : Nk - N’ rekurzivne funkcije,
te S4,...,5,, C N rekurzivni skupovi takvi da za svaki x € Nk postoji jedinstveni
i€{l1,...,n) takav daje x € S;. Neka je F : N¥ - N/ funkcija definirana sa

fl(X), X € Sl
F(x) = :

fu(x), x€S,.

Tada je F rekurzivna.
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Dokaz. Zai € {1,...,n} neka su (fi)l,...,(fi)l : NF 5 N komponentne funkcije

od f;, nadalje neka su Fy, ..., F; : N¥ - N komponentne funkcije od F. Neka je
je{l,...,1}. Tada za svaki x € Nk vrijedi

(fl)]. (x), x€54
F]'(x) = :
(fn)]. (x), x€S,.

Iz propozicije @ slijedi da je F; rekurzivna. Prema tome F je rekurzivna. O

Definicija 2.2. Nekaje k € N\ {0} te S C N¥. Za S kaZemo da je rekurzivno prebrojiv
skup ako je S = @ ili postoji rekurzivna funkcija f : N — N¥ takva daje S = f(N).

Primjer 2.1. Skup Nk za k € N\ {0}, je rekurzivno prebrojiv.
Neka je e : N2 - N funkcija iz primjera . Definiramo f : N — N na na¢in
fx) = (e(x,1),...,e(x,k)) .

Ocito je f rekurzivna. Nadalje, akojea Nk g = (aq,...,a;),onda za x = p’il ...pZ"

vrijedif (x) = a. Prematomef(N) = Nk odnosno N¥ je rekurzivno prebrojiv skup.

Propozicija 2.3. Neka je k € N\ {0} te S C N rekurzivan skup. Tada je S rekur-
zivno prebrojiv.

Dokaz. Za S = @ tvrdnja je o¢ita. Pretpostavimo S # (. Odaberimo sy € S. Bududi
da je N¥ rekurzivno prebrojiv postoji rekurzivna funkcija f : N — N* takva da je
Nk = f(N). Neka je g : N —» N* funkcija definirana sa

_ft), fx)EeSs
gt = {so, f(x) &S.

Ocitoje g(N) C S. S druge strane, ako je s € S ondaje s = f(x) zaneki x € N paje
g(x) =s. Dakle S = g(N).
Ostaje dokazati da je g rekurzivna funkcija. Nekaje T = {x € N | f(x) € S}, tada
za svaki x € N vrijedi
xr(x) = xs (f(x)),
ti. Xt = Xs o f pa iz propozicije E! slijedi da je xt rekurzivna funkcija, tj. T je
rekurzivan skup.

10



2.1 REKURZIVNO PREBROJIVI SKUPOVI

Iz definicije funkcije g jasno je da je

x), xeT
g(x) = {f )
S0, xe&T.
Iz propozicije @ zaklju¢ujemo da je g rekurzivna. O

Propozicija 2.4. Neka su k,n € N\ {0}, te f : Nk — N" rekurzivna funkcija. Neka
je S C NF rekurzivno prebrojiv skup. Tada je f (S) rekurzivno prebrojiv skup u N”.

Dokaz. Akoje S = (@ tvrdnja je jasna. Inace, postoji rekurzivna funkcija g : N — N¥
takva daje S = g(N). Slijedi f(S) = f (g(N)), tj. f(S) = (f o §)(N), iz ¢ega slijedi
tvrdnja. O

Propozicija 2.5 (Teorem o projekciji). Neka su k,n € N\ {0}, te neka je T C NK+7
rekurzivno prebrojiv skup. Neka je

S={xeNF|IyeN", (x,y) ET}.
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Definirajmo p : N - Nk sa

PXY, eee s Xp Y1 oo s Y) = (X1, oee, Xg).
Ocito je p rekurzivna funkcija jer su njene komponentne funkcije projekcije. Na-
dalje vrijedi S = p(T), pa iz prethodne propozicije (propozicija p.4) vrijedi da je S
rekurzivno prebrojiv skup. O

Lema 2.6. Neka suk,n € N\ {0}, tenekasuw,p : Nk - N” rekurzivne funkcije.
Nekaje S = {x € NF | a(x) = B(x)}. Tada je S rekurzivan skup.

Dokaz. Promotrimo slucaj kada je n = 1. Tada je
Xs(x) =sg (la(x) — B(x)]), zasvakix € N¥k,

pa je xs rekurzivna funkcija (jer su funkcije sg i | | rekurzivne prema primjeru @
Prema tome S je rekurzivan skup.

U opéem slucaju neka su aq,...,a,,B1,..., By - Nk 5 N komponentne funkcije
od wifB. Tadaje

S={xe NF|(ay(x),...,0,(x)) = (B1(x), ..., B, (X))}
={xeNF|lay(x) =B} Nn..n{x e NF|a,(x) =B,(0)},

paje S rekurzivan kao presjek kona¢no mnogo rekurzivnih skupova. O

11
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Propozicija 2.7. Neka je k € N\ {0}, inekasu S, T C N* rekurzivno prebrojivi
skupovi. Tada su presjek i unija ova dva skupa rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Dokazimo daje S N T rekurzivno prebrojiv. Ako su S ili T prazni skupovi
tvrdnja je jasna. Inace postoje rekurzivne funkcije f,¢ : N — NF takve daje S =

FIN)IT = g(N).
Neka je x € N¥. Imamo

x€SNT e 3(i,j) € N?, takodax = f(i) i x = g(j).

Dakle
SNT = {x e Nk | 33i,j) € N2, tako da x =f@)ix :g(j)}. (2.1)

Neka su
Py ={(x,i,j) e N"*2|x e N¥,i,j € N, x = f(i)}
Py ={(x,i,j) E N2 | x e Nk, i,j e N, x = g(j)}.
Neka su &, 8 : N2 - N* funkcije definirane sa
wa(x,i,j) =x
B(x,i,j) =f(i).
To su ocito rekurzivne funkcije, a vrijedi
Py = {z € N2 | a(z) = B(2)}

pa iz leme @ slijedi da je P; rekurzivan skup. Analogno zaklju¢ujemo da je P,
rekurzivan.

Iz jednakosti (EI) slijedi
SNT = {xe NF|3(,j) € N? takoda (x,i,j) € P; N P,}.

Skup Py N P, je rekurzivan pa je prema Teoremu o projekciji (propozicija @) i
skup SN T rekurzivno prebrojiv. Analogno dobivamo da je skup SU T rekurzivno
prebrojiv. O

Teorem 2.8 (Single valuednes). Neka su k,n € N\ {0}, tenekaje S C Nk+7 rekur-
zivno prebrojiv skup takav da

(Vx € NF)(Ty € N™) (x,y) € S.
Tada postoji rekurzivna funkcija f : N¥ — N" takva da je

(x,f(x)) €S, Vxe& NF,

12



2.1 REKURZIVNO PREBROJIVI SKUPOVI

Dokaz. DokaZimo prvo tvrdnju uz pretpostavku da je S rekurzivan skup. Neka je
h: N — N” rekurzivna surjekcija. Neka je

S' ={(x,i)|x € NK i€ N, (x,h(i)) € S}.

Okito je S’ rekurzivan skup. Neka je x € N*. Tada postoji y € N” takav da je

(x,y) € S. Bududi da je h surjekcija, postoji i € N takav daje y = h(i), pa slijedi

(x,i) € S'. Dakle za svaki x € Nk postoji i € N takav daje (x,i) € S'.
Definirajmo ¢ : N¥ - N

@(x) = pi((x,i) €S).
Tada je ¢ rekurzivna funkcija i za svaki x € Nk vrijedi (x, (x)) € S’. Prema tome
(x,h (p(x))) €S, Vxe NF,

Time je tvrdnja teorema dokazana u slucaju kada je S rekurzivan skup.

U opéem sluéaju imamo S = ¢(N), gdjeje ¢ : N — NK+" rekurzivna funkcija.
Neka je x € N¥. Tada postoji y € N" takav da je (x,y) € S, pa postoji i € N takav
daje g(i) = (x,y). Prema tome za svaki x € Nk postojiy € N"ii € N takvi daje
(x,y,i) € T, gdje je

T={(xyi)lxeNFyeN,ieN, gi) = (x,y)}.

Prema lemi @ skup T je rekurzivan. Prema dokazanom, postoji rekurzivna funk-
cija F : Nk - N”*1 takva daje (x,F(x)) € T zasvakix € Nk,
NekasuFj,...,F,,q : Nt 5 N komponentne funkcije od F. Tada za svakix & Nk
vrijedi
(x,F1(x), ..., F,,(x),F,.1(x)) €T,

paje
(x/P](x)/---/Fn(x)) :g (Pﬂ+1(x))/

prema tome
(x,F;(x),...,F,(x)) €S, Vx& Nk,

Time je tvrdnja teorema dokazana. O
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2 IZRAéUNL]IV EUKLIDSKI PROSTOR

2.2 REKURZIVNE FUNKCIJE U SKUP CIJELIH BROJEVA

Definicija 2.3. Neka je k € N\ {0} te f : N¥ - Z. Kazemo da je f rekurzivna ako je
oblika
fo) = (=1)*Po(x),

gdje su u,v : Nk - N rekurzivne.

Lema 2.9. Nekaje k € N\ {0} te f : N¥ - Z. Tada je f rekurzivna ako i samo ako
postoje rekurzivne funkcije a,b : N¥ — N takve da je

f(x) =a(x) —b(x).
Dokaz. Pretpostavimo da je
feo = (=1)*™o(x)

gdje suu,v: NF — N rekurzivne funkcije. Tada su funkcije a,b : N¥ — N definira-
ne sa

a(x) = v(x), u(x)€e?2N
B P inace

bx) = {o, u(x) € 2N
v(x), inace

rekurzivne (prema propoziciji E]) i vrijedi

f(x) =a(x) —b(x).
Obratno, ako sua,b : NK — N rekurzivne funkcije takve da je

f(x) =a(x) —bx),
onda je f rekurzivna funkcija jer je

f) = (=180 a(x) — b(x)|.
O

Propozicija 2.10. Neka je k € N\ {0}, tenekasuf,g: Nk = Z rekurzivne funkcije.
Tada su i funkcije f + ¢,f - g, —f : N¥ - Z rekurzivne.

14



2.3 REKURZIVNE FUNKCIJE U SKUP RACIONALNIH BROJEVA

Dokaz. 1z definicije rekurzivne funkcije jasno je da su f - ¢, i —f rekurzivne. Poka-
zimo da je f + g rekurzivna funkcija. Prema lemi postoje rekurzivne funkcije
a,b,a’,b' : N¥ - N takve da vrijedi

fx) =a(x) —b(x)
gx) =a'(x) =b'(x).
Stoga je
f+x)=@+a)x)—b+b)x),

paje prema istoj lemi f + g rekurzivna. O]

Napomena 2.1. Primijetimo da je svaka rekurzivna funkcija f : N¥ - N rekurzivna
i kao funkcija N¥ — Z.

2.3 REKURZIVNE FUNKCIJE U SKUP RACIONALNIH BROJEVA

Definicija 2.4. Neka je k € N\ {0}. Za f : N¥ » Q kaZemo da je rekurzivna ako
postoje rekurzivne funkcije u, v, w : Nk - N, pricemuje w(x) # 0zasvakix € Nk,
takve daje
v(x)
= (-1)*®—L, Vx e Nk,
fx)=(=1) o) X E

Uotimo daje f : N¥ - Q rekurzivna ako i samo ako postoje rekurzivne funkcije

g: NK > Ziw: NF S N, w(x) #0zasvakix € Nk,takvedaje

_8(x)
f@O =050
Propozicija 2.11. Neka je k € N\ {0}, tenekasuf,g : N¥ - Q rekurzivne funkcije.
Tada su i funkcije f + g,f - &,|f|, —f : N¥ - Q rekurzivne. Nadalje, ako je f (x) # 0
zasvakix € N¥ondajeil/f : Nk - Q rekurzivna.

Dokaz. Dokazimo daje f +g rekurzivna, ostale tvrdnje slijede direktno iz definicije.
Neka suv,v' : N¥ - Ziw,w' : NF 5 N, wx) # 0, w'(x) # 0za svaki x € Nk
rekurzivne funkcije takve da je

_ v(x)
fx) = o)

_v'(x)
gx) = W

15



2 IZRAéUNL]IV EUKLIDSKI PROSTOR

Sada je
_o(w' (x) + v () w(x)
f+9x) = DO )
Rekurzivnost funkcije f + ¢ slijedi iz propozicije i napomene E! O

Napomena 2.2. Neka su k,n € N\{0}if : N¥ - Q, ¢ : N" - NF rekurzivne.
Tadajeif o g: N" —» Q rekurzivna. Naime, ako je

—_ (_1\u(x) 0(x) k
fx) =(=1) o) Vx €N

gdjesuu,v,w : Nk - N, w(x) £0 onda je

(vog)(x)

o — (—1)#8)(x)
(f o) () = (=1) @ 9"

x € N,

pa tvrdnja slijedi iz propozicije E!

Propozicija 2.12. Nekaje k € N\ {0} if : N¥ - Q rekurzivna funkcija, te S =
{x € NF|f(x) > 0}. Tada je S rekurzivan skup.

Dokaz. Neka su u,v,w : N¥ - N, w(x) # 0 za svaki x € Nk, rekurzivne funkcije
takve daje

_ L1y X
fx)=(=1) 00
Tadaje f (x) > 0 ako i samo ako je
v(x) # 0iu(x) € 2N. (2.2)
Neka su
A={xeNFlox) #0} i
B = {x € NF|u(x) € 2N}.
Tadaje

xa(x) =sg(v(x))
XB(X) = xon (Uu(x)),

pa su A i B rekurzivni skupovi. Prema relacijama (@) vrijedi S = AN B, paje S
rekurzivan. O

16



2.4 REKURZIVNE FUNKCIJE U SKUP REALNIH BROJEVA

Korolar 2.13. Nekaje k € N\ {0}, tenekasuf,g : N* > Q rekurzivne. Tada je
S={xe NF|f(x) <gx)}
rekurzivan skup.

Dokaz. Vrijedi
S={xeNF|(g-fHx) >0}

pa tvrdnja slijedi iz propozicija i . O

2.4 REKURZIVNE FUNKCIJE U SKUP REALNIH BROJEVA

Definicija 2.5. Neka je k € N\ {0}. Za funkciju f : NF - R reéi éemo da je
rekurzivna ako postoji rekurzivna funkcija F : NF1 - Q takva da je

|f(x) —F(x,i)| <27/, VxeNKVieN.
Funkciju F nazivamo rekurzivna aproksimacija od f.

Uocimo, ako je f : N¥ — Q rekurzivna funkcija, onda je f rekurzivna i kao
funkcija N* — R.

Propozicija 2.14. Neka je k € N\ {0} i neka su f,g : N - R rekurzivne funkcije.
Tada su i funkcije f + ¢, —f, | f] : N¥ - R rekurzivne.

Dokaz. Neka su funkcije F,G : N¥*1 — Q rekurzivne aproksimacije za f i . Za
svaki x € N¥ vrijedi

(=)0 = (=Bl = 1f () —Fx, [ <277 i
[1f1(x) = IFI(x, )] < | F(x) = F(x, )] < 27,
pa iz propozicije slijedi da su —F i |F| rekurzivne aproksimacije za —f i | f|.
Dakle —f i| f| su rekurzivne.
Definirajmo funkciju H : N+ - Q sa

H(x,i)=(F+G)(x,i+1), xe Nk ieN.

Funkcija H je rekurzivna prema propoziciji i napomeni .
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2 IZRAéUNL]IV EUKLIDSKI PROSTOR

Zasvakix € Nkisvakii € N vrijedi

(f +8)(x) —H(x, D) = | f(x) +g(x) — F(x,i + 1) — G(x,i + 1)
< 2—(i+1) + 2—(i+1)
=21,
Prema tome f + g je rekurzivna. O

Propozicija 2.15. Nekasun,k € N\{0}if : Nk - R,g:N" - Nk rekurzivne.
Tadajeif o g: N” - R rekurzivna.

Dokaz. Nekaje F rekurzivna aproksimacija od f. Tada za svakix € N¥isvakii € N
vrijedi ‘
| f(x) = F(x, D) <277,

pa stoga za svaki x € N" isvakii € N vrijedi

| f(8(x)) = F(g(x), )] <27, (2.3)
Definirajmo funkciju H : N"*! - Q sa

H(x,i) = F(g(x),i), xe& N",ie N.

Iz nejednakosti (Q) slijedi da je

|(f o ¢) (x) — H(x,i)| <27

Kako bi dokazali rekurzivnost funkcije f og dovoljno je pokazati da je H rekurzivna.
No H je kompozicija funkcije N"+1 — NK+1 (x,i) — (g(x),i) i funkcije F, pa iz
napomene gslijedi da je H rekurzivna. O

Propozicija 2.16. Neka je k € N\ {0} if : N¥ - R rekurzivna funkcija. Neka je
S ={xe NF|f(x) > 0}.
Tada je S rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Neka je F rekurzivna aproksimacija od f. Neka je x € NF. Tvrdimo da

vrijedi
f(x) >0 (Jie N) 27 < F(x,i). (2.4)

18



2.4 REKURZIVNE FUNKCIJE U SKUP REALNIH BROJEVA

Pretpostavimo da je f (x) > 0. Tada postoji i € N tako da je
i ™)
1 —

271 < >

Slijedi
27T < f(x) — 270
Buducdi da je F rekurzivna aproksimacija od f vrijedi
f(x) - F(xl Z) < 2_il

odnosno ‘
fx) —27" < F(x,1),

stoga je
271 < F(x,1).

Obratno. Pretpostavimo da je 27/ < F(x,i). Tada je
0 < F(x,i) —27".
S druge strane F(x,i) — f(x) < 27" paje
F(x,i) — 270 < f(x).

Prema tome 0 < f (x). Dakle vrijedi ekvivalencija (Q).
Neka je
T={(i)lxeNFieN, 27 <F(x,i)}.

Prema korolaru skup je rekurzivan. Za svaki x € N¥ prema ekvivalenciji (Q)
vrijedi

xeSe (I eEN) (x,i)eT.
Iz Teorema o projekciji (propozicija @) slijedi tvrdnja propozicije. O

Korolar 2.17. Nekaje k € N\{0} inekasuf,g : N¥ » R rekurzivne funkcije. Neka
jeS = {x e Nk | f(x) > g(x)}. Tada je S rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Tvrdnja vrijedi iz prethodne propozicije i propozicije . O

Propozicija 2.18. Neka je k € N\ {0}, te neka je f : N¥ —» R rekurzivna funkcija
takva daje f(x) > 0, x € N¥. Neka je ¢ : N¥ — R funkcija definirana sa

g(x) = W

Tada je g rekurzivna funkcija.
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2 IZRAéUNL]IV EUKLIDSKI PROSTOR

Dokaz. Neka je g : N — Q rekurzivan niz takav da je

{9;1] €N} =[0,+>) N Q,
na primjer
__e(,0)
VTG
gdje je e funkcija iz primjera . Uzmimo x € N¥ii € N. Tada postoji j € N takav
daje
q; < \f(x) < gq;+277 (2.5)

V() < q; < 2-L (2.6)

(ako je f(x) > 0 onda moZemo nadi j takav da vrijedi nejednakost (@), dok za
f(x) = 0, moZemo nadi j tako da vrijedi nejednakost (2.6)). Nejednakosti (@) i
(@) ekvivalentne su nejednakostima

ili

P <f@<(g+27) i (2.7)
flx) < q]2 < (2—1')2. (2.8)

Dalilgiza svakix € NFisvakii € N postojij € N takav da vrijedi nejednakost (@)
ili (2.8).

Neka je S skup svih (x,i,j) € Nf*2 gdje su x € NF, i,j € N takvi da vrijedi
nejednakost (p.7) ili (2.§). Tvrdimo da je S rekurzivno prebrojiv skup. Imamo S =
S'US”, gdjeje " skup svih (x,i,j) € N*¥*2 za koje vrijedi nejednakost (Q), aS”
skup svih (x,1,j) € N¥*2 za koje vrijedi nejednakost (2.§).

Vrijedi

S ={ i lg? <f}n{eijIf@) <@g +27?2},

pa je prema korolaru skup S’ presjek dva rekurzivno prebrojiva skupa. Stoga
je S’ rekurzivno prebrojiv. Analogno dobivamo da je S” rekurzivno prebrojiv, pa je
i S rekurzivno prebrojiv kao unija dva rekurzivno prebrojiva skupa.

Buduc¢ida zasvex € NFii e N postoji j € N takav da je (x,i,j) € S, prema
teoremu @ postoji rekurzivna funkcija ¢ : N**1 - N takva da je

(x,i,9(x,i)) €S, Vxe& Nk ieN.
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2.4 REKURZIVNE FUNKCIJE U SKUP REALNIH BROJEVA

Uzmimo x € N¥, i € N. Oznac¢imo j = ¢(x,i). Imamo (x,i,j) € S, pa za x,i,]
vrijede nejednakosti (E) ili (2.8), odnosno nejednakosti (p.5) ili (2.6). 1z obje ne-

jednakosti slijedi
oo — g <27

|W ~ o(x,i)

Definirajmo G : N¥*1 » Q sa

Dakle ,
<274 (2.9)

G(x,i) =q(px,1)).
Ocito je G rekurzivna funkcija, a prema nejednakosti () vrijedi
|g(x) —G(x,i)| <27/, Vxe Nk ieN.
Prema tome g je rekurzivna funkcija. O

Definicija 2.6. Neka je n € N\ {0} te neka je (x;) niz u R”. KaZemo da je (x;)
rekurzivan nizu R", ako su komponentni nizovi od (x;) rekurzivni, tj. ako su nizovi
realnih brojeva (x}), ..., (x’*) takvi da je

x;=(x},....x"), VieN
rekurzivni.
Iz propozicije direktno slijedi sljedeca tvrdnja.

Korolar 2.19. Nekaje n € N\ {0} i neka su (x;) i (y;) rekurzivni nizovi u R". Neka
je d euklidska metrika na R". Tada je funkcija N? —» R

(Z/]) g d(xi/ ]/])

rekurzivna.
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3 IZRACUNLJIVOST U METRICKIM
PROSTORIMA

3.1 IZRAéUNL]IVI I REKURZIVNO PREBROJIVI SKUPOVI
Definicija 3.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Za S C X kaZemo da je gust skup
ako za svaki x € X isvaki e > 0 postojiy € S takav dajed(x,y) < e.

Za niz (x;) kazemo da je gust niz u metrickom prostoru (X, d) ako je {x; | i € N}

gust skup u (X, d).

Definicija 3.2. Neka je (X, d) metricki prostor. Nekasu S,T C X. Kazemo daje T
qust skup u S (u metrickom prostoru (X,d)) akoje T C S, te ako zasvakix € Si
svaki ¢ > 0 postoji y € T takav da je

d(x,y) < e.
Primjer 3.1. Neka je n € N\ {0}, te neka je d euklidska metrika na R"”. Tada je Q"
gust skup u (R”,d). Dokazimo to.
Nekajex € R", x = (xq,...,x,),tee > 0. Nekajei € {1,...,n}. Imamo
xX; <x;+¢€/n,
pa postoji y; € Q takav daje
X <y, <x;+ée/n
iz ¢ega slijedi

Ix; —yi| < ¢g/n.
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3 IZRACUNLJIVOST U METRICKIM PROSTORIMA

Nekajey = (4, ...,y,). Tadajey € Q", te vrijedi

A0, y) = (x1 = y1)% 4 o+ (5 — Y)°

) e ()

€
vn
<g

dakle d(x,y) < e.

Definicija 3.3. Neka je (X,d) metric¢ki prostor, te neka je &« = («;);cn gust niz u
(X,d) takav da je funkcija N —» R, (i,j) — d(«;, ) rekurzivna. Tada za (X,d, )
kaZemo da je izracunljiv metricki prostor.

Za « kazemo da je efektivan separirajuci niz u metrickom prostoru (X, d).

Primjer 3.2. Neka je n € N\ {0}, te neka je d euklidska metrika na R”. Neka je «
niz u R” definiran s

a; = ((—1)€(i/2)

e(i,0) o (_1yeE3nD) e(i,3n — 3) '
e(i, ) +1"7"" e(i,3n —2) +1

Tvrdimo daje (R",d, ) izra¢unljiv metricki prostor. Uo¢imo dajeskup {«; | i € N} =
Q", prema tome & je gust niz u metri¢kom prostoru (R"”, d). Nadalje uo¢imo da je «
rekurzivan niz u R”. Iz korolara slijedi da je funkcija N — R, (i,j) — d(«a;, )
rekurzivna. Dakle (R",d, a) je izracunljiv metricki prostor.

Definicija 3.4. Neka je (X, d, a) izra¢unljiv metricki prostor, te neka je xo € X.
Kazemo da je x( izracunljiva tocka u metri¢ckom prostoru (X, d, a) ako postoji rekur-
zivna funkcija f : N — N takva da je

d(xo, appy) <275, VkeN.

Definicija 3.5. Nekaje (X, d, «) izracunljiv metricki prostor, te (x;) nizu X. KaZemo
daje (x;) izracunljiv niz u (X, d, a) ako postoji rekurzivna funkcija F : N2 - N takva
daje

d(x;, api) <275, VikeN.

Napomena 3.1. Ako je (x;) izra¢unljiv niz u (X, d, a), onda je za svakii € N tocka
x; izracunljiva u (X, d, a).
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3.1 IZRAéUNL]IVI I REKURZIVNO PREBROJIVI SKUPOVI

Propozicija 3.1. Nekajen € N\ {0} i (R",d, «) izrac¢unljiv metricki prostor defini-
ran u primjeru g.2. Neka je (x;) niz u R”. Tada je (x;) rekurzivan niz u R" ako i
samo ako je (x;) izrac¢unljiv niz u (R",d, a).

Dokaz. Neka su (ocil), ..., (af') komponentni nizovi od «. Primijetimo da su ovi ni-
zovi rekurzivni kao funkcije N — Q. Nadalje, neka su (x}), ..., (x]") komponentni
nizovi od (x;).

Pretpostavimo da je (x;) izra¢unljiv niz u (R”,d, ). Vrijedi

d(xi, “F(i,k)) < 2_k (31)

za neku rekurzivnu funkciju F : N2 - N. Uzmimo j € {1, ..., n}. Koriste¢i nejed-
nakost (@) dobivamo da za svaki i,k € N vrijedi

J 1 1 n n —k
xJI. — “F(i,k)’ < \[(xi — “F(i,k)) + ...+ (xl- — “F(i,k)) < 27K,

Dakle

J J —k ;
x.—aF(i,k)|<2 , Vi ke N.

1

Funkcija N2 - Q, (i,k) — “]f(i I je rekurzivna pa je (xf)ieN rekurzivan niz u R.
Prema tome (x;) je rekurzivan u R”.

Obratno. Pretpostavimo da je (x;) rekurzivan niz u R”. Tada je prema korolaru
funkcija v : N2 - R

y(i,j) = d(xi/ “j)
rekurzivna. Neka je
S={Gkj) e N3|yGj <27}

Skup S je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji . Bududi da je & gust niz u
R", zasve i,k € N postoji j € N tako daje (i,k,j) € S. 1z teorema @gslijedi da
postoji rekurzivna funkcija F : N2 - N takva da je

(i,k,F(i,k)) € S, VikeN.

Prema tome
d(xi, “F(i,k)) < Z_k, Vl,k e N,

dakle (x;) je izrac¢unljiv niz u (R",d, a). O
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3 IZRACUNLJIVOST U METRICKIM PROSTORIMA

Lema 3.2. Nekajek € N\ {0}, tenekasuf : N - RiF: N1 R funkcije takve
daje

| f(x) — F(x,i)] <27F, Vxe NKieN.
Pretpostavimo da je F rekurzivna funkcija. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje G : NF*2 — Q rekurzivna funkcija takva da vrijedi
|F(x,i) — G(x,i,j)| <27/, Vxe Nk ijeN.
Tada za sve x € N¥, i,j € N vrijedi

|f(x) - G(x/l/])l S |f(x) _F(xll)l + |F(xll) - G(xrl/])l < 2_i + 2_j/

g o
| f(x) —G(x,i,j)| <27" +277.
Posebno je '
|f(x) —G(x,i+1,i+1)| <27,
pa slijedi da je f rekurzivna. O

Propozicija 3.3. Neka je (X, d, «) izra¢unljiv metricki prostor, te neka su (x;) i (y;)
izracunljivi nizovi u (X, d, «). Tada je funkcija -y : N2 5 R

’Y(i,j) = d(xi/y]')
rekurzivna.
Dokaz. Neka su F,G : N? — N rekurzivne funkcije takve da je

d(xi, D‘F(i,k)) < Z_k i
d(y], “G(]',k)) < Z_k, Vl,],k e N.

Iz nejednakosti trokuta lako dobivamo da za sve a,a’,b,b" € X vrijedi
|d(a,b) —d(a',b")| <d(a,a") +d®,b").

Prema tome, za sve i,j, k € N vrijedi

‘d(xi/ Yyp) — d (“F(z’,k+1>z“(;<j,k+1))| <d (xi/ “P(z’,k+1>) +d (yjz“G<j,k+1))
<?2. 2—k+1
= Z_k,

26



3.1 IZRAéUNL]IVI I REKURZIVNO PREBROJIVI SKUPOVI

dakle
|7(i,j) —d (“F(i,k+1)r“G<j,k+1))| <27k,

Iz ¢injenice da je funkcija N3 - R

(G, k) = d (arq sty X e )

rekurzivna (sto slijedi iz definicije izracunljivog metrickog prostora) i leme @ za-
klju¢ujemo da je y rekurzivna funkcija. O

Definicija 3.6. Neka je (X, d) metricki prostor, neka su x; € X ir > 0. Definiramo
K(xg, 1) ={x € X |d(xg,x) <r}.

Za K(xq,r) kaZzemo da je otvorena kugla oko tocke x, radijusa r.
Za S C X kazemo da je otvoren skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki
x € S postoji r > 0 tako daje K(x,r) C S.

Propozicija 3.4. Neka je (X, d) metricki prostor. Svaka otvorena kugla u (X, d) je
otvoren skup.

Dokaz. Nekasuxy e Xir > 0. Nekajey € K(xg,7). Nekajes =r —d(y, xy). Ocito
je s > 0. Tvrdimo da vrijedi
K(y,s) C K(xg, 7).

Uzmimo z € K(y, s). Tadaje d(z,y) < s. Vrijedi

d(z,x9) < d(z,y) +d(y,xp)
<s+d(y,xg)
=r.

Dakle x € K(xg, 7). O

Definicija 3.7. Neka je (X,d) metric¢ki prostor, te neka je S C X. Za nepraznu
familiju U otvorenih skupova u (X, d) kazemo da je otvoreni pokriva¢ od S u (X, d)
ako je

SgUw

Definicija 3.8. Neka je (X, d) metric¢ki prostor, te nekaje S C X. Za S kaZemo da je
kompaktan skup u (X, d) ako za svaki otvoreni pokrivac¢ U od S postoje Uy, ..., U,, € U
takvi da je

Scuu..uu,.
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Definicija 3.9. Neka je (X, d) metricki prostor, te nekasu S,T C X. Nekaje ¢ > 0.
Pisemo

ako vrijedi

(VxeS) (FyeT) dxy) <e i
(VyeT) 3xe8) dxy) <e.

Propozicija 3.5. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je S neprazan kompaktan
skup u tom prostoru. Tada za svaki € > 0 postoje x4, ..., x,, € S takvi da je

S =, {xq,...,x,}.
Dokaz. Neka je e > 0. Neka je
U= {K(x,e |x€ES}.

Tada je U otvoreni pokrivac za S u metrickom prostoru (X, d). Bududi da je S kom-
paktan postoje xy, ..., x,, € S takvi daje

S CK(xq,e) U...UK(x,,8).

Iz ovog slijedi da za svaki s € S postojii € {1,...,n} takav daje S € K(x;,¢), tj.
d(s,x;) < e.

Obratno. Za svakii € {1,...,n} postojis € S takav dajed(x;,s) < € (jerjex; € S,
pa mozemo uzeti s = x;). Prema tome vrijedi

S e {xl,...,xn} .
[l

Napomena 3.2. Neka je (X, d) metricki prostor,nekasu A, B,C C X, tenekajee > 0
tako daje
A=,B i B=,C.

Tada je
A oe C

Naime, ako je s € A onda postoji b € B tako da je d(a,b) < ¢, te takoder postoji
c € Ctakodajed(b,c) < e. Stogajed(a,c) < 2e. Isto tako vidimo da za svakic € C
postojia € A tako daje d(c,a) < 2e.
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Propozicija 3.6. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je S C X kompaktan u (X, d),
te neka je A gust skup u (X,d). Tada za svaki ¢ > 0 postoji konacan neprazan
podskup A" C A tako da vrijedi

S~, A"

Dokaz. Neka je ¢ > 0. Prema propoziciji @ postoje x4, ..., x,, € S takvi da je

S=ep {x1, 0, X}

Bududi da je A gust skup za ¢/2 i svakii € {1,...,n} postoji a; € A tako da je
d(x;,a;) < /2. Zaklju¢ujemo da je

{x1, .00 X} Repp {a1, .. 0, )

Iz napomene @ slijedi
S . {al, ...,an} .

]

Definicija 3.10. Neka je e funkcija eksponenta iz definicije @ Definiramo funkcije
0 :N? - Nin:N - N na sljede¢i na¢in

0'(1,]) = 3(1,]) -1
n(@) = pj(e(i,j) =0) = 1.

Propozicija 3.7. Svaki konacan neprazan niz u N jednak je
(c(i,0)....,00,15()))
zanekii € N.

Dokaz. Ocito su o, i rekurzivne funkcije. Neka su ay, ..., a,, € N. Definirajmo

a0+1 111+1 ﬂn+1

i=pg P v Pl
Gdjeje px, k € {0, ..., n} k-ti prost broj. Tada je

(0(i,0),...,0(i,13))) = (ag, ..., a,).
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Zai,j € N uvedimo sljedece oznake:
i) = 0 (i,j),
i=n().
Uoc¢imo da je svaki konacan niz u N oblika
((@)g,eees (D7) .

Zai e N definiramo

Neka je F konac¢an neprazan podskup od N. Tada je F = {ay,...,4,},zan € N i
ag, ..., 4, € N, pa postojii € N takav daje

(ag,...,a,) = (()g,..., (0);).
Stogaje F = {(i)y,..., (i);}, to jest
F =1[i].
Dakle svaki neprazan konacni podskup od N je oblika [i] za nekii € N.
Propozicija 3.8. Neka je
I'={(ji) e N*|j e [i]}.
Tada je I' rekurzivan skup.

Dokaz. Nekasuj,i € N. Tada je
(G,i) el eje{q,.., {0);}
o 1_[|]'— (i)y| = 0.
k=0
Stoga je
xr (i) =Sg [ 17 = @l
k=0

Iz propozicije @ slijedi da je xT rekurzivna funkcija, stoga je I' rekurzivan skup. [
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Definicija 3.11. Neka je (X, d, «) izra¢unljiv metricki prostor. Za i € N definiramo
A; = a([i]).

Uoc¢imo da je A; konacan neprazan podskup od Ima = {ch lje N}. Obratno.
Svaki kona¢an neprazan podskup od Im « je oblika A;. Nekaje (X, d, a) izrac¢unljiv
metricki prostor, te neka je S neprazan kompaktan podskup u (X, d). Tada prema
propoziciji @ za svaki k € N postoji i € N takav da je

S %2_]( Ai'

Definicija 3.12. Neka je (X, d, a) izra¢unljiv metricki prostor, te neka je S neprazan
kompaktan podskup u (X, d). Kazemo daje S izracunljiv skup u (X, d, «) ako postoji
rekurzivna funkcija f : N — N takva da za svaki k € N vrijedi

S %z_k Af(k) .

Definicija 3.13. Neka je (X, d,a) izrac¢unljiv metricki prostor, te neka sui € N i
r € Q,r > 0. Tada za K(«;,7) kaZemo da je racionalna otvorena kugla u (X,d, «).

Neka je g : N — Q funkcija definirana sa

(i) = e(i,0)+1

=+t

Ocito je q rekurzivna funkcija, te je
Img=QnN(0,+c0).

Zai € N definirajmo
Ii = K (D((i)o,q(i)l> .
Ocito je I; racionalna otvorena kugla u (X, d, «).

Obratno. Svaka racionalna otvorena kugla u (X, d, «) je oblika K (zxp, qj) za neke
p,j € N, pa ako odaberemo i € N takav daje (i); = pi (i); = j onda imamo

Ili=K (”‘P'”ij> :
Dakle svaka racionalna otvorena kugla u (X, d, a) je jednaka I; za nekii € N.

Definicija 3.14. Neka je (X, d) metric¢ki prostor te neka je F C X. KaZemo da je F
zatvoren skup u (X, d) ako je X\ F otvoren skup u (X, d).
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Definicija 3.15. Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor, te neka je S zatvoren
skup u (X, d). KaZzemo da je S rekurzivno prebrojiv u (X, d, a) ako je skup

{ieN|LNS + 0}
rekurzivno prebrojiv podskup od N.
Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor. Za i € N definiramo
Ai=agy, 108 =qa),-
Uoc¢imo da tada za svakii € N vrijedi
I; = KAy, 7).

Napomena 3.3. Akoje (X, d, a) izra¢unljiv metricki prostorif : N —» N rekurzivna
funkcija, onda je niz <{Xf(i)>ieN izracunljiv u (X, d, «). Naime funkcija F : N2 - N,
F(i, k) = f (i) je ocito rekurzivna te vrijedi

d ("‘f(z’»“P(nk)) <27%, VikeN.

Uoc¢imo da je niz (A;) ieN izracunljiv u (X, d, «) (napomena . Nadalje (p;) je
rekurzivan niz u Q, tj. rekurzivna funkcija N - Q (napomena p.2)).

Definicija 3.16. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su xy € X ir > 0. Definira-
mo _
K (xg,7r) ={x e X |d(xg,x) <r}.

Za K (xg,7) kazemo da je zatvorena kugla u (X, d) oko tocke x, radijusa 7.

Uvedimo oznaku, zai € N o
I; = KAy, 07)-

Propozicija 3.9. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su x; € X ir > 0. Tada je
K (xq,r) zatvoren skup u (X, d).

Dokaz. Neka je x € X\ K (xg,7). Tada je d(x, xy) > r. Definirajmo
s=d(x,xq) — .
Tada je d(x,xg) = r + s. Lako se vidi da je
K (x,8) C X\ K (xo,7) -

Prema tome X\ K (x, 7) je otvoren skup i time je tvrdnja dokazana. O
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Propozicija 3.10. Neka je (X, d) metricki prostor. Vrijede sljedece tvrdnje.
1. Skupovi X i @ su otvoreni i zatvoreni u (X, d).

2. Nekaje(U,),, indeksirana familija otvorenih podskupova u (X, d). Tada je
Ugea U, otvoreni skup.

3. Neka je (F,),c,4 indeksirana familija zatvorenih podskupova u (X, d). Tada
je NgeaF, zatvoren skup.

4. Neka su UiV otvoreni skupoviu (X,d). Tadaje UNV otvoren skup u (X, d).
5. Neka su F i G zatvoreni skupovi u (X, d). Tadaje FUG zatvoren skup u (X, d).

Dokaz. Tvrdnja (1) je ocita.
Akoje x € (Uy),cq,0ndaje x € U, zanekia € A, pa postoji r > 0 takav da je

K(x,r) € U,,
iz Cega slijedi da je

K(x,r) C U u,.

aEA

Dakle U, 4 U, je otvoren skup.

Vrijedi
c
( N Fa) = |J Fs

aEA aEA

Prema tvrdnji (2) skup U, 4 F% je otvoren, paje (], 4 F, zatvoren.
Nekajex e UN V. Tadajex € Uix € V, pa postoje 1,7, > 0 takvi da je

K(x,r;) CU i K(x,rp) CV.
Neka je r3 = min {rq,r,}. Tada je
K(x,r3) CcUNV.
Dakle U N V je otvoren skup.

Koristedi tvrdnju (4) i ¢injenicu daje (FUG)¢ = F* N G¢, zaklju¢ujemo daje FUG
zatvoren skup. O
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Napomena 3.4. 1z tvrdnje (4) odnosno (5) prethodne propozicije lako indukcijom
dobivamo sljedece: Ako su Uy, ..., U,, otvoreni skupovi onda je

U, n..ndu,

otvoren skup; ako su Fy, ..., F,, zatvoreni skupovi onda je
FiU..UF,

zatvoren skup.

Propozicija 3.11. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je K kompaktan skup u
(X,d). Tada je K zatvoren u (X, d).

Dokaz. Tvrdnja je jasna ako je K = @. Pretpostavimo da je K neprazan. Neka je
x € K¢. Uocimo sljedece: Za svaki y € X takav da je y # x postoji r > 0 tako da

x &K (y,r). Naime, mozemo uzeti r = d(x,y)/2. Nekajey € K. Tadajey # x, pa
postoji r, > 0 takav da

x &K (y, ry) . (3.2)
Neka je
U= {K(y,ry) |yeK}.
Tada je U otvoreni pokriva¢ od K u (X, d). Stoga postojen € N iy, ..., y,, € K takvi
daje
KCK (yo, ryo) U...K (yn,ryn> . (3.3)
Neka je

F :K(yo,r%) U... Uf(yn,ryn).

Iz relacije (@) slijedida x & F, tj. x € F°. Nadalje, prema propoziciji 3.9 i napomeni
, skup F je zatvoren, tj. skup F€ je otvoren. Stoga postoji r > 0 rakav da je

K (x,r) C F€.
Prema relaciji (@) vrijedi K C F, paje F¢ C K°. Stoga je
K (x,r) C K°.
Time smo pokazali da je K¢ otvoren u (X, d), tj. K je zatvoren. O

Teorem 3.12. Neka je (X, d, a) izrac¢unljiv metricki prostor. Neka je S izra¢unljiv u
skup (X, d, «). Tada je S rekurzivno prebrojiv.
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Dokaz. Skup S je kompaktan (po definiciji izracunljivog skupa; definicija ), pa
iz propozicije @ slijedi da je S zatvoren. Ostaje jo$ pokazati da je skup
(iENILNS #+ 0}

rekurzivno prebrojiv.
Bududi da je S izracunljiv postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da vrijedi

Pretpostavimo da je i € N takav daje I; N S # @. Tada postoji x € I; N S. Tada je
x€l;ix € S. Slijedid(x,A;) < p; papostoji k € N takav da je

d(x,A) +2-27%F < p,.
Prema relaciji (@!) vrijedi
S~y {1 € [f ()]}, (3:5)
Iz x € Sirelacije (@) slijedi da postojij € [ f (k)] takav da vrijedi
d (x, tx]-> <27k
Imamo

d (/\Z', 06]> + 2_k < d (AZ‘,X) +d (X,DC]'> + Z_k
<d (A, x) +27F 427k
< POi-

Dakle, akojei € N tako daje I; N S # 0, onda postoje k,j € N takvi da je
jelf)] i d (Air“]'> +27F < p;. (3.6)

Obratno. Pretpostavimo da je i € N takav da postoje k,j € N takvi da vrijedi
(@). Tvrdimo da je tada
NS +0.

Imamoj € [f (k)], paiz (@) slijedi da postoji x € S takav da je

d (x, zxj) <27k,
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Slijedi
d(A;x) <d (A ) +d (a;,x)
<d <)L1,IX ) +2°k
< pi/

tj. d (A, x) < p;. Daklex € I;, paje; NS # (.

Imamo sljedeci zakljucak. Akojei € N, onda I; N S # @ ako i samo ako postoje
k,j € N takvi da vrijedi (@). Neka je Q skup svih (i,j,k) € N3 takvih da vrijedi
(B.6). Dakle za i € N vrijedi

NS+ 0« (3(,k) €N?) (i,j,k) € Q. (3.7)
DokaZzimo da je () rekurzivno prebrojiv. Neka su

0 ={Gj k) eN>Ijelf 0]},

O, ={(i,j,k) € N® [ d(A;,ap) +27F < p;}.
Ocito je

O=0,Nn0,. (3.8)
Neka je I' skup iz propozicije @ Tadaje
O ={(i,j,k) e N?| (jf(k)) €T},

paje
xXa, (i,j,k) =xr G.f(k)), VijkeN.
Iz ovoga i ¢injenice da je I' rekurzivan skup slijedi da je (); rekurzivan skup. Po-
sebno (), je rekurzivno prebrojiv skup.
Prema propoziciji .3 funkcija N2 - R, (i,j) = d (A, ;) je rekurzivna. Stoga je

rekurzivna i funkcija N3 - R, (i,7,k) — d (A, ;) (prema propoziciji p -) Funkcija

N3 - Q, (i,j, k) = 27X je otito rekurzivna, stoga je rekurzivna i kao funkcija s
N3 - R. Iz propozicije @ slijedi da je funkcija f : N® - R

f (Z/]/k) = d(/\i,a].) + 2—k

rekurzivna. Iz ¢injenice da je (p;),_,, rekurzivan niz u Q, slijedi da je funkcija g :

ieN
N3 > R, g(i,j,k) = p; rekurzivna. Vrijedi da je

O, ={(i,7,k) € N®|f (i,j,k) < g(i,j, )}
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Sada iz korolara p.17 slijedi da je (), rekurzivno prebrojiv skup. 1z jednakosti (@)
i propozicije p.7 slijedi da je () rekurzivno prebrojiv skup.
Iz ekvivalencije (3.7) i Teorema o projekciji zaklju¢ujemo da je skup

{ieNILNS# 0}
rekurzivno prebrojiv. Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Definicija 3.17. Neka je (X, d) metric¢ki prostor. Za niz (x,,) u X kaZzemo da je Ca-
uchyjev u (X, d), ako za svaki ¢ > 0 postoji ny € N takav da za sve m, n > ng vrijedi

d(x,,,x,) <Ee.

Definicija 3.18. Neka je (X,d) metric¢ki prostor. Neka je (x,,) niz u X, te neka je
L € X. Kazemo da (x,,) teZi prema L u metrickom prostoru (X, d), i piSemo

x, > L
ako za svaki € > 0 postoji ny € N tako da za svaki n > ng vrijedi
d(x, L) <e.
Za L kazemo da je limes niza (x,,).

Definicija 3.19. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je (x,,) niz u X. Kazemo da
je (x,) konvergentan niz u metrickom prostoru (X, d) ako postoji L € X takav da
x,, — L.

Propozicija 3.13. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je (x,,) konvergentan niz u
(X,d). Tada je (x,,) Cauchyev niz.

Dokaz. Bududi da je (x,,) konvergentan postoji L € X takav da x,, — L. Neka je
e > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > n vrijedi

d(x,, L) <e/2.
Neka sum, n > nj. Tada je
d(x,,,x,) <d(x,,, L) +d(x,, L) <e/2+¢e/2=c¢.

Dakle d(x,,,x,) < € za sve m,n > ny. Prema tome (x,,) je Cauchyev niz. O
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Definicija 3.20. Za metricki prostor (X, d) kazemo da je potpun ako je svaki Cauc-
hyev niz u (X, d) konvergentan.

Definicija 3.21. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je S C X. Za S kazemo da
je potpun skup u metri¢kom prostoru (X, d) ako za svaki Cauchyev niz (x,,) u (X, d),
takav da je x,, € S za svakin € N, postoji L € S takav da x,, — L.

Neka je (X, d, a) izra¢unljiv metricki prostor. Neka su i,j € N. Tada piSemo
L Crl

ako je d(/\i,/\]-) + 0 < ;.
Uocimo sljedece. AkojeI; Cr I; ondaje

I; C 1.
Naime, ako je x € I; onda je

d(x,Ap) <d(x,A) +d(Ag, M)
< p;i +dA; A
< pj,
pajex € I;.

Propozicija 3.14. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Nekajej € N, te
neka je x € I;. Tada za svaki ¢ > 0 postoji i € N tako da vrijedi

LCl,
X EIi, i
0; <E.

Dokaz. Neka je € > 0. 1z x € I; slijedi da je d(x,A;) < p;. Odaberimo pozitivan
racionalan broj r takav daje r < ¢, te daje

d(x,)Li) +2r < p]
Bududi daje a gust niz u (X, d) postoji /| € N takav da je

d(x,u;) <r. (3.9)
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Odaberimo m € N takav da je r = gq,,,. Nadalje odaberimo i € N takav da je

(L,m) = (i), (i)q1) -

Vrijedi
(0(1,7’) = (Dél, Qm)
= &)y, 90, )
= (A, 01)-
Dakle
(a;,1) = (A, ). (3.10)

Tvrdimo da je i traZeni broj. Imamo p; = r < ¢, dakle p; < ¢. Iz relacija (@) i ()
slijedi daje x € I.
Dokazimo jo§ daje I; C I;. Imamo

d(Al,/\]) + Pi < d(Ai,X) + d(x,/\]) + Qi
< p;+ d(x,/\) + 0;
= d(x,A]-) + 2r
Dakle Ii Q I] O
Propozicija 3.15. Neka je (X, d, «) izra¢unljiv metricki prostor. Neka je
Q={Gj))eN?|,CL}.
Tada je () rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Nekasuf,g: N2 - R funkcije definirane sa
fa,j) = d(/\i/)lj) + 0,
8.1 = py

Iz definicije skupa () je ocito da je

Q= {G,)) € N*1dA,Ap) +p; < pj},
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dakle
Q={G,j) e N?|f(,j) <gGj}.
Stoga je prema korolaru 217 dovoljno dokazati da su f i g rekurzivne funkcije.
Funkcija N2 - R, (i, j)—d (/\i,Aj) je rekurzivna prema korolaru . Funkcija
N2 > R, (i,j) = p; je rekurzivna jer je rekurzivna kao funkcija N2 — Q. Stoga je f
rekurzivna kao zbroj rekurzivnih funkcija. Funkcija g je o¢ito rekurzivna. Time je
tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 3.16. Neka su k,n € N\ {0}. Neka je f : N¥ - N" rekurzivna funkcija,
te neka je S rekurzivno prebrojiv skup u N”. Tada je f =1 (S) rekurzivno prebrojiv
skup u N¥,

Dokaz. Akoje S = @ tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je S neprazan. Tada postoji
rekurzivna funkcija g : N —» N” takva da je

S = g(N).
Neka je
T={(xi)e N+l |xeNKie N, fx)=g)}.

Prema lemi @ skup T je rekurzivan.
Neka je x € N¥. Imamo

xef1(S)efx)€S
e (FieN) (f(x) =g1)
@ (dJieN) i) eT.
Stoga je
1S ={xeNk| FieN) (i) eT}.
Iz ovoga i Teorema o projekciji (propozicija @) slijedi da je f~1(S) rekurzivno pre-
brojiv skup. O

Lema 3.17. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je F zatvoren skup u (X, d), neka
je (x,) niz u X, te neka je a € X tocka takva daje x,, — a. Pretpostavimo da postoji
N € N takav daje x,, € F zasvakin € N. Tadajea € F.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tadajea € F¢, pa buducdi da je F¢ otvoren u (X, d)
postoji r > 0 takav da je K(a,r) C F°. Zbog x,, — a postoji ny € N takav da je

d(x,,a) <r ¥Vn=n.

Dakle x,, € K(a,r) za svaki n > n,. Stoga je x,, € F¢ za svaki n > ny. Uzmimo n =
max {N,ny}. Tadajex, € F zbogn > N, tex,, € F° zbogn > n,. Kontradikcija. [
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Teorem 3.18. Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor, te neka je S rekurzivno
prebrojiv skup u (X, d, «). Pretpostavimo da je S neprazan i potpun u (X, d). Tada
postoji izracunljiv niz (x;) u (X, d, «) takav da je skup {x; | i € N} gustuS.

Dokaz. Bududi da je S rekurzivno prebrojiv u (X, d, a), skup
{ieN|LNS + B}

je rekurzivno prebrojiv u N. No ovaj skup je neprazan, naime S je neprazan pa
postoji x € S, te stoga postoji n € N takav da je d(x,a,) < 1 (zbog gustoce niza «),
iz ¢ega slijedi da je x € K(w,,,1). Dakle K(«,, 1) je racionalna otvorena kugla koja
sijeCe S. Stoga postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da je

{ieN|LNS+0}=g(N). (3-11)
Neka su i, k € N. Tada je
Iyiy NS # 0.

Prema tome postoji x € I, ;) takav da je x € S. 1z propozicije slijedi da postoji
| € N takav da vrijedi

I} € Lg iy,

xel,

—k
o <27F

Kakojex € Six € I, toje ;NS # @. 1z jednakosti () slijedi da postoji j € N
takav da je

I=g().
Dakle za sve i,k € N postoji j € N tako da vrijedi

Loy CF Lo
K
Pgy <270

Neka je
Q= {Gk ) €N 1L Cr Ly, poy <27}

DokaZzimo da je () rekurzivno prebrojiv skup. Neka je
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i
O, = {(i,k,j) € N?|pyj < Z_k}'

Iz korolara slijedi da je (), rekurzivan skup.
Neka je
I'={(a,b) € N?|I, Cp b}.

Prema propoziciji [ je rekurzivno prebrojiv skup. Nadalje, neka je ¢ : N® —
N2 definirana sa
@ik, j) = (8(),8).

Ocito je ¢ rekurzivna funkcija. Vrijedi

Oy = {G,kj) e N> | (g(j),g()) €T}
= {(i,k,}) € N*| (i, k,j) € T}
= gD_l(]_—')

Dakle (), = ¢~ 1(T'), pa je prema propoziciji skup (), rekurzivno prebrojiv. 1z
O = O N, slijedi daje i () rekurzivno prebrojiv skup. Prema teoremu p.§ postoji
rekurzivna funkcija f : N? — N takva da za sve i,k € N vrijedi

(i,k,f(i,k)) € Q.
Slijedi da za sve i,k € N vrijedi
Lorinn Sr ey 1 Pgipaipn <275 (3-12)
Definirajmo funkciju  : N? — N induktivno na sljede¢i nacin

h(i,0) = £(i,0)
h(i,j+1) =fhG,j),j+1). (3.13)

Definirajmo funkcije F : N - N i G : N® - N na sljede¢i nacin

F(i) =£(,0)
G(a,i,j) =f(a,j+1).

Funkcije F i G su rekurzivne i vrijedi

hi,j) = F(i)
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tj. h je dobivena primjenom primitivne rekurzije na F i G. Stoga je h rekurzivna
funkcija.
Fiksirajmo i € N. Za j € N definirajmo

pj = h(,j).
Tada za svaki j € N prema jednakosti () vrijedi
Piv1 =f(ppj+1). (3.14)
Prema () za svaki j € N vrijedi

Lo¢rpyj+1) SF Lgnps
tj.
Ig(Pj+1) C Ig(Pj)' (3.15)
Imamo py = h(i,0) paje pyg = f(i,0). Nekajej € N. Iz jednakosti () i ()
slijedi da postojia € N takav da je p; = f(a,)). Stoga je

Pspy) = Pg(fa)

pa je prema (§.12)

pg(P]') < 277, (316)
Zasvakij € N vrijedi L) N S # @ pa mozemo odabrati nekiy; € ) takav da
jey; €S.
1z relacije () slijedi da je
Lo,y € Leppr VI EN.

Stoga za sve m,n € N, takve da je m > n, vrijedi

I

8Pm) < Ig

(Zk
DokaZzimo da je ) Cauchyev niz u (X, d). Neka je e > 0. Odaberimo ny € N
takav da je
2.27"0 < g,

Neka sum, n > ny. Tada je

L,y € Ly
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I

st E g

(Png)”
pasu ym/yn (pn )’ lL_J

YmoYn €K (Ag(pno)'pg(pn0)> '

Koristeéi nejednakost (), kao i nejednakost trokuta, dobivamo

d(]/m,]/n) <2 pg(Pno)
<2.27"0
<E.

Dakle d(y,,,y,) < € za sve m,n > ng. Time smo dokazali da je niz (yj) Cauchyev u
(X,d).

Nadalje, y; € S za svaki j € N, pa zbog Cinjenice da je skup S potpun postoji
a € Stakavday; — a. A

Akosui,j € N takvi da je I; Cr I; onda se lako vidi daje I; C I;. Nekajej € N.
Za svakin > j vrijedi

Yn € (p)CI(P] I(P)

Dakle y,, € (p y za svakin > j. Prema lemi - zaklju¢ujemo dajea € I, 3

Dakle

@ € [ Iygy- (317)
jeN
Nadalje, ne postoji b € () jen g<p  takav da je a # b. Naime, tada bi za svakij € N
vrijedilo
a,bel gy = =K ()‘g(pj)'Pg(pj)) ’

pa bi slijedilo

d(a,b) < 205 <2 27,

tj. imali bi smo d(a, b) < 2-27/ za svakij € N. No to je nemogude jer je d(a,b) > 0.
Za svakij € N vrijedi
d(al/\g(pj)) S ,Og(pj)/

paje ,
d(a,Ag(pj)) <27 (3.18)
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Vrijedi

a prema () imamo

a € Igpoy = Lonii,00) = Lo(ri,0))/

Lor 00 € Lgaiys
paje
a € Iy (3-19)
Dakle za svakii € N postoji jedinstvena tocka a € S takva da vrijedi relacija ()

i za tu tocku vrijede relacije (3.18) i 3.19). Definirajmo x; = a. Tada za svakii € N
vrijedi x; € S, te iz relacija (3.18) i () slijedi da za sve 7,j € N vrijedi

d(xy, Agancin) <27 (3.20)

x; € Loy (3.21)

Iz nejednakosti () slijedi da je niz (x;) izracunljiv u (X, d, «).

Dokazimo da je skup {x; |i € N} gustu S. Nekasus € Sie > 0. Odaberimo
pozitivan r € Q takav da je r < £/2. Buduéi da je niz a gust u (X, d) postojin € N
takav da je

d(s,a,) <r.

Slijedi da je s € K(a,,,r). Odaberimo I € N takav da je
(lxnl 7‘) = (AZ/PZ)-
Tadajes € I}, dakle; N S # @, pa postoji i € N takav daje I = g(i).

Imamo s € ;) Sto zajedno sa (3.21)) daje
d(s,x;) < 204

=20
=2r
<E&.

Dakle d(s, x;) < €. Prema tome skup {x; | i € N} je gustu S. O]

Definicija 3.22. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) niz u X, tea € X. Za tocku
a kazemo da je gomiliste niza (x,;) ako za svaki ¢ > 0isvaki N € N postojin > N
tako daje d(x,,a) < e.
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Teorem 3.19. Neka je (X, d) metricki prostor, K kompaktan skup u (X, d), te (x,,)
niz u K. Tada postoji a € K tako da je 2 gomiliSte niza (x,,) u (X, d).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada
(VaeK) (e, >0) (AN, eN) x, &€K(a,e,), Vn>N,. (3.22)

Familija skupova
{K(a,e,) |a € K}

je ocito otvoreni pokriva¢ skupa K u metrickom prostoru (X,d). Buduéi da je K
kompaktan, postoje a4, ..., a; € K takvi da je

K C K(ay,€4,) U ... UK(ag, &,,)- (3.23)

Definirajmo
n=max{N,,..,Ny }.
Imamon > N, ,...,n 2 N, , paiz () slijedi
X, & K(ay, €,,), ..., %, & K(ag, €;,)-

Prema tome
X, & K(al,eul) U..uU K(ak,eak),

no to je u kontradikciji s inkluzijom () jerje x,, € K. Prema tome vrijedi tvrdnja
teorema. O

Propozicija 3.20. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) Cauchyev niz u (X,d), te a
gomiliSte niza (x,) u (X,d). Tada (x,,) teZi prema a.

Dokaz. Neka je ¢ > 0. Bududi daje (x,,) Cauchyev niz imamo da
(Ing € N) d(x,,x,,) <e/2, Vm,n > ny.

Nadalje, buduci da je a gomiliste niza (x,,) postoji n; > ny tako dajed(x,,a) < €/2.
Uzmimo n > nj. Imamo

d(x,,a) < d(x,,x,,) +d(x, ,a)
<€ef2+¢/2
= E&.

Dakle d(x,,,a) < e. Time je tvrdnja dokazana. O
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Korolar 3.21. Neka je (X, d) metri¢ki prostor, te neka je K kompaktan skup u (X, d).
Tada je K potpun u (X, d).

Dokaz. Neka je (x,,) Cauchyev niz u (X,d) takav da je x, € K za svakin & N.
Prema prethodnom teoremu (teorem @) postoji a € K takav da je a4 gomiliste
niza (x,,) u (X,d). Prema prethodno j propoziciji vrijedi x,, - a. Prema tome K je
potpun skup u (X, d). O

Korolar 3.22. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor, te neka je K neprazan
izracunljiv skup u (X, d, w). Tada postoji izracunljiv niz (x;) u (X,d, a) takav da je
skup

{x;1i € N}

gust u K.

Dokaz. Prema teoremu skup K je rekurzivno prebrojiv. Skup K je kompaktan
(po definiciji), pa iz prethodnog korolara slijedi da je K potpun u (X, d). Tvrdnja
sada slijedi iz teorema 3.18§. O

Lema 3.23. Neka je (X, d) metricki prostor, te nekasu S, T C X takvidaje T gustu
S. Neka je U otvoren skup u (X, d) takavdaje U NS # 0. TadajeUNT # 0.

Dokaz. Prema pretpostavci postoji x € S takav da je x € U. Iz ¢injenice da je U
otvoren slijedi da postoji ¥ > 0 takav da je K(x,7) C U. Kako je T gust u S postoji
y € T takav dajey € K(x,r). Slijedidajey € U. Prema tome UNT # . O

Propozicija 3.24. Nekaje (X, d, a) izracunljiv metricki prostor, te neka je S zatvoren
u (X, d). Pretpostavimo da postoji izracunjiv niz (x;) u (X, d, «) takav da je skup

{x1j € N}
gust u S. Tada je S rekurzivno prebrojiv u (X, d, a).
Dokaz. Neka je i € N. Koriste¢i prethodnu lemu zaklju¢ujemo da je
[NS#0 = (FFeN)x €1, (3.24)

Neka je

Q={Gj) eN?|x; €L}.
Vrijedi

={G,j) e N2 |d(x;,\;) < p;} .
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Sada analogno kao $to smo u dokazu teorema dobili da je (), rekurzivno pre-
brojiv, dobivamo da je () rekurzivno prebrojiv. Prema ekvivalenciji () za svaki
i € N vrijedi [; N S # @ ako i samo ako postoji j € N tako da je (i,j) € Q. Iz ovoga
i Teorema o projekciji (propozicija p.5) slijedi da je skup

{ieN|;nS+ 0}
rekurzivno prebrojiv. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Definicija 3.23. Neka je (X, d, ) izra¢unljiv metricki prostor. Neka jen € N, te
neka su By, ..., B,, racionalne otvorene kugle u (X, d, «). Tada za

ByuU...UB,
kazemo da je racionalan otvoren skup u (X, d, a).

Definicija 3.24. Neka je (X, d, «) izrac¢unljiv metricki prostor. Za j € N definiramo

= In

ie[j]

Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor. Za svakij € N vrijedi da je ]j raci-
onalan otvoren skup u (X, d, «). S druge strane, ako je U racionalan otvoren skup
u (X,d,a), onda je

U :IiO u... Ulin

za neke iy, ...7, € N, pa ako odaberemo j € N tako daje [j] = {iy,...i,} onda je
U = J;. Dakle

{11j e N}

je familija svih racionalnih otvorenih skupova u (X, d, a).

Definicija 3.25. Neka je (X, d, «) izrac¢unljiv metricki prostor. Za kompaktan skup
Ku (X,d) kazemo da je poluizracunljiv u (X, d, «) ako je skup

{fenikcy)

rekurzivno prebrojiv.
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3.2 IZRAéUNL]IVOST U PROSTORU KOMPAKTNIH SKUPOVA

Propozicija 3.25. Nekaje k € N\ {0}, te neka je f : N¥*1 — N rekurzivna funkcija.
Neka je g : N¥1 - N funkcija definirana sa

g(x,y) =max{f(x,0),....f(x,y)}, x€ Nk, y € N.
Tada je g rekurzivna.

Dokaz. Nekaje F : N - N funkcija definirana s
F(x) =f(x,0), Vxe& Nk
Ocito je F rekurzivna funkcija.
Neka je ¢ : N2 - N
@(a,b) = max {a, b}.
Prema primjeru B funkcija @ je rekurzivna. Neka je H : N*¥2 — N funkcija defi-
nirana sa
H@,x,y)=¢@f(x,y+1)).
Funkcija H je o¢ito rekurzivna. Neka su x € N, y € N. Vrijedi

g(x,y+1) =max{f(x,0),...,f(x,y+ 1)}
= @ (max{f(x,0),....f(x,},f(x,y+ 1))

=@y, fxy+1)

=H (g(x,y),x,y).
Dakle

gy+1) =H(@EQxy),xy). (3-25)
Nadalje imamo (x,0) = f(x,0), paje

§(x,0) = F(x). (3.26)

Iz jednakosti () i () slijedi da je ¢ dobivena primjenom primitivne rekurzije
na funkcije F i H, pa je stoga rekurzivna. O

Korolar 3.26. Neka je k € N\ {0}. Neka je f : N**1 — N rekurzivna funkcija, te
B : N¥ - N rekurzivna funkcija. Neka je i : N¥ — N funkcija definirana s

h(x) = max{f(x,i) |0 <i < B(x)}.

Tada je h rekurzivna.
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Dokaz. Neka je ¢ : Nk*1 - N rekurzivna funkcija iz prethodne propozicije. Tada
je

h(x) = g(x,B(x)), Vxe Nk
pa slijedi tvrdnja korolara. O

Propozicija 3.27. Neka je k € N\ {0}, te neka je f : N¥*1 — Z rekurzivna funkcija.
Neka je ¢ : N**1 — Z funkcija definirana sa

g(x,y) =max{f(x,0),....f(x,y)}, x€ N¥k, y € N.
Tada je g rekurzivna.

Dokaz. Definirajmo funkciju i : N¥*1 — N na sljede¢i nacin

h(x,y) = max{[f(x,0)],...,[fx,y)|}.

Prema prethodnoj propoziciji funkcija / je rekurzivna. Definirajmo funkciju I' :
Nk+2 7Z,
T(x,y,i) =f(x,i) +h(x,y), x€NFK yieN.

Lako zaklju¢ujemo da je funkcija I' rekurzivna.
Neka je L : N¥1 — 7 funkcija definirana sa

Lx,y) = g(x,y) + h(x,y), x €Nk yeN.
Zasve x € N, y € N vrijedi
L(x,y) = max{f(x,0),...,f(x,y)} + h(x,y)

= max {f (x,0) + h(x,y), ..., f(x,y) + h(x,y)}
=max{I'(x,y,i) |0<i<y}.

Iz definicije funkcija I i & slijedi da je
I'(x,y,i) >0, Vie{0,..,y}.
Stoga je
L(x,y) = max{|['(x,y,i)|10<i<y}.
Nekaje : Nk - N, B(x,y) =y, x € Nk, y € N. Tada je
LG y) = max{|[l'(x,y, D[ 10 <7< Blx,y)}

Iz prethodnog korolara slijedi da je funkcija L rekurzivna kao funkcija N+ — N.
Iz
g(x,y) =Lx,y) —h(x,y), VxeNK yeN

slijedi da je ¢ : N¥*1 — Z rekurzivna funkcija. O
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Posve analognim zaklju¢ivanjem kao i u dokazu korolara zaklju¢ujemo da
vrijedi sljedeca tvrdnja.

Korolar 3.28. Neka je k € N\ {0}. Neka je f : N**1 — 7Z rekurzivna funkcija, te
B : N¥ - N rekurzivna funkcija. Neka je i : N¥ — Z funkcija definirana s

h(x) = max{f(x,i) |0 <i<B(x)}.
Tada je h rekurzivna.

Propozicija 3.29. Neka je k € N\ {0}, te neka je f : N¥*1 — Q rekurzivna funkcija.
Neka je g : N¥*1 - Q funkcija definirana sa

g(x,y) = max {f(x,0),...,f(x,y)}, x € NK yeN.
Tada je g rekurzivna.

Dokaz. Bududi da je f rekurzivna postoje rekurzivne funkcije u : NF1 - Ziv :
Nk+1 - N tako da je

fx,i) = % v(x,i) # 0, Vx € Nk, Vi € N,

Definirajmo funkciju i : N¥*1 — N na sljede¢i na¢in
hix,y) =v(x,0)-...-v(x,y).
Prema propoziciji @ funkcija h je rekurzivna. Neka su x € N¥ii € N. Tada je

(x,y) = max u(x,0) ux,y)
s = v(x,0)" " v(x,y)

h(x,y) o)
= max u(x,0) - lv(x,g)J u(x,y) - lW,}y/)J
= h(x/]/) sy h(x’y) ’

paje

max {u(x,0) | 5y | o uey) | 5557 |
h(x,y) '

g, y) = (3-27)

Neka je H : Nk+2 - 7,

H(x,y,1) = u(x,i) - Vl(x’y) | .

v(x,1)
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Funkcija H je rekurzivna (primjer B). Neka je H : N¥*2 - 7 funkcija definirana
sa
H(x,y) = max{H(x,y,i) |0 <i<y}.

Vrijedi

H(x,y) = max{H(x,y,i) 10 < i < B(x, )}
gdje je B : N¥*1 N projekcija na zadnju koordinatu. Iz korolara zakljucuje-
mo da je H rekurzivna funkcija. 1z (3.27) slijedi da je

_Hw,y) v
gx,y) = Ry Vx e N¥, Vy eN,

pa je time propozicija dokazana. O
Sada vrijedi sljededi korolar, a dokazali bi ga analogno kao i korolar .

Korolar 3.30. Neka je k € N\ {0}. Neka je f : N+ — Q rekurzivna funkcija, te
B : N¥ - N rekurzivna funkcija. Neka je i : N¥ — Q funkcija definirana s

h(x) = max {f(x,i) |0 <i<B(x)}.
Tada je h rekurzivna.
Lema 3.31. Nekajen € N, e >0, teay,...,a, € Rib,...,b, € R takvi da je
la, —b;| <e, Vie{0,.., n}. (3.28)

Tada je
|max {ag, ..., a,} — {bg, ..., b, }| < e.

Dokaz. Nekasup,q € {0,...,n} takvi da je

a, = max{ag, ..., a,} (3.29)
b, = max {b, ..., b,}. (3.30)
Tvrdimo da je
jay — by < (3-31)
Pretpostavimo suprotno. Tada je
by<a,—¢
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ili
bq > a, + €.
Pretpostavimo da je b, < a,, — ¢. Iz nejednakosti () slijedi da je
bp S <ap —€a, + s>

pa imamo

quap—£<bp,

odnosno b, < b, §to je kontradikcija s jednakosti 3.30). Pretpostavimo sada da je
by, 2 a, + ¢ Tadajea, < b, — ¢, aiz nejednakosti (-28) je

a; € <bq—e,bq+£>.

Stoga je

a qu—s<aq

P
sto je kontradikcija s jednakosti (@). Prema tome vrijedi nejednakost (@). O

Propozicija 3.32. Nekaje k € N\ {0}, te nekaje f : N¥+1 — R rekurzivna funkcija.
Neka je g : N¥*1 — R funkcija definirana sa

g(x,y) = max{f(x,0),...,f(x,y)}, x€ Nk, y € N.
Tada je g rekurzivna.

Dokaz. Neka je F : NF2 — Q rekurzivna aproksimacija od f. Neka je G : Nk+2 —
Q funkcija definirana s

G(x,v,j) = max {F(x,0,/),..., F(x,y,/)}, Vxe€ Nk, y,jeN.

Iz propozicije lako zaklju¢ujemo da je G rekurzivna. Neka su x € N¥, tey,j €
N. Zasvakii € {0, ...,y} vrijedi

If (x,i) — F(x,i,j)| <27,
paizleme @ zaklju¢ujemo da je
lg(x,v) — G(x,y,j)| < 27.

Prema tome G je rekurzivna aproksimacija od g, odnosno g je rekurzivna. O
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3 IZRACUNLJIVOST U METRICKIM PROSTORIMA

Konacno, vrijedi i sljedeci korolar, a dokazali bismo ga analogno korolaru .

Korolar 3.33. Neka je k € N\ {0}. Nekaje f : N¥+1 - R rekurzivna funkcija, te
B : N¥ - N rekurzivna funkcija. Neka je i : N¥ - R funkcija definirana s

h(x) = max {f(x,i) | 0 <i < B(x)}.
Tada je h rekurzivna.

Korolar 3.34. Neka je k € N\ {0}. Neka je f : N¥1 — R rekurzivna funkcija, te
B : N¥ - N rekurzivna funkcija. Neka je i : Nk — R funkcija definirana sa

h(x) = min {f(x,i) |0 <i < B(x)}.
Tada je h rekurzivna.
Dokaz. Za svaki x € NF vrijedi
h(x) = —max {—f(x,i) |0 <i < B(x)}.
Tvrdnja slijedi iz prethodnog korolara. O
Napomena 3.5. Neka je k € N\ {0}, te neka su S1,5, C Nk rekurzivni skupovi,

takvidajeS; NS, = BiS; US, = NK. Nekasufy,f, : NF - Q rekurzivne funkcije,
te neka je F : NK — Q funkcija definirana sa

_ fix), x€85

F = . .
) {fz(x), X €S, (3:32)

Tada je F rekurzivna, Sto lako slijedi iz propozicije @ Nadalje, ako su f;, f> : NF —
R rekurzivne funkcije, onda je F : N¥ - R definirana kao u (@) takoder rekur-
zivna.

Korolar 3.35. Neka je k € N\ {0}, te neka su f,g : N¥ —» R rekurzivne funkcije.
Neka je i : N¥ —» R funkcija definirana sa

h(x) = max {f (x),g(x)}.

Tada je h rekurzivna.
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Dokaz. Definirajmo F : N¥*1 — R na sljede¢i nacin

F(x,i) = {f(x)’ =9
gx), i>0.

Prema napomeni @ funkcija F je rekurzivna, a vrijedi
h(x) = max{F(x,i) |0<i<1}.
Prema korolaru @ funkcija & je rekurzivna. O

Neka je (X,d) metricki prostor. Neka su A i B neprazni kompaktni skupovi u
(X,d). Odaberimo z € X. Neka je

U={K(,r)|r>0}.

Tada je U otvoreni pokriva¢ skupa A u metri¢kom prostoru (X, d), pa iz ¢injenice
da je A kompaktan slijedi da postojen € Nir,...,r, > 0 takvi daje

A CK(z,19) U...UK(z,1,).
Neka je t = max {r, ..., 1, }, tada je
A C K(z,t).

Analogno je B C K(z,s) zas > 0.
Neka je r = max{s,t}. Nekasux € Aiy € B. Tadasux,y € K(z,7), paje
d(x,y) < 2r. Stoga je
A =5, B.

Dakle skup
{e>0]A =, B}

je neprazan.
Neka je K skup svih nepraznih kompakinih skupova u (X, d). Definirajmo d; :
K x K - R kao

dy(A,B) =inf{e > 0| A ~, B}.

Tvrdimo da je dy metrika na K.
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3 IZRACUNLJIVOST U METRICKIM PROSTORIMA

Ocito je dy(A,B) > 0 zasve A,B € K. Nekaje A € K. Tadaje A ~, A za svaki
¢ > 0. Stoga je

dg(AA) =inf{e >0 A =, A}
= inf (0, co)
=0.

Dakle di (A, A) = 0.

Obratno. Pretpostavimo da su A, B € K takvi da je di; (A, B) = 0. Tvrdimo da je
A =B.

Pretpostavimo suprotno. Tada vrijedi A € Bili B € A. Pretpostavimo da A € B.
Tada postoji a € A takav da x & B, odnosno x € B°. No B¢ je otvoren skup jer je B
zatvoren. Stoga postoji > 0 tako da je

K(x,r) C B.

Pretpostavimo da je ¢ > 0 takavdajee < riA =, B. Iz x € A slijedi da postoji
y € Btakavdajed(x,y) < e. Slijedid(x,y) < r, paje

y € K(x, 1)

sto je ocito kontradikcija s ¢injenicom da je K(x,7) C B°. Ovo znaci da niti jedan
element skupa
{e>0]A =, B}

nije manji od r. Dakle r je donja meda ovog skupa. 1z ovoga zaklju¢ujemo da je

No to je u kontradikciji s ¢injenicom da je dy (A, B) = 0. Analogno dobivamo da
pretpostavka B € A vodi na kontradikciju. Prema tome

A=B.
Nekasu A, B € K. O¢ito je A ~, B ako i samo ako je B =, A, prema tome vrijedi

Neka su A, B,C € K. Pretpostavimo dasu A,y > 0takvidaje A =) BiB =, C.
Tada vrijedi
z/\‘i‘ﬂ C
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Naime, ako je 2 € A onda postoji b € B tako da je d(a,b) < A, te nadalje postoji
c € Ctakodajed(b,c) < pu. Sadajed(a,c) < A+ u. Dakle za svakia € A postoji
¢ € C tako da vrijedi

d(a,c) <A+ pu.

Analogno dobivamo da za svaki ¢ € C postoji a € A tako da vrijedi
d(c,a) < p+ A
Uocimo sljedece. AkosuK,L € Kir >0 takodajedy(K,L) <rondaje
K =, L.
Naime, iz definicije broja dy; (K, L) slijedi da r nije donja meda skupa
{e>0| K=, L},

pa stoga postoji € > OtakavdajeK =, Lie <r,atadajeiK =, L.
Dokazimo sada da je

Nekajee > 0. Izdy (A, B) < dy(A,B) + ¢/2 slijedi

A Xy (A,B)+e/2 B.
Analogno

B Rdy(B,C)+e/2 C.
Prema dokazanom vrijedi

Ndy (A,B)+dy (B,C)+e C-
Buduéi daje dy(A,C) =inf{r > 0] A =, C} vrijedi
Stoga je

Ovanejednakost vrijedi za svaki e > 0, pa zaklj¢ujemo dajed (A, C)—(dy (A, B) + dy(B,C)) <
0. Stoga je
dy(A,C) <dy(A,B) +dy(B,C).

Prema tome dy; je metrika na K. Za dy; kazemo da je Hausdorffova metrika.
Neka je (X, d) metricki prostor. Zax € XiSC X, S # @ definiramo

d(x,S) =inf{d(x,s) | s € S}.
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3 IZRACUNLJIVOST U METRICKIM PROSTORIMA

Propozicija 3.36. Neka je (X,d) metricki prostor. Neka sum,n € Niay,...,a,,
by, ..., b, € X. Nekasu A = {ay,...,a,} 1B = {by, ..., b,,}. Tadaje

di; (A, B) = max {ggaél d(ai,B),Org%él d(bj,A)}.

Dokaz. Uvedimo oznake

A = max d(a;, B),

0<i<n

d = max{A, u}.
Pretpostavimo da je ¢ > 0 takav daje A ~, B. Nekajei € {0,...,n}. Tada postoji
j €10,...,m} takav daje d(a;, bj) < ¢e. Slijedid(a;, B) < €. Dakle ovo vrijedi za svaki
i €{0,..,n}pajeAd < e. Analognojeipu < e. Dakle § < ¢. Kako je 6 donja meda
skupa {e > 0| A ~, B} vrijedi

Nekaje e > 0. Zasvakii € {0, ..., n} vrijedi
d(a;, B) <.
Dakle za svakii € {0, ...,n} postojij € {0, ..., m} tako da je d(a;, bj) <4, 4.
d(ai,bj) <d+e.
Analogno, za svakij € {0, ..., m} postoji i € {0, ..., n} tako daje
d(b]-,al-) <Jd+e.

DakleA %5_{_8 Bt]

Bududi da ovo vrijedi za svaki € > 0 to je
dy(A,B) < 6.

Time je tvrdnja dokazana. O
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Lema 3.37. Neka je (X, d, a) izra¢unljiv metricki prostor. Tada je funkcija 7 : N2 —
R definirana sa

r)/(zr]) = d(ai/ A])
rekurzivna.

Dokaz. Zasvei,j € N vrijedi
¥(i,j) = min {d(zxi,ag)p) 10<p sf},

pa tvrdnja slijedi iz korolara M O

Neka je (X, d, ) izrac¢unljiv metri¢ki prostor. Neka je K skup svih kompaktnih
nepraznih skupova u (X, d), te neka je d;; Hausdorffova metrika na K.

Svaki konacan podskup od X je o¢ito kompaktan u (X, d). Stoga je A; € K za
svakii € N.

Tvrdimo daje niz A = (A;),. gust u (K, dy). NekasuK € Kie > 0. Nekaje

U = {K(a;e/2) | i € N}.

Oxito je U otvoreni pokriva¢ skupa K. Bududi da je K kompaktan postoje iy, ..., i,, €
N takvi da je

K C K&, €/2) U ... U K(a; ,€/2). (3-33)
Pri tome moZemo pretpostaviti da je
K(a;,e/2)NK#®, Vpe{0,..,n}. (3.34)
Tvrdimo da je
K zg/z {“Z‘O,...,az‘n}. (3‘35)

Neka je x € K. Tada prema inkluziji (@) postoji p € {0, ...,n} takav daje x €
K(zxip, €/2), paje stoga

d(x,zxip) < €/2.
Obratno. Akoje p € {0,...,n} prema nejednakosti (M) postoji x € K takav da je
X e K(rx,-p, e/2), 1.

d(zxip,x) <¢/2.

Odaberimo j € N takav da je
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3 IZRACUNLJIVOST U METRICKIM PROSTORIMA

Prema relaciji (@) vrijedi
K %8/2 A],

pajedy (K, A]-) < ¢/2, odnosno
dH(K,A]) < &

Time smo dokazali da je A gust niz u (K, dg).
Tvrdimo da je (K, dpy, A) izracunljiv metri¢ki prostor. Dovoljno je jo provjeriti
dajef :N? > R
f(lr]) = dH(Air A])

rekurzivna funkcija.
Neka su i,j € N. Koriste¢i propoziciju E dobivamo

Ay (Moo Ay) = dn ({2, o {500, 1)
= max {523;‘;7 (@)pf) maxy (@p,i)},

gdje je v funkcija iz leme @
Definirajmo funkcije 71,7, : N2 » R na sljedeéi nacin

710,)) = max {7 ((),,/) 10 < p <7}
720, j) = max {y ((),, i) 10<p <j}.
Prema korolaru 71 i, su rekurzivne funkcije. Sada je
dH(AllA]) = maXx {71 (l/])/ ,)/2(11])} 7 VI,] S N/

paiz korolara @ slijedi da je funkcija f rekurzivna. Dakle (K, dg, A) je izracunljiv
metricki prostor.

Propozicija 3.38. Nekaje (X, d, «) izra¢unljiv metri¢ki prostor. Neka je K skup svih
nepraznih kompaktnih skupova u (X, d). Nekaje S C X. Tada je S izracunjliv skup
u (X, d,a) ako i samo ako je S izracunjiva toc¢ka u (K, dy, A).

Dokaz. Pretpostavimo da je S izra¢unljiva to¢ka u (K, dp, A). Tada postoji rekur-
zivna funkcija f : N — N takva da vrijedi

A (S, Ary) <275, VkeN.
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3.2 IZRAéUNL]IVOST U PROSTORU KOMPAKTNIH SKUPOVA

Stoga je S ~p-« Arky za svakik € N. Prema tome § je izracunljiv skup u (X, d, a).
Obratno. Pretpostavimo da je S izracunljiv u (X, d, «). Tada postoji rekurzivna
funkcijaf : N — N takva da vrijedi

S %2—k Af(k), Yk (= N.

Stoga je
A (S, Argy) <275, Vk eN.

No tada je di (S, Afk41)) < 27k za svaki k € N. Prema tome S je izratunljiva to¢ka
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SAZETAK

U radu se proucava izracunljivost metrickih prostora i skupova u metrickim
prostorima. Uvode se pojmovi izracunljive tocke i izracunljivog niza. Pokazuje se
da je euklidski prostor izra¢unljiv metricki prostor.

Definiramo izracunljiv skup izrac¢unljivog metrickog prostora i rekruzivno prebro-
jiv skup u takvom prostoru. Dolazimo do rezultata kako je svaki izrac¢unljiv skup
rekurzivno prebrojiv, te kako svaki rekurzivno prebrojiv, neprazan i potpun skup
sadrzi gust izrac¢unljiv niz.

Promatramo prostor kompaktnih skupova (K, dy;) nekog izra¢unljivog metri¢-
kog prostora (X,d) uz Hausdorffovu metriku. Pokazujemo kako je (K,dy) jedan
izrac¢unljiv metricki prostor, te kako su svi izrac¢unljivi skupovi u prostoru (X, d)
upravo izrac¢unljive tocke prostora (K, dp) i obratno.
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