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Uvod

Niz vektora (z,,) u Hilbertovom prostoru H naziva se bazni okvir za H ako postoje
konstante A, B > 0 takve da vrijedi A|z||* < >°° [(z,2,)]* < B|z|* Vz € H.
Motivacija za bazne okvire je proSirenje ortonromiranih baza, tj. zelimo zadrzati
neka dobra svojstva baze, a istovremeno dobiti fleksibilniji objekt. Intuitivno, bazne
okvire mozemo shvatiti kao topoloske sustave izvodnica. Sam pojam baznih okvira
prvi su eksplicitno uveli 1952. godine R. J. Duffin i A. C. Schaeffer, iako su se sami
objekti koristili i ranije. Danas je to propulzivna teorija s mnogobrojnim primjenama
u matematici i inzenjerstvu, primjerice u teoriji operatora, kodiranju, rekonstrukciji
signala itd.

Za pozitivne realne parametre a i b Gaborov sistem generiran funkcijom g € L?(R)
je niz G(g, a,b) = (M Thag)mnez pri cemu su M, i T),, operatori modulacije i tran-
slacije. Gaborovi sistemi dobili su ime po britansko-madarskom nobelovcu Dennisu
Gaboru koji je prvi predlozio njihovu upotrebu.

Glavni cilj ovog rada je proucavanje Gaborovih baznih okvira na Hilbertovom
prostoru L?(R), odnosno zanimaju nas uvjeti da Gaborov sistem bude (Gaborov)
bazni okvir za L?(R). Da bismo to napravili, najprije trebamo razviti opéenitu teoriju
baznih okvira, pa ¢e dio ovog rada biti posvecen upravo tome.

U 1. poglavlju navodimo osnovne definicije i rezultate iz teorije normiranih pros-
tora koji su nam neophodni za daljnji rad. Nadalje, navodimo kratku diskusiju o
Fourierovoj transformaciji koja nam treba za proucavanje Gaborovih baznih okvira.

U 2. poglavlju ¢emo definirati bazne okvire i dokazati osnovna svojstva i karak-
terizacije. Takoder definiramo duale baznih okvira te dokazujemo osnovne rezultate
vezane uz taj pojam.

U 3. poglavlju proucavamo Gaborove sisteme na Hilbertovom prostoru L?(R),

odnosno zanimaju nas uvjeti na genarator g i parametre a i b da Gaborov sistem
bude bazni okvir za L*(R).



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi teorije
normiranih prostora; Fourierova
transformacija

U ovom poglavlju navodimo osnovne definicije i rezultate iz normiranih prostora
koje ¢emo kasnije koristiti u cijelom radu. Isto tako, re¢i ¢emo nesto o Fourierovoj
transformaciji koja nam je od izuzetne vaznosti za same Gaborove bazne okvire. Neki
rezultati navedeni u ovom poglavlju ne¢e nam biti vazni u daljnjim razmatranjima,
ali ih navodimo radi potpunosti pregleda. Takoder, podrazumijevamo najosnovnije
pojmove i rezultate o strukturi vektorskih prostora (pojam baze, dimenzije, (direktna)
suma potprostora itd.).

1.1 Normirani prostori

U ovom odjeljku, promatramo proizvoljne vektorske prostore (dakle, bez ograni¢anja
na dimenziju prostora) nad poljem R ili C. Pritom ¢emo za njih koristiti zajednicku
oznaku F gdje god nije vazno o kojem polju je rijec.

Definicija 1.1.1. Norma na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje
|- : X = R sa sljedeéim svojstvima:

1. ||z|| > 0,Vz € X;

2. |z =0 <= z=0;

3. ||azx| = |a|||z||, Vo € F,Vz € X;
4o e +yll <zl + llyll, v,y € X.
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Uredeni par (X, ||-||) nazivamo normiranim prostorom.

Primjer 1.1.2. Uobicajeni primjeri normiranih prostora, s pripadnim normama, su
neki od sljedecih:

F,|-|) (norma je ovdje, dakle, standardna apsolutna vrijednost u F).
™, ”Hl)’ ||(I17 7$n)||1 = Zzn:1|x1|

(
(
(F 0 ll2) s (s ) 2 = /20 il
(

Fn7 HHOO)7 H('rh 7xn>||oo — max{\xi| = ]., ,n}

Primjer 1.1.3. Sli¢no, uz oznaku C([a,b]) za vektorski prostor svih neprekidnih re-
alnih ili kompleksnih funkcija na segmentu [a,b], imamo:

(Ca, b)), 1), Il = [21F ()]t

(C(la, b)), I ll2), [1fll2 = \/ S21 £ (1) 2.

(C(la, b)) [[-llco); [ flloo = max{|f ()] : ¢ € [a, b]}.

Definicija 1.1.4. Skalarni produkt na vektorskom prostoru X nad poljem F je pres-
likavanje (-,-) : X x X = F sa sljedeéim svojstvima:

1. (x,z) >0,V € X;

2. (z,2) =0 < x =0,

3. (ax,y) = a(z,y),Va € F Vo, y € X;

4' <$1 + Zo, y> = <flf1,y> + <£l'f2, y>aV$1, T2,y € X;

5' <:E7y> = <y7x>7vx7y€ X'
Uredeni par (X, (-,-)) nazivamo unitarnim prostorom. Na proizvoljnom unitarnom
prostoru, formulom ||z|| = \/{(z,x) prirodno je zadana norma koju u nastavku podra-
2UMLIevamo.

Napomena 1.1.5. Na unitarnom prostoru X wvrijedi Cauchy-Schwarzova nejedna-
kost

[z, 9)|? < (@, 2)(y,y) Vz,yeX. (1.1)

Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori x 1y linearno zavisni.
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Primjer 1.1.6. U vektorskim prostorima iz ranijih primjera, najjednostavniji pri-
myjeri skalarnih produkata su:

(Fna <'7 >)7 <xa 3/> = Z?:l il
(C([a7 bD) <'7 >)v <f7 g> = fabf(t)mdt

Napomena 1.1.7. Umjesto (X, ||]|) i (X, (,-)) normirane, odnosno unitarne pros-
tore krace éemo (ne bas najpreciznije) oznacavati samo s X.

Definicija 1.1.8. KaZemo da niz (z,), u normiranom prostoru X konvergira prema
x € X ako vrijeds

Ve > 0,3dng € N, tako dan >ny = ||z, —z| <e.
U tom slucaju pisemo x = lim, ooy ili T, — .
Definicija 1.1.9. KaZemo da je niz (x,), u normiranom prostoru X Cauchyjev ako
vrijedi
Ve > 0,3ng € N tako da m,n >ny = ||z, — x| < e.

Lako se vidi da je svaki konvergentan niz Cauchyjev. Obrat, medutim, opc¢enito
ne vrijedi. To nas motivira za sljede¢u definiciju.

Definicija 1.1.10. KazZemo da je normirani prostor X potpun ako svaki Cauchyjev
niz u njemu i konvergira. Potpun normirani prostor naziva se Banachov, a potpun
unitarni prostor naziva se Hilbertov prostor.

Hilbertovi prostori su nam od posebnog interesa jer se u njima nalaze objekti
koje proucavamo. Sljedeé¢i primjer Hilbertovog prostora bit ¢e nam izuzetno vazan u
proucavanju baznih okvira. Dokaz da je taj prostor zaista Hilbertov moze se naci u
[1, Teorem 1.3.2].

Primjer 1.1.11. Definirajmo skup

2= {(xn)n eV . Z\xn\z < oo} .
n=1

Na 0?2 dobro je definiran skalarni produkt

<($n)n7 (yn)n> = an% .
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pri cemu ovaj red konvergira apsolutno u polju F. Jasno, tada je pripadna norma
dana s

Ukoliko gledamo nizove indeksirane po nekom prebrojivom skupu S, pisemo (*(S).
Oznaka (* podrazumijeva (*(N).

Sada navodimo neke osnovne topoloske pojmove koji ¢e nam trebati kasnije. Svi
dokazi se mogu naéi u [I, Poglavlje 1]

Definicija 1.1.12. Neka je X normiran prostor, x € X ir > 0 realan broj. Otvorena
kugla oko x radijusa r je skup

Kz, r)={y e X:|lz -yl <r}

Definicija 1.1.13. Neka je X normairan prostor. KaZemo da je skup S C X otvoren
ako je unija otvorenih kugli. Prazan skup smatramo otvorenim po definiciji. Skup
F C X je zatvoren ako je skup X \ F otvoren.

Propozicija 1.1.14. Neka je X normirani prostor. Skup S C X je zatvoren ako i
samo ako sadrzi sve limese svih konvergentnih nizova svojih ¢lanova.

Definicija 1.1.15. Zatvarac skupa S C X u oznaci S je najmangji zatvoreni nadskup
od S.

Definicija 1.1.16. Kazemo da je skup S C X gust (u X ) ako vrijedi S = X
Normirany prostor X je separabilan ako ima prebrojiv gust podskup.

Napomena 1.1.17. Prostor (? iz primjera|1.1.11 je separabilan.

Definicija 1.1.18. Skup S C X u normiranom prostoru X je ogranicen ako postoji
M > 0 takav da vrijedi ||z|| < M,Vz € S.

Definicija 1.1.19. KaZemo da je skup S C X kompaktan ako svaki niz v S ima
konvergentan podniz ciji limes je u S.

Propozicija 1.1.20. Kompaktan skup uw normiranom prostoru X je zatvoren i ogranicen.

Za kraj ove tocke definirajmo (apsolutnu) konvergenciju redova u normiranom
prostoru. Nesto vise o tome reéi ¢emo u potpoglavlju [1.3]
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Definicija 1.1.21. Neka je (z,), niz v normiranom prostoru X. KaZemo da red
o . % . .. .
Y ey Ty konvergira (obicno) prema vektoru x € X ako za niz parcijalnih suma s, =
o vrijedi ¥ = limy, o0 Sp. U tom slucaju pisemo x =37 | .
Red >"77 | 1, w normiranom prostoru konvergira apsolutno ako konvergira red ne-
negativnih realnih brojeva Y, ||zl

Intuitivno, apsolutna konvergencija je jaca od obicne (primjerice, to je jasno u
polju). Medutim, u opéenitom normiranom prostoru apsolutna konvergencija ne
povlaéi obi¢nu. U potpunom prostoru ta tvrdnja ¢e vrijediti. Stovise, potpunost
prostora mozemo karakterizirati pomoc¢u redova. Dokaz se moze naéi u [I, teorem
1.1.34).

Teorem 1.1.22. Normirani prostor X je potpun ako i samo ako svaki apsolutno
konvergentan red konvergira i obiéno u X. U tom slucaju vrigedi ||> 07 x,| <

2nzillzall:

1.2 Operatori na normiranim prostorima

U ovom potpoglavlju usredotoc¢it ¢emo se na linearne operatore u normiranim, a od
posebnog znacaja bit ¢e nam rezultati za operatore na Hilbertovim prostorima.

Definicija 1.2.1. Neka su X i Y normirani prostori, c€ X ¢ f : X — Y. KaZemo
da je funkcija f neprekidna u tocki ¢ ako vrijedi:

Ve > 0,30 > 0 tako da ||z — || <d = ||f(z) — f(o)| < e.

Kazemo da je funkcija f neprekidna na X ako je neprekidna u svakoj tockic € X.

Napomena 1.2.2. Norma na X je neprekidna funkcija na X (u kodomeni, jasno,
gledamo R s apsolutnom vrijednoscu).

Navedimo jednu korisnu jednostavnu karakterizaciju neprekidnosti u tocki.

Propozicija 1.2.3. Neka su X Y normirani prostori, c € X i f : X — Y. Funkcija
f je neprekidna u tocki c ako i samo ako za svaki niz (x,), takav da je ¢ = lim,,_, T,

vrijedi f(c) = lim, o f(xy,).

Definicija 1.2.4. Neka su X 1Y normirani prostori 1 A : X — Y linearni operator.
KazZemo da je operator A ogranicen ako postoji konstanta M > 0 takva da vrijedi

[Az|| < M||z]|, Vre X, (1.2)
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Napomena 1.2.5. Neka su X i Y normirani prostori. Skup svih ogranicenth opera-
tora s X u'Y oznacavamo s B(X,Y). Ako je Y =F, prostor B(X,F) zovemo dualan
prostor 1 oznacavamo S X'

Lako se wvidi da je uz standardno zbrajanje i mnoZenje skalarom po tockama
B(X,Y) vektorski prostor. Stovise, taj prostor mozemo opskrbiti i normom:

[A[] = sup{[[Az]| - [l«] < 1}. (1.3)

Ovu normu zvat éemo operatorska norma. Lako se vidi da je broj ||Al najmanja
konstanta za koju vrijedi . Navedimo za kraj jos jednu korisnu karakterizaciju
operatorske norme:

[A[l = sup{[|Az[] : [lz]| = 1}. (1.4)

Teorem 1.2.6. Neka su X 1 Y normirani prostori te neka je A : X — Y linearan
operator. Sljedece turdnje su medusobno ekvivalentne:

(a) A je neprekidan u nekoj tocki c € X,
(b) A je neprekidan na X,
(c) A je ogranicen.

Napomena 1.2.7. Kombinirajuéi prethodni teorem i propoziciju lagano dobi-
vamo sljedecu tvrdnju.

Ako su niz (z,), u X i v € X takvi da je x =Y " | @y, te ako je A € B(X,Y),
onda je Ax =" | Az,.

Definicija 1.2.8. Neka su X i Y normirani prostori i A € B(X,Y). KaZemo da je
operator A ogranicen odozdo ako postojgi konstanta m > 0 takva da vrijedi

Az > mllz||, Vze X. (1.5)

Sada ¢emo navesti neke kljucéne rezultate za operatore na Hilbertovim prostorima.
Dokazi tvrdnji mogu se naéi u [1, Poglavlje 2.2].

Teorem 1.2.9. Neka su H i K Hilbertovi prostori i A € B(H,K). Tada postoji
jedinstveni operator A* € B(K, H) sa svojstvom (Ax,y) = (x, A*y),Vo € H,Vy € K.
Pritom za sve skalare aq, e 1 sve operatore A, Ay, Ay € B(H, K) vrijedi (a3 A +
g Ap)* = oA} + oAy, (A%)* = A, ||A*]| = ||A]| i ||[A*A]| = ||A]|?. Osim toga, ako se
operatori A i B mogu komponirati, vrijedi (AB)* = B*A*.

Napomena 1.2.10. U opcenitom unitarnom prostoru gornji teorem ne vrijeds.
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Definicija 1.2.11. KaZe se da je operator A* iz prethodnog teorema hermitski adjun-
giran operatoru A. Ako je X unitaran prostor i A € B(X) takav da postoji A* € B(X)
kazemo da je operator A:

- hermatski, ako je A = A*,

- unitaran, ako je AA* = A*A =1,

- normalan, ako je AA* = A*A.

Napomena 1.2.12. Za unitaran operator U vrijedi
(Uz,Uy) = (2, U"Uy) = (z,y).

Dakle, unitaran operator cuva skalarni produkt, pa onda i normu. Stovise, lako se
wvidi da ako je operator surjektivna izometrija, onda je i unitaran.

Definicija 1.2.13. Neka je X unitaran prostor ¢+ S C X. Ortogonalni komplement
skupa S je skup
St={yeX:{(r,y)=0,VrcS}

Napomena 1.2.14. Ortogonalni komplement proizvoljnog podskupa unitarnog pros-
tora X je zatvoreni potprostor od X i vrijedi SN S+ = {0}.

Teorem 1.2.15 (Rieszov teorem o projekciji). Neka je H Hilbertov prostor i
M < H zatvoreni potprostor. Svaki vektor x € H dopusta jedinstven prikaz oblika
r=a-+bpri éemujea € M ib € M*. Preslikavanje P : H — H definirano s
Pz = a je ogranicen linearni operator za kojeg vrijedi P> = P i |P|| = 1 (osim kad
je M = {0}, tada je naravno P =0).

Napomena 1.2.16. Vektor a iz prethodnog teorema zove se ortogonalna projekcija
vektora x na potprostor M, a operator P zove se ortogonalni projektor na M.

Napomena 1.2.17. Pretpostavimo da se Hilbertov (ili opéenitije normirani) prostor
moZe rastaviti na direktnu sumu zatvorenih potprostora H = X+Y (opéenito, direktni
komplement zatvorenog potprostora ne mora biti zatvoren). I u tom slucaju svaki
h € H dopusta jedinstveni prikaz oblika h = x +y,x € X,y € Y. Tada je operator
F definiran s Fh = x ogranic¢en i vrijedi F? = F. Vektor x zovemo kosa projekcija
vektora h na X, a operator F' zovemo kosi projektor na X paralelan s Y. Obratno,
svaki ograniceni operator F takav da je F? = F je kosi projektor na svoju sliku
paralelan jezgri.

Propozicija 1.2.18. Neka su H i K Hilbertovi prostori i A € B(H,K). Tada je

N(A) = (R(A))*, N(A*) = (R(A))*, R(A) = (N(A"))* i R(A*) = (N(A))*.
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Teorem 1.2.19 (Rieszov teorem o reprezentaciji). Neka je H Hilbertov prostor i
f € H'. Tada postoji jedinstveni vektor b € H takav da vrijedi f(z) = (x,b),Vo € H.
Nadalje, operatorska norma funkcionala f jednaka je ||b|.

Definicija 1.2.20. Neka je H Hilbertov prostor. Za operator A € B(H) kaZemo da
je pozitivno semidefinitan i pisemo A > 0 ako je A hermitski i ako vrijedi (Ax,x) >
0,Vr € H.

Za A, B € B(H) definiramo uredaj s A< B <= B—A>0.

Teorem 1.2.21. Neka je H Hilbertov prostor i A € B(H), A > 0. Tada postoji
jedinstveni operator B € B(H) takav da je B > 0 i B> = A. Ako za operator
C € B(H) vrijedi AC = C'A, onda vrijedi i BC' = CB.

Napomena 1.2.22. Operator B iz prethodnog teorema naziva se korijen operatora

A i oznacéava s B = VA.

Iduci teorem svojevrsni je princip uniformne ogranicenosti na Hilbertovim pros-
torima, a govori nam da je svaki slabo ogranic¢en skup i ogranicen (S C H je slabo
ogranicen ako je za svaki f € H skup {|f(z)| : * € S} ogranicen u R). Dokaz
teorema moze se naci u [I, teorem 5.3.9].

Teorem 1.2.23. Neka je T' podskup Hilbertovog prostora H sa sljedecim svojstvom.:
Va € H,3C(a) > 0 tako da vrijedi |(x,a)| < C(a), VzeT.
Tada je T ogranicen, tj. postoji M > 0 takav da je ||z|| < M, VzeT.

Za kraj ovog potpoglavlja, navedimo par fundamentalnih teorema funkcionalne
analize: principe uniformne ogranic¢enosti i teorem o zatvorenom grafu. Dokazi ovih
teorema mogu se naéi u [I, Poglavlje 6].

Teorem 1.2.24 (Banach-Steinhaus, princip uniformne ograni¢enosti). Neka
je X Banachov, a 'Y normiran prostor, te neka je F C B(X,Y") proizvoljna familija
ogranicenih opearatora sa X uY . Pretpostavimo da za svaki x € X vrijedi sup{||Tx|| :
F € F} < 0. Tada vrijedi i sup{||F|| : F € F} < 0.

Teorem 1.2.25. Neka je X Banachov, a Y mnormiran prostor, te neka je F C
B(X,Y) proizvoljna familija ogranicenih operatora s X uw Y. Tada je ekvivalentno

(a) F je uniformno ogranicena (sup{||F||: F € F} < >);
(b) F je jako ogranicena (sup{||Fz| : F € F} < oco,Vz € X);
(c) F je slabo ogranicena (sup{|f(Fz)|: F € F} < oco,Vx € X,Vf € X').
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Teorem 1.2.26 (Teorem o zatvorenom grafu). Neka su X i Y Banachovi prostori
it A: X =Y linearni operator sa zatvorenim grafom. Tada je A ogranicen.

Napomena 1.2.27. Graf funkcije f : X — Y je skup I'y = {(z, f(x)) 2 € X} C
X xXY. Na prostoru X XY moZemo uvesti normu

Gz, )l = max{[[]], [|y]]}-

Zatvorenost u prethodnom teoremu gleda se u odnosu na ovakvu normu (doduse,
mozZemo definirati alternativne norme na X X Y koje ce generirati iste otvorene,
odnosno zatvorene skupove). Takoder, lako se vidi da za proizvoljan niz ((Tn, Yn))n
X XY i proizvoljan (x,y) € X XY wrijedi

n—00 n—00 n—oo

1.3 Bezuvjetna konvergencija

U ovom potpoglavlju definirat ¢emo, i navesti neka osnovna svojstva bezuvjetne ko-
nvergencije, koja ¢e nam kasnije biti vazna i korisna. Svi dokazi mogu se naéi u [I
poglavlje 3].

Definicija 1.3.1. Neka je (x,), niz u normiranom prostoru X. KaZemo da red
Y rey @ konvergira bezuvjetno ako red Y - | To(z,) konvergira (obicéno) za svaku per-
mutaciju o skupa N.

Ocito bezuvjetna konvergencija povlaci obi¢nu. Takoder, u definiciji ne zahtije-
vamo da suma reda ne ovisi o permutaciji. Pokazat ¢e se medutim, da ta tvrdnja
stvarno vrijedi.

Teorem 1.3.2. Neka je (¢,)n niz u polju F. Tada red Y7, ¢, konvergira apsolutno
ako 1 samo ako konvergira bezuvjetno.

Teorem 1.3.3. Ako red u Banachovom prostoru konvergira apsolutno, onda konver-
gira i bezuvjetno.

Napomena 1.3.4. Za proizvoljan niz (x,), w Banachovom prostoru vrijedi:
an kvg. apsolutno — an kvg. bezuvjetno —> an kvg. obicno.
k=1 k=1 k=1

Obrat nijedne implikacije opcenito ne vrijeds.
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Za kraj ovog potpoglavlja, dat ¢emo korisnu karakterizaciju bezuvjetne konvergen-
cije iz koje ¢e, izmedu ostalog, slijediti ranije spomenuta neovisnost sume bezuvjetno
konvergentnog reda o permutaciji.

Definicija 1.3.5. Usmjeren skup je uredeni par (A, <) koji se sastoji od nepraznog
skupa A i binarne relacije < na A za koju vrijedi:

1. a<a, VYaceA;

2.a<f, <y = a<ny;

3. Za sve o, B € A postoji v € A takav da vrijedi o« <y i f < .
Primjer 1.3.6. (a) Skup N sa standardnim uredajem je usmjeren skup.

(b) Neka je S neprazan skup. Partitivni skup P(S) je usmjeren skup s relacijom
A<B < ACB.

(¢) Neka je X normiran prostor, v € X 1 O(z) familija svih otvorenih okolina od x
(familija svih otvorenih skupova koji sadrze z). Skup O(z) je usmjeren relacijom
A<B < ADB.

Definicija 1.3.7. Neka je (A, <) usmjeren skup. Svaka funkcija x : A — X naziva
se hiperniz u X. Kao i kod nizova, uobicajena je oznaka x, umjesto x(a), a sam
hiperniz oznacavamo s (Ty)aca. Ako je X mormirani prostor, kaZemo da hiperniz
(To)aca konvergira ako postoji x € X takav da vrijedi

Ve > 0,3ag € A tako da ap < o = ||z —z,][< €.

U tom slucaju pisemo x = limgyep Ty
Hiperniz (x4)aca w normiranom prostoru X je Cauchjyev ako vrijedi

Ve > 0,3ag € A tako da ap < oy, 00 = ||Ta, — Tay||< €.

Napomena 1.3.8. Svaki niz je ujedno i hiperniz © u tom slucaju se definicija ko-
nvergentnog, odnosno Cauchyjevog hiperniza poklapa sa standardnim definicijama ko-
nvergentnog, odnosno Cauchyjevog niza. Neka osnovna svojstva nizova vrijede i za
hipernizove (jedinstvenost limesa, limes zbroja, razlike, produkta itd.). Takoder, svaki
konvergentan hiperniz je Cauchyjev. Nadalje, X je potpun ako i samo ako svaki Ca-
uchyjev hiperniz konvergira.

Zelimo definirati sumu vektora indeksiranu po proizvoljnom nepraznom skupu.
Neka je stoga J proizvoljni neprazan skup i (z;);es proizvoljna familija vektora in-
deksirana po J. Oznacimo s F familiju svih konacnih podskupova od J i usmjerimo
ga relacijom: Fy} < Fy, <= F| C F5, za F|,F5, € F. Prirodno je sada gledati
hiperniz (sp)rer definiran s sp = 3. z;.
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Definicija 1.3.9. Neka je dana funkcija x : J — X pri cemu je J proizvoljan
neprazan skup, a X normiran prostor. KaZemo da je familija {z; : j € J} sumabilna
te da je vektor xg € X njezina suma ako je xo limes hiperniza (sp)per. U tom sluéaju

pisemo xo = )i ;T

Uocimo, ako je skup J konacan, gornja definicija je najobi¢nije zbrajanje vektora u
normiranom prostoru. Nas cilj je povezati bezuvjetnu konvergenciju sa sumabilnoséu
u slucaju kad je skup J prebrojiv.

Teorem 1.3.10. Neka je (x,), niz u Banachovom prostoru X. Tada je familija
{z, : n € N} sumabilna ako i samo ako red | x, konvergira bezuvjetno.

Korolar 1.3.11. Neka je (), niz u Banachovom prostoru X. Ako red Y x,
konvergira bezuvjetno, onda je Y " | Tom) = D peyq Tn 20 SvE permutacije o skupa N.

1.4 Topoloska i ortonormirana baza

U ovom odjeljku reéi ¢emo nesto najosnovnije o bazama u (separabilnim) normiranim,
odnosno unitarnim prostorima. Dokazi svih tvrdnji navedenih u ovom odjeljku mogu
se nadi u [I][Poglavlje 2.1] i [2][Poglavlje 1.2].

Definicija 1.4.1. Niz (z,), je topoloska baza (¢esto kaZemo samo baza) normiranog
prostora X ako za svaki x € X postoji jedinstveni niz skalara (a,(x)), takav da je

T = Z an (T) Ty,

n=1

Napomena 1.4.2. U gornjoj definiciji podrazumijevamo obicnu konvergenciju u X .
Takoder, lako se vidi da ako prostor X ima topolosku bazu, da je onda separabilan.

Definicija 1.4.3. Neka su X i Y Banachovi prostori. KaZemo da je baza (x,), za
X ekvivalentna bazi (Yn)n za'Y i pisemo () ~ (Yn)n ako postoji bijektivan operator
A eB(X,Y) takav da je y, = Az, za sven € N,

Teorem 1.4.4. Neka su X 1Y Banachovi prostori i neka su (), i (Yn)n baze za X
1Y respektivno. Tada je ekvivalentno

(@) (Tn)n ~ (Yn)n
b > anx, konvergira u X ako i samo ako S o~ any, konvergira u'Y .
n=1 g n=1 y g

Nama su u ovom radu posebno vazni unitarni, odnosno Hilbertovi prostori.
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Definicija 1.4.5. Ortonormiran niz (ey), w unitarnom prostoru X je ortonormirana
baza (ili krace ONB) za X ako svaki vektor x € X dopusta prikaz

[eS)
Tr = E (07551 %N
n=1

Napomena 1.4.6. Uocimo, nismo zahtijevali jedinstvenost prikaza u gornjoj defi-
niciji. Zbog neprekidnosti skalarnog produkta i ortonormiranosti niza, lako se vidi
da je o, = (x,e,). Dakle, svaka ONB je i topoloska baza unitarnog prostora X.
Zapis x =Y " (x,en)e, zove se Fourierov razvoj (red) vektora x, a skalari (z,ey)

Fouirerovi koeficijenti.

Definicija 1.4.7. KazZemo da je skup S C X fundamentalan u normiranom prostoru
X ako je spanS = X,

Teorem 1.4.8. Neka je (ey), ortonormiran niz u unitarnom prostoru X. Promo-
trimo sljedeca svojstva:

(a) (en)n je ONB za X,

(b) (en)n je fundamentalan u H, tj. Spanie, : n € N},
(c) =l* = 30t en) )

(d) (z,y) =221 {  en)en, y),

(e) (en)n je maksimalan v X, tj. ako je (x,e,) =0 za sve n, tada je nuino x = 0.

Tada vrigedi (a) <= (b) <= (¢) <= (d) = (e). Ako je X Hilbertov, onda
je svojstvo (e) ekvivalentno s preostala cetiri svojstva. Posebno, svaki separabilan
unitaran prostor ima ortonormiranu bazu.

Primjer 1.4.9. U Hilbertovom prostoru (* s e, oznacimo niz koji na n-tom mjestu
ima jedinicu, a ostalo nule. Lako se vidi da je (e,), ONB za (*. Tu bazu zovemo
kanonska baza prostora (2.

Napomena 1.4.10. Neka su H i K separabilni Hilbertovi prostori te (en)n @ (fa)n
ONB za H i K respektivno. Tada je operator T € B(H,K) definiran s Tz =
o {x,en) fr unitaran i za sve n € N vrijedi Te, = f,. Zakljucujemo, sve ONB
suth separabilnih Hilbertovih prostora su ekvivalentne.

Definicija 1.4.11. Niz (z,), u Hilbertovom prostoru H je Rieszova baza za H ako
postoje ortonormirana baza (ey,), prostora H i bijekcija T' € B(H) takvi da je z, =
Te, za sven € N.
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Teorem 1.4.12. Neka je H Hilbertov prostor. Tada vrijedi:
(a) Sve Rieszove baze za H su medusobno ekvivalentne.

(b) Ako je (xy,), Rieszova baza, K Hilbertov prostor i S € B(H, K) bijekcija, onda
je (Sxn)n Rieszova baza za K.

1.5 LP prostori i Fourierova transformacija

U ovom odjeljku definirat ¢emo Fourierovu transformaciju i iskazati neka osnovna
svojstva. No, prije toga moramo definirati ambijentne funkcijske prostore za Fouri-
erovu transformaciju i kasnije za proucavanje Gaborovih baznih okvira. Takoder,
podrazumijevamo osnovne pojmove i rezultate iz teorije mjere. Nesto vise o ovoj
temi, kao i dokazi tvrdnji, mogu se naci u [4, Poglavlje 9] i [2, Poglavlje 5.1].

Primjer 1.5.1. (a) Neka je p > 1 fiksan i neka je A Lebesqueova mjera na R. Pro-
motrimo skup svih izmjerivih funkcija f : R — C takvih da je [o|f[P dX < oo.
Na tom skupu definirajmo relaciju ~

f~g <= f=9g X-gs.

Lako se vidi da je ~ relacija ekvivalencije. Pripadni kvocijentni skup oznacavamo
s LP(R), a klase radi jednostavnosti oznacavamo s f umgesto [f]. Na LP(R) dobro

je definirana norma
171l = ( [ dA) . Vfe'(R),
R

Prostor LP(R) s ovako definiranom normom je separabilan Banachov prostor.

(b) Nama je posebno vaZan sluéajp = 2. Na L*(R) dobro je definiran skalarni produkt

(f.g) = /R fgdr Vg e L(R)

s kojim L*(R) postaje separabilan Hilbertov prostor. Uocimo da je norma |||
1zvedena 1z ovoqg skalarnog produtkta. U 3. poglaviju ovu normu cemo oznacavati
bez indeksa 2.

(¢c) Oznac¢imo s L°(R) skup svih ogranicenih izmjerivih funkcija uz raniju indentifi-
kaciju funkcija jednakih g.s. (dakle, kvocijentni skup uz gore definiranu relaciju
~ ). Na njemu definiramo normu

| flloc = inf{C >0:|f(x)] < C zag.s z <R}
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Prostor L*(R) ponekad zovemo prostorom esencijalno ogranicenih funkcija, a
pripadnu normu zovemo esencijalni supremum. Quvaj prostor je takoder Banac-
hov, ali nije separabilan.

Napomena 1.5.2. Ako je I CR, s LP(I) oznacavamo prostore definirane analogno
kao gore, s time da gledamo funkcije f : I — C i pripadnu restrikciju Lebesqueove
mgere.

Primjer 1.5.3. Za n € N definiramo funkciju e, : [0,1] — C, e,(z) = €*™™*. Niz
(€n)n je ortonormirana baza prostora L*([0,1]).

Primjer 1.5.4. Navedimo dva gusta potprostora od L*(R) koji ée nam biti izuzetno
korisni u dokazivanju tvrdnji u prostoru L*(R) (naime, nekad ée nam biti dovoljno
pokazati da neko svojstvo vrijedi na gustom potprostoru, iz cega ce slijediti turdnja na
cijelom prostoru). Nosac funkcije f : R — C je zatvara¢ skupa {x € R : f(x) # 0},
a oznacavamo ga sa supp f. Skup svih neprekidnih funkcija s kompaktnim nosacem
(obicno ga oznacéavamo s Co(R)) je gust vektorski potprostor prostora L*(R) (stovise,
turdnja vrijedi za sve 1 < p < oo, ali to nam nije vazno za daljnja razmatranja).
Nadalje, pretpostavku neprekidnosti mozZemo wublaziti. Potprostor svih ogranicenih
funkcija s kompaktnim nosacem je takoder gust u L*(R) (uocimo, neprekidna funkcija
s kompaktnim nosacem je ogranicena).

Napomena 1.5.5. Lebesgueove integrale oznacavat cemo kao Riemannove, tj. oznacavamo

9] b
/ f(x)dx umgesto /f d\ i / f(x)dx umgesto / fdA.
—00 R a [avb]

Sada definiramo Fourierovu transformaciju na L'(R).

Definicija 1.5.6. Fourierova transformacija funkcije f € L*(R) je funkcija f R —

C definirana s
o

for= [ e (1.6)

U smislu_operatora, Fourierova transformacija je preslikavanje F : L'(R) — L>(R),

F( =1

Ako promotrimo niz (e,), iz primjera [1.5.3] vidimo da je Fourierova transforma-
cija motivirana standardnim razvojem u Fourierov red u Hilbertovom prostoru (vidi
napomenu . Uoc¢imo da ova definicija usprkos tome nije dobra za svaku funkciju
iz L*(R). Medutim, postoji prostor koji je gust i u L'(R) i u L*(R), te je dodatno
zatvoren na Fourierovu transformaciju. Tada gornji operator mozemo po neprekid-
nosti progiriti s tog potprostora na L*(R). Stovise, vrijedi sljedeéi teorem. S Co(R)
ozna¢imo zatvara¢ potprostora Co(R) u normi prostora L (C¢ nije gust u L>).



POGLAVLJE 1. OSNOVNI POJMOVI TEORIJE NORMIRANIH PROSTORA;
FOURIEROVA TRANSFORMACIJA 16

Teorem 1.5.7. (a) Fourierova transformacija je ogranicen i injektivan linearni ope-
rator s L*(R) u Cy(R).

(b) Fourierova transformacija je unitaran operator na L*(R).

Sada definiramo tri osnovna funkcijska operatora koji ¢e nam biti vazni u 3. po-
glavlju.

Definicija 1.5.8. Na vektorskom prostoru svih kompleksnih funkcija realne varijable
definiramo operatore:

1. Translacija: (Tof)(x) = f(x —a), a€R.
2. Modulacija: (Myf)(z) = e*™® f(x), beR.
3. Dilatacija: (D.f)(x) =+/cf(cx), ¢>0:

Napomena 1.5.9. Translacija i modulacija su izometrije na LP(R) za 1 < p < oc.
Nadalje, na L*(R) su unitarni operatori. Operator dilatacije je izometrija (odnosno,
unitaran) na L*(R) i visekratnik izometrije na LP(R) za p # 2.

Propozicija 1.5.10. Za bilo koje a,b € R i r > 0 imamo
(a) M,T, = ¥, M,,

(b) TuD, = D, T,

(¢) D.My, = My.D,.

Posebno nas zanima djelovanje Fourierove transformacije na gore definirane ope-
ratore (naravno, uz odgovarajucu restrikciju domene).

Teorem 1.5.11. (a) Fourierova transformacija translacije je modulacija: za f €
LY(R) dli f € L3*(R) imamo

— ~

(Tof)(§) = M_o f(§) = e > f(¢). (1.7)

(b) Fourierova transformacija modulacije je translacija: za f € L*(R) ili f € L*(R)
1Mamo

(My)(€) = Tof(€) = f(& — ). (1.8)
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(c) Fourierova transformacija dilatacije je reciproéna dilatacija: za f € LY(R) ili
f € LAR) imamo

— o 1 -

D, =D = — . 1.

(Drf)(§) = D1 f(§) \/;f(f/r) (1.9)

Pritom relacije (1.7), (1.8) i (1.9) vrijede za svaki € € R ako je f € L'(R) i za
gotovo svaki & € R ako je f € L*(R).

Na kraju ovog odjeljka navodimo jedan klasicni teorem iz teorije mjere koji ¢e
nam trebati za racune u 3. poglavlju.

Teorem 1.5.12 (Tonelli). Neka je f > 0 izmjeriva funkcija na R*N. Tada je

Fa €)d(u x v) = /

RN

-/ ( N f(x,é)dl/(f)>du(:v)

Posebno, ova tri integrala su ili beskonacna, ilt konacni i jednaka.

([, feauo )

R2N

(1.10)

Mi ¢emo samo koristiti ovaj teorem za N = 1, Lebesgueovu mjeru i broje¢u mjeru
na Z, v =7 ,., 0. Integral funkcije po brojecoj mjeri je

[ s@iv@) = 1o
R kEZ
Sada Tonellijev teorem povlaci

Korolar 1.5.13. Neka je (f,)n niz izmjerivih funkcija takvih da je f, > 0 za sve

n € N. Tada je
/ (an(g;)>dx:z/ fo(2)da (1.11)

nez nezZ ">

u smislu da su ova dva izraza ili oba beskonacni ili oba konacni v jednaksi.



Poglavlje 2

Bazni okviri na Hilbertovim
prostorima

U ovom poglavlju cilj nam je definirati bazne okvire na opé¢enitim Hilbertovim prosto-
rima te dokazati karakterizaciju i najvaznija svojstva. Prije toga ¢emo proanalizirati
srodni, opcenitiji pojam, Besselove nizove.

2.1 Besselovi nizovi 1 bazni okviri

Definicija 2.1.1. KaZemo da je niz (x,), u Hilbertovom prostoru H Besselov niz
ako vrijedi:

Z](w,xnﬂz <oo, VereH (2.1)
n=1

Uocimo, za Besselov niz dobro je definirano preslikavanje U : H — (* zadano
formulom:

Ur = ((x,2n))n, YreH (2.2)
Stovise, vrijedi i:

Lema 2.1.2. Neka je (x,), Besselov niz u Hilbertovom prostoru H. Tada je presli-
kavanje U : H — (?, Uz = ({x,x,)), dobro definirani ogranic¢eni linearni operator.
Drugim rijecima, postoji konstanta B > 0 takva da vrijedi:

S W,z < Bllal?, Voe H (23)
n=1

Dokaz. Veé¢ smo komentirali dobru definiranost. Zbog linearnosti skalarnog produkta
u prvoj varijabli, jasno je da je U linearni operator. Za dokaz ogranicenosti, pokazat

18
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¢emo da je graf operatora U zatvoren, pa ¢e tvrdnja slijediti iz teorema o zatvorenom
grafu (teorem [1.2.26)).

Neka je (yn, Uyn)n proizvoljan konvergentni niz u I'y i neka je (y, (¢,),) € H X (2
njegov limes. Trebamo pokazati da je (y,(c,)n) € ['y. Drugim rije¢ima, trebamo
pokazati da je (c,), = Uy. Uocimo, zbog napomene [1.2.27] vrijedi y = limy_yo0 yn i
(cn)n = limy o Uyn. Neka je sada m € N proizvoljan. Za sve N € N imamo

|em — (YN, Tm)| 2 < Z‘Cn — (Y~ Tn ’ | (cn)n — UyNHQ-

Ako pustimo N — oo, desna strana tezi u 0, pa vrijedi ¢,, = limy_oo(Yn, Tm) =
(y, ) zbog neprekidnosti skalarnog produkta u prvoj varijabli. Zbog proizvoljnosti
m, ova tvrdnja vrijedi za svaki m € N, pa zaklju¢ujemo (¢,), = ((y,2n))n = Uy. O

Definicija 2.1.3. Operator U iz prethodne leme zovemo operator analize pridruzen
nizu (). Njemu adjungirani operator U* € B((?, H) naziva se operator sinteze.
Konstanta B 1z zove se Besselova ograda niza ().

Napomena 2.1.4. Besselova ograda ocito nije jedinstvena (svaka veéa konstanta je
takoder Besselova ograda). Najmanju Besselovu ogradu zovemo optimalna Besselova
ograda i lako se vidi da je ona jednaka |U||*.

Sljedeca propozicija daje nam eksplicitnu formulu za operator sinteze.

Propozicija 2.1.5. Neka je (z,), Besselov niz u Hilbertovom prostoru H i neka je
U njegov operator analize. Tada za svaki niz (c,)n, u 2 red ZOO CnTyn konvergira
bezuvjetno i operator sinteze U* zadan je s U*(cp)n = Yoy Cnpn. Specijalno, ako je
(en)n kanonska baza prostora €%, imamo U*e, = x,, pa vrijedi i ||z,| < ||U]| za sve
n.

Dokaz. Oznacimo s B Besselovu ogradu niza (z,,),. Fiksirajmo proizvoljni niz (¢,),
u /2. Zbog teorema trebamo dokazati sumabilnost familije {c,z, : n € N}.
Dakle, treba dokazati konvergenciju hiperniza (Zne . cnxn) rer- Kako je prostor
H potpun, dovoljno je dokazati da je spomenuti hiperniz Cauchyjev. Neka je F
proizvoljni kona¢an podskup od N i neka je N = card F. Neka je fp € H definiran s

neF

Kako je operatorska norma funkcionala jednaka normi vektora reprezentanta (vidi

teorem (1.2.19)), vrijedi
| = gl = [ (2 )| 1ot =1}
nel

neFr
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Sada, koristeci jos i svojstvo |(x,y)| = |(y, z)|,Vx,y € H, dobivamo

D cma|| = sup{‘<;cnxn,y> 2 Nyl = 1}

ner
2
= sup { Z cnlzn, )|yl = 1} (linearnost skalarnog produkta)

< sup { (Z|cn\2> (Z\(zn,yHZ) |yl = 1} (Cauchy-Schwarz u F)

neF ner

< sup {BH@/HzZIcnI2 lyl = 1} =B el

neF ner

2

(zadnja nejednakost slijedi iz Y, p|(@n, Y)|* < Doy [(@n, y)[* < Blly||?). Kako red
>oo2 len|? konvergira apsolutno, on konvergira i bezuvjetno, pa je familija {|c,|? : n €
N} sumabilna. Slijedi da je (ZneF|Cn|2)Fef konvergentan, pa i Cauchyjev hiperniz,
stoga je zbog gornjeg racuna i hiperniz (ZneF cnmn) Fer Cauchyjev.

Odredimo sada formulu operatora U*. Za sve x € H i (¢,), € £* imamo

(2, U (cn)n) = (U, (cn)n) = Z<xa Tn)Cr = <J}, Z Cnxn>7

pri cemu zadnja jednakost slijedi iz antilinearnosti i neprekidnosti skalarnog produkta
u drugoj varijabli. Dakle, operator U* je zadan formulom

U*(cn)n = Z Cnn,  V(cn)n € . (2.4)
n=1

Zbog definicije kanonske baze prostora ¢? i formule operatora U* ocito je U*e, = x,
za sve n € N. Na kraju, za svaki n € N imamo

[zall = [1U"enll < 1U[[[len]l = U7} = [U].
O

Kako bismo dobili karakterizaciju Besselovih nizova, treba nam i dovoljan uvjet
da bi neki niz (x,), u Hilbertovom prostoru H bio Besselov. Taj rezultat daje nam
sljedeca propozicija.

Propozicija 2.1.6. Neka je (x,,), niz u Hilbertovom prostoru H takav da redy .- | ¢uy,
konvergira za svaki niz (cp)n u £* . Tada je (x,), Besselov niz.
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Dokaz. Po pretpostavei, preslikavanje T : (2 — H zadano s T(cy)n = Y e, Caln
je dobro definirano. Takoder, ocito je T' linearan operator. Za N € N promotrimo

operator Ty € B((?, H) zadan s Tx(c,), = ZnNzl Cny, (naime, ako s M ozna¢imo

max{||z,|| : 1 < n < N}, dobivamo || T (co)nl| < M 3N [en] < MVNA/ SN Jea]? <

M~/N||(¢2)nlle2, pa su svi operatori Ty zaista ograniceni, a predzadnja nejednakost
slijedi iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti u F™ primijenjene na vektore (|cq], ..., [en])
i(1,...,1)). Ocito je T(cn)pn = limy o0 Tiv(cn)n za sve (¢,), € £2. Tada zbog nepre-
kidnosti norme vrijedi ||T(c,)nll = UMy oo || TN (Cn)nll, za sve (cp)n € €2, iz Cega pak
slijedi da je niz (||Tn(cn)n||) v ogranicen u R za bilo koji (c,), € 2. Drugim rijecima,
familija operatora (Ty)yen je jako ogranicena. Po teoremu ta familija je i
uniformno ogranicena, tj. postoji M > 0 takav da vrijedi ||Tx|| < M za sve N € N.
Sada za bilo koji (¢,), vrijedi

IT(e)all = Jim [Tlea)all < Jim M(en)all = Mll(en)all

Dakle, T' je ogranicen. Neka je (e,), kanonska baza prostora ¢?. Ocito je Te, = x,
za sve n € N. Za operator T* € B(H, ¢?) imamo

(T*z,e,) = (x,Te,) = (x,x,), Vo€ H\VneN.

Iz definicije same kanonske baze, lagano slijedi T*z = ({z,z,)),, pa je jasno tada
((x,2,))n niz u 2, i to za sve x € H. Naravno, tada vrijedi Y oo [(z, 2,)|* < 0o za
sve x € H, tj., niz (x,), je Besselov. m

Prethodne dvije propozicije daju nam i zeljenu karakterizaciju Besselovih nizova.

Korolar 2.1.7. Niz (z,), u Hilbertovom prostoru H je Besselov ako i samo ako
postoji operator T € B((?, H) takav da za sve n € N wvrijedi Te,, = x, pri cemu je
(€n)n kanonska baza prostora (. U tom sluc¢aju, operator T podudara se s operatorom
sinteze U* niza (xp)n.

Stovise, ovaj rezultat mozemo dodatno poopéiti. Naime, kako su sve ONB se-
parabilnih Hilbertovih prostora ekvivalentne (napomena [1.4.10]), dobivamo sljede¢u
tvrdnju:

Korolar 2.1.8. Niz (x,), u Hilbertovom prostoru H je Besselov ako i samo ako pos-
toji separabilan Hilbertov prostor K, ONB (f,)n prostora K i operator T € B(K, H)
takav da za sve n € N vryjedi T'f,, = z,,.

Sada ¢emo definirati centralni objekt ovog poglavlja, bazne okvire. Cilj nam je
dokazati slicnu karakterizaciju kao i za Besselove nizove, te jos neka dodatna korisna
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svojstva. Tu ¢e nam od posebnog znacaja biti tzv. rekonstrukcijska svojstva baznih
okvira koja nam potkrijepljuju intuitivhu predodzbu baznih okvira kao poopéenja
ortonormirane baze u Hilbertovom prostoru.

Definicija 2.1.9. Niz (x,), u Hilbertovom prostoru H naziva se bazni okvir za H
ako postoje konstante A, B > 0 takve da vrijedi
Allz* <Y Kz, z0)* < Bll«|f?, VeeH (2.5)
n=1
Ako je A = B kazZemo da je bazni okvir napet, a ako je A= B =1, tj. ako vrijedi

> Wz =|z|’, VzeH (2.6)
n=1

kazemo da je bazni okvir Parsevalov.
KazZemo da je bazni okvir egzaktan ako izuzimanjem bilo kojeg ¢lana niza on prestaje
biti bazni okvir.

Napomena 2.1.10. Ocjene A i B iz prethodne definicije ocito nisu jedinstvene.

Najvecu ocjenu A i najmanju ocjenu B zvat cemo optimalne ocjene i oznacavat s
AOpt 1 Bopt'

Primjer 2.1.11. Neka je (e,), ONB za Hilbertov prostor H

(a) Sam niz (e,)n je egzaktan Parsevalov bazni okvir za H ;

(b) e1,0,¢€1,0, ... je neegzaktni Parsevalov bazni ovkir za H;

(c) ey, e1,e9,6a, ... je napeti (A = B = 2) neegzaktni bazni okvir za H;

(d) 2e1, e, €3, €y, ... je egzaktni bazni okvir za H (A=1,B =2);

(e) e, \/Lieg, %62, %63, %637 %63, ... je Parsevalov neegzaktni bazni okvir za H ;

(f) e, %62, %63, ... je ortogonalan i fundamentalan, ali nije bazni okvir (naime, ako
pretpostavimo da postoji A takav da vrijedi prva nejednakost u , 1zan €N
t.d % < A wovrstimo vektor e, dobivamo kontradikciju).

Iz prve nejednakosti u ([2.5)), o¢ito je svaki bazni okvir maksimalan, pa je i funda-
mentalan. U prethodnom primjeru smo pokazali da obrat ne vrijedi. Jedna posljedica
fundamentalnosti baznog okvira je ¢injenica da konacan niz u beskona¢nodimenzionalnom



POGLAVLJE 2. BAZNI OKVIRI NA HILBERTOVIM PROSTORIMA 23

prostoru ne moze biti bazni okvir. Ako je dim H < oo, konac¢ni niz vektora je bazni
okvir ako i samo ako je sustav izvodnica (vidi |2, napomena 2.1.5]).

Uoc¢imo, svaki bazni okvir je i Besselov niz, pa ima smisla promatrati operatore
analize i sinteze. Stovise, jasno je iz same definicije da je operator analize ogranicen
i ograni¢en odozdo.

Kao sto smo ranije napomenuli, Zelimo dokazati karakterizaciju baznih okvira
slicno kao sto smo to napravili za Besselove nizove. Medutim, ovdje je zadatak nijansu
tezi, pa ¢emo trebati neke opcéenite tehnicke tvrdnje za operatore na Hilbertovim
prostorima.

Lema 2.1.12. Neka je X Banachov i Y normiran prostor, te neka je T € B(X,Y)
odozdo ogranicen operator. Tada je slika operatora T zatvoren skup.

Dokaz. Oznacimo s ¢ konstantu iz definicije ograni¢enosti odozdo. Neka je (yn)n
proizvoljan konvergentan niz u R(T") i neka je y = lim,_,yn. Tada postoji niz (x,),
u X takav da vrijedi Tx,, = y, za sve n € N. Dokazimo da je niz (z,), Cauchyjev.

Neka je € > 0 proizvoljan. Kako je (y,), konvergentan, on je i Cauchyjev, pa
postoji ng € N takav da za sve m,n > ng vrijedi ||y, — yn|| < ce. Tada je, zbog
ogranic¢enosti operatora T odozdo, za sve m,n > ny,

1 1 1 1
[2m = @]l < [T (2w = 20l = ~[[T2m = Tanll = ~[lym = yul < —-ce=¢
c c & c

Dakle, (z,), je Cauchyjev. Kako je X Banachov, (x,), je i konvergentan, tj. postoji
r € X t.d vrijedi x = lim,,_x,. No, sada zbog propozicije vrijedi

Dakle, y € R(T). 1z propozicije |1.1.14] slijedi tvrdnja. O

Lema 2.1.13. Neka su H i K Hilbertovi prostori. Ako je T € B(H, K) surjekcija,
onda je T™ ogranicen odozdo.

Dokaz. Promotrimo skup S = {y € K : [|[T*y|| = 1}. Uoc¢imo da je taj skup slabo
ogranicen. Naime, kako je T' surjekcija, za bilo koji z € K (koji nam reprezentira
funkcional u H') mozemo naéi x € H takav da je Tz = z pa imamo, za svaki y € S,

[y, 2)| = [y, T)| = Ty, x)| < [ Tyll|=]] = ll=[]-

Sto je upravo pretpostavka teorema [I.2.23] Slijedi da je S ogranicen, tj. postoji
M > 0 takav da je ||ly|| < M,Vy € S.

Uo¢imo nadalje, iz K = R(T) & N(T™*) (propozicija i surjektivnosti ope-
ratora T slijedi N(T*) = {0}, tj. T* je injekcija, iz ¢ega posebno imamo T*v # 0 za
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v # 0. Dakle, ako je v # 0, vektor HTUTU” je dobro definiran i nalazi se u skupu S. Zbog

ogranicenosti skupa S, vrijedi

MH < M iz ¢ega direktno slijedi [|[T*v]| > +;[|v], i

to za sve v € K (za v = 0 tvrdnja je trivijalna). Dakle, T* je ograni¢en odozdo. [J
Propozicija 2.1.14. Neka su H 1 K Hilbertovi prostori i T € B(H, K). Tada vrijedi:
(a) R(T) je zatvoren ako i samo ako je R(T*) zatvoren

(b) T je surjekcija ako i samo ako je T* ogranicen odozdo

(c) Ako je R(T) zatvoren, operator TT* je invertibilan na R(T), tj. operator TT™*|pr)
je bijekcija

Dokaz. (a) Pretpostavimo da je R(T) zatvoren. Ako je T jos i surjekcija, zatvorenost
skupa R(T™) slijedi iz prethodne dvije leme. Pretpostavimo da T nije surjekcija i
promotrimo operator Ty : H — R(T), Tox = Tx. Kako T} jest surjekcija, prema
prethodnim razmatranjima operator (7p)* ima zatvorenu sliku. Kako je T™|gr) =
(Ty)*, imamo R((Ty)*) € R(T*). S druge strane, R(T*) C (N(T))* = (N(Tp))* =
R((Ty)*). Slijedi, R(T*) = R((Ty)*) pa je i R(T*) zatvoren. Dakle, dokazali smo
da zatvorenost skupa R(T') povlaéi zatvorenost R(T™). Obrat slijedi iz (T*)* = T i
primjenom prethodnog razmatranja na 7.

(b) Jedan smjer smo dokazali u prethodnoj lemi. Pretpostavimo da je T™* ogranic¢en
odozdo. Tada 0 = ||T*z|| > m||z| povlac¢i x = 0 pa je N(T*) = {0}. Nadalje, iz
leme slijedi i zatvorenost slike R(T™*). Tada je, prema tvrdnji (a), i skup R(T)
zatvoren, pa imamo R(T) = N(T*)* = K, tj. T je surjekcija.

(c) Pretpostavimo da je R(T') zatvoren potprostor od K. Uzmimo y € R(T) takav
da vrijedi TT*y = 0. Kako za bilo koji linearni operator 7" vrijedi N(TT*) = N(T%)
(naime, TT*z =0 <— (ITT*z,y) =0,Vy <— (T"z,T*y) = 0,Yy <= T*z =0),
slijedi y € N(T*) N R(T). No, tadajey =0 (y € NT")NR(T) = Try=01i
Ter =yzanekiz — (y,y) = (Tx,y) = (x,T*y) = 0), pa je TT*| g injekcija. S
druge strane, zbog (a) je slika R(T™) isto zatvorena, pa po propoziciji imamo
H = N(T)®R(T™). Slijedi da svaki x u H mozemo zapisati kao © = y+7*v, pri cemu
suy € N(T)iv € K. Djelujuéi operatorom 1" dobivamo Tx = TT*v iz ¢ega slijedi
R(T) C R(TT*). Kako je obratna inkluzija o¢ita, zaklju¢ujemo R(T) = R(TT*).

R(T)=R(TT*)=TT*(K)=TT*(N(T*)® R(T)) =TT*(R(T)),
tj., TT* je surjekcija na R(T). ]

Sada imamo potrebne alate za karakterizaciju baznih okvira na opéenitom Hil-
bertovom prostoru.
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Teorem 2.1.15. Neka je (x,), bazni okvir za Hilbertov prostor H. Tada je njegov
operator analize U ogranicen i ogranicen odozdo, a operator sinteze U* je surjekcija.
Nadalje, ako je operator T € B(¢*, H) surjekcija, onda je niz (x,,), definiran s x, =
Te,, n € N, pri éemu je (e,), kanonska baza prostora (2, bazni okvir za H ¢&iji je
operator analize upravo T™.

Dokaz. Ogranic¢enost i ogranicenost odozdo operatora analize je o¢ita iz definicije baz-
nog okvira, a surjektivnost operatora sinteze tada slijedi iz tvrdnje (b) u prethodnoj
propoziciji.

Neka je T € B(¢%, H) surjekcija i neka je (z,,), niz u H definiran s x,, = Te, za
sve n € N. Iz prethodne propozicije slijedi da je T* € B(H, ¢?) ograni¢en odozdo.
Drugim rije¢ima, postoje konstante A, B > 0 takve da vrijedi

Alle|]? < |T*2|? < Bl2|?, Ve € H.

Nadalje, kako je (e,), ONB, za bilo koji x € H imamo

Tz = io:l(T*m, en)en = i(x, Te,)e, = f}(w,xnﬁzn.

Zakljucujemo,
T*z = ((z,2,))n, iz éega dobivamo ||T*z|* = Z|<x,xn>|2,
n=1

ito za sve x € H. Dakle, (x,), je bazni okvir za H, a T* je njegov operator
analize. O

Istim argumentom kao u diskusiji prije korolara dobivamo sljedec¢u tvrdnju:

Korolar 2.1.16. Niz (x,,), je bazni okvir za Hilbertov prostor H ako i samo postoji
separabilan Hilbertov prostor K, ONB (f,), prostora K i surjektivni operator T €
B(K, H) takav da vrijedi x,, = Tf,, za sven € N

Napomena 2.1.17. Operator analize Parsevalovog baznog okvira je izometrija, pa je
njegov operator sinteze koizometrija (T je koizometrija ako je surjekcija i parcijalna
izometrija, tj. ako je izometrija na N(T)Y). Obratno, ako je T u prethodnom koro-
laru koizometrija, sijedi da je i T* parcijalna izometrija, tj. izometrija na N(T*)*
(opéenito, T je parcijalna izometrija akko je T* parcijalna izometrija). No, odito je
N(T*)* = H, pa je T* izometrija, odnosno, bazni okvir je Parsevalov.
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Neka je (z,), bazni okvir za Hilbertov prostor H i neka je U njegov operator
analize. Prema teoremu operator sinteze U* je surjektivan, tj. R(U*) = H.
Kako je H trivijalno zatvoren u samom sebi, primijenjujuc¢i propoziciju c),
operator U*U je invertibilan na R(U*) = H. Iz (2.2) i propozicije[2.1.5]lako dobivamo

eksplicitnu formulu:
o0

UUx = Z(m,$n>xn, Ve e H (2.7)
n=1
Operator U*U obi¢no se naziva operatorom baznog okvira i izuzetno je koristan u
proucavanju istih. Pomoc¢u njega, primjerice, mozemo dobiti optimalne ocjene baznog
okvira.

Propozicija 2.1.18. Neka je (x,,), bazni okvir za Hilbertov prostor H i neka je U
njegov operator analize. Tada je operator U*U invertibilan, a optimalne ograde baznog

okvira (), su:

1 . .
Aopt = oo ¢ Bope = U] (2.8)

Dokaz. Invertibilnost operatora U*U smo komentirali u diskusiji prije iskaza propo-
zicije. Imamo

o0

(UUz,z) = (Ux,Uz) = > |(x,2,)]>, Vz € H, (2.9)
n=1
iz ¢ega zakljucujemo
Aopt] <UU < Bopil. (2.10)
Odavde direktno slijedi
Byt = |U*U| = |U]*. (2.11)
S druge strane, A,, ] < U*U je ocito ekvivalentno s
* -1 1
(UU) " < I (2.12)
opt
Iz ovoga direktno slijedi ||U*U|| < Aipt‘ Pokazimo da vrijedi jednakost. Pretposta-
vimo suprotno, tj. |[U*U|| = C < ﬁpt. No tada je (U*U)™' < C - I iz cega slijedi

%I < U*U. Iz ovoga pak imamo da je % > A,y donja ograda baznog okvira Sto je
kontradikcija jer je A,y najveca takva. m

Navedimo jos jednu korisnu posljedicu prethodnih tvrdnji:
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Korolar 2.1.19. Neka su H i K Hilbertovi prostori i T € B(H, K) surjekcija. Ako
je niz (xy,), bazni okvir za H, onda je niz (Yn)n definiran s y, = Txp,n € N bazni
okvir za K. Nadalje, ako su A i B ograde baznog okvira (x,),, ograde baznog okvira
R —— T

Dokaz. Prva tvrdnja je ocita zbog korolara [2.1.16] Oznac¢imo s U i V operatore
analiye nizova (x,)n 1 (yn)n respektivno. Tada je za svaki y € K, Vy = ((y,Yn))n =
(Y, Txp))n = (T*y, xn))n = UT*y, tj. V = UT*. Kako je A < Ay 1 Byt < B, iz
slijedi

Al <U*U < BI. (2.13)

Kako je T surjekcija, TT* je invertibilan zbog propozicije [2.1.14] ¢) iz ¢ega lako slijedi
(TT*) " < [(TT")7 - 1

Sto je ekvivalentno s

1
T™r* > —— T 2.14
= @ (2.14)

Sada imamo
V'V =(TU)(UT) =TUU)T*<B-TT* < B|TT*||I = B||T||2I,

pri ¢emu smo u prvoj nejednakosti koristili (2.13)). S druge strane, koristeéi (2.13) i
(2.14) dobivamo

1
VvV =TUu)yur)y =1Tuu)r->A-1T7* > ————1I.
1(TT*) =l
Kombinirajuéi ove dvije tvrdnje, zakljucujemo
1

— [ <VV* < B|T|*I

1(TT) =1
iz ¢ega lako slijedi tvrdnja. O

Neka je (z,), bazni okvir za Hilbertov prostor H i neka je U njegov operator
analize. Prema propoziciji [2.1.18) U*U je invertibilan, pa je njegov inverz jasno i
surjekcija. Tada je, prema prethodnom korolaru, niz (y,), definiran s

Y, = (U*U) 'z, neN (2.15)

takoder bazni okvir za H.
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Definicija 2.1.20. Neka je (v,), bazni okvir za Hilbertov prostor H i U njegov
operator analize. Bazni okvir (y,), definiran s y, = (U*U) 'z,,n € N zovemo
kanonski dual niza (z,),.

Neka je V' operator analize kanonskog duala i neka je x € H proizvoljan.

(@, yn))n = (&, (U"T) " za))n
(U U) )z, @) = ((UT)) " 2, 20))n (2.16)
(U U) " 2, 0))n

Vz

Zakljucujemo, Vz = U(U*U) 'z, za sve v € H, tj.
VvV =UUU)" (2.17)

Koristili smo: ako je T' invertibilan operator takav da je i T invertibilan, vrijedi
(T*)~! = (T~Y)*. Naime, imamo (T*)7'T* = I iz ¢ega slijedi (T*)*((T*)')* = I* =
I. No, (T*)* = T, pa dobivamo T—! = ((T*)~!)*. Adjungiranjem ove relacije slijedi
tvrdnja.

Uocimo, ako je bazni okvir Parsevalov, kako je U izometrija, lako se vidi da je
tada U*U = I ((Ux,Ux) = (z,z),Vo <= (2, UUx) = (z,2),Vo < U*U = 1),
pa je kanonski dual jednak polaznom nizu. Vrijedi i obrat, tj., ako bazni okvir ima
kanonski dual jednak samom sebi, on je nuzno Parsevalov.

Kanonskim dualima, izmedu ostalog, malo vise ¢emo se pozabaviti u sljedecoj
tocki. Sada ¢emo samo jos dokazati jedno od kljucnih svojstava kanonskih duala.

Teorem 2.1.21. Neka je (x,), bazni okvir za Hilbertov prostor H i neka je (Yn)n
njegov kanonski dual. Tada vrijedi

[e.9] o0

xr = Z(m,xn>yn = Z(x, Yn)Tpn, Ve H (2.18)

n=1 n=1

Posebno, ako je (x,), Parsevalov bazni okvir, vrijedi

xr = Z(x, Tp)Tn, VreH (2.19)
n=1

Dokaz. Prisjetimo se formule za operator baznog okvira:

UUz = Z(av,xn)xn, Vo e H.

n=1
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Djelovanjem operatora (U*U)~! (napomena dobivamo

T = Z(x,xn>(U*U)_1xn, Vo e H.

n=1

Uz oznaku y,, = (U*U) "'z, imamo

T = Z(x,xn>yn, Ve e H

n=1

Oznac¢imo sada s V' operator analize baznog okvira (y,),. Uzed u obzir formule
operatora analize i sinteze, gornji izraz mozemo zapisati kao

VU = 1.
Ako adjungiramo ovu relaciju, dobivamo
Uuv=I

iz cega direktno slijedi

x = Z(x,yn>xn, Vo € H.
n=1
Dakle, vrijedi (2.18]). Tvrdnja (2.19)) je sada ocita, jer je Parsevalov bazni okvir sam
sebi kanonski dual. O

Relacije i nazivaju se rekonstrukcijska svojstva baznih okvira. Poka-
zat ¢emo kasnije da kanonski dual nije jedini niz koji ima rekonstrukcijska svojstva sto
je intuitivno ocekivani rezultat buduéi da bazni okviri nisu nuzno linearno nezavisni
(jedan ilustrativni primjer je, ako uzmemo sustav izvodnica u kona¢nodimenzionalnom
vektorskom prostoru koji nije baza, svaki vektor se moze prikazati kao linearna kom-
binacija vektora tog sustava, ali zapis nije jedinstven). Duale éemo se detaljnije
analizirati u iducoj tocki.

Do kraja ovog potpoglavlja, navest ¢emo neka zanimljiva svojstva Parsevalovih
baznih okvira. Sljede¢a propozicija daje nam jednostavan nacin kako dobiti jedan
takav. Kao Sto smo vidjeli u dokazu propozicije , operator U*U je pozitivno
semidefinitan, pa ¢emo koristiti njegov kvadratni korijen.

Propozicija 2.1.22. Neka je (x,), bazni okvir za Hilbertov prostor H i neka je U
njegov operator analize. Stavimo u, = (U*U) 2x,,n € N. Tada je (u,), Parsevalov
bazni okvir za H
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Dokaz. 1z invertibilnosti operatora U*U slijedi i invertibilnost (U*U )_%, pa je zbog
korolara [2.1.19|niz (u,,), bazni okvir za H. Lako se vidi da je njegov operator analize

U(U*U)"2. Kako je (U(U*U)~2)*U(U*U)"2 = I, taj bazni okvir je Parsevalov. [

Propozicija 2.1.23. Neka je (x,), niz u Hilbertovom prostoru H. (x,), je Parse-
valov bazni okvir za H ako i samo ako

e o]

r = Z(x,xn>xn, Ve € H. (2.20)

n=1

Posebno, ako je (f,)n ONB prostora H i ako je M zatvoren potprostor od H, niz
(P fy)n je Parsevalov bazni okvir za M, pri ¢emu je P ortogonalni projektor na M

Dokaz. Jedan smjer smo dokazali u teoremu [2.1.21} Obratno, pretpostavimo da vri-
jedi (2.20). Ako taj izraz skalarno pomnozimo s x, zbog neprekidnosti skalarnog
produkta dobivamo

lx[|* = <Z<$,wn>fcn,$> = (o) an o) =Y [z 2,

n=1 n=1

tj., (x,)n je Parsevalov bazni okvir.

Neka je sada M zatvoreni potprostor od H i P ortogonalni projektor na M.
Prisjetimo se, za ortogonalni projektor vrijedi P> = P = P*. Za svaki x € M imamo
r =" (x, fu)fn 1z = Px. Dobivamo

n=1
x=Px= Z(Px, fa)Pfn = Z@% Pfu)Pfu.
n=1 n=1

Primjenom ranije dokazanog, dobivamo da je (Pf,), Parsevalov bazni okvir za M.

[]

Vrijedi i svojevrsni obrat prethodne propozicije, tj. svaki Parsevalov bazni okvir
mozemo dobiti kao ortogonalnu projekciju ONB nekog veceg prostora.

Propozicija 2.1.24. Neka je (x,,), Parsevalov bazni okvir za Hilbertov prostor H.
Tada postoji Hilbertov prostor Hy kojem je H zatvoreni potprostor i ONB (f,), za
Hy takav da je x, = Pf, za sve n € N pri cemu je P € B(Hy) ortogonalni projektor
na H

Dokaz. Neka je U operator analize niza (z,),. U je izometrija, pa je specijalno
ogranicen odozdo, iz ¢ega pak slijedi zatvorenost potprostora M = R(U) u ¢?>. Neka
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je Q € B(£?) ortogonalni projektor na M. Neka je Hy = H & M+. Oc¢ito H moZzemo
identificirati s H & {0} < H,. Neka je P € B(H,) ortogonalni projektor na H & {0}.

Promotrimo niz (f,), u Hy zadan s f, = (z,, (I — Q)e,),n € N, pri cemu je (e,)n
kanonska baza prostora (2. Ocito je tada Pf, = (z,,0), za sve n. Zelimo dokazati
da je f, ONB za H,. U tu svrhu éemo konstruirati unitarni operator W : 2 — H,
takav da je We, = f, zasve n € N.

Ranije smo komentirali da je U* koizometrija. Zbog zatvorenosti R(U), prema
propoziciji (ref) imamo N(U*)* = R(U) pa je U*|ps : M — H unitaran operator.
Kako je (* = M & N(U*), imamo x,, = U*e, = U*Qe,, = (U*|1/)Qe, za sve n.

Neka je W = U*|p @ Ipo : 02 — Hy, pri cemu je I,1 identiteta na ML, Tada je
W oc¢ito unitaran i

We, = Uy @ Iy1)(Qen + (I = Q)en) = (w0, (I = Q)en) = fr, VneN.

2.2 Duali baznih okvira

Kao $to smo ranije napomenuli, kanonski duali opc¢enito nisu jedinstveni nizovi koji
zadovoljavaju rekonstrukcijska svojstva (2.18). U ovom odjeljku detaljnije ¢emo ana-
lizirati takve nizove i dati konkretne primjere.

Definicija 2.2.1. Neka je (), bazni okvir za Hilbertov prostor H. Dual baznog
okvira je svaki niz (z,), koji zadovoljava

T = Z(m, Zn)Tn, Yz € H. (2.21)

n=1

Primjer 2.2.2. Neka je (e,), ONB za Hilbertov prostor H i neka je (x,), niz
€1, €1,62,€s, ... za H. Iz formule za operator baznog okvira i sligedi U*U = 21,
pa je njegov kanonski dual niz %61, %el, %62, %62, ....S druge strane, neka je (vy,), niz
e1,0,e9,0,.... Za proizvoljni x € H wvrijedi

Z(%%ﬂn = Z(z, €n)en =T

n=1 n=1

pa je i bazni okvir (vy,), dual baznog okvira (z,),

Uocimo nadalje, dual baznog okvira uopée ne mora biti bazni okvir. Promotrimo
Parsevalov bazni okvir ey, \%eg, \/iieg, \/Lgeg, %637 %63, .. Lako se vidi da je jedan
njegov dual niz ey, v/2es,0,v/3es,0,0, ... koji nije bazni okvir jer nije ogranicen (svaki
Besselov niz je ogranicen u mormi, vidi prop .
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Nas nece zanimati duali koji nisu bazni okviri. Pokazuje se, ako je dual baznog
okvira Besselov niz, onda je i on sam bazni okvir. StoviSe, idu¢a propozicija daje
nam i opcéenitiji rezultat.

Propozicija 2.2.3. Neka su (v,), i (wy,), Besselovi nizovi u Hilbertovom prostoru
H takvi da vrijeds

0
T = Z(z,vn)wn, Ve e H
ni
Tada su (vy)n @ (W), medusobno dualni bazni okviri. Posebno, ako je Besselov niz
dualan nekom baznom okviru, onda je i on sam bazni okuvir.

Dokaz. Oznacimo s V' i W operatore analize nizova (vy,), 1 (w,),. Pretpostavku sada
mozemo zapisati kao W*V = [. Zbog R(W*V) C R(W™*), W* je surjekcija, pa je
(wy), bazni okvir kao surjektivna slika kanonske baze prostora ¢2. Kako W*V = I
povlaci V*W = I, potpuno istim argumentom dobivamo da je i (v,), bazni okvir. [

Do kraja ovog poglavlja, cilj nam je odgovoriti na prirodno pitanje: mozemo li
opisati sve bazne okvire koji su dualni nekom baznom okviru (z,),? Prije toga,
navest ¢emo dva svojstva koja isticu kanonske duale u klasi svih duala.

Propozicija 2.2.4. Neka je (), bazni okvir za Hilbertov prostor H, U njegov ope-
rator analize i (yy,)n njegov kanonski dual.

(a) Ako za neki x € H niz skalara (c,), zadovoljava x =Y " | ¢y, onda vrijedi

doleal? =D Kyl P+ Yz, yn) =l
n=1 n=1 n=1

(Drugim rijecima, niz ((x,yn))n tma najmanju £*> normu medu svim nizovima
(Cn)n za koje je x =37 cptp).

(b) Ako je (zn)n dual niza (x,), za kojeg postoji operator D € B(H) takav da vrijedi
2, = Dz, za svakin, tada je D = (U*U)™" i z, = y, za sve n.(Drugim rije¢ima,
kanonski dual je jedini dual kojeg moZemo dobiti djelovanjem ogranicenog opera-
tora na niz (x,)n).

Dokaz. (a) Znamo da je ((,y,)), niz u £2. Pretpostavimo da je (¢, ), niz u £? jer u
suprotnom nemamo §to dokazivati. Ozna¢imo (z,y,) s a,,n € N. Imamo

(z,(U*U) 'z) = < Zanxn, (U*U)_1x> = Zan<(U*U)_1xn, x)

n=1

— Z A (Yn, ) = ((an)n, (n)n)
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(x, (U = < Cny, (UTU > ZC” (UU) e, @)
= ch@n, ) = ((Cn)n, (@n)n)

Oduzimanjem ove dvije relacije dobivamo ((¢;)n — (an)n, (an)n) = 0, iz Cega slijedi

I(en)nll® = ll(en = an) + (an)lI* = ll(cn — an)nll® + l[(an)nll*.
(b) Po pretpostavci, za svaki x imamo x = >~ (@, Dz,)x,, dok s druge strane
vrijedi 1 « = Y2 (z, (U*U) 'z,)x,. Promotrimo operator (U*U)D*. Iz druge
jednakosti za svaki x € H imamo

o0

Z (U*U) )z, = Z(x, Dx,)z, =z,

n=1 n=1
jer je U*U hermitski. Iz ovoga vidimo da je (U*U)D* = I, odnosno D* = (U*U)*
Kako je i (U*U)~! hermitski, adjungiranjem dobivamo tvrdnju. O

Neka je sada (z,), proizvoljan bazni okvir za Hilbertov prostor H i neka je U
njegov operator analize. Kao Sto smo ranije napomenuli, cilj nam je opsiati sve
bazne okvire dualne nizu (z,),. Uzmimo dakle proizvoljan bazni okvir (z,), koji
zadovoljava i oznacimo s V njegov operator analize. Iz definicije operatora
analize i sinteze lako dobivamo da tada vrijedi:

Uv =1 (2.22)
Tada je ocito i
VU =1, (2.23)
Sto nam daje ~
T = Z(x,xn>zn, Vo € H. (2.24)
n=1

Dakle, (z,), je dual baznog okvira (z,), (jasno, kad (z,), ne bi bio bazni okvir,
ova simetricnost nebi vrijedila, Stovise, nebi ni imala smisla, ali kao §to smo ve¢
napomenuli, duali koji nisu bazni okviri nisu nam od interesa).

Bududi da su bazni okviri jedinstveno odredeni svojim operatorima analize i sin-
teze, iz slijedi da je za opis svih dualnih baznih okvira dovoljno opisati sve
operatore V' € B(H,(?) koji zadovoljavaju spomenutu relaciju. Drugim rije¢ima,
treba naci sve lijeve inverze opearatora U. No, za to nam najprije trebaju neki
opceniti tehnicki rezultati za lijeve inverze.
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Lema 2.2.5. Neka su H i K Hilbertovi prostori i T € B(H, K). Pretpostavimo da
postoji operator S € B(K, H) takav da vrijedi ST = I. Tada je T ogranicen odozdo
1 slika mu je zatvorena.

Dokaz. Kako je S ogranic¢en, postoji konstanta M > 0 takva da vrijedi
1Syl < Mllyll. Vye€ K.

Specijalno,
|STz|| < M||Tx||, Vxe€ H.

No, STx = x,Vx € H pa dijeljenjem gornje relacije s M dobivamo ogranicenost
odozdo uz konstantu ﬁ > 0. Druga tvrdnja slijedi iz leme (2.1.12)). n

Lema 2.2.6. Neka su H 1 K Hilbertovi prostori. Pretpostavimo da operatori T €
B(H,K) 1S € B(K, H) zadovoljavaju ST = I. Tada vrijeds

(a) N(S)= (I —TS)(N(T"))
(b) K = R(T)+N(S)
(¢) TS je kosi projektor na R(T) paralelan s N(S)
Dokaz. (a) Dokazimo najprije
N(S) = R(I — TS) (2.25)

Iz ST = I slijedi STS = S, iz ¢ega dobivamo S(I — T'S) = 0. Odavde pak je
ocito R(I —T'S) C N(S). Obratno, neka je y € N(S). Tada je i T'Sy = 0 pa je
(I —=TS)y=uy,tj. y € R(I—TS5). Dakle, vrijedi ({2.25).
Ako jos dokazemo

R(I —TS) = (I - TS)(N(T")), (2.26)
dobivamo tvrdnju (a). Inkluzija (I —T'S)(N(T*)) C R(I —TS) je ocita. Obratno,
iz ST = I i prethodne leme slijedi da je slika operatora T" zatvorena. Uzmimo bilo
koji (I —TS)y € R(I —TS). 1z zatvorenosti slike operatora 7' i propozicije (ref), y
mozemo zapisati u obliku y = T'x + z, pri ¢emu su Tx € R(T) i z € N(T*). Slijedi

(I =TS (Tx)=Tax —TSTx=Tx— Tz =0.
Napokon, imamo
I-=TS)y=I-TS)Tx+z2)=UI-TS)ze€ (I -TS)(N(T")),

tj. vrijedi R(I —TS) C (I —TS)(N(T™)), pa onda i (2.26].
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(b) Uzmimo bilo koji y € N(S)NR(T). Tada je y = Tz za neki x i Sy = 0. Tada
jei STx = 0, dok je s druge strane po pretpostavci STz = x. Slijedi, x = 0, pa i
y = 0.

Uzmimo sada proizvoljni y € K. Kao i u dokazu tvrdnje (a), imamo y = Tz + 2
za neke Tx € R(T) iz e N(T%), te

(I —TS)y=(I-T8S). (2.27)

Stavimo u =TSy € R(T) iv= (I —T8S)z. Kako jev € (I —=TS)(N(T*)), iz tvrdnje
a slijedi v € N(5). Sada iz (2.27) slijedi

y=TSy+ (I —-TS)z=u+wv.

Dakle, svaki y € K mozemo zapisati kao sumu elemenata iz R(7T") i N(S). Kombini-
rajudi to s tvrdnjom ranije, dobivamo da je suma potprostora R(7') i N(S) direktna,
tj. K = R(T)+N(9).

(c) Uotimo, (T'S)? = T(ST)S = TS. Prema (b), za y € K imamo y = Tu +
v,Tu € R(T),v € N(5) i

TSy=TSTu+TSv=T5Tu="Tu.

Dakle, T'S je kosi projektor na R(T") paralelan s N(.5). O

Propozicija 2.2.7. Neka su H i K Hilbertovi prostori i T € B(H, K). Tada T ima
lyjevt inverz ako i samo ako je ogranicen odozdo.

Dokaz. Jedan smjer je tvrdnja u lemi[2.2.5] Obratno, pretpostavimo da je 7" ogranicen
odozdo. Po propoziciji (b), T* je surjekcija. Ako sada primijenimo pro-
poziciju (c) na operator 7%, dobivamo da je operator T*T invertibilan na
R(T*) = H. Slijedi da je dobro definiran operator S € B(K, H),S := (T*T)'T*.
Ocito je ST = I. O]

Korolar 2.2.8. Neka su H i K Hilbertovi prostori i neka je T' € B(H, K') ogranicen
odozdo. Tada je operator T(T*T)~'T* ortogonalni projektor na R(T).

Dokaz. U dokazu prethodne propozicije dobili smo da je lijevi inverz operatora T’
oblika S = (T*T)~'T*. Primjenom leme (c) dobivamo da je T'S = T(T*T)~'T*
kosi projektor na R(T) paralelan s N(S). No, kako je (T*T)~! invertibilan, pa i
injektivan, imamo

N(S) = N(T*T)™'T*) = N(T*) = R(T)*.

Zakljucujemo da je kosi projektor T'(T*T)~'T* §tovise ortogonalan. O
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Korolar 2.2.9. Neka su H i K Hilbertovi prostori 1 neka je T' € B(H, K) ogranicen
odozdo. Tada je svaki lijevi inverz S € B(K, H) od T oblika S = (T*T)"'*T*F pri
cemu je F' € B(K) kosi projektor na R(T') paralelan nekom zatvorenom direktnom
komplementu potprostora R(T) u K.

Dokaz. Ako je S = (T*T)"'T*F gdje je F € K kosa projekcija na R(T'), onda je
ocito ST = I jer je F'T. Obratno, ako je S € B(K, H) lijevi inverz od T, zbog
lemie [2.2.6] (c) operator F = T'S € B(K) je kosi projektor na R(T) iz ¢ega slijedi
(T*T)'T*F = (T*T)"'T*TS = S. O
Napomena 2.2.10. Neka je T € B(H, K) ogranicen odozdo. Zbog prethodnog koro-
lara moZemo naci bijekciju 1zmedu skupa svih lijevih inverza i skupa ogranicenih kosih
projekcija na R(T) koji su pak jedinstveno odredeni sa zatvorenim direktnim komple-
mentima potprostora R(T'). Uoc¢imo da tada kanonski dual (odnosno, njegov operator
sinteze) odgovara ortogonalnom komplementu potprostora R(T). Naime, u korolaru
dobili smo da je ortogonalni projektor na R(T) dan formulom P = T(T*T)~'T*.
Uvrstavanjem u k’omlar dobivamo da je S = (T*T)~'T* $to je operator sin-

teze kanonskog duala (vidi ) Uocimo jos da smo u dokazu propozicije |2.1.1/
konstruirali upravo kanonski lijevi inverz.

Korolar 2.2.11. Neka su H i K Hilbertovi prostori i neka je T € B(H, K) ogranicen
odozdo. Operator S € B(K, H) je lijevi inverz od T ako i samo ako je oblika S =
(T*T)'T* + W(I —T(T*T)™'T*) za neki W € B(K, H).

Dokaz. Ako je S = (T*T)"*T* + W(I —T(T*T)~'T*), onda je ocito ST = I.
Obratno, neka je ST = I i stavimo W = S. Dobivamo

(T*T) ' T+ W(I — T(T*T)"*'T*) = (T*T)*'T* + S — (ST)(T*T)~'T* = S.
[l
Iz prethodnih rezultata (korolari i[2.2.11]) i ustanovljene veze izmedu dualnih

baznih okvira i lijevih inverza zakljucujemo:

Korolar 2.2.12. Neka su (xy,)y @ (V) bazni okviri za Hilbertov prostor H s opera-
torima analize U iV respektivno. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(a) (vn)n je dual baznog okvira ()., .

(b) V* je oblika V* = (U*U)'U*F, pri cemu je F' € B((?) kosi projektor na R(U)
paralelan s nekim zatvorenim direktnim komplementom potprostora R(U) u (2.

(c) V* je oblika V* = (U*U)*U* + W(I — U(U*U)*U*) za neki W € B(¢?, H).
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Korolar 2.2.13. Neka su (zy,)n @ (Vn)n bazni okviri za Hilbertov prostor H s opera-
torima analize U 1V respektivno. Tada vrijedi

(a) 2 = R(U)+N(V"),
(b) UV* je kosi projektor na R(U) paralelan potprostoru N(V*),
(c) 2= R(V)+NU"),
(d) VU* je kosi projektor na R(V') paralelan potprostoru N(U*).

Dokaz. (a) i (b) slijede direktno iz leme zbog V*U = I. Kako vrijedi i U*V =1
odmah dobivamo (c) i (d). O

Navedimo na samom kraju ovog poglavlja zanimljivo svojstvo Rieszovih baza

Korolar 2.2.14. Neka je (x,), bazni okvir za Hilbertov prostor H. Tada (x,)n
posjeduge jedinstveni dual ako i samo ako je (z,), Rieszova baza.

Dokaz. Neka je U operator analize niza (x,,), i neka je (e,), kanonska baza prostora
2.

Ako je (z,,), Rieszova baza, zbog definicije iste i ¢injenice da su sve ONB sepa-
rabilnih Hilbertovih prostora ekvivalentne dobivamo da postoji invertibilni operator
T € B(/% H) takav da je Te, = x, za sve n. Znamo iz prethodnog odjeljka, da je
tada T = U*. Specijalno, U* je injekcija, pa je 2 = N(U*)* = R(U). Tada je jedina
projekcija na R(U) identiteta, pa je prema korolaru kanonski dual jedini dual.

Obratno, ako (x,), ima jedinstveni kanonski dual, R(U) ima jedinstveni direktni
komplement, koji je tada nuzno {0}. Slijedi da je R(U) = £2, odnosno U je bijekcija,
pa je i U* bijekcija. Drugim rije¢ima, (x,), je Rieszova baza. O



Poglavlje 3

Gaborovi bazni okviri

U ovom poglavlju bavit ¢emo se centralnim objektom ovog rada, Gaborovim baznim
okvirima.

Definicija 3.1.1. Gaborov sistem je niz u L*(R) oblika

G<g7 a, b) = (Mmanag)m,nEZ (31)

pri cemu su g € L*(R) , a,b > 0 fiksni, a My, i Ty operatori modulacije i translacige.
Funkciju g zovemo genarator ili atom sistema, a brojeve a @ b parametr: resetke. Za

niz G(g,a,b) kazemo da je Gaborov bazni okvir ako je bazni okvir za Hilbertov prostor
L*(R).

Najprije ¢emo analizirati generiraju¢u funkciju g i parametre a i b u slucaju da
je G(g,a,b) bazni okvir, a nakon toga ¢emo dokazati najvaznije rezultate u ovom
poglavlju, dovoljne uvjete da za neku funkciju g i neke a, b > 0, sistem G(g, a, b) bude
bazni okvir za L*(R).

Dennis Gabor predlozio je upotrebu sistema G(¢,1,1), pri cemu je ¢ Gaussova
funkcija, ¢(x) = e™” . On je slutio da se svaka funkcija f € L?*(R) moZe zapisati u

obliku
F=Y2) " com(H)MnToo (32)

mEZ nEZ

gdje je (¢mn)m.mnez neki niz skalara koji ovisi o f. Kasnije se ispostavilo da je Gaborova
slutnja bila neto¢na, iako se moze dokazati da je spomenuti sistem fundamentalan za
L3 (R).

Napomena 3.1.2. Operatori M, @ T, ne komutiraju, pa moZemo gledati sisteme
oblika (ThoMpbg)mnez- 1z propozicije |1.5.1( slijedi

[(f, My Trag)|? = [{f, TnaMmpg)|?,  Ym,n € Z.

38
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Zakljucujemo, (TnaMmpg)mnez je bazni okvir ako © samo ako je (M Thag)mnez bazni
okvir.

Sljedeca lema ¢e nam ilustrirati jednu zanimljivost: produkt ab je vazniji od samih
parametara a i b.

Lema 3.1.3. Neka su g € L*(R) i a,b > 0. Tada je, za dani r > 0, G(g,a,b) bazni
okvir za L*(R) ako i samo ako je G(D,g,%,br) bazni okvir za L*(R).

Dokaz. Kako je D, unitaran operator, (M,,sT,09)mnez je bazni okvir za L*(R) ako
i samo ako je (D, MypTa9)mnez bazni okvir za L*(R) (i to s istim ogradama). Iz
propozicije [1.5.10| sada slijedi

DrMmanag = MmerrTnag - MmbrT%nDTg
[

Napomena 3.1.4. Kako $to smo vec vidjeli u prethodnom poglavlju, ako je G(g,a,b)
Besselov niz, dobro je definiran (i ogranicen je) operator analize

U: LZ(R> — £2<Z X Z)7 Uf = (<f; Mmanag>)(m,n)EZ><Z-
Ponekad ¢emo koristiti oznaku U;’b ako je potrebno istaknuti ovisnost o g,a 1 b.

Lema 3.1.5. Neka je g € L*(R) i a,b > 0. Pretpostavimo da je G(g,a,b) Besselov
niz. Tada pripadni operator baznog okvira U*U komutira s M, T, 2za sve m,n € Z.

Dokaz. Neka su f € L*(R) i a,b > 0 proizvoljni. Koriste¢i svojstva (ref) dobivamo

U UM Toaf = Y AMuTnaf, MisTrag) MisTrag

keZ leZ

= Z Z(f, T naMu—mpThag) MipTrag

keZ leZ

. Z Z sznal m bM(l m)bT naTkag>Mlekag

keZ leZ

_ Z Z 27rma l—m bM(l m)bT(k,n)ag>Mlekag

kEZ leZ
Uz supstituciju (k — k" 4+ n,l — ' +m) dobivamo
U* UMmanaf = Z Z<f7 eQﬂ'inal le'ka'ag>M(l/+m)bT(k/+n)ag
Kezlez
_ Z Z<f7 e27m'nal lelek/ag>e27rinal meanaMl/ka'ag
Kezil'ez

= M,wT U US.
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O

Propozicija 3.1.6. Neka je g € L*(R) i a,b > 0. Pretpostavimo da je G(g,a,b)
bazni okvir za L*(R). Tada je njegov kanonski dual takoder Gaborov bazni okvir
G((U*U)Yg,a,b). Nadalje, pridruzeni Parsevalov bazni okvir je G(U*U) 2g, a,b).

Dokaz. Kanonski dual baznog okvira (M Tnag)m.nez je 0iz (U*U) " MypT09)mnez.-
No, (U*U)~! komutira s M, i T),q za sve m in jer i U*U komutira s M, i T),,. Druga
tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je pridruzeni Parsevalov bazni okvir ((U*U )_% mbLnad)mnez

idai (U*U)_% komutira s M,,, T}, (teorem |1.2.21)) za sve m i n. O

Zbog same definicije, nekako je prirodno gledati generiraju¢u funkciju nosenu
na "lijepom skupu” (primjerice, ograniceni interval) koja onda zbog translacija i
modulacija "prekrije” cijeli R. Takve funkcije ¢emo zvati dobro lokalizirane funkcije.
Medutim, dobra lokaliziranost sama po sebi nije dovoljno dobro svojstvo. Promotrimo
primjer G(1pj,1,1). Fiksirajmo n € Z i uotimo da je (e*™ 1y, 41])mez ONB
za L*([n,n + 1]). Tada je Gaborov sistem G(1j1],1,1) unija ortonormiranih baza
za L*([n,n + 1]) po n € Z pa je ONB za L?(R), a samim time i Gaborov bazni
okvir. Medutim, 1jo; nije neprekidna, pa red u prikazu glatke funkcije pomocu ONB
G(1p,1),1,1) ne konvergira brze od reda u prikazu prekidne funkcije. Nadalje,

_SinTg

7€
iz cega vidimo da Fourierova transformacija funkcije 1j,1) nije lokalizirana, relativno
sporo pada u beskonacnosti, a nije ni integrabilna.

Opcenito, zelimo da nam generirajuca funkcija bude glatka i dobro lokalizirana.
Matematicari Daubechies, Grossmann i Meyer su prvi konstruirali Gaborov bazni
okvir kojem je generirajuc¢a funkcija bila glatka s kompaktnim nosa¢em i to su zvali
"bezbolni neortogonalni razvoj”. Mi najprije navodimo jednu tehnicku lemu.

Lpy(€) =e

Lema 3.1.7. Preslikavanje V : L*([0,1]) — L*([0,¢]),c > 0,V f(x) = \/igf(%) je

unitaran operator. Posebno, kako je miz (e*™™%),.cz ONB za L*([0,1]), slijedi da je
niz (\%62”””%)”162 ONB za L*([0,c]). Ista tvrdnja vrijedi ako u kodomeni gledamo
L3(I) pri ¢emu je I proizvoljni segment duljine c.

Dokaz. Za bilo koju f € L*([0,1]) imamo

c 1 T 1
VIV 2. :/0 E|f(g)|2d$ :/0 |Fw)Pdy = {f, [ 2o

uz supstituciju y = £. Dakle, V' je unitaran. Druga tvrdnja je sada ocita, dok trecu
tvrdnju dobivamo komponiranjem s operatorom translacije koji je i sam unitaran. [J



POGLAVLJE 3. GABOROVI BAZNI OKVIRI 41

Teorem 3.1.8. Pretpostavimo da je g € L*(R) funkcija sa svojstvom supp g C I =

[0, %] za nekib > 0 i da je a > 0 takav da je ab < 1. Tada je G(g,a,b) bazni okvir za

L*(R) ako i samo ako postoje konstante A, B > 0 takve da

Ab < Z\g(x —ak)|? < Bb za g.s. v €R. (3.3)
keZ

U tom sluc¢aju, A, B su ograde baznog okvira G(g,a,b). Nadalje, ako je ab < 1, postoji
glatka funkcija s nosacem sadrzanim u [0, %] koja zadovoljava .

Dokaz. Neka je Go(x) = Y, c|g9(x — ak)|?. Pretpostavimo da vrijedi (3.3) i neka je
[ € L*(R) proizvoljna. Fiksirajmo n € Z i uo¢imo da je nosa¢ funkcije f7},,g sadrzan
u [na, 1 + nal. Nadalje, g je ograniCena g.s. (jer je i Gy takva), pa‘zakljuéujemo da
je fTng € L*([na, + +na)). Kako je prema prethodnoj lemi (vbe?™™),,. ., ONB za
L?([na, ; + na]), imamo

/_OO |f(1’)g(l‘ _ na)|2dx = /b nalf(J?)TnaMPdg;

o0 na

= HfTNGEHLQ([na,%—&-na})

. 2
<ana§; \/1—9627mmbx>

2

Lina )
=b Z /b f(x)g(x — na)e 2™ mb=dy

a

2

%—i—na
=0 Z / f(z)ermmbzg(x — na)de

a

=b ZKfa MmanagHZ'

meZ

Koristec¢i Tonellijev teorem (tj., korolar|1.5.13]) za zamjenu sume i integrala dobivamo

Z Z|<f7 M,y Thag)|? = %Z /°° |f(z)g(x — na)|*dx

mEZ nel nez v

. (3.4)
-/ Oo|f(:v)|2<2|g(:r - na>\2>das.

- ne”L

Iz (3.3)) sada lako slijedi
AIFIE <30S 1 MusToag) P < B £,

MEZ neEZ
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za sve f € L*(R).

Obrat ide analogno, uz isti racun kao gore.

Pretpostavimo sada da je 0 < ab < 1. Neka je g neprekidna funkcija takva
da je g(x) > 0 za svaki z € (0,4) i g(z) = 0 za svaki « ¢ (0,3). Zbog a < 1,
slijedi da je a-periodi¢na funkcija Go(x) strogo pozitivna i neprekidna. Slijedi, 0 <
inf Gy < supGy < oco. Navedimo jedan primjer glatke funkcije koja zadovoljava
gornje pretpostavke. Neka je funkcija ¢ zadana s

eiit<0
g0“):{0 11> 0.

Sada je F'(x) = ¢(a* — %) jedna trazena funkcija. O

Napomena 3.1.9. S Gy(z) (kao i u dokazu prethodnog teorema) oznacavat éemo
funkeiju Y, 519(x — ak)|? i u daljnim razmatranjima.

Napomena 3.1.10. Uyjet ab < 1 je nuzan da bi vrijedilo . Naime, ako je
a> ¢, imamo Y, ,|g(x — ak)|* = 0 na intervalu [3,a), pa ne vrijedi.

Napomena 3.1.11. Uocimo sljedece: ako je ab = 1, tada nijedna funckija g koja
zadovoljava ne moze biti neprekidna. Naime, ako je supp g C [0, %] = [0, a],
onda je nosac funkcije Tnag sadrzan u [na,(n+ 1)a]. Ako je g neprekidna, nuzno je
9(0) = g(a) = 0. Kako se intervali [na, (n + 1)a] u parovima sijeku u najvise jednoj
tocki, dobwamo da je Go(x) =", ,lg(x — na)|* neprekidna i vrijedi Go(na) = 0 za
svaki n € Z. No, tada Gy ne zadovoljava pa G(g,a,b) nije bazni okvir.

Napomena 3.1.12. Iz prethodne napomene je jasno da niz G(¢, 1, 1) nije bazni okvir
za L*(R).
Napomena 3.1.13. Pretpostavimo da g,a i b zadovoljavaju pretpostavke teorema

i neka
=> lg(z — na)|?

nez
zadovoljava . Tada je prema istom teoremu G(g,a,b) bazni okvir, pa oznacimo
s U njegov operator analize. Neka je f neprekidna funkcija s kompaktnim nosacem.

Izslijedi
1 o0
WU =S = 3 SN MoaToa) = 5 [ @) Goli)da

meZ nel
Kako je U*U neprekidan, ovaj izraz moZemo prosiriti po neprekidnosti na cijeli L?(R),
tj., 1mamo

WUp =5 [ PG, v e P®),
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Promotrimo sada operator M%GO na L*(R) definiran s M%Gof = %Gof. Jasno, prema
prethodnome, vrijedi (U*U f, f) = (M%Gof, ),Vf € L*(R). Sada iz éinjenice da su
oba operatora hermitski 1 jedinstvenosti adjungiranog operatora zakljucujemo da je
U*U = Mag,. Uocimo sada da je (U*U)™" = M, 1, tj.

UV =baf, VfeLAR).
Go

Iz propozicije slijedi da je kanonski dual baznog okvira (MupToG)mnez bazni
okvir (Mmbng)m,neZ. Rekonstrukcigske formule sada nam daju

f =0 Z Z<f; Mmanag>Mmana . vf S L2(R)

-9
G
MEZ ne€Z 0

Uocimo jos da je

~1
1 1
Thol=0g)(z) = r — ka — na)|? r—na)=——"T,.,9(x),
(G (%If( >|> oo —na) = s Ty (v)
pa gorngi izraz mozemo zapisati kao
b 2
F = 3 S MuiToag) MosTrag. 1 € L*(R). (3.5)

mEZ nEZ
Ovu formulu moZemo zvati bezbolni neortogonalni razvoj.

Korolar 3.1.14. Pretpostavimo da je g neprekidna funkcija s nosacem sadrZanim u
intervalu I duljine L > 0, te da nosac ne iscezava na interioru intervala I. Tada je
G(g,a,b) bazni okvir za L*(R) za sve 0 <a <L i0<b< 1.

Dokaz. Nekaje 0 <a< LiO<b< % Kako je % > L, nosac funkcije g je sadrzan
1

u intervalu duljine ;. Neka je Gy definirana kao i ranije. Ako pokazemo da je Gy
ogranicena odozgo i odozdo, tvrdnja ce slijediti iz teorema (3.1.8|

Kako ¢ ima kompaktni nosac, zakljucujemo da je suma u definiciji funkcije G
konacna, iz Cega zbog ogranicenosti funkcije g (g je neprekidna na kompaktu) slijedi
ogranic¢enost odozgo funkcije Gj.

Neka je sada [ interval duljine a s istim sredistem kao interval J (zbog a < L
vrijedi i I C J). Za proizvoljni x € R postoji n € Z takav da je x — na € J. Slijedi
da je inf,egr Go(z) > inf,es|g(z)]|? > 0. Pritom vrijedi stroga nejednakost jer nosa¢
funkcije g sadrzi rubne tocke intervala I, a koje su izvan intervala J. Buduéi da je

g = 0 samo u tim tockama, zaklju¢ujemo da je |g(x)| > C > 0 za sve x € J. O
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Korolar 3.1.15. Pretpostavimo da je ab < 1, uzmimo 0 < € < 5 tako da vrijedi
a+ 2 < % i 1zaberimo funkciju g € L*(R) takvu da je supp g C [0,a + 2¢],g(z) =1
zax € le,a+el,g € C°MR), illglle = 1. Tada je G(g,a,b) bazni okvir za L*(R) s

12
ogradama 3 1 3.

Dokaz. 1z pretpostavki na € i g lako slijedi da je 1 < Gy < 2. Tvrdnja sada slijedi iz
teorema [3.1.8 O

Korolar 3.1.16. Pretpostavimo da je g neprekidna funkcija s nosacem sadrzanim
u nekom intervalu I duljine L > 0. Tada je G(g,a,b) Besselov niz za sve a > 0 i
0<b< i

=1

Dokaz. 1z prethodnih tvrdnji i njihovih dokaza jasno je da je ograni¢enost odozgo
funkcije G dovoljna da niz bude Besselov. U dokazu korolara vidjeli smo da
su pretpostavke ovog korolara dovoljne za ogranicenost odozgo. O

Do kraja poglavlja cilj nam je dokazati dovoljne uvjete na opcenitu funkciju g €
L*(R) (dakle, bez ogranicenja na nosa¢) i parametre a,b > 0 da niz G(g,a,b) bude
bazni okvir. No, prije toga ¢emo dati neke nuzne uvjete. Pocinjemo s prosirenjem
"samo ako” dijela teorema na sve g € L*(R).

Teorem 3.1.17. Pretpostavimo da su g € L*(R) i a,b > 0 takvi da je G(g,a,b) bazni
okvir za L*(R) s ogradama A i B. Neka je Gy kao u napomeni . Tada imamo

Ab < Gy(z) < Bb, za g.s. © € R. (3.6)
Specijalno, g € L>(R).

Dokaz. Neka je f € L*(R) proizvoljna ograni¢ena funkcija kojoj je nosa¢ sadrzan u
intervalu I duljine % Tada je jasno fT,.g € L*(I). Kako je (vbe? %) ., ONB za
L3(I), potpuno isto kao u dokazu teorema dobivamo

o

b M Toag) P = [ 1 F(e)gta — na)de.

meZ —o©

Koristec¢i donju ogradu baznog okvira dobivamo

/_OO ‘f(QJ)PGO(l’)dx = Z /OO |f(x)g(x _ na)de

nez "

=3 1 M Toag) (3.7)

mEZ neZ

> bA||fII*.
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Zakljuéujemo, za svaku ogranicenu funkciju f € L*(I) imamo

/ (@) A(Golx) — bAYdz > 0. (3.9)

o0

Kada bi vrijedilo Go(z) < bA na nekom skupu E C [ takvom da je A(E) > 0,
uvrsStavanjem funkcije 1g u dobivamo kontradikciju. Ogranic¢enost odozgo do-
bivamo potpuno analogno, uvrstavanjem gornje ograde baznog okvira G(g,a,b) u
(13.7). Zbog |g| < Gy i upravo dokazanog, ocito je g € L=(R). O

Korolar 3.1.18. Pretpostavimo da su g € L*(R) i a,b > 0 takvi da je G(g,a,b) bazni
okvir za L*(R) s ogradama A i B, te operatorom analize U. Tada je

(a) Aab < ||g||* < Bab.

(b) Ako je G(g,a,b) Parsevalov bazni okvir, tada je ||g|| = ab.
(¢c) 0 <ab<1.

(d) (9, (U*U)"'g) = ab.

(e) G(g,a,b) je Rieszova baza ako i samo ako je ab = 1.

Dokaz. (a) Kako je funkcija Gy a-periodi¢na i kako je na intervalu [0,a] jednaka
funkciji |g|, integriranjem po [0, a] iz (3.6)) dobivamo

Aab< [ S gt~ na)P = [ lgta)Pde = o]
0 nez >
Drugu nejednakost dobivamo potpuno analogno.

(b) Slijedi direktno iz (a) jer imamo A = B = 1.

(¢) Iz propozicije slijedi da je G((U*U)"2g,a,b) Parsevalov, a iz (b) tada
dobivamo ||(U*U)"2g||? = ab. Kako je norma svakog vektora baznog okvira (stovise,
svakog vektora Besselovog niza, vidi propoziciju [2.1.5)) manja od (operatorske) norme
operatora analize, zakljucujemo da je ab < 1.

(d) Operator (U*U)"2 je hermitski, pa iz ||(U*U) " 2g||? = ab slijedi

o7 — w71 wpry 1 wpr 1
(9. (UU)g) = (U"U) 29, (U"V)"2g) = |(U*V)2g]* = ab.

(e) Zbog teorema [1.4.12) G(g,a,b) je Rieszova baza ako i samo ako je pridruzeni
Parsevalov bazni okvir G((U*U )’%g,a, b) Rieszova baza. No, u ovom slucaju je
G((U*U)"2g,a,b) nuzno ONB pa imamo

kTT\— % KTT\—
L= [(U"U)"2g]*= (9, (U*U)'g) = ab,

pri ¢emu zadnja jednakost slijedi iz tvrdnje (d). O
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Napomena 3.1.19. Uvjet ab < 1 je nuZan, ali ne i dovoljan da bi G(g,a,b) bio

bazni okvir. Da bismo to vidjeli, uzmimo b =1 1 % < a < 1 ¢ promotrimo sistem

G(]l[o’%],a, 1). Uocimo, za bilo koje m,n € Z imamo

e}

<:H'[%,a]7 Manal[o,%ﬂ = /

1[%7a}62ﬂimmﬂ[na,%+na] =0,

jer je presjek ova 2 intervala najvise jedna tocka, dakle sigurno je mjere 0. Drugim
rijecima, IL[%JI] il ManaIL[Oé] za sve m,n € Z. Iz ovoga zakljucujemo da sistem
G(IL[Oé], a,1) nije fundamentalan, pa onda nije ni bazni okvir za L*(R).

Vrigednost % se zove gustoéa Gaborovog sistema (MywThag)mmez. 2Za ﬁ =1
kazemo da je kriticna ili Nyquistova gustoca.

Korolar 3.1.20. Pretpostavimo da su g € L*(R) i a,b > 0 takvi da je G(g,a,b) bazni
okvir za L*(R). Tada vrijedi g, g € L™(R).

Dokaz. U teoremu [3.1.17 smo dokazali da je g € L°(R). Kako je Fourierova tran-

sformacija unitaran operator na L?(R), zaklju¢ujemo da je i (Mmag)m,nez bazni
okvir za L?(R). Nadalje, iz teorema [1.5.11] imamo

Mﬁag = Tmbqfna\g = TmbM—naga vma n € Z.

Zbog napomene zakljucujemo da je i (MypThad)mnez bazni okvir za L*(R).
Ponovnom primjenom teorema [3.1.17 dobivamo da je i g € L*(R). ]

Sada navodimo niz tehnickih rezultata neophodnih za dokaze teorema o dovoljnim
uvjetima.

Lema 3.1.21. Neka su f,g € L*(R), a,b > 0 i k,l € Z proizvolyni i fiksni. Tada red

Zf(x—na—%)g(x—na—%)

nel

konvergira apsolutno za g.s x € R ¢ definira a-periodicku funkciju. Nadalje, funkcija

=

neL

) k
f(z —na— B)g(x — na — 3)

se nalazi u prostoru L*([0, a)).
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Dokaz. Za k € Z definirajmo niz
k
gr(x) = <g(x —na — —)> ,x € R. (3.9)
b neZ

Zelimo dokazati da je gp(x) € (*(Z) zasve k € Z i g.s. v € R. Imamo

| Slate=na= s =3 [Clata —na—§)pda

neZ nez

- [ lote =P .10
= | TeglP
= lgll*,
dakle, integral na lijevoj strani je konacan, iz cega mozemo zakljuciti da je
Z\g(x —na — %)|2 < 00, za g.8. .

ne”

Sada za proizvoljne f,g € L*(R) i k,l € Z nizovi fi(x) i gr(z) suu®* pazags. v € R
imamo

(), (o)) = 3 fa —na— Dgla —na— 7).

neL

Stovise, iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti u £2 primijenjene na | f;(x)| i [gx(2)| lako
slijedi da ovaj red konvergira i apsolutno za g.s. x € R. Zadnju tvrdnju dobivamo

analogno kao u (3.10)). O

Ako u prethodnoj lemi uzmemo f = g il = 0 dobivamo:

Korolar 3.1.22. Neka su g € L*(R) i a,b > 0. Tada za svaki k € Z red

k
Gr(z) :Zg(x—na)g(x—na—g), z € R, (3.11)
neZ
konvergira apsolutno g.s., a funkcija
k

S

nel

g(x —na)g(x —na — 5)

se nalazi u prostoru L'([0, a]).
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Napomena 3.1.23. U dalynjim razmatranjima, oznaka Gy ce se odnositi na funkcije
definirane s . Uoc¢imo, za k = 0 dobivamo upravo funkciju Go iz dokaza teorema
5. 1.8

Lema 3.1.24. Neka su f,q € L*(R) i a,b > 0. Za danin € Z definirajmo

F,(x) :Zf(x—%)g(x—na— %) (3.12)

kEZ

Tada je F,(x) dobro definirana za g.s. x i nalazi se u prostoru L*([0,1]). Nadalje,

b
za bilo koji m € Z imamo

o=

{f, MypTrag) = / F(z)e 2™mbe g, (3.13)
0

Specijalno, m-ti Fourierov koeficijent funkcije F,(x) s obzirom na ONB (vV/be?™%),
za L2([0, 3]) je
cm = VO(f, My Trag) (3.14)

Dokaz. Zamjenom n < k u (3.12)) dobivamo

Fr(z) =) f(z - 9@ —ka— ).

Iz leme [3.1.21| (uz zamjenu uloga a i 3) slijedi da je F,(x) dobro definirana g.s., da
pripadni red konvergira apsolutno g.s. i da je F,(z) € L'([0, 1]). Nadalje, imamo

Ako pomnozimo relaciju (3.13) s v/b, vidimo da je desna strana jednaka (F, (z), v/be2™mbe)
tj. vrijedi (3.14)). O
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Lema 3.1.25. Neka je f ogranicena izmjeriva funkcija s kompaktnim nosacem. Pro-
motrimo proizvolinu funkciju g € L*(R) i funkcije Gy, definirane u . Ako je
Go € L=(R), onda je

S S M) = 1 S / T@f(a— DGy, (315)

meZ nel keZ

Dokaz. Zan € Z promotrimo %—periodiénu funkciju F,(z) definiranu s . Prema
prethodnoj lemi, F, € L'([0,3]). Nadalje, kako f ima kompaktan nosa¢, za bilo
koji z € R, f(z — —) # 0 za konatno mnogo k-ova. Stovise , postoji konstanta
C takva da za svaku tocku z suma u definiciji ima najvise C' sumanada. Kako
je zbog esencijalne ogranicenosti funkcije G i g esencijalno ogranicena, iz Cauchy-
Schwarzove nejednakosti na ¢2 slijedi i da je F}, ogranicena. Odavde pak slijedi da je

F, € L*([0, 1]). Stovise, funkcija

v 2 |f = Dygw —na— )| € 220, 3])

Zadnja tvrdnja leme |3.1.24] povlaci, zbog Parsevalove jednakosti,

/ |Fo(2)Pde =

meZ

(3.16)

/ Fn(l,)ef%rimbwdx

Zbog korolara|3.1.22]i ¢injenice da je f izmjeriva, ograni¢ena i s kompaktnim nosacem,
imamo

k
x —na)g x—na—g) dx < o0. (3.17)

> [ s I o

keZ ne”L

Sada imamo sve $to nam je potrebno za opravdavanje zamjene sume i integrala u
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racunu koji slijedi. Imamo

SN M T )P Z/ () Pda

l
fa:—— (x —na — -)F,(x)dx
> [ Z ;
=3 Z/ f(@)g(z — na)F,(z)dx
k k
f Jg(x —na) Y flr——)g(z —na— —)
= fraclb fx) ) rk(x)dx.
sf

Pritom prva jednakost slijedi iz (3.13]) i (3.16]), a u drugoj jednakosti smo iskoristili
—_— l l
Fuo)? = @ Fala) = 3 fle — Do —na— D Fx).

[]

Lema 3.1.26. Neka je f € L*(R) ogranicena izmjeriva funkcija s kompaktnim
nosacem. Pretpostavimo da je za g € L*(R) i a > 0 funkcija Gy € L®(R). Tada je

Z/ f(x) iU——)Gk( )dx S/ z)|? Z\Gk )|dzx. (3.18)

k£0 k0

Dokaz. Najprije imamo

Z’T_%Gk(x)‘ =374 > Thg(@)T,, 1)

k0 k0 nez

:Z Z g nag( )

k#0 | n€Z
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Ako zamijenimo k s —k, dobivamo

Z‘T_%Gk(x)‘ = Z na—l— nag )
k#0 k#0 | n€Z
_ Z Z rar Tpag(2) (3.19)
k#0 | n€Z
= 3 IGi(x)
k#£0

Sada imamo

> [T - Do < [T i@l wlcw

k0 P
=3 [ H@WG@IT @G
k20

(kako f ima kompaktni nosa¢, zaklju¢ujemo da su | f(x)|\/|Gr(x \Tk z)|\/|Gr(x

u L?(R) pa mozemo iskoristiti Cauchy-Schwarzovu ne;ednakost)

<> ([ @ >|)§(/ngf(xn?mk(xnf

k0

(sada koristimo Cauchy-Schwarzovu nejednakost na ¢(Z))

(Z/ DG )(Z/ Ty )P IG >)1

k40 k40
(mijenjamo = — % s 2’ kojeg radi jednostavnosti oznac¢avamo s )
1 1
2 2
< <Z/ 2)PIGi(e |> (Z/ D) PIT s Gile >|>
k#0 k0

1

(forge) (Luergen)

k0 k20

:/Z 2P S G (@)

k0
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pri ¢emu predzadnja nejednakost slijedi iz ((3.19)).

[]

Sada napokon mozemo iskazati i dokazati tri teorema koji nam daju dovoljne
uvjete na g, a i b da sistem G(g, a,b) bude bazni okvir na L?(R).

Teorem 3.1.27. Neka su g € L*(R) i a,b > 0 takvi da postoje konstante A i B' sa
svojstvima

A <Gy(x)<B zags reR (3.20)
I
D Gk < A" (3.21)
k40

Tada je (M Thag)mnez bazni okvir za L*(R).

Dokaz. Dovoljno je dokazati tvrdnju za neki gust podskup od L*(R). Mi ¢emo uzeti
skup svih izmjerivih ogranicenih funkcija s kompaktnim nosacem. Pretpostavimo
dakle da je f izmjeriva, ogranicena i s kompaktnim nosa¢em. Imamo

S S Mg < [ @G + 5| Y [ T - )Gutalda

mEZ neZ k#0

1 1
< UPIGl+ 5 [ 1P S lGualids

k0

1 1
< ZBI|FIP+ =A|f]?
<3 1£1° + b 11l

1 i /
= (A4 + B,

pri ¢emu prva nejednakost slijedi iz leme [3.1.25] druga iz leme |3.1.20, a treca iz
pretpostavki teorema. Za drugu nejednakost, uo¢imo da iz (3.18)) slijedi

> [ F@ite - ez - [ 15@P YlGuwds

k#0 k#0

Sada zbog leme |3.1.25|1 pretpostavki teorema imamo

SN K M Toag)? = | £IP (Al - ZHGkHOO)‘
meZ neZ k#0
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Teorem 3.1.28. Neka su g € L*(R) i a > 0 takvi da postoje konstante A" i B’ koje
zadovoljavaju . Pretpostavimo jos da vrijedi

lim > 7| Gillo = 0. (3.22)
k#£0

Tada postoji by > 0 takav da je (MypThag)mnez bazni okvir za L*(R) i to za sve
0<b<b.

Dokaz. Kao i u prethodnom teoremu, dovoljno je tvrdnju dokazati za izmjerive,
ogranicene funkcije s kompaktnim nosacem, pa neka je f proizvoljna takva. Zbog
(3.20)), isto kao u prethodnom dokazu dobivamo

S ST M) < (B’ " Znaknoo) 112
meEZ nel k#0

S druge strane, zbog (3.20)) i (3.18)) imamo
Z ZK.fa Mmanag>|2 Z

mEZ nEZ

S

S =

(A - ZnGknm) 11

k0

Sada zbog (3.22)) mozemo naéi by takav da za bilo koji 0 < b < by vrijedi } ;o [[Grlloo <
A O

Teorem 3.1.29. Neka su g € L*(R) i a,b > 0 takvi da vrijedi

B = — sup Z|Gk(x)| < 00. (3.23)

z€(0,a] kel

1
b
Tada je (MywThag)mnez Besselov niz s Besselovom ogradom B. Ako jos dodatno
vrijeds

AT g <G0<x) - Z]Gk(x)]> >0 (3.24)

z€[0,a] 0

onda je (MupTnag)mnez bazni okvir za L*(R) s ogradama A i B.
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Dokaz. Ponovo pretpostavljamo da je f izmjeriva, omedena i da ima kompaktni

nosac. Iz leme |3.1.25| slijedi

ZZ' f Mmanag b Z/ f I_ _>Gk( )d
5 / T (o~ )Culw)da

1
k=0

<3 | 1@FGaa)dn+

1 [o¢]
< 5/ | f() ( —i—Z]Gk )da: (zbog (3 )
- k#0
1
—; [ W@ izl
kEZ
1
< 5( sup Y |Gi(x >||f||2 (jer je Y |Gi(x)| a-periodicna)
z€[0,a] ez keZ

< B||f|I* (zbog (3.23)).

Za drugu tvrdnju, isto kao u dokazu teorema zakljucujemo da vrijedi

2/ T (@~ $)Gula)dr > - / D2 S |Gy(w) d,

k#0 k40

iz, ¢ega pak zbog (3.15]) i (3.24]) dobivamo

DD N Mo Toag)* > ||f||2<G0 ZIIGkHoo) > AllfI1.

meZ nel k0

]

Za kraj navodimo jedan primjer koji nam ilustrira prednosti teorema [3.1.29| u

odnosu na teorem [3.1.271
Primjer 3.1.30. Neka je

]

a:—l—l xE[Ol
1,2]

g(ZE) = 5.1', [
0, inace
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ta=b=1. Vrijedi

Hz+1)%k=—
S +1)2k=0
_ D AR B )
" 0 mace.

Odavde zakljucujemo

Go(z) = ~(x+1)°, 2 €[0,1] i Y |Gi(z)| = (z+1)*,
k40

Ocito vrijedi ((3.20) uz A’ —— i B'=5. No, kako je Zk7é0HGk( 7)o =

35

x € [0,1].

2, uvjet (|3.21

nije ispunjen i ne mozemo zskomstm teorem [3.1.27. S druge strane, uvjeti teorema
su ispunjeni pa mozemo zakljuciti da je (M Tng)mnez bazni okvir s ogradama

1.
229.
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Sazetak

U ovom radu cilj nam je definirati i analizirati Gaborove bazne okvire na Hilberto-
vom prostoru L*(R). Da bismo to mogli napraviti, u 1. poglavlju najprije navodimo
kratak pregled osnovnih rezultata iz opée teorije normiranih prostora, te definiciju i
osnovna svojstva Fourierove transformacije. Zatim u 2. poglavlju definiramo bazne
okvire na opcenitom Hilbertovom prostoru i dokazujemo neka svojstva i karakte-
rizacije, pri ¢emu su nam posebno vazna rekonstrukcijska svojstva baznih okvira.
Proucavajuéi rekonstrukcijska svojstva, prirodno nam se javlja pojam duala baznog
okvira, pa je kraj 2. poglavlja posvec¢en upravo toj temi. Napokon, u 3. poglavlju
definiramo Gaborove sisteme i specijalno, centralni objekt ovog rada, Gaborove bazne
okvire, te koristeé¢i do tada razvijenu teoriju proucavamo njihova svojstva. Najprije
se ogranicavamo na slucaj u kojem generirajuca funkcija ima kompaktan nosac, a
nakon toga postepeno prosirujemo razmatranja na proizvoljnu funkciju iz prostora
L?*(R). Na samom kraju rada, dokazujemo tri teorema u kojima su navedeni neki
dovoljni uvjeti na generirajucu funkciju i parametre, uz koje je pripadni Gaborov
sistem (Gaborov) bazni okvir za L*(R).



Summary

In this thesis our objecitve is to define and analyze Gabor frames on Hilbert space
L*(R). In order to achieve this, in first chapter we list some fundemental results
in general normed space theory, and we also have a brief discussion about Fourier
transform. Afterwards, in the second chapter, we define frames in general Hilbert
space and we prove some main properties and characterizations, most important of
which are the reconstruction properties. While studying the reconstruction proper-
ties, the notion of dual frames naturally appears, thus, the end of the second chapter
is dedicated to them. Finally, in the third chapter, we define Gabor systems, and in
particular, the central objects of this thesis, the Gabor frames. Using the theory we
developed earlier, we study some of their main properties. First, we limit ourselves
on special case, in which the generating function of the system is compactly suppor-
ted. Thereafter, we generalize these results on arbitrary functions in L*(R). At the
very end of the thesis, we give some sufficient conditons on generating function and
parameters, for which the according Gabor system is in fact a (Gabor) frame.
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