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Uvod

Unitarni prostori su vektorski prostori na kojima se moZe definirati binarna operacija koju
nazivamo skalarni produkt. U svakom unitarnom prostoru se iz skalarnog produkta moze
izvesti norma, odnosno svaki unitaran prostor je ujedno i normiran, a ono §to je zanimljivo
je da obrat ne vrijedi, tj. svaki normirani prostor ne mora biti 1 unitaran. U ovom radu
¢emo prouciti koje uvjete zadovoljava norma izvedena iz skalarnog produkta, odnosno $to
karakterizira klasu unitarnih medu normiranim prostorima.

Prvo poglavlje zapocinje definicijama i primjerima unitarnih i normiranih prostora, na-
kon Cega je dana osnovna karakterizacija unitarnih prostora temeljena na jednakosti pa-
ralelograma koju su 1935. godine dokazali Jordan 1 von Neumann te time otvorili vrata
brojnim drugim karakterizacijama.

Jezikom funkcijskih jednadZbi, jednakost paralelograma se poopcava kvadratnom funk-
cijskom jednadzbom koja se obraduje u drugom poglavlju. Ona se pokazala vaznim ins-
trumentom u proucavanju unitarnih prostora, stoga su je proucavali brojni matematicari
kao Sto su Jensen, Kurepa, Kannappan te ve¢ spomenuti Jordan i von Neumann. U ovom
poglavlju bit ée dano opée neprekidno rjesenje kvadratne funkcijske jednadzbe kao i neka
njezina poopcenja te ¢e, s njom u vezi, biti razmatrani kvadratni funkcionali.

U treCem poglavlju bit ¢e dano joS nekoliko karakterizacija unitarnih prostora koje
dobivamo poopéenjem jednakosti paralelograma i kvadratne funkcijske jednadzbe. Os-
novna funkcijska jednadzba u ovom poglavlju je Frechétova, iz koje su izvedena daljnja
poopcenja.



Poglavlje 1

Unitarni 1 normirani prostori

1.1 Unitarni prostori

Neka je V vektorski prostor nad F € {R, C}.

Definicija 1.1.1. Skalarni produkt na V je svaka funkcija (-, -): VXV — F koja ima
sljedeca svojstva:

(1) {a1vi + vy, w) = a1 {vi,w) + ar(vo, W), vi,vao,w €V, aj,a, € F (linearnost u
prvoj varijabli),

(2) (v,w) ={w,v), v,weV (hermitska simetricnost),
(3) w,v)>0, veV;, (v)y=0 < v=0 (pozitivna definitnost).

Iz svojstava (1) 1 (2) slijedi svojstvo konjugirane linearnosti u drugoj varijabli:

v, Biwy + Bawa) = Biv, wi) + Bolv,wn),  v,wi,war €V, B, € F.

Definicija 1.1.2. Uredeni par vektorskog prostora V i skalarnog produkta (-, -): VXV —
F zove se unitarni prostor.

Navedimo neke primjere unitarnih prostora.

Primjer 1.1.3. Neka je V = R" zanekin € N te neka suv = (vy,...,v,),w = Wy,...,w,) €
V. Definiramo:

n

(v,w) := Z vw; € R.

i=1
Uredeni par (V,{ -, -)) je standardni n-dimenzionalni realni unitarni prostor ili euklidski
prostor.
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Primjer 1.1.4. Neka je V = C" zanekin € N te neka suv = (vi,...,v,),w = Wi,...,w,) €
V. Definiramo:

n

v,w) = Z viw; € C.
i=1
Uredeni par (V,( -, -)) je standardni n-dimenzionalni kompleksni unitarni prostor.
Primjer 1.1.5. Definirajmo skalarni produkt na vektorskom prostoru C([a, b],F) svih ne-
prekidnih funkcija sa segmenta [a,b] CR u F € {R,C}. Za f, g € C(la, b], F) definiramo:

b
(f.g) = f f(Hg(tdt.
Uz ovako definiran skalarni produkt, dobivamo unitarni prostor (C([a, b],F), (-, - )).
U svakom unitarnom prostoru vrijedi sljede¢a nejednakost:

Teorem 1.1.6. (Buniakowsky-Cauchy-Schwarzova nejednakost) Neka je (V,{-, -)) uni-
tarni prostor. Tada za sve v,w € V vrijedi

(v, WP < (v, v)(w, w). (1.1)
Znak jednakosti vrijedi ako i samo ako su v i w linearno ovisni.

Dokaz. Zaw = 0 dokaz je trivijalan. Za w # 0 definiramo

w
e= R
pa
0 < (v—A(v,e)e,v—{(v,e)e)
= () = 2(v,e)e, vy + (v, e)f
= () -lv.ef
povlaci

v, &) < (v,v),
odakle slijedi (I.I). Ako vrijedi znak jednakosti, tada je

v={(v,e)e = (v, w)w,

1
(w,w)

pa su v 1w linarno ovisni. Obratno, ako je v = Aw za neki nenul A € F, tada je

(v, wyP? KAw, wH* = |Aw, wy* = A (w, w)(w, w) =

Aw, AwY{w, w) = (v, v){w, w).
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1.2 Normirani prostori

Definicija 1.2.1. Norma na vektorskom prostoru V je svaka funkcija ||-||: V — R koja ima
sljedeca svojstva:

(1) vl =20, veV,

(2) IMl=0 = v=0,

(3) llav||=la|-|lvl, veV,aeF (homogenost),

(4) |lv+wl |l +Iwll, v,weV (nejednakost trokuta).

Definicija 1.2.2. Uredeni par vektorskog prostora V i norme || - ||: V — R naziva se
normirani prostor.

Navedimo neke primjere normiranih prostora.

Primjer 1.2.3. Konacnodimenzionalan prostor F", n € N, moZemo opskrbiti normom na
sljedece nacine:

o (F,|-1), gdjeje|-|apsolutna vrijednost koja igra ulogu norme u polju;
o E.lI-1b).  gdjejellvi, - vl = VEL il

o FLI-N),  gdjejellvi, -« vl = Xy Ivily

o (F%-1lw),  gdjejell(vi,- -+, ville = max{lv]: i =1,...,n}.

Primjer 1.2.4. Vektorski prostor svih neprekidnih realnih ili kompleksnih funkcija na seg-
mentu [a, b] moZemo opskrbiti normom na sljedece nacine:

o (Cla.bL.II ). gdjejellfll. = [ \f()Pdr;

* (Cla,bL.II-1lD),  gdjeje|lfll = fab |f(®)ldz;
* (Cla,bl, |l llw),  gdje je |l fllo = max{|f(1)]: 1 € [a, D]}.

Propozicija 1.2.5. Neka je (V,|| - ||) normirani prostor. Ako je (x,) nizu 'V, a x € V takav
da je lim||x, — x|| = 0, tada je lim ||x,|| = ||x||.

Dokaz. Zbog nejednakosti trokuta je
[l = 11l | < llx, = Xl — 0,

odakle slijedi |[x,|| — [|x]|. m|
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Propozicija 1.2.6. Akoje (-, -): VXV — F skalarni produkt na V, onda je sa

VIl = V{v, v) (1.2)

zadana norma na V.

Dokaz. OCito je da norma (I.2)) zadovoljava aksiome (1)-(3) iz definicije 1.2.1. Aksiom
(4) slijedi iz Buniakowsky-Cauchy-Scwarzove nejednakosti:

v+ wiP?

V+w,v+w)

W) + (W, vy + (v, w) + (w, w)
W, v) + 2|y, w)| + (w, w)

W, V) + 2V, v){w,w) + (W, w)
VI + 21l [Iwl] + [Iwl?

AWl + lwlD .

IAIA

O

Cesto se kaZe da je norma || - || definirana sa (I.2) izvedena iz skalarnog produkta. Primije-
timo da Buniakowsky-Cauchy-Scwarzovu nejednakost sada moZemo zapisati u obliku

v, W)l < |l - wll,  v,weV.

1.3 Banachovi i Hilbertovi prostori

Definicija 1.3.1. Neka je (V,|| - ||) normiran prostor. Niz (x,,n € N) u V je konvergentan
(po normi) ako postoji xy € V takav da niz brojeva n — ||x,, — xo|| konvergira nuli tj.

VYe>0, dn(e) e N,Vn e N, n > n(e) = ||x, — xol| < €.
Korolar 1.3.2. Takav xy je jedinstven i piSemo x, = lilgn X
Dokaz. Pretpostavimo da takav xq nije jedinstven. Neka x, — xo 1 x, — x. Tada
llxo = x5 11 = ll(xo — x) + (x5 — Xl < [0 = Xall + [0, = x5

za n — oo povlaci [|lxo — x|l = 0, j. dobivamo xy = xj, Sto je kontradikcija s naSom
pretpostavkom. O

Definicija 1.3.3. Neka je (V,|| - ||) normiran prostor. Niz (x,,n € N) u 'V je Cauchyjev ako

Ve >0, dn(e) e N,Vun,meN, n,m > n(e) = ||x, — x| < €.
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Ocito, zbog
10 = Xl = 116 = %) + (x = x| < | = Xl + [lox = X
je svaki konvergentan niz Cauchyjev.

Definicija 1.3.4. Normirani prostor (V,||-||) je potpun ili Banachov ako je svaki Cauchyjev
niz u V konvergentan. Potpun unitaran prostor naziva se Hilbertov prostor.

1.4 Jednakost paralelograma

Norma (I.2)) zadovoljava tzv. jednakost paralelograma:

[v+wlP+lv=wl? =2 +2Iwl’,  v,weV. (1.3)

Jednakost (1.3) dobije se jednostavnim raunom:

v+ wil* + v — wil*

V+WV+W+V—w,v—w)

W, V) + v, w) +w,v) + (w,w) + (v, v) — (v, w) — (W, v) + (W, w)
2w, v) + 2{w, w)

2 (VI + 2 [wlP.

@
O o]

Slika 1. Jednakost paralelograma

Naziv jednakost paralelograma u vezi je s ¢injenicom da je u svakom paralelogramu
zbroj kvadrata duljina dijagonala jednak dvostrukom zbroju kvadrata duljina njegovih stra-
nica, Sto uz oznake kao na slici slijedi iz kosinusovog poucka:

2 2 2
v+wll® = [WI°+ [wll* = 2|l lw]| cos(m — @)
2 2
= |7 + Wl + 2|vl| [[w]| cos a,
2 2 2
v —=wll = [WI”+I[wll* = 2|l [w]| cos a,



POGLAVLIJE 1. UNITARNI I NORMIRANI PROSTORI 7

odakle zbrajanjem dobivamo jednakost paralelograma.
Sli¢no kao i za (1.3)), moZe se provjeriti da u realnom prostoru vrijedi:
1
wy = < v+ wl’ = < v —wl® (1.4)
a u kompleksnom prostoru:

| 1 | .
oy = 2 v+l = 5 Iy = wi + i v + iwl? - i v = iwl2. (1.5)

Jednakosti (1.4)) i zovu se polarizacijske formule te one pokazuju da se u svakom
unitarnom prostoru skalarni produkt moze rekonstruirati iz izvedene norme.

Jednakost paralelograma (I.3) je uvjet koji ispunjava svaka norma izvedena iz skalar-
nog produkta, a ono §to je zanimljivo je da je taj uvjet 1 dovoljan, o ¢emu govori sljedeci
teorem:

Teorem 1.4.1 (Jordan — von Neumann). Neka je (V,|| - ||) normiran prostor. Tada postoji
skalarni produkt -, -) na 'V takav da za svaki v € V vrijedi ||v|| = V{v,v) ako i samo ako
norma || - || zadovoljava jednakost paralelograma. U tom slucaju taj je skalarni produkt
Jedinstven i dan je polarizacijskom formulom (1.4), odnosno (1.3), ovisno o tome je li
prostor 'V realan ili kompleksan.

Dokaz. 1z jednakosti paralelograma slijede sljedece jednakosti:

by + 2+ I+ vy =2+ 317 = 2(lxy + 1P + [Ixall?) (1.6)
by + 22 = I+l =2 = yIP = 2(lxy =1 + [Ixall?), (1.7)
by + 2+ I+ o =3+ 317 = 2(lwa + 1P + [lxalP?), (1.8)
by + 30 = MIP + ez =y = yIF = 21l = I + llxal). (1.9)

Izrac¢unamo 1i %(@ — (T7) + (T.8) — (T.9)), uzimajuéi u obzir da je |la — b|* = ||b — all*,

dobivamo sljedecu jednakost:
11+ 22+ YIP = I+ x2 = Y = [y + 1P = 1l = Y + e + I = [l = ¥l
Definiramo li skalarni produkt sa (I.4), dobivamo
Ax1 + x2,y) = Hx, y) +4(x, ),

odakle slijedi aditivnost u prvoj varijabli. Primijetimo da iz definicije (I.4) slijedi sime-
tricnost 1 pozitivna definitnost. Preostaje dokazati homogenost, a za to nam je potrebna
sljedeca lema:
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Lema 1.4.2. Svaka aditivna funkcija f: V — R, gdje je V realan vektorski prostor, je
racionalno homogena funkcija. Ako je f i neprekidna, tada je ona (realno) homogena
funkcija.

Dokaz. Ako je f aditivna funkcija, matematickom indukcijom se lako dokaze da je f(nx) =
nf(x) za sve n € N. Isto tako, f(0) = 0 jer je

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = 2/(0).
Sada imamo
S+ f(=x) = f(x—x) = f(0) =0,

paje f(—x) = —f(x), iz Cega slijedi f(—nx) = —nf(x), odnosno f(mx) = mf(x) za sve
m € Z. Uvrstimo li ﬁ umjesto x, dobivamo

i kona¢no
1(2) ()= s

1z Cega slijedi racionalna homogenost funkcije f.
Za svaki A € R postoji niz (g,) € Q sa svojstvom lim g, = 4. Ako je f neprekidna, tada

je
) = f(limg,x) = lim f(g,) = limg, () = Af(2),

pa je f homogena funkcija. O

Neka je 4 € R. Ako je (g,) € Q takav da je lim g, = A, tada je lim(g,x +y) = Ax +y za

sve x,y € V, pa propozicija|l.2.5|povlaci lim ||g,x + y|| = |[[Ax + y|| za sve x,y € V. Slijedi

(Ax,y)

1 1
?Mx+ﬂf—zmx—wz

1 |
= llrll’l'l(Z“qnx‘i'y”2 - ZHQnX_y”z)
= lim (g,x,y)
= limg,(x,y)
= AUx,y).

Ovim je dokaz gotov ako je V realan.
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Ako je V kompleksan, skalarni produkt definiramo sa (1.5]). Primijetimo da smo doka-
zali da je preslikavanje (x,y) — i||x +y|]> - illx —y||? realno linearno u obje varijable. Kako
je

| 1 | .
ﬁW+ﬂF—ﬂW—ﬂF+ﬂW+WW—ﬂW—WV

({ix,y) 1

: : | |
= §m+ﬂﬁ—§m—ﬂﬁ+ﬂu—ww—zm+ww

1 1 ] '
- %?u+ﬂﬁ—ﬂu—ﬂﬁ+§u+wW—im—wW)

X, ),

tozasvakid =u+iveC, u,v € R, imamo

Ax,yy = ((u+iv)x,y) = (ux,y) +wix,y)
(X, Y)Y + (X, y) = X, ),

pa smo dokazali linearnost u prvoj varijabli. 1z (1.5) odmabh slijede hermitska simetri¢nost

1 pozitivna definitnost. O
Primjer 1.4.3. Norma || - ||, na F" je izvedena iz skalarnog produkta, dok norme || - ||; i
I lloo misu.

Najprije pokazimo da je norma ||- ||, izvedena iz skalarnog produkta. Neka suv,w € F",
v=>W1...,Vv),w=Wi,...,w,). Tada je

n n
Z(Vi + Wi)2 + Z(Vi - Wi)2
i—1 i=1

n

n n n n n
= Zviz+22v,~wi+Zwi2+2vi2—22viwi+2wi2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

n n
= ZZviz +22w,~2
i=1 i=1

2 2
2|vllz + 2lwll3,

2 2
v+ wll; + [lv—wll;5

pa norma || - ||, zadovoljava jednakost paralelograma.
Neka jev = (1,0,0,...),w =1(0,1,0,0,...). Tada je

v+ wiif +1lv = wiif =4 +4 =8,

ali je
VI + 2IwlF =2 +2 =4,
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pa norma || - ||y ne zadovoljava jednakost paralelograma, tj. nije izvedena iz skalarnog
produkta. Za iste v i w imamo i

v+ wliZ, +1lv=wiZ, =1+1=2,

ali je
2AWIE + 20wl =2+2 =4,

pa niti norma || - || nije izvedena iz skalarnog produkta.



Poglavlje 2

Kvadratna funkcijska jednadzba

2.1 Kbvadratna funkcijska jednadzba kao poopcenje
jednakosti paralelograma

Kvadratna funkcijska jednadzba je jednadZzba oblika

Jx+y)+ fx=y) =2f(x) +2f(y). 2.1)

U teoremu [2.1.2] bit ¢e dano opce neprekidno rjeSenje kvadratne funkcijske jednadzbe.
Bez pretpostavke neprekidnosti vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 2.1.1. Neka f: R — R zadovoljava kvadratnu funkcijsku jednadzbu (2.1)) za sve
x,y € R. Tada je

flrx) = r*f(x), reQ,xeR.

Posebno,
f(r) = cr?, req,

gdje je c proizvoljna konstanta.

Dokaz. Uvrstavanjem x = y = 0 u (2.1)) dobijemo
J(0) = 0. (2.2)
Zamijenimo li y sa —y u (2.1)) dobijemo
Jx=y)+ fx+y) =2f(x) + 2f(=p). (2.3)

Iz 2.0) i 2.3) slijedi da je f(y) = f(-y) za sve y € R, pa zakljuCujemo da je f parna
funkcija.

11
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Sada dokazimo da je f kvadratna racionalno homogena funkcija. UvrStavanjem y = x
u (2.1)), dobijemo f(2x) = 4f(x), odnosno

f(2x) = 2% f(x), xeR.

Sli¢no
fRx+x)+ fQRx—x)=2f2x) +2f(x),
odnosno

JBx) =2f2x) + f(x) = 8f(x) + f(x),

te naposljetku
f(3x) = 32 f(x), xeR.

Pretpostavimo da za svaki prirodni broj k < n vrijedi
flkx) = K> f(x), xeR.

Obzirom da je
f(nx + x)+ f(nx — x) = 2f(nx) + 2f(x),

imamo

f(n+1Dx) 2f(nx) +2f(x) — f((n = Dx)
202 f(x) + 2f(x) — (n* = 2n + D f(x)
(n* +2n+ 1)f(x)

(n+ 1)’ (),

pa iz aksioma matematicke indukcije slijedi
f(nx) = n*f(x), neNlN. (2.4)

Sada dokazimo da (2.4)) vrijedi i za sve n € Z. Ako je n negativan cijeli broj, tada je —n
prirodan. Uzimajuéi u obzir da je f parna funkcija, dobivamo

fx) = f(=(=n)x) = f(=nx) = (-=n)*f(x) = n’ f(x),

odnosno dokazali smo da (2.4)) vrijedi za sve n € Z. Neka je sada r proizvoljan racionalan
broj, odnosno

k
r , keZ,neN.

Slijedi da je k = rn, pa imamo

K f(x) = f(kx) = f(rnx) = n* f(rx),
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odnosno dobivamo

f(rx) = gf(x) =’ f(x), reQ,xeR. (2.5)
Uvrstavanjem x = 1 u (2.5)) dobijemo
f(r) = cr?, reQ,
gdje je c = f(1). O
Teorem 2.1.2. Opce neprekidno rjesenje kvadratne funkcijske jednadzbe (2.1)) dano je sa
f(x) = cx?, x €R,
gdje je c proizvoljna konstanta.

Dokaz. Neka je f neprekidno rjeSenje kvadratne funkcijske jednadzbe (2.1). Za svaki
x € R postoji niz racionalnih brojeva (r,,) takav da je lim r,, = x. Kako f zadovoljava (2.T]),

prema teoremu [2.1.1{imamo
f(ry) = cr,zl, nez. (2.6)

Sada iskoristimo neprekidnost funkcije f da dobijemo
2
f(x) = flimr,) = lim f(r,) = lim (cr}) = climr} = c (lim rn) = cx’.

ZakljuCujemo
f(x) = cx?, x €R.

2.2 Kvadratni funkcionali

U 1.4 smo dokazali da je, za normu koja zadovoljava jednakost paralelograma, funkcija

1 1
(x,y) = lex +)I1* - lex —yIP
biaditivna. Sljedeca lema je poopcenje te tvrdnje.

Lema 2.2.1. Neka je G grupa, a F polje. Ako funkcija f: G — F zadovoljava (2.1)), onda
Jje funkcija definirana sa:

H(x,y) = f(x+y) = f(x =)
biaditivna (tj. aditivna i u prvoj i u drugoj varijabli) i vrijedi H(x, x) = 4f(x) za svaki
x € G. Nadalje, ako je G komutativna, tada je H simetricna, tj. H(y, x) = H(x,y) za sve
x,y€G.
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Dokaz. 1z (2.1) za x = y = 0 dobivamo f(0) = 0, a za x = 0 dobivamo f(-y) = f(y), pa
je f parna funkcija. Slijedi H(0,y) = 0 za svaki y. Iz definicije funkcije H je jasno da je
H(x,0) = 0 za svaki x. Za x,y,u € G imamo:

Hx+y,2u) = f(x+y+2u)— f(x+y—2u)
= flx+u)+ @ +uw]+ fl(x+uw—(+uw]
—flx—w)+ O —wl - fl(x—u) - (y—w)]
= Rfx+w)+2f(y+w] - [2f(x —w) + 2f(y — u)]
= 2H(x,u) +2H(y,u).

Odavde zay = 01 x = z dobivamo H(z,2u) = 2H(z, u), §to za z = x + y povlaci:
H(x+y,u) = Hx,u) + H(y, u), x,y,u €G.
Na isti nacin se dobiva i aditivnost funkcije u drugoj varijabli:
HQCu,x+y) = fQu+x+y)—fQu—-x-y)
= flu+x)+ @+ y)]+ flu+x) = (+y)]
— flu—x)+ -1 - fl-(u—-x)+@-y]l

= [2f(u+x)+2f(u+y)] - [2f(u—x) +2f(u-y)]
= 2H(u,x)+2H(u,y),

a zatim stavimo y = 01 x = z, pa dobivamo H(2u, z) = 2H(u, z), Sto za z = x + y povlaci:
H(u,x)+ Hu,y) = Hu,x +y), x,y,u €G.
Kako je f(0) = 0, to iz definicije funkcije H slijedi
H(x,x) = f(2x), xeqG.
No,
f2x) = fx+x0)+ flx—x) =2f(x) + 2f(x) = 4f(x).
Nadalje, ako je G komutativna, parnost funkcije f povlaci
Hy,x) = f0+x) - fO0-x)=fx+y) - f(x-y) =H(x,y), xyeG.
O

Prema lemi 2.2.1} ako je f: G — F, gdje je G komutativna grupa, a F polje, postoji
jedinstvena simetri¢na biaditivna funkcija B: G X G — F takva da je B(x,x) = f(x) za
svaki x € G 1 dana je sa

1
Blx,y) =5 [f(x+y) = f(x=y)].
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Neka je V vektorski prostor nad F € {R, C}. Ako je B: V X V — F funkcional koji je
za F = R bilinearan (tj. linearan u obje varijable), a za F = C seskvilinearan (tj. linearan
u prvoj i konjugirano linearan u drugoj varijabli), onda funkcional g(x) = B(x, x) ima
sljedeca svojstva:

qg(x +y) +q(x—y) = 29(x) + 2¢(y), x,y€V; (2.7)
g(Ax) = |Pq(x), A€F,xeV. (2.8)

Definicija 2.2.2. Ako funkcional q: V — F zadovoljava svojstva 2.7) i 2.8)), tada kaZemo
da je q kvadratni funkcional.

Iz leme [2.2.1] slijedi:

Lema 2.2.3. Neka je V realan vektorski prostor i g: V — R kvadratni funkcional. Tada
je sa

1
Bx,y) = 7 [aCx+y) ~g(x = )] (2.9)
definiran simetrican biaditivan funkcional sa svojstvom q(x) = B(x, x) za svaki x € V.

Propozicija 2.2.4. Ako je V normirani prostor nad R i q: V — R neprekidan kvadratni
funkcional, tada je sa (2.9) definiran neprekidan simetrican bilinearan funkcional B: V X
V — R sa svojstvom B(x, x) = q(x) za svaki x € V.

Dokaz. 1z leme [2.2.3]slijedi da je funkcional B definiran sa (2.9) biaditivan. Odatle slijedi
B(ax,y) = aB(x,y) zasve @ € Q, x,y € V. Za svaki @ € R postoji niz (@,) u Q sa svojstvom
lima, = @, a tada je lima,x = a@x u normi. Odatle slijedi B(ax,y) = aB(x,y) za sve

a € R, x,y € V, paje B linearan u prvoj varijabli. Zbog simetri¢nosti, B je bilinearan. 0O

Teorem 2.2.5. Neka je V kompleksan vektorski prostor i q: V — C kvadratni funkcional.
Tada je sa

1 i . .
Bx,y) = 7 [aCx+y) = glx =]+ 7 gCx+iy) = g(x ~ iy)] (2.10)
definiran seskvilinearan funkcional i za njega vrijedi q(x) = B(x, x) za svaki x € V.

Dokaz. Najprije dokazimo jednu lemu.

Lema 2.2.6. Neka je f: C — C aditivna funkcija. Ako je

f) = —|/l|2f(/ll), 1eC,1+0,

onda je
f)=f@HIma,  AeC.
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Dokaz. Za o € [-1, 1] uzmimo 7 € R tako da bude o> + 7> = 1. Stavimo A = o + it. Tada
jeldl=1,paje

F(o) + flir) = Q) = =|APf (2) = = (o) + f(iD),
to povlati f(or) = 0. Ako je o > 1, onda je * < 1, paje f(o) = —o>f (%) = 0. Dakle,
za svaki o € R vrijedi f(o) = 0. Zat € (0,1] uzmimo o € Rtakavdaje o> +7°> = 7i
stavimo A = o + ir. Tada je |4 = 7, pa je

fr)

O'—iT)
o2+ 12

f(o) + fir) = f(1) = —Mlzf(%) = —Tf(

_Tf(o%) " Tf(O'zi: 7'2) =70,

Ako je 7 > 1, onda je
1
iT

flim) = —Iirlzf( ) =7f (é) =7 %f(i) =7/,

Bududi da je f(it) = (i) za svaki T > 0 i da je f aditivna funkcija, to je f(it) = 7f(i) za
svaki T € R. No tada je
flo+it) =1f(>0), o, TER.

Prema lemi [2.2.1] funkcional
S(6y) = qx +y) = qx —y) (2.11)
je biaditivan. No, tada je i funkcional B definiran sa (2.10) biaditivan jer je
| :
B(x.) = 78 (x.3) + 7S (x. ).
Za e C, A+ 0, pomocu (2.8) dobivamo

SAx,y) = qAx+y)—qg(dx—y)
Rl s e
- B(/lx,y):lxllzB(x,%). 2.12)
Sada je
4B(ix,y) = S(ix,y)+iS(ix,iy) = S(x, —iy) +iS (%, y)

i[S(x,y) —iS(x,—iy)] =i[S(x,y) +iS (x,iy)]
4iB(x,y),
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paje
B(ix,y) = iB(x,y). (2.13)
Nadalje je
4B(x,iy) = S(x,iy)+iS(x,—y) =S(x,iy) —iS(x,y)
= —i[S(x,y)+iS(x,iy)] = —4iB(x,y),
odakle slijedi

B(x,iy) = —iB(x,y). (2.14)
Za fiksne x,y € V funkcija f: C — C definirana sa

f() = B(Ax,y) — B(x, y)
je aditivna jer je B biaditivna. Takoder zbog (2.12),

1
—uW(;) - —MFB(E,y) +1APB (x, %) = —B(x, y) + B(x,y) = f(D).

Prema lemi je f(1) = f(i) Im A. Posebno je f(o) = 0 za o € R, Sto povlaci
B(ox,y) = B(x, oy). (2.15)
Akoje A =it,7 € R, onda je
B(itx,y) - B(x,ity) = f(it) = 7f(i) = T[B(ix,y) - B(x,iy)],

Sto zajedno sa (2.13) i (2.14)) daje 2iB(tx,y) = 2itB(x, y), .

B(tx,y) = B(x,ty) = 7B(x, ).
Konacno,

B((oc+it)x,y) = B(ox,y)+ B(itx,y) = oB(x,y) + 7B(ix, y)

= oB(x,y) +itB(x,y) = (0 + it)B(x,y),

B(x,(o +it)y) = B(x,0y)+ B(x,ity) = 0B(x,y) — iB(x, Ty)
= oB(x,y) - itB(x,y) = (o — it)B(x,y),

pa je B seskvilinearan funkcional. O
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2.3 Neka poopcenja kvadratne funkcijske jednadzbe

Za pocetak dokazimo jednu lemu ¢ija e se primjena ocCitovati u sljedecim rezultatima:

Lema 2.3.1. Neka je G komutativna grupa, a F € {R, C}. Neka je f: G — F funkcija koja
zadovoljava tzv. Jensenovu funkcijsku jednadZbu

fx+y)+ flx—y) =2f(x), x,y€G. (2.16)

Tada postoje jedinstvena aditivna funkcija g: G — F i jedinstven ¢ € F sa svojstvom
f(x)=gx) +c, x€q.

Posebno, ako je f(0) = 0, tada je f aditivna.
Dokaz. Zamijenimo medusobno xiyu da dobijemo

fx+y+f-0=2f@), xyeC. (2.17)
U slucaju da je f neparna funkcija, zbrajanjem i (2.17) te dijeljenjem sa 2 dobijemo

fax+y)=f0+f», xyeG,

pa zaklju¢ujemo da je f aditivna funkcija. U slucaju da je f parna funkcija, oduzimanjem

(2.17) od (2.16)) te dijeljenjem s 2 dobijemo
J=f»,  xyegC,

pa zakljuCujemo da je u ovom slucaju f konstantna funkcija. Sada definiramo neparnu
funkciju g: G — F sa

1
80 =5 (f(0) - f(=x)),  x€C,

te parnu funkciju h: G — F sa

1
h(x) = 3 (f(x) + f(=x)), x€aq.
Funkcije g i 1 zadovoljavaju (2.16)) te vrijedi
J=gx)+h(x), x€C.

Prema dokazanome, g je aditivna, a 4 konstantna funkcija (postoji ¢ € F takav da je h(x) =
c,zasvaki x € G.)
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DokaZimo sada da su takva funkcija g 1 takva konstanta c jedinstvene. Neka su aditivna

funkcija go: G — Fi ¢y € F takve da je f(x) = go(x) + ¢ za svaki x € G. Tada je
g(x) — go(x) = ¢ —c, xeq. (2.18)

Uvrstavanjem x = 0 u (2.18) dobivamo ¢y —c = g(0)—go(0). No, g i go su aditivne funkcije,
paje g(0) = go(0) = 01 stoga je ¢y = c. Slijedi g(x) = go(x) za svaki x € G. O

Jedno poopéenje kvadratne funkcijske jednadzbe (2.1)) je
filx+y) + hlx—y) = L0) + fu(y), x,y €R, (2.19)

gdje su f1, f>, f5, fa: R — R nepoznate funkcije. Za rjeSavanje funkcijske jednadzbe (2.19)
bit ¢e nam potrebna sljedeca lema:

Lema 2.3.2. Opca rjesenja f,g,h: R — R funkcijske jednadzbe
Jx+y)+ flx—y) =gx) + h(y) + h(=y) (2.20)

dana su sa
f(x) = B(x,x) + 1A(x) - &

g(x) =2B(x,x) +A(x)—-b—a (2.21)
h(x) + h(—x) = 2B(x, x) + a,

gdje je B: R* — R simetric¢na biaditivna funkcija, A: R — R aditivna funkcija, a a i b su
proizvoljni realni brojevi.

Dokaz. Uvrstavanjem y = 0 u (Z.20), dobije se
g(x) = 2 (x) — 2h(0). (2.22)
Sada koriste¢i (2.22), jednadzbu (2.20) moZemo zapisati kao
fx+y)+ fx—y) = 2f(x) = h(y) + h(=y) — 2h(0), x,y €R. (2.23)
Uvrtavanjem x = 0 u (2.23) dobivamo
h(y) + h(=y) = 2h(0) = f(y) + f(=y) = 2f(0), (2.24)
pa iz 223) i (&.24) slijedi
fx+)+ fx=y)=2f(x) = fO) + f(=y) — 2£(0). (2.25)
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Sada definiramo B: R> — R sa
2B(x,y) = f(x+y)— f(x) = f() + f(0), x,y €R. (2.26)

Iz Z26) i @29) slijedi

2B(x +u,y) +2B(x — u,y)
= fxrut+y)+fx—u+y) = [f(x+u)+ f(x—w)]-2f() +2f(0)
= fxru+y)+ fx—u+y) = [2f(x) + f@) + f(-u) = 2f(0)] = 2f(y) + 2/(0)
= 2f(x+y)+ f) + f(—u) = 2f(0) = [2f(0) + f(u) + f(—u) = 2f(0)] - 2f(y) + 2£(0)
= 2f(x+y) =2f(x) - 2f(y) +2f(0)
= 4B(x,y).

Stoga za sve x, u,y € R imamo
B(x +u,y) + B(x —u,y) = 2B(x, ),

pa zakljuCujemo da za fiksni y funkcija x — B(x,y) zadovoljava Jensenovu funkcijsku
jednadzbu (2.16). Uvrstavanjem x = 0 u (2.26) dobivamo da je B(0,y) = 0, pa iz leme
[2.3.1]zakljucujemo da je funkcija B(-,y) aditivna u prvoj varijabli. Iz simetri¢nosti funkcije
B slijedi da je aditivna i u drugoj varijabli. Stoga je B: R*> — R simetri¢na biaditivna
funkcija. Sada uvrstimo y = x u i da dobijemo

2B(x, x) = f(2x) = 2f(x) + f(0),

odnosno
2B(x,x) = f(x) + f(—=x) = 2£(0). (2.27)

Primijenimo (2.24) i zaklju¢imo
h(x) + h(—x) = 2B(x, x) + a,
gdje je a = 2h(0). Sada definiramo /: R — R sa
I(x) = f(x) = f(—x), x €R. (2.28)

Primjenom (2.25]) dobivamo

fax+y)+ fx=y) = [f(=y—x)+ fy - 2]
2f(x) + f) + f(=y) = 2f(0) = [2f(=x) + f(y) + f(=y) = 2£(0)]
2(x),

Ix+y)+Ux-y)
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pa zakljuCujemo da i / zadovoljava Jensenovu funkcijsku jednadzbu. Kako je uz to 1 /(0) =
0, iz leme 2.3.1] slijedi da je / aditivna. Dakle,

f(x) = f(=x) = A(x), (2.29)
gdje je A: R — R aditivna. Sada zbrajanjem (2.29) i i dijeljenjem sa 2 dobivamo
f(x) = B(x, x) + 1A(X) - é
2 2
gdje je b = =2£(0), a iz (2.22)) dobivamo

g(x) =2B(x,x) + A(x) — b —a.

O
Korolar 2.3.3. Opce rjesenje f: R — R funkcijske jednadzbe
fax+y)+ fx=y)=2f(0)+ fO) + f(=y)
glasi
f(x) = B(x, x) + A(x),
gdje je B: R X R — R simetricna biaditivna funkcija, a A: R — R je aditivna funkcija.
Dokaz. 1z leme slijedi
1 1 a
f(x) = B(x,x) + EA(X) —-b=B(xx)+ EA(X) -b- 7 (2.30)
kao i
f(x)+ f(—x) = 2B(x, x) + a. (2.31)
Iz (2.30) slijedi @ = 0. Uvrstimo 1i (2.30) u (2.31)) dobivamo
2B(x,x) — 2b = 2B(x, x),
pajeib = 0. Zamijenimo A sa 2A i zaklju¢imo f(x) = B(x, x) + A(x). |

Korolar 2.3.4. Opce rjesenje f: R — R funkcijske jednadzbe

Ja+y++ f)+fO)+f@)=fx+n)+f+)+fx+2),  xyzeR (2.32)

glasi
f(x) = B(x, x) + A(x),

gdje je B: R X R — R simetri¢na biaditivna funkcija, a A: R — R je aditivna funkcija.
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Dokaz. Uvrstavanjem x =y = z = 0 u (2.32)) dobivamo f(0) = 0. Zamijenimo li z sa —y u

(2.32)) dobivamo
Fx+y)+ fx—y) =2f) + f) + f(-y), x,y €R.
Sada iz korolara[2.3.3]slijedi rjeSenje. o
Sada ¢emo odrediti opCe rjesenje funkcijske jednadzbe (2.19):
Teorem 2.3.5. Opce rjeSenje fi, f>, f3, fa: R = R funkcijske jednadzbe (2.19) glasi
[ = 3B x) + §(A + A + (a - 3),
A = 1B(x,x) + 1A - A)(x) - (a + 3),

f(x) = B(x, x) + 3A1(x) — (b + ©),
Ja(X) = B(x, x) + 5A,(x) +c,

(2.33)

gdje je B: R?> — R simetri¢na biaditivna funkcija, A;,A>: R — R aditivne funkcije, a a, b
i ¢ su proizvoljne konstante.

Dokaz. Lako se provjeri da dane funkcije fi, f>, f3, fs zadovoljavaju (2.19)). Dokazimo da
je to jedino rjesenje funkcijske jednadzbe (2.19). Zamijenimo y sa —y u (2.19) da dobijemo

Hx =)+ falx +y) = f(0) + fa(=p). (2.34)
Zbrajanjem (Z.34) i (Z.19) dobijemo
gx+y) +g(x—y) =2/(x) + fa(y) + fa(=y), (2.35)
gdje je
g = fix) + H(x),  x€R. (2.36)

Sli¢no, oduzimanjem (2.34) od (2.19) dobijemo

h(x +y) = h(x —y) = fa(y) = fa(=p), (2.37)
gdje je
h(x) = fi(x) — fo(x), x eR. (2.38)
Sada rijesimo sustav jednadzbi (2.35)) i (2.37), $to je ekvivalentno rjeSavanju funkcijske
jednadzbe (2.19). Najprije rijesimo (2.37). Definiramo k: R — R sa

k) = fa) = fa(=y),  yeR. (2.39)
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Tada (2.37) postaje
h(x +y) — h(x —y) = k(y), x,y € R. (2.40)
Zamijenimo li y sa —y u (2.39) ili (2.40), vidimo da je
k(y) = —k(-y), (2.41)

odnosno k je neparna funkcija. Sada uvrstimo y = x u (2.40) da dobijemo
h(2x) = k(x) + h(0). (2.42)
Iz (2.40) zakljucujemo da je

ky+v)+k(y-v) = hx+y+v)—h(x—-v—-y)+h(x+y-v)—h(x+v-y)
h((x+v)+y)—h((x+v) =y +h((x=v)+y)—h({(x=v)-y)
= 2k(y),

pa k zadovoljava Jensenovu jednadzbu (2.16) te je k(0) = 0. Iz leme [2.3.1] slijedi da je &
aditivna funkcija, odnosno

k() =Ai(y),  y€ER, (2.43)
gdje je A;: R — R aditivna funkcija. Iz (2.43) i (2.42) dobijemo

h(x) = %Al(x) +a, (2.44)

gdje je a = h(0). Sada se iz (2.38)) i (2.44)) dobije

1
fix) = (x) = EAI(X) +a, (2.45)
aiz (2.39) i (2.42)) dobije se

Jay) = fa(=y) = A1(p). (2.46)

Sada se vratimo na funkcijsku jednadzbu (2.35). Prema lemi [2.3.2]imamo
g(x) = B(x,x)+ %Az(x) - %, (2.47)
f(x) = Bx,x) + %Az(x) _ & ; @) (2.48)
fi(x) + fa(=x) = 2B(x,x) + ay. (2.49)
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Iz (2.36), 2.38), (2.44)) i (2.47) dobivamo

1 b 1
2fix) =gx)+ h(x) = B(x,x)+ EAZ(x) - El + EAI(X) +a
= B(x,x)+ %(Al + As)(x) + (a - %) ,

1 b 1
2f(x) = g(x) —h(x) = B(x,x)+ EAz(X) - 31 - §A1(X) —a

= B(x,x)+ %(Az —ADKx) - (a + %)

Iz i (2.49) dobivamo
2fu(x) = 2B(x,x) + A1(x) + a;.

Zamijenimo A; i A, te stavimo a umjesto 4, b umjesto % i c umjesto 3.
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Poglavlje 3

Jos neke funkcijske jednadzbe koje
karakteriziraju unitarne prostore

3.1 Frechétova funkcijska jednadzba
Frechétova funkcijska jednadZba glasi:
px+y+2) = plx+y) = p@)+ pQy+2) - p(x) + plz+x) = pOy). (3.1

Teorem 3.1.1. Neka su G i H komutativne grupe i neka p: G — H zadovoljava funkcijsku
Jjednadzbu (3.1)). Tada p zadovoljava

8p(x) = 4A(x) + B(x, x), x €, (3.2)
gdjeje A: G — H aditivna i B: G X G — H biaditivna.
Dokaz. Uvrstavanjem z = 0 u (3.1)), dobije se p(0) = 0. Za z = —(x + y), dobije se
p(x+y) = p(=(x +y)) = p(x) = p(=x) + p(y) = p(=y). (3.3)

Stavimo li
A(x) = p(x) — p(—x) x €@,

iz @3 slijedi
A(x +y) = A(x) + A(y), x,y €0,

pa je A aditivna. Uvrstimo li z = —y u (3.1)), dobijemo

p(x+y)+ p(=y +x) =2p(x) + p(y) + p(-y), X,y €G. (3.4)

25
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Zamijenimo x sa —x u jednadzbi (3.3)), pa imamo:

p(=x+y)+p(=y—x) =2p(-x) + p() + p(-y),  xy€GC. (3.5)
Zbrajanjem jednadzbi (3.4) i (3.5)) dobije se:
g(x +y) +q(=x+y) = 29(x) + 29(y),  x,y€G, (3.6)
gdje je
q(x) = p(x) + p(=x), xeG.

Primijetimo da p(0) = 0 povlaci ¢(0) = 0. Nadalje, uvrStavanjem y = x u dobije se
q(2x) = 4q(x). Vrijedi:
2p(x) = q(x) + A(x), xeG. (3.7)

Kako je p rjesenje od (3.1), slijedi da i ¢ zadovoljava (3.1)), tj. vrijedi
gx+y+2) =q(x+y) —q@) + 90 +2) —q(x) + qz+x) —q(),  xy.z€G. (3.8)
Definiramo B: G X G — H sa
B(x,y) = q(x+y)—gq(x-y),  x,y€G.
Primjenom (3.8)) i parnosti funkcije ¢ dobivamo:
B(x+y,2) = gqx+y+2)—qx+y=-2)

= qiy+2)—q(y—2) +qz+x) —q(-z+ x)
B(x,z) + B(y, 2),

odnosno, B je aditivna u prvoj varijabli. Zbog simetri¢nosti od B slijedi da je B biaditivna.
Vrijedi B(x, x) = g(2x) = 4g(x). Konacno, iz (3.7) slijedi

8p(x) = 4A(x) + B(x, x), xeG.

Time je teorem dokazan.

Razmotrimo sada sljedece poopéenje jednadzbe (3.1)):
p(x+y+2z)=r(x+y) —r@) + s(y +2) — s(x) + t(z + x) — 1), x,y,2€G. (3.9)

Teorem 3.1.2. Neka su G i H komutativne grupe. Neka p,r,s,t: G — H zadovoljavaju
funkcijsku jednadzbu (3.9). Opce rjeSenje jednadzbe (3.9) dano je sa:

16p(x) = 16(r(x) —a) = 16(s(x) — b) = 16(¢t(x) — c) = 4A(x) + B(x, x), xeq,

gdje je A aditivna, B biaditivna i a, b, ¢ su konstante.
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Dokaz. Uvrstavanjem x = y = z = 0 u (3.9) dobije se p(0) = 0. Uvrstimoliy =z =0u

(3.9), dobije se
px)=r(x)—a—s(x)+b+tx)—c x €@, (3.10)

gdje je a = r(0), b = s(0), ¢ = £(0). Uvrstimo li z = 0 u (3.9), dobije se

px+y)=r(x+y)—a+ s@y)— s(x)+tx)—t(y) x,y€G. (3.11)

Oznacimo
a(x) = p(x) —r(x)+a xeq.

Iz (3.10)) slijedi
t(x)—s(x)=px)—r(x)+a—-b+c, x€q. (3.12)

Uvrstavanjem (3.12)) u (3.11)) dobije se
px+y) =r(x+y) + p(x) —r(x) - p(y) + r(y) — a,
odnosno
a(x +y) = alx) — a®y), x,y€QG. (3.13)

Uvrstimo li x = 0 iy = 0 u (3.13) dobije se @(0) = 0, a uvrstimo li x = 0 u (3.13)
zaklju¢imo
2a(y) = 0, y € G,

odnosno
2p(x) = 2(r(x) — a), xeG.

Analogno se dobije 2p(x) = 2(s(x) — b) = 2(t(x) — ¢). Uzmemo li ovo u obzir u (3.9),
zakljuCujemo da je 2p(x) rjeSenje od (3.1)), te iz teorema [3.1.T}imamo

16p(x) = 4A(x) + B(x, x),

gdje je A aditivna 1 B biaditivna. Time je teorem dokazan. O

3.2 Jednakost paralelepipeda

U prvom poglavlju smo vidjeli da je svaka norma koja zadovoljava jednakost paralelo-
grama izvedena iz skalarnog produkta. Sljedeci rezultat je neSto sloZeniji, no takoder nam
daje uvjet koji karakterizira klasu Hilbertovih prostora medu realnim Banachovim prosto-
rima, odnosno govori nam da je svaka potpuna norma na realnom prostoru koja zadovoljava
tzv. jednakost paralelepipeda (3.14) izvedena iz skalarnog produkta. Jednakost paralelepi-
peda je poseban slucaj Frechétove funkcijske jednadzbe.
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Teorem 3.2.1. Svaki realni Banachov prostor (V, || - ||) sa svojstvom
Ix+y+zalP =lx+yIP+lly + 2P +lle + P =I5l = 1P = Iz, xy.zeV  (3.14)
je Hilbertov prostor i obrnuto.

Dokaz. Najprije dokazimo da svaka norma izvedena iz skalarnog produkta zadovoljava
(3-T4). Kako je ||x]|* = (x, x), imamo

1+ Y7+ 1y + 2l” + 1z + 2l = 12l = [Iyl* = [l2]
= X+, x+WN+O+y+ D+ @+ x52+x) =) =0,y — (2,2
= X+ x+M+ OGN+ 0D +H @Y (22 + (2,2 + (2 X) +{x,2) + (X, X)
—(x,X%) =, = (2. 2)
= (XY X+ +HX+3,2) +Zx+Y) +(2,2)
= xX+y+z,x+y+2),
pa (3.14)) vrijedi.
Pretpostavimo da (3.14) vrijedi. Definiramo funkciju ¢: V — R sa g(x) = ||x||*. Tada
je q(0) = 0, g je parna i zadovoljava (3.T). Tada prema teoremu [3.1.1]imamo

q(x) = B(x, x) + A(x), xeV,
gdje je B biaditivna i A aditivna. Kako je g parna funkcija,
—A(x) = A(=x) = q(=x) — B(—x, —x) = q(x) — B(x, x) = A(x),

paje A = 0. Slijedi g(x) = B(x, x).
Primijetimo da za sve x,y € V vrijedi

1
E[q(x +y) —q(x) = g(y)]

1
= S+ P = Dl = 1Iy1).

Ovdje je B biaditivnate zat, s € R, x,y € V vrijedi

B(x,y)

llzx + yll = 1l = $)x + sx + yll < |t = s [|x[] + [[sx + yl]

odakle slijedi
[llex + yll = llsx + Il | < Je = sl lx]l.

Neka je (r,) niz racionalnih brojeva takavdar, — tkadan — oo.Tada

Hlrx + Il = llex + yll | < |rw =1l llxll = Ozan — oo,
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odnosno,
llr,x+yll — lltx+yllkadar, — tzax,yeV.

Bududi da je B biaditivna, B(r,x,y) = r,B(x,y) zar, € Q, x,y € V, pa imamo
mB(x,y) = B(r.x,y)
1
= 5 [llrwx + 51 =l = Iy1P

1
=5 [+ 1P = el = i
= B(tx,y).
Odavde slijedi B(tx,y) = tB(x,y) zasve t € R, x,y € V, odnosno B je bilinearna.

Definiramo li {x,y) = B(x,y), tada je (V,(-, -)) unitaran (Hilbertov) prostor i vrijedi
(x,x) = B(x, x) = g(x) = ||x]*. o

Vecina karakterizacija unitarnih prostora temelji se na jednakosti paralelograma i opce-
nitije na kvadratnoj funkcijskoj jednadzbi (2.1). Sada promotrimo moze li se jednakost
paralelograma poopciti. U trodimenzionalnom prostoru promatramo jos jednu jednakost
poznatu pod nazivom jednakost paralelepipeda:

Ix+y+2dlP +lx+y -2 +llx—y +2l + llx -y — 2l
= 2(lx+yIP +llx =yl +llx+ 2P + e = 2P +lly + 2P +ly =2 (3.15)
=4Il + Iyl + 11z1), x,y,2€V.
Pitanje koje logi¢no slijedi je hoce li normirani prostor u kojem vrijedi jednakost para-

lelepipeda (3.13) biti unitaran?
UvrStavanjem y = x u (3.15) dobijemo

12x + 2* + 1122 = 2l” = 4l + 2I” + 4llx = 2II” - 6. (3.16)
Zamjenom z i 2z u (3.16) i uvrstavanjem y = z u (3.15) dobijemo

Al + 221> + 4llx - 22| — 24zl
16]1x + 2| + 16]|x — 2I|* — 24]|x]* - 24]lzIP%,

Hix + 2P + 4llx — 2l

odnosno dobijemo 2||x||> + 2||z|* = |lx + zl|* + ||x — z|[%, tj. jednakost paralelograma. Slijedi
da ¢e normirani prostor u kojem vrijedi (3.15)) zaista biti i unitaran.
Iz jednakosti paralelepipeda (3.15) dobijemo funkcijsku jednadzbu

dx+y+2)+Pdx+y-—2)+dx—y+2)+dlx—y—2)
= 2(px+Y)+Pp(x—y)+d(x+2)+Pd(x—2)+dy+2)+d(y—2) (3.17)
—4(p(x) + ¢(y) + ¢(2)).
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Teorem 3.2.2. Neka je V realni vektorski prostor. Neka ¢ : V — R zadovoljava funkcijsku
Jjednadzbu (3.17). Tada q(x) = ¢(2x) — 16¢(x) zadovoljava kvadratnu funkcijsku jednadzbu

(2:1).

Dokaz. UvrStavanjem —z umjesto z u (3.17)) dobijemo ¢(z) = ¢(—z) te zakljucujemo da je
¢ parna. UvrStavanjem z = 0 u (3.17) dobijemo ¢(0) = 0. Uvrstimo li z = y u (3.17)
dobijemo

P(x+2y)+P(x=2y) = 4[d(x +y) + p(x — )] -64(x)—8(y)+26(2y), x,y €V, (3.18)

auvrstimo li z = x + y dobijemo

PQ2x +2y) + ¢(2x) + ¢(2y)
= 2¢(x+y) +2¢(x —y) + 2¢(2x + y) + 2¢(y) + 2¢(x + 2y) + 2¢(x)
_4¢(X) - 4¢(y) - 4¢(X + Y), X,y € ‘/a

odnosno

P2x +2y) + ¢(2x) +P(2y) +2[p(x +y) — (x - y)] (3.19)
+ 2[¢(0) + o] - 2[¢(x +2y) + ¢(2x+y)] =0,  x,yeV.

Zamijenimo li y sa —y u (3.19) dobijemo

PQ2x-2y) + ¢Q2x)+ ¢2y) +2[d(x —y) — d(x +y)] (3.20)
+ 2[p(x) + ()] = 2 [p(x = 2y) + ¢(2x — y)] = 0, x,yeV.

Zbrajanjem (3.19) i (3.20) dobije se

d2x—-2y) + ¢Q2x+2y)+20(2x) + 2¢0(2y) + 4d(x) + 4o(y) (3.21)
- 2¢(x —=2y) = 2¢2x —y) = 2¢(x + 2y) —2¢0(2x +y) =0, x,yeV.

Zamijenimo li x i y u (3.18)) dobijemo
PO+2x)+d(y—2x) = 4[p(x +y) + d(y — X)| —64(y) —8¢(x) +2¢(2x), x,y € V. (3.22)
Uvrstavanjem (3.22) i (3.18)) u (3.21]) dobijemo

¢2x+2y) + ¢(2x—2y) - 2¢(2x) — 2¢(2y)
— 16¢(x +y) — 16¢(x —y) + 326(x) + 326(y) =0,  x,y€ V.

Definiranjem g(x) = ¢(2x) — 16¢(x) dobije se kvadratna funkcijska jednadzba (2.1 ¢ime
je teorem dokazan. O
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Promotrimo sada jo$ jedno poopéenje jednakosti paralelograma, tzv. jednakost Cetve-
rokuta:

Teorem 3.2.3. Neka je (V,||-||) normiran prostor. Tada je norma || - || izvedena iz skalarnog
produkta ako i samo ako vrijedi

2 2 2 2
lcr = 2xal|” + [lx2 = 317 + [lx3 = xa4l|” + [|x4 — x1]|

2 2 2
= lxy = x3ll7 + I = xall” + llxg + 23 —x0 — x4ll”, X1, x0,x3,x4 € V. (3.23)

Dokaz. Neka je norma ||-|| izvedena iz skalarnog produkta. Tada ona zadovoljava jednakost
paralelograma, a iz jednakosti paralelograma slijedi

201 = 2ol + 2l — xall’, (3.24)
201 = x4ll® + 202 = x3017. (3.25)

2 2
[l = X2 + x3 = xall” + []x1 — x2 — (x3 — x4)|

p 2
llc1 = s + x3 = x2I” + [lx) — x4 = (x5 — )|

Zbrajanjem (3.24) i (3.25) dobije se

2 2 2
20lx1 + x3 = X0 = xgll” + X1 — X2 = x3 4+ xall” + [[x) — x4 — X3 + x|
2 2 2 2
= 2|lx; = xll” + 2llxz = x4ll” + 2[|xy — xall” + 2f[x2 — x3]|°. (3.26)

Ponovno, iz jednakosti paralelograma slijedi
2 2 2 2
X1 = X3 + X2 = xall” + X1 — x5 — (e2 = x)|I” = 2l = 23017 + 2llx2 — x| (3.27)

Uvrstavanjem (3.27)) u (3.26)) dobivamo (3.23).
Neka sada norma || - || zadovoljava (3.23). Uvrstavanjem x, = x4 = 0 u (3.23) dobivamo

jednakost paralelograma, pa je norma || - || izvedena iz skalarnog produkta, ¢ime je ovaj
teorem dokazan. O

3.3 Jos neka poopéenja jednakosti paralelograma

UvrsStavajuéi redom x = u +2v, y = vix = u+v, y = v u jednakost paralelograma te
oduzimajuéi dobivene jednakosti dobije se

e + 37 = 3l + 2017 + 3l + vl = lul> =0,  w,veV. (3.28)
Teorem 3.3.1. Normirani prostor koji zadovoljava (3.28) je unitaran prostor.

Dokaz. Zamjenom u sa u — v u (3.28)) dobijemo

lloe + 2117 = 3|l + || + 3||ul* = |lu — v|]* = 0. (3.29)
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Zamjenom u sa u — 2v u (3.28)) dobijemo

llee = 2|17 = 3|lue = | + 3||ul* = ||lu + v||* = 0. (3.30)
Zbrajanjem (3.29) i (3.30) dobijemo
ot + 2V|1> + [ju = 2v|1* = 4||u + v||* + 4|ju — v||* - 6||ul]. (3.31)

Zamjenom 2v sa v u (3.31)) dobijemo
[+ VI + e = V1P = 1120 + VI + 1126 = V1> = 6]lull?, (3.32)
a zamjenom u i v u ((3.37)) dobijemo
v+ 2ull® + v = 2ull® = 4llu + vII* + 4llv — ull* = 6]IvIP. (3.33)
Uvrstavanjem (3.33) u (3.32)) dobije se
[l + VI + Nl = V1P = 4l + V1P + 4l = vIP = 6lVIE = 6]l
odnosno dobije se jednakost paralelograma ¢ime je ovaj teorem dokazan. O

Poopéenjem jednadzbe (3.28)) dobije se funkcijska jednadzba
Jx+3y) =3f(x+2y) +3f(x+y) - f(x) = 0.
No, najprije rijeSimo jednu njoj srodnu jednadzZbu:
Lema 3.3.2. Neka je V realni vektorski prostor te neka f: V — R zadovoljava
Jx+2y) =3f(x+y) + f(x=y) = 3f(), x,y€eV. (3.34)

Tada vrijedi
f(x)=d+ A(x)+qg(x) =d + A(x) + B(x, x), xevV, (3.35)

gdje je d konstanta, A aditivna, q kvadratna, a B simetricna i biaditivna.

Dokaz. Zamijenimo x sa y u ((3.34)) da dobijemo

JRx+y) =3fx+y)+f-0-3f0), xyeV (3.36)
Uvrstavanjem y = 0 u (3.36)) dobijemo

£2x) = 3f(x) + f(=x) = 3f(0),  x€V. (3.37)
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Zamijenimo x sa 2x u (3.34):
f2x+2y)=3fCx+y)+ fQ2x—-y)—-3f(2x).
Sada iskoristimo ([3.36)) i (3.37) pa dobivamo

3f(x+y) + f(=x=y) = 3£(0)
= 3@f(x+)+fO-0=3fON+3f(x=y) + f(=y—x) =3f(=y)
=33 f () + f(=x) = 3£(0))

i kona¢no

2f(x+ )+ fx =) + fO = x) = 3f(0) + f(=0) + 3f() + f(=)) +4f(0).  (3.38)

Zamjenom y sa —y u (3.38) te oduzimanjem dobivene jednadzbe od (3.38) dobivamo jed-
nadZbu
AY +X) + Ay — %) = 2A(y), (3.39)
gdje je
Ax) = f(x) = f(=x).
Buduci da je A(0) = 0, to za y = 0 dobivamo A(x) + A(—x) = 0, pa je A neparna funkcija.

Sada iz (3.39) slijedi
A(x+y) — A(x — y) = 2A(). (3.40)

Zay = x dobije se A(2y) = 2A(y), pa (3.40) postaje A(x +y) = A(x — y) + A(2y). Stavimo
u=x-yiv=_2yte zakljuCimo A(u + v) = A(u) + A(v), tj. A je aditivna funkcija. Vrijedi
f(=x) = f(x) — A(x). Primjenom ove formule na x — y, x i y u (3.38]) dobivamo

2f(x+y) +2f(x—y) —Alx -y =4f(x) —A(x) +4f(y) — AQy) —4/(0),
odnosno
Jx+y) + f(x=y) =2f(x) +2f() - 2/(0).
Stavimo li g(x) = f(x) — %A(x) — f(0) tada je g kvadratni funkcional te vrijedi (3.33) O
Teorem 3.3.3. Neka je V realni vektorski prostor. Pretpostavimo da f: V — R zadovo-

ljava
fu+3v)=3fu+2v)+3f(u+v)— f(u) =0, u,vev. (3.41)

Tada vrijedi
f(x) =d+ A(x) + g(x) =d + A(x) + B(x, x), xevV, (3.42)

gdje je d konstanta, A aditivna, q kvadratna, a B simetricna i biaditivna.
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Dokaz. Uvrstimo liu = x —yiv =yu (3.41), dobivamo (3.34)), pa tvrdnja teorema slijedi

iz leme [3.3.2] O

Teorem 3.3.4. Neka je V normirani prostor nad R te neka je funkcija ¢: V3 — R definirana
sa

¢y, 2 = llx+y+alP +llx+y -z —lx—y+df —llx =y -2, xyzeV, (3.43)
neovisna o z. Tada je V unitaran prostor.
Dokaz. Uvrstimo li z = x + y u (3.43)) dobijemo

$(x,y, X+ y) = 4llx + yIIP = 4lIxl* = 4yl
a uvrstimo li u (3.43) z = 0 dobijemo
$(x,,0) = 2l + ylI* = 2Ilx = yl>.
Kako je ¢(x,y, x +y) = ¢(x,y,0), to je
Alx + Y17 = 41Xl = 4P = 2l + 1P = 2l = P,
odakle dobivamo jednakost paralelograma, pa je V unitaran prostor. O
U sljedecem teoremu promatramo funkcijsku jednadzbu koja proizlazi iz (3.43).

Teorem 3.3.5. Neka je V realni vektorski prostor, q: V. — R, te neka je ¢: V> — R
definirana sa

d(x,y,2)=qx+y+2)+tqx+y-2)—qx—y+2)—qgx—y—2), x,y,z€V, (3.44)

neovisna o z. Tada postoje aditivna funkcija A: V — R, biaditivna funkcija B: V> — R i
b € R takvi da je
q(x) = B(x, x) + A(x) + b, xeV.

Dokaz. Uvrstimo li z = x + y u (3.44)) dobijemo

$(x,y, x +y) = q2(x + y)) + g(0) — g(2x) — q(-2y),
a uvrstimo li u (3.44) z = x — y dobijemo

P(x,y, x —y) = q(2x) + q(2y) — g(2(x = y)) = 9(0).
Izjednacavanjem dobijemo

q2(x +y)) +q0) — g(2x) — g(=2y) = q(2x) + q(2y) — g(2(x — y)) — q(0), (3.45)



POGLAVLIJE 3. JOS NEKE FUNKCIJSKE JEDNADZBE. . . 35

odnosno, zamjenom 2x sa x 1 2y sa y,

g(x +y) +q(x —y) = 2q(x) + q(y) + qg(=y) — 2¢(0). (3.46)

Definiramo A(x) = ¢(x) — g(—x). Zamijenimo li x i y u (3.46) te dobivenu jednadzbu
oduzmemo od (3.46)), dobivamo A(x — y) = A(x) — A(y) za sve x,y € V, pa je A aditivna
funkcija. Sada definiramo r(x) = g(—x) — g(0), pa iz (3.46]) dobivamo

r(=x—y) +r(=x+y) =2r(=x) + 2r(-y),

odnosno, nakon zamjene x sa —x i y sa —y, kvadratnu funkcijsku jednadzbu. Lema
sada povlaci egzistenciju biaditivne funkcije B sa svojstvom B(x, x) = r(x). Konacno,

q(x) — q(0) = r(x) + A(x) = B(x, x) + A(x), xeV.
O

Teorem 3.3.6. Neka je V normirani prostor i neka je ¢: R — R neprekidna funkcija za
koju vrijedi $(0) = 0i ¢(1) = 1. Ako funkcija ¢ zadovoljava

o(llx + yll) + o(llx = yII) = 2¢(lIxID) + 2¢(I¥ID,  xy eV (3.47)

tada je V unitaran prostor.

Dokaz. Dokazimo najprije da za sve n € N i x € V vrijedi sljedeca jednakost:

¢(nllxll) = n*@(lIxl))-

Za n = 1 ocito vrijedi. Sada pretpostavimo da ta jednakost vrijedi za sve prirodne brojeve
1,2,...,nte provjerimo vrijedi li tada i za n + 1. 1z (3.47) dobivamo

¢(llnx + xl)) + ¢(llnx = x) = 2(nllxl)) + 2¢(x),
¢ ((n+ Dlxl) + ¢ (= Dlixll) = 2n°¢(lIxll) + 2¢(l1xl)),
¢ (n+ DIlxl) + (n = D¢l = 2n?¢(llxl)) + 26(lxl),
¢((n+ DXl = n*¢(Ixll) + 2ng(llxll) + ¢(llxl),
¢((n+ Dl = (n+ D?(lxl),

pa tvrdnja slijedi iz aksioma matematiCke indukcije. Zamijenimo li sada x sa %, dobivamo
1) (%lell) = nl—ng(llxll), odnosno za svaki pozitivan racionalan broj r i za svaki x € V dobi-
vamo ¢(7||x|)) = r*¢(||x]]). Kako je ¢ neprekidna, imamo ¢(¢||x|]) = 2¢(||x||) zat > 0, t €
R, x € V. Izaberemo li x takav da je ||x]| = 1, dobivamo ¢(¢) = £2¢(1) = £* jer je ¢(1) = 1.
Sada (3.47) postaje jednakost paralelograma pa je V unitaran prostor. m|
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Teorem 3.3.7. Neka je V vektorski prostor nad R i neka funkcije ¢, : V — R zadovolja-
vaju funkcijsku jednadzbu

Do =%) =) (x) —mp(®), x,%,.., x5 €V, X= %Zx,-, n>3. (348)
i=1 i=1 i

Tada je

d(x) = g(x) + A(x) + ¢ = B(x, x) + A(x) + ¢,
U(x) = g(x) + A(x) = B(x, x) + A(x), xevV,

gdje je q kvadratna, A aditivna, B biaditivna i ¢ konstanta.
Dokaz. Stavimo li x; = x, = - -+ = x, = x u (3.48)), dobivamo

Y(x) = ¢(x) — $(0), xeV. (3.49)
Sada uvrstavanjem (3.49) u (3.48)) dobivamo

Zn: P(x; —x) = z": ¢(x;) — ng(x) + ng(0). (3.50)
i=1 i=1
Neka je n paran broj, n = 2k, k € N. Uvrstimo li x; =--- =X, =X, X4y = =X =y u
(3.50), dobivamo
o(52)+ 0(357) = 60 + 000 - 20(52) + 20000, (351)
Neka je sada n neparan broj, n = 2k + 1, k € N. Uvrstimo li x; = -+ = x = X, X341 =

+7 .
o= X =Y, X1 = 5= u (3.50), dobivamo

-y
2

)k ((7) 400 = kot + ko) +9(52) (3.52)

_(2k + 1)¢(XT”) + 2k + 1)$(0).

k¢(

Zamijenimo li x sa 2x iy sa 2y u (3.51)), dobivamo

20(x +y) + ¢(x = y) + ¢(y — x) = ¢(2x) + ¢(2y) + 2¢(0). (3.53)

Sada za svaki x € V definiramo

2q(x) = ¢(x) + ¢(=x) = 2¢4(0), (3.54)
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tako da (3.53)) sada glasi

d(2x) + ¢(2y) = 2g(x — y) + 2¢(x + y).

Sada stavimo # = x + yiv = x — y te dobijemo

o(u+v)+ du—v) =2¢u) +2q(v), u,vev.

Primijetimo da je g parna i g(0) = 0. Zamjenom u sa —u u dobijemo

$(—u+v) + ¢p(—u —v) = 2¢(-u) + 2q(v).
Zbrajanjem (3.57) i (3.56) dobivamo

v —uw)+du+v)+¢(—u+v) +¢(-=(v—uw)=2¢(-u) + 2¢(u) + 4q(v).
Uvrstavanjem (3.54), odnosno ¢(x) + ¢(—x) = 2g(x) + 2¢(0) u dobivamo

g(u+v) + qu —v) = 2q(u) + 2q9(v).
Oduzimanjem od (3.56) dobivamo jednadzbu
Alu+v)+A(u —-v) = 2A(u),
gdje je
A(u) = %qﬁ(u) - %(ﬁ(—u), ueV.
Primijetimo da je A(0) = 0. Uvrstimo li v = u u (3.60)), dobivamo
AQu) = 2A(u), uey,
auvrstimoliu = x+yiv =x—yu (3.60), dobivamo
AR2x) + AQ2y) = 2A(x + ), x,yeV.
Iz (3.62)) i (3.63) slijedi aditivnost funkcije A. Iz (3.61) slijedi
P(—x) = ¢(x) — 2A(x),
Sto uvrstimo u (3.54) i zaklju¢imo
¢(x) = g(x) + A(x) + ¢(0), xeV.

Iz (349) slijedi
Y(x) = q(x) + A(x), xeV.
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(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

Prema (3.59) je g kvadratni funkcional, pa lema[2.2.3] povlaci egzistenciju biaditivne funk-

cije B sa svojstvom B(x, x) = A(x) za svaki x € V.

O
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Teorem 3.3.8. Neka je V normirani prostor nad R. Pretpostavimo da ¢,y: R, — R
zadovoljavaju funkcijsku jednadzbu

Z o(llx; = xl) = Z Gllxill) — nyp(|[xID), (3.64)
i=1 i=1

gdje je xi,...,x, €V, )_c:%in, n > 2. Tada je
i=1

¢(lxl) = B(x,x) + ¢,  ¢(llxl)) = B(x, x), xev, (3.65)
gdje je B biaditivna, a c konstanta.

Dokaz. Neka je n paran, n = 2k, k € N. Uvrstimo x; = x; = -++ = X = X, Xpy1 = Xpp2 =
--+ = xp =y u (3.64) da dobijemo

2¢(”x - ”) = ¢(Ilxl) + By ~ 2w(”x - ”), xyeV, (3.66)
iz ega slijedi
26(1x = ylI) = 62l + IV - 20(llx +yD,  xyEV. (3.67)
Stavimoliy = xu dobivamo
S(lxl) — vl = 9(0), (3.68)
odnosno

2¢(lx + ylD + 2¢(/lx = ylI) = ¢(12x[)) + ¢(I12y[)) +2¢(0),  x,y e V.

Neka je sada n neparan, n = 2k + 1,k € N. Uvrstimo x| = X = -+ = X = X, Xgp1 = Xpq2 =
_ _ . _ _x+y .o
=Xy = yixge =S5 U da dobijemo

llx + ¥l
2

llx + ¥l
2
odakle za y = x ponovno dobijemo (3.68)). 1z (3.68) slijedi

4(0) = ¢(IIX+yII) _ w(IIX+yII)’

[lx — i
2

2k¢( ) +¢(0) = ke(llx|) + ko(llyll) + ¢( ) — 2k + l)l/f( ) (3.69)

2 2

Sto uvrstimo u (3.69) i nakon dijeljenja sa k takoder dobijemo kao i u slu¢aju parnog
n. Sada rijesimo (3.67). Stavimo liu = x+yiv=x-y, postaje

20 (IVID = ¢ (lu+vID + ¢ (llee = vID = 20 (llull),  u,v € V.
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Zamijenimo 1i, zbog (3.68), ¢ (|lul]) sa ¢ (||u|]) — ¢(0), dobivamo
¢ (e +vID) + ¢ ([l = vIl) = 2¢ ([lul]) + 2¢ (IvI)) — 2¢(0),

pa g: V — R definiran sa g(x) = ¢ (||x]|)) — ¢#(0) zadovoljava kvadratnu funkcijsku jed-
nadzbu. Preostaje primijeniti lemu [2.2.3] |

Teorem 3.3.9. Neka je V normirani prostor nad R, g: R, — R neprekidna funkcija te neka
h: R, — R zadovoljava funkcijsku jednadZbu

Z glllxi = XI%) = Z g(llxill) = nh(IIxI%), (3.70)
i=1 i=1
gdjeje x1,...,x, €V, x = i >, Xi, n > 2. Tada je V unitaran prostor.

i=1

Dokaz. Ako je g rjeSenje od (3.70) za svaki ¢ € R, onda je i g — ¢, pa bez smanjenja
opcenitosti moZemo pretpostaviti da je g(0) = 0. Sada definiramo ¢, : V — R sa

¢(Ixl) = g, yllxl) = AIxlP), x€ V.
Primijetimo da je ¢(0) = 0. Sada (3.70)) postaje (3.64) te iz teorema[3.3.§|slijedi
(Xl = glixll) = B(x, x) = y(llxl) = h(llxl), xeV
gdje je B simetriCna, biaditivna funkcija. Sada za sve x,y € V vrijedi
P(llx + ¥l + ¢(llx — yll) = 2¢(/lxl) + 2¢(/[ylD,
pa prema teoremu [3.3.6|slijedi da je V unitarni prostor. O

Teorem 3.3.10. Neka je V realni vektorski prostor. Neka je funkcija f: V — R takva da
jeza sve x,y €'V, funkcija ¢: R — R definirana sa

é() = f(x +1y), x,yeV,teR, (3.71)

polinom stupnja 2 u varijabli t. Drugim rijecima, pretpostavimo da postoje realni brojevi
a(x,y), b(x,y)ic(x,y) takvi da vrijedi

o(t) = f(x + ty) = a(x, y)t2 + b(x, )t + c(x,y), teR,x,yeV. (3.72)

Tada je
f(x) =qg(x)+A(x) +d = B(x,x) + A(x) + d, xevy, (3.73)
() = g + [2B(x,y) + AWt + q(x) + A(x) + d, teR,x,yeV, (3.74)

gdje je B biaditivna, A aditivna, q kvadratna funkcijska jednadzba, a d konstanta.
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Dokaz. Kako je ¢ kvadratna funkcija po #, (3.71)) moZemo zapisati kao

o) = f(x+1ty) = at* + bt + c,

gdje su a, b, ¢ funkcije s argumentima x i y. Uvrstimo li # = 0 u (3.75)), dobivamo

f(x) =c.

Zamijenimo li # sa —¢ u (3.75])), dobivamo

f(x —ty) = at* — bt + c.
Oduzimanjem (3.76)) od dobivamo

Jx+1y) = f(x —1y) = 2b1,
a zbrajanjem i dobivamo
Flx+1y) + f(x —ty) = 2at* + 2¢ = 2at* + 2f(x).

Sada uvrstimoz = 1it=2u (3.77):

f(x+y) = fx—y) =2b;

flx+2y) = f(x—2y) = 4b.
Iz i (3.80) dobivamo

Jx+2y) = f(x=2y) =2(f(x +y) = f(x = y)).

Na analogan nacin uvrstavanjem = 1ir=2u dobivamo

fx+2y)+ f(x=2y) =4[f(x+y) + f(x = y)] - 6f(x).

Zbrajanjem (3.87)) i (3.82) dobivamo
Jx+2y) =3fx+y+ fx-y)-3fx), xyeV.

Sada iz leme [3.3.2] slijedi
J(x) = q(x) + A(x) + £(0),
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(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)
(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

Sto je (3.73). Primijetimo da smo uvrStavanjem ¢t = 1 u (3.73)) i dobili izrazene a i b

na sljedeci nacin:

S&x+y)+ fx—y) —2f(x) = 2a, x,y€V,
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fx+y) - f(x—y) =2b, x,y€ V.

Konacno,

2a = qgx+y)+Ax+y)+d+qgx—y)+Ax—y)+d—-2q9(x) - 2A(x) - 2d
= q(x+y) +q(x—y) = 29(x) = 24(y),

2b = gx+y)+Ax+y)+d-qx-y)-Alx—-y)—d
= B(x+y,x+y)—B(x—y,x—y)+2A(1) =4B(x,y) + 2A(Q),

c = f(x)=qx)+AX) +d,

odakle slijedi (3.74). O
Razmotrimo sada joS dvije karakterizacije unitarnih prostora:

Teorem 3.3.11. Neka je V vektorski prostor nad poljem F karakteristike nula (n-1 # 0 za
svakin € N) i neka g: V — F zadovoljava funkcijsku jednadZbu

gy +x)—glly —x) = A(g(y + x) — gy — 1)), x,y€eV,A€F. (3.84)

Tada g—g(0) zadovoljava kvadratnu funkcijsku jednadZbu te postoji jedinstvena simetricna,
bilinearna funkcija B: VXV — Ftakva da je g(x) = B(x, x)+c, gdje je x € V, a c konstanta.

Dokaz. Bez smanjenja opcCenitosti pretpostavimo da je g(0) = 0. Uvrstimo li 4 = 0 ili
y = 0u (3.84)), dobivamo g(x) = g(—x), za svaki x € V, odnosno g je parna. Zamijenimo x
sa ux u (3.84) te ponovo iskoristimo (3.84)) i to da je g parna da dobijemo

gy +px) = g(Ay —px) = Au @y +x) — gy —x)),  xyeV.{ueF.  (3.85)
Sada stavimo A =uiy=xu te iskoristimo g(0) = 0 da dobijemo
g(2x) = 1*g(2x), xeV,AeF,
odnosno uz supstituciju # = 2x dobivamo
g(Au) = Pg(u), xeV,AeF. (3.86)
Sada zamijenimo x sa x + y te uvrstimo A = 2 u (3.84)) da dobijemo
8By +x) =22y +x) —g)+g(r-x), xyeV (3.87)

Zamijenimo x sa 2x u (3.87) te iskoristimo (3.86]) da dobijemo

g3y +2x) = 8g(y + x) — 8g(x) + gy — 2x), (3.88)
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a sada zamijenimo y sa y — x u (3.87)) i dobijemo

g3y —2x) = 2g(2y — x) — 2g(x) + g(y — 2x). (3.89)

Oduzimanjem (3.89)) od (3.88]) dobivamo

83y +2x) — gy — 2x) = 8g(y + x) — 28(2y — x) — 64(x), (3.90)
a primjenom parnosti od g i (3.85) u (3.90) dobivamo
82y —x) =gy +x)+3g(y—x -3gx), xyeV (3.91)

Sada zbrojimo (3.88) i (3.89) te dva puta iskoristimo (3.91)) da dobijemo

g3y +2x) + g(3y — 2x) 8g(y + x) — 10g(x) + 2g(2y — x) + 2g(y — 2x)

12(g(y + %) + gy — x)) — 16g(x) — 68(y). (3.92)

Zamijenimo x sa 3x iy sa 2y u (3.92) te iskoristimo (3.86), (3.92) i parnost funkcije g da
dobijemo

36(g(y +x) +g(y — x) 12 (g(2y + 3x) + g(2y — 3x)) — 144g(x) — 24g(y)
1212 (g(y + x) + gy — x)) — 16g(y) — 6g(x)]

—144g(x) — 24g(y),

odnosno

gy +x) +8(y—x) = 28(y) + 28(x),
pa g zadovoljava kvadratnu funkcijsku jednadzbu. Prema lemi [2.2.3] postoji jedinstvena
simetri¢na, biaditivna funkcija B takva da je g(x) = B(x, x), gdje je

4B(x,y) = g(x +y) — g(x - y), x,yeV.

Iz (3.84)) slijedi B(Ax,y) = AB(x,y) zasve x,y € V,A € F, pa je B i bilinearna, ¢ime je ovaj
teorem dokazan. O

Teorem 3.3.12. Neka je V vektorski prostor nad poljem F karakteristike nula (ili karakte-
ristike # 2, Sto znaci da je najmanji prirodan broj n za koji je n - 1 = 0 razlicit od 2). Ako
g: V — F zadovoljava funkcijsku jednadZbu

gAx+y) +gx—Ay) =1+ ) (g(x)+g0), xyeV,A€F, (3.93)

tada g zadovoljava kvadratnu funkcijsku jednadzbu te postoji simetri¢na, bilinearna funk-
cija B: VXV — Ftakva da je g(x) = B(x, x) za svaki x € V.
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Dokaz. Nekaje A # 0. Uvrstimo x = 0 pay = 0 u (3.93)) da dobijemo

g + g(=y) = (1 + ) (g(0) + g(v)), (3.94)

g(Ax) + g(x) = (1 + %) (g(x) + £(0)). (3.95)
Zamijenimo x sa y u (3.93). Sada iz toga i (3.94)) slijedi

g(=ay) = g(y), (3.96)
odnosno g je parna. Uvrstavanjem y = 0 u (3.94)), dobivamo g(0) = 0, pa (3.95)) postaje
g(Ax) = 2g(x), xeV,AeF. (3.97)

Ako je A = 1, (3.93) postaje kvadratna funkcijska jednadzba, pa prema lemi [2.2.3] postoji
simetri¢na, biaditivna funkcija B: V X V — F takva da je g(x) = B(x, x) zasvaki x € V, te
imamo

1
B(x.y) = 7 [s(x+y)—g(x=y], xyeV. (3.98)

Pokazimo da je B i bilinearna. Zamijenimo x sa y u (3.93) te iskoristimo parnost od g da
dobijemo

gAx +y) + glx — Ay) = g(dy + x) + g(y — Ax)

odnosno
B(Ax,y) = gllx+y)—gdx—y)
= gy+x)—gly—x) (3.99)
= B(x, Ay), x,yeV,AeF.
Iz i (3.98) dobivamo
1
B(Ax,x) = 5 [+ 1) = (1= 1?|g(x) = AB(x,x), x€V,A€F. (3.100)

Zamijenimo x sa x + y u (3.100) te iskoristimo (3.99) i simetri¢nost biaditivne funkcije B
da dobijemo
B(Ax,y) = AB(x,Yy),

pa je B linearna u prvoj varijabli, no iz simetri¢nosti slijedi da je B bilinearna. O
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3.4 Poopéenja Frechétove funkcijske jednadzbe

Lema 3.4.1. Neka je G grupa (ne nuzno komutativna), a H komutativna grupa. Neka
f,g,h: G — H zadovoljavaju funkcijsku jednadZbu

fx+y) =gx)+hy),  xyeG. (3.101)
Tada postoji aditivna funkcija A: G — H takva da je

Jx) = AW+ f(0),
8x) = A(x) +g(0),
h(x) = Ax)+ h0).

Dokaz. Stavimo li x =y = 0 u (3.101)), dobivamo
f(0) = g(0) + 1(0). (3.102)

Zay = 0, odnosno x = 0, jednadzba (3.101) postaje

f(x) = g(x) + h(0), (3.103)
J) = g0) + h®y). (3.104)

Zbrajanjem (3.103) i (3.104), uzimajudi u obzir (3.107)) i (3.102), dobivamo
fG) + f) = f(x+y)+ f(0). (3.105)

Stavimo A(x) = f(x) — f(0). Tada povlagi
A(x+y) = f(x+y) = f(0) = f(x) + f(») = 2f(0) = A(x) + A(y),
tj. A je aditivna funkcija. Dakle,
f(x) =A(x) + £(0),
pa iz (3.103), (3-104) i (3.102) slijedi

g(x) = A+ f(0) - h(0) = A(x) + g(0),
h(x) A(x) + f(0) - g(0) = A(x) + h(0).

Poopéenjem Frechétove jednadzbe (3.1) dobije se sljedeca funkcijska jednadzba:

p(x+y+2)=pi(x+y) — pa2) + p3(y + 2) — pa(x) + ps(z + x) — ps(y). (3.106)
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Teorem 3.4.2. Neka je G grupa (ne nuzno komutativna), a H komutativna grupa i neka
p,pi: G — H,(i = 1,...,6) zadovoljavaju funkcijsku jednadzbu (3.100). Tada postoje
aditivne funkcije A,A;: G — H,i = 1,2,3, te biaditivna funkcija B: G X G — H takve da
P, pi zadovoljavaju

8p(x) = 4A(x) + B(x, x) + 8c,

8p1(x) = 4A(x) + B(x, x) — 8A1(x) — 8(c; + c; — ¢ — by),

8pa(x) = 4A(x) + B(x, x) — 8A5(x) — 8A3(x) + 8b,,

8p3(x) = 4A(x) + B(x, x) — 8A3(x) — 8(cs5 + co — ¢ — by), (3.107)
8p4(x) = 4A(x) + B(x, x) — 8A1(x) — 8A,(x) + by,

8ps(x) = 4A(x) + B(x, x) — 8A,(x) — 8(c3 + ¢4 — ¢ — bg),

8ps(x) = 4A(x) + B(x, x) — 8A1(x) — 8A3(x) + 8bg,

gdje su c, by, by, bg, c1, 2, C3, C4, Cs, Co kOnstante.
Dokaz. Uvrstimo li z = 0 u (3.106), dobijemo jednadzbu
px+y)— pi(x+y) + by = p3(y) — pe(y) + ps(x) — pa(x),

gdje je p,(0) = b, pa prema lemi postoji aditivna funkcija A, takva da

(p—pDXx) Ai(x)+ci+cy— by,
(p3 —pe)(x) = Ai(x)+cy, (3.108)
(ps —pd(x) = Ai(x)+ o,

gdje su cy, c; proizvoljne konstante. Uvrstimo li y = O u (3.106) i x = 0 u (3.106), redom
dobijemo

p(x +2) = ps(x +2) + bg = (p1 = pa)(X) + (p3 — p2)(2);

Py +2) = p3(y +2) + bs = (p1 — pe)(Y) + (ps — p2)(2),
gdje su p4(0) = by 1 ps(0) = b, pa ponovo prema lemi [3.4.1] postoje aditivne funkcije A, i
Aj takve da je
(p — ps)(x) = Ax(x) + ¢3 + ¢4 — be,
(p1 = p)(xX) = Azx(X) + ¢4, (3.109)
(p3 — p)(x) = Aa(x) + c3,

(p— p3)(x) = A3(x) + c5 + c6 — by,
(p1 — pe)(x) = A3(x) + c5, (3.110)
(ps — p2)(x) = A3(x) + ce,
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gdje su c3, ¢4, s, c6 konstante. Sada iskoristimo (3.108)), (3.109) i (3.110) kako bismo p; i
Ds 1zrazili pomocu p:

p1(x) = p(x) = Ay(x) —¢c1 — 2 + Dy,
ps(x) = p(x) — Ax(x) = ¢3 — ¢4 + be,
P3(x) = p(x) — A3(x) — ¢5 — ¢6 + by,
Pp2(x) = p3(x) — Ax(x) — ¢3
= p(x) — A3(x) — Ax(x) — ¢c3 — ¢5 = ¢6 + ba, (3.111)
pa(x) = p1(x) — Ax(x) — ¢4
= p(x) —A1(x) —Ax(x) —cs —c1 — 2 + Dy,
Pe(x) = p3(x) — A1(x) — ¢
= p(x) = A3(x) = Ay(x) —¢1 — ¢5 — 6 + ba.

Uvrstimo li funkcije py, . .., ps dane sa (3.1T1)) u (3.106)), koristeéi da su A, A, i A; aditivne
funkcije, dobivamo

px+y+2)=px+y) —p@+ply+2z)—px)+piz+x)—pOy) +c, (3.112)

gdjeje p(O) = C, b2 = C—C3—C5—C6+b4, b6 =Cc—C —C5—C6+b4, C1+Cr+Cq4 = C3+C5+Cp.
Prema teoremu [3.1.1] postoje aditivna funkcija A i biaditivna funkcija B takve da je

8p(x) = 4A(x) + B(x, x) + 8c. (3.113)

Sada (3.107) slijedi iz (3.1T1) i (3.113). o
Rijesimo sada funkcijsku jednadzbu koja poopéava (3.43) i (3.44):

ox,y,2)=f(x+y+2)+gx+y—-2+h(x—y+2)+k(x—y—-2), (3.114)
gdje je ¢ neovisan o z.

Teorem 3.4.3. Neka je V realni vektorski prostor. Neka su ¢: V3 — R i neka su funkcije
f-8 h,k: V — R koje zadovoljavaju (3.114)) neovisne o z. Tada su f, g, h, k definirane sa

J(x) = =q(x) + A3(x) + Dy,

g(x) = —q(x) + A3(x) — Ay (x) + ba,
h(x) = q(x) + Ax(x) + b3,

k(x) = g(x) + Aa(x) + A1 (x) + b,

(3.115)

gdje je x €'V, q je kvadratna, A, A, i Az su aditivne, a by, by, b3 i by su konstante.
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Dokaz. Kako je ¢ neovisna o z, uvrstimo z = x + yiz = —x — y u (3.114)) da dobijemo
J2x+2y)+g(0)+h(2x)+k(=2y) = f(0)+g(2x+2y)+h(-2y)+k(2x), x,y e V. (3.116)
Zamijenimo 2x sa xi2ysayu da dobijemo
(f —&)(x+y) = (k—h)(x) + (h—k)(-y) +ci, (3.117)

gdje je ¢; = f(0) — g(0), pa prema lemi 3.4.1| postoji aditivna funkcija A, takva da je

() —gx) = Ai(x) +cy, (3.118)
k(x) — h(x) = A,(x) + c,. (3.119)
Iz (3.113) slijedi
g(x) = f(x) = Ai(x) —cy,
a iz (3.119)

k(x) = h(x) + A1(x) + c,.

Uvrstimo 1i dobiveno u definiciju funkcije ¢, imamo

d(x,y,2) = fx+ty+)+fx+y-2+hx—y+2)
+h(x—y—-2)—2A,(y) —c1 + &2

Sto ne ovisi o z. Kako je

#(x,y,0) = 2f(x+y)+2h(x—y) —2A,(y) — ¢ + 2,
B(x,y,x + ) fQ2x+2y)+ f(0) + h(2x) + h(=2y) — 2A1(y) — ¢1 + ¢2,

imamo
2f(x+y)+2h(x —y) = f(O) + f2x + 2y) + h(=2y) + h(2x). (3.120)

Sada uvrstimo y = x u (3.120) te zamijenimo 2x sa x da dobijemo

2f(x) +2h(0) = f(0) + f(2x) + h(—x) + h(x). (3.121)
Sada iz (3.121) i (3.120) dobivamo
2h(x —y) + h(x +y) + h(—x —y) = h(2x) + h(=2y) + 2h(0). (3.122)

Zamjenom x iy u (3.122)) te oduzimanjem dobivene jednazbe od (3.122)) dobivamo

2A5(x —y) = Ax(2x) — Ax(2y), (3.123)
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gdje je
Ax(x) = h(x) — h(-x),  x€V. (3.124)

Primijetimo da je A, neparna te da je A,(0) = 0. Uvrstimo li y = 0 u (3.123)), dobivamo
Ar(2x) = 2A,(x), pa (3.123) povlaci aditivnost funkcije A,. 1z (3.122) i (3.124) dobivamo

2h(x —y) + 2h(x +y) — Aa(x +y) = h(2x) + h(2y) — A2(2y) + 2h(0),

Sto moZemo zapisati kao
2h(x +y) = Ax(x+y) — 2h(0) +2h(x —y) — Ar(x —y) — 2h(0)
= h(2x) - %A2(2x) — h(0) + h(2y) — %A2(2y) — h(0).
Definiramo ¢ sa
q(x) = h(x) — %Az(x) - h(0), xeV. (3.125)

Sada g zadovoljava kvadratnu funkcijsku jednadZbu. Posebno, ¢ je parna funkcija. Tako
smo dobili £, a iz (3.119) dobivamo k. Sada ¢emo odrediti i g. Uvrstimoliz = x —yi

z = —x —y u (3.IT4), dobivamo
FQ2x) +g(2y) + h2(x = ¥)) + k(0) = £(0) + g2x + 2y) + h(=2y) + k(2x).  (3.126)

Zamjenom 2x sa x te 2y sa y u (3.126) dobivamo

F) + () + h(x —y) + k(0) = f(0) + g(x + y) + h(=y) + k(x),
odnosno prema (3.1T8) i (3-119),

FOO) + f) + h(x —y) + h(0) = f(0) + f(x +y) + h(=y) + h(x).
Uzmemo u obzir i imamo

SO+ )+ glx—y) = f(O) + f(x +y) + g(y) + g(0),

odnosno

S+ f) —glx+y) +29(x) +29(y) = f(0) + f(x +y) + q(y) + g(x),
odakle je

(f(x) + g(x) = £(0) + (fO) + q(y) — f(0) = f(x +y) + g(x +y) — f(0).

Definiramo li
Az(x) = f(0) +g(x) - f(0), xeV
tada je A; aditivna. Sada formula za g slijedi iz (3.118). o
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Sazetak

Cilj ovog rada je izloziti razliCite karakterizacije unitarnih prostora medu normiranim pros-
torima. Osnovna karakterizacija je dana Jordan — von Neumannovim teoremom prema ko-
jem je norma izvedena iz skalarnog produkta ako i samo ako ona zadovoljava jednakost
paralelograma

[l + I + 1lx = yI> = 2l1xd> + 21yl

Poopéenjem te jednakosti jezikom funkcijskih jednadzbi dobiju se brojne funkcijske jed-
nadzbe koje karakteriziraju unitarne prostore, a najvaznija je kvadratna funkcijska jed-
nadzba

Jx+y)+ f(x=y) =2f(x) + 2f(y).

Jedno poopcenje jednakosti paralelograma je 1 jednakost
x4y + 27 = lloc + ¥l = Izl + lly + 2> = 11 + llz + x* = [yl
a iz nje je izvedena Frechétova funkcijska jednadzba:

Ja+y+2)=fx+y) = f@+ O +2) = f(O)+ fz+x) = f).



Summary

The aim of this thesis is to expose various characterizations of inner product spaces among
normed spaces. A basic characterization is given by the Jordan — von Neumann theorem
according to which a norm is derived from an inner product if and only if it satisfies the
parallelogram identity

[l + Y112+ llx = yI> = 2l + 21yl

Numerous functional equations characterizing inner product spaces are obtained by gene-
ralizing this identity to the language of functional equations. The most important is the
quadratic functional equation

Jx+y) + flx—y) =2f(x) + 2f ().
Another generalization of the parallelogram identity is the identity
llx+y + 2P =l + Y1 = 1l + lly + 2l = 11> + llz + xl* = [yl
from which the Frechét’s functional equation is derived:

S+y+2)=fx+y)-f@D+f+2)-f0)+ fz+x) - f().
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