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Sazetak

U disertaciji su izlozeni rezultati istrazivanja iz vise podrucja teorije mreza. U
prvom dijelu proucavane su ekstremalne vrijednosti poopéenih mreznih deskriptora
transmisije, medupolozenosti, vrsne produktivnosti i vrsne profitabilnosti. U dva
promatrana slucaja uzeta je u obzir pretpostavka da vrhovi u mrezi koji se nalaze
na ve¢im udaljenostima komuniciraju manje od onih na manjim udaljenostima.
U prvom slucaju koli¢ina komunkacije medu vrhovima uteZena je s d(u,v)* za
A < 0, a u drugom slucaju s A¥%%) za A € (0, 1), pri éemu je d(u,v) udaljenost
izmedu vrhova w i v. Analizirane su gornje i donje ograde vrijednosti deskriptora.
Nadalje, definirane su kurikulne mreze i analizirana neka njihova svojstva. Rije¢ je
o jednostavnim usmjerenim grafovima u kojima vrhovi predstavljaju edukacijske
jedinice, a usmjereni brid izmedu dva vrha oznacava da je poznavanje jedne jedinice
potrebno za ucenje druge. Definirane su mjere pomocu kojih je moguée napraviti
evaluaciju valjanosti redoslijeda edukacijskih jedinica. Mjere su analizirane s viSe
razlicitih gledista i odredeni su grafovi koji odgovaraju najmanje i najvise slozenim
nastavnim planovima. Predlozen je algoritam za odredivanje optimalne ekspozicije
edukacijskih jedinica u odnosu na odabranu mjeru slozenosti. Konacno, detaljno
je analiziran problem detekcije zajednica u kurikulnim mrezama i predlozeni su

algoritmi za rjesavanje tog problema.



Abstract

In this thesis results of research from several different areas of complex networks
theory have been introduced. First, generalized versions of network descriptors
such as transmission, betweeness centrality, networkness and

network surplus have been defined and analyzed. Two different approaches that
were studied both take into account the assumption that vertices in networks,
which are closer to each other, communicate more than the vertices on greater
distances. In the first case the amount of communication between vertices has been
amended by d(u,v)* where A < 0 and in the second case by %) where d(u,v)
represents the distance between vertices u and v, and A € (0,1). Upper and lower
bounds for minimal and maximal values of these descriptors have been analyzed.
Furthermore, special kind of networks has been defined. Curriculum network is a
simple, directed graph in which vertices represent educational units, and directed
arc from v to v indicates that understanding of a unit u is necessary for learning
and understanding of unit v. Measures for evaluating the quality of curriculum
content sequencing have been proposed and analyzed from sever different points of
view. Graphs corresponding to most and least complex curricula have been found.
Some real-world curriculum networks and their properties have been analyzed.
Finally, the problem of community detection in curriculum networks has been

analyzed and two algorithms for solving this problem have been suggested.
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Poglavlje 1

UVvVOD

Proucavanje kompleksnih mreza temelji se na konceptima teorije grafova. Mreza
je skup vrhova povezanih bridovima. Brid izmedu dva vrha implicira postojanje
nekog odnosa ili veze izmedu dva povezana vrha [I15, 116]. Cesto se pojam mreza
koristi kao sinonim za graf iako se formalno pojam graf odnosi na sam matematicki
objekt, dok se pojam mreza odnosi na realizaciju tog objekta u stvarnom svijetu.
Mreza je pojednostavljena reprezentacija koja reducira sustav na apstraktnu struk-
turu zadrzavajudéi pritom samo neke osnovne podatke o pocetnom sustavu. Vrhovi
i bridovi mogu biti oznaceni nekim dodatnim informacija da bi se sacuvalo vise
informacija o sustavu te mogu predstavljati razlicite entitete i njihovu poveza-
nost ovisno o problemu koji zelimo analizirati. Tako, na primjer, u drustvenim
mrezama, vrhovi mogu predstavljati osobe, a bridovi poznanstvo ili prijateljstvo
dviju osoba, medusobnu suradnju, neprijateljstvo, geografsku blizinu i slicno. U
tehnoloskim mrezama vrhovi mogu predstavljati racunala, a bridovi fizicku pove-
zanost kabelom. U biologiji, toénije prehrambenim mrezama, vrhovi predstavljaju
vrstu zivotinja, a brid izmedu dvije vrste implicira da je jedna vrsta predator u
odnosu na drugu. U racunarstvu se Cesto dijagram toka nekog algoritma prika-

zuje u obliku grafa kojem su vrhovi naredbe (instrukcije), a redoslijed izvrsavanja



Poglavlje 1. UVOD

naredbi prikazan je pomocu bridova. Nadalje, mrezama se mogu reprezentirati i
razne racunalne strukture podataka, umrezavanje i paralelizam racunala i njihov
sekvencijalni rad.

Problem koji se Cesto spominje kao zacetak teorije grafova je problem konig-
sberskih mostova (eng. The Konigsberg Bridge Problem)[119]. Grad Koénigsberg
u danasnjoj Rusiji bio je smjeSten na obje strane rijeke Pregel i sadrzavao je dva
velika otoka koji su bili povezani s kopnom i jedan s drugim pomocu sedam mos-
tova. Problem je zahtijevao da se osmisli Setnja gradom tijekom koje bi se svaki
most presao toéno jednom. Pocetna i krajnja tocka Setnje nisu nuzno morale biti
iste. Euler je 1736. dokazao da ovaj problem nema rjeSenja i tako postavio temelje

razvoju teorije grafova.

Slika 1.1: Problem konigsberskih mostova: (a) mapa grada na kojoj je svaki dio
kopna oznacen razlicitom bojom. (b) problem prikazan pomocéu grafa u kojem

vrhovi predstavljaju dijelove kopna, a bridovi svaki od 7 mostova. (preuzeto iz

B3])
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Mnogi se problemi i objekti mogu modelirati pomoc¢u kompleksnih mreza pa
nerijetko istrazivanja o mezama prodiru iz matematike u fiziku [5], [57, 26 [90],
biologiju [82, 161], kemiju [166, 123] [130], klimatologiju [142, 172} [52], ra¢unalnu
znanost, sociologiju [23, 25, 28], [59], epidemiologiju [I8, 19, [72] i druge grane. Ideje
iz teorije mreza primijenjene su na analizu metabolickih [69] i genetskih regula-
tornih mreza, modeliranje i vizualizaciju velikih bezi¢nih komunikacijskih mreza,
razvoj strategija cijepljenja radi kontrole Sirenja bolesti [I11], 112], identifikaciju
kriticnih tocaka u prometu gdje se stvaraju guzve [0}, [13] i u sirokom spektru drugih
prakti¢nih problema.

Prvi korak u analiziranju mreze ¢esto je vizualizacija. Ona predstavlja koristan
alat za analizu podataka jer nam dopusta da odmah uoc¢imo vazna strukturalna
svojstva mreze koja bi mozda bilo tesko uociti da se radi samo o sirovim poda-
cima. Znanstvenici iz razli¢itih grana znanosti su tijekom godina razvili opsezan
skup alata, matematickih, racunalnih i statistickih, za analizu, modeliranje i bolje
razumijevanje mreza. Bududi je vec¢ina alata napravljena tako da koristi mreze
u njihovom apstraktom obliku (u obliku grafa) mogu se primjeniti na gotovo sve
sustave i probleme koje je moguce reprezentirati kao mreze. Mnogi od tih alata
pocinju s jednostavnom mrezom i nakon odredenih kalkulacija dolaze do informa-
cija kao sto su, na primjer, koji je vrh najbolje povezan s drugima ili duljina naj-
duljeg puta u mrezi. Drugi alati koriste modele mreza za matematicka previdanja
o procesima koji se dogadaju u mrezi kao Sto su putevi kojima ¢e te¢i promet
na Internetu ili nacini kako ée se §iriti epidemija neke bolesti [116]. Razvijaju
se racunalni modeli i programski alati koji imaju za cilj pruzanje uvida u razne
dinamicke fenomene na mrezama [I58]. Primjerice, mozdanu aktivnost moguce je
proucavati kroz skup neuralnih mreza i interpretirati je u okviru ¢esto koristenih
mjera strukturalne i funkcionalne povezanosti [134]. Nadalje, predvidanje i analizi-

ranje metabolickih procesa u velikim biokemijskim mrezama predstavlja izazov za
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znanstvenike iz podrué¢ja bioinformatike i biologije [22]. Rac¢unalni i matematicki
modeli imaju ogromnu ulogu u procjeni i kontroli Sirenja zaraznih bolesti, kao
sto je bio slucaj s virusom gripe H1N1 2011. godine [I54]. Bolesti se sire kroz
mrezu kontakata medu pojedincima. Uzorci i ucestalost takvih kontakata mogu
se prikazati u obliku kompleksne mreze i dosta paznje je posveéeno empirijskim
istrazivanjima i proucavanju strukture takvih mreza. Pojavljuje se i nova vrsta
zaraze u obliku racunalnih virusa, programa koji se sami multipliciraju i prelaze
s racunala na racunalo na slican nacin na koji se patogeni Sire medu ljudima ili
zivotinjama [116]. Bilo da je rije¢ o Sirenju bolesti ili prosljedivanju neke informa-
cije kroz mrezu, identificiranje vrhova koji su najutjecajniji i najaktivniji u svom
djelovanju je vazan korak prema optimiziranom koristenju resursa ili efikasnom
sirenju informacija [87]. Nerijetko su za takve situacije razvijeni posebni paketi
koji su specijalizirani za konkretne sustave i probleme, primjerice Brain Connecti-
vity Toolbox u sklopu programskog alata MATLAB ili GLEaMwviz, javno dostupni
programski sustav koji simulira Sirenje zaraznih bolesti na globalnoj razini [154].

Posljednjih godina svjedoci smo novog trenda u istrazivanju mreza jer se fokus
s manjih grafova i istrazivanja svojstava pojedinih vrhova ili bridova pomice na
statisticka i dinamicka svojstva vec¢ih mreza i grafova s nekoliko stotina tisuca ili
milijuna vrhova, temporalne mreze [75} [80], prostorne mreze [20, [31], [46], drustvene
mreze [137]. Za procvat ove grane znanosti uvelike je zasluzan napredak u polju
informacijske i komunikacijske tehnologije koji nam omogucava sakupljanje i raz-
mjenu informacija te brzu i efikasnu analizu prikupljenih podaka, sto je rezultiralo
podrobnijim proucavanjem modernih mreza sa nekoliko stotina milijuna vrhova
kao sto su Facebook, Twitter, World Wide Web, Internet i druge.

Sve se vise paznje posvecuje sigurnosti i otpornosti kompleksnih mreza [74], [160].
Otpornost (eng. resilience) je sposobnost sustava da prilagodi svoju aktivnost i

zadrzi funkcionalnost kada se dogode greske ili problemi u radu [43]. Kompleksne
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mreze kao Sto su Internet, financijska trzista, komunikacijske, prometne, elektri¢ne
mreze ¢ine esencijalni dio modernih drustava. Poremecaj u radu koji bi poreme-
tio, na primjer, dovod elektri¢ne energije mogao bi imati teske posljedice, stoga
je sigurnost i otpornost takvih mreza na slucajne i namjerne napade od presudne
vaznosti [113]. Moguénost rusenja mreze napadom na jedan ili nekoliko vrhova
ili bridova jedan je od klju¢nih problema koji se pokusavaju sprijeciti i rijesiti.
Jednom kada dode do poremecaja u radu ili protoku informacija kroz mrezu, pos-
ljedice za drustvo su cesto velike. Uzmimo za primjer racunalni virus ”Code Red”
koji je 2001. godine zarazio oko 360 tisuca servera, a nastala Steta procijenjena je
na vise stotina milijuna dolara [7]. Jo$ jedan primjer poremecaja u radu sustava
koji je ostavio velike posljedice je nestanak struje koji se dogdio 1996. godine u
Sjevernoj Americi. Zbog preoptere¢enja elektricne mreze uzrokovanog pretjera-
nim koristenjem klimatizacijskih uredaja tijekom neuobicajeno toplog ljeta, doslo
je do nestanka elektricne energije u zapadnoj Kanadi, dijelu Sjedinjenih Americkih
Drzava i dijelu sjevernog Meksika. U periodu od skoro mjesec dana nije normali-
ziran sustav opskrbe §to je direktno utjecalo na vise od 2 milijuna ljudi [I57].
Razvoj interdisciplinarnog pristupa koji se temelji na suradnji znanstvenika iz
polja informacijskih znanosti, inzenjerstva, statisticke i nelinearne fizike, primije-
njene matematike i drustvenih znanosti donosi nove uvide i koncepte u proucavanje

sigurnosti kompleksnih mreza [1T3].
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1.1 Vrste i primjeri kompleksnih mreza

Kompleksne mreze najcesce se dijele u cetiri skupine: tehnoloske, drustvene, in-
formacijske i biologke [I16]. U ovom poglavlju definirani su i opisani neki primjeri
¢esto proucavanih mreza za svaku od navedenih skupina.

Tehnoloske mreZe ¢ine osnovu danasnjih modernih tehnoloskih drustava. Za-
sigurno najpoznatiji primjer tehnoloske mreze je Internet. Internet je svjetski
raSirena mreza fizickih podatkovnih veza (kabela) medu racunalima i srodnim
uredajima. Njegova struktura nije kontrolirana od strane neke centralne orga-
nizacije, sustav se sam organizira kombiniranim djelovanjem mnogih lokalnih i
autonomnih rac¢unalnih sustava. Poruke se Internetom salju razlomljene u pakete,
a sustav funkcionira tako da ukoliko se u mrezu dodaju novi vrhovi ili bridovi ili
ako se izbrisu ili pokvare neki postojec¢i, usmjernici automatski prilagodavaju rutu
slanja paketa u skladu s novim stanjem sustava [116]. Iako je to odli¢na karakteris-
tika sa strane robusnosti i fleksibilnosti mreze, predstavlja problem u istrazivanju
strukture Interneta pa se veéina zakljucaka donosi na temelju eksperimentalnih
mjerenja. Neki od znacajnijih primjera tehnoloskih mreza, osim Interneta, su te-
lefonske mreze, mreze prijenosa elektri¢ne energije [60], prometne mreze [51], [104] i
distribucijske mreze [64) [39]. Telefonska mreza sastoji se od fiksnih i bezi¢nih veza
kojima se prenose telefonski pozivi. Mreza za prijenos elektri¢ne energije, u ovom
kontekstu, je mreza visokonaponskih dalekovoda koji omogucavaju prijenos elek-
tricne energije. Prometne mreze ukljucuju zrakoplovne linije, cestovni, zeljeznicki i
pomorski promet. Primjer prometne mreze prikazan je na Slici[I.2] Distribucijske
mreze uklju¢uju naftovode i plinovode, kanalizacijske linije i rute kojima se koriste

dostavljaci ili distributeri proizvoda.
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Slika 1.2: Mreza brzih Zzeljeznickih linija u Europi 2016. godine (preuzeto sa

www.wikipedia.com, original PNG: Bernese media)

Drustvene mreZe su mreze u kojima vrhovi predstavljaju osobe ili ponekad
grupe ljudi, a bridovi predstavljaju neku vrstu socijalne interakcije medu njima.
Zadnjih desetljeca velik razvoj dozivjele se online drustvene mreze kao sto su Fa-
cebook 1 Twitter. Facebook je online drustvena mreza u kojoj su vrhovi osobe,
to¢nije njihovi profili ili mrezne stranice, a veze se stvaraju ukoliko dvije osobe
definiraju svoj odnos kao prijateljstvo [I53]. Tesko je odrediti tocan broj vrhova
u mrezi posto se on brzo mijenja, ali po posljednjim procjenama Facebok je u
prosincu 2016. godine imao oko 1860 milijuna aktivih korisnika [I41]. Posebna vr-
sta drustvenih mreza su mreze pripadnosti (affiliation networks) u kojima vrhovi

predstavljaju osobe koje su povezane bridom ako pripadaju istoj drustvenoj grupi.
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Jedna od takvih je mreza suradnje drzavnih i lokalnih sigurnosnih i zdravstvenih
institucija u sklopu Bostonskog sustava za upravljanje u nuzdi prikazana na Slici
1.3 U akademskim krugovima, vrlo je vazna mreza koautorstva u kojoj vrhovi
predstavljaju znanstvenika ili grupu znanstvenika koji su povezani bridom ako su
zajedno objavili znanstveni clanak [14],[40]. Veliki doprinos istrazivanju drustvenih
mreza dao je Stanley Miligram svojim eksperimentom u kojem je pokazao ”efekt
malog svijeta”, svojstvo kompleksne mreze prema kojem je prosjecna najkraca

udaljenost izmedu dva vrha relativno mala [T10, 151].
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Slika 1.3: Mreza suradnje drzavnih i lokalnih institucija nakon eksplozije bombe
na Bostonskom maratonu u travnju 2013. godine [77]. Krug oznacava javnu
organizaciju. Trokut oznacava neprofitnu organizaciju. Romb oznacava privatnu

organizaciju. Kvadrat oznacava LESF (Local Emergency Support Functions)
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Informacijske mreZe ve¢inom su konstruirane s ciljem diseminacije znanja i
pronalazenja informacija. Jedan od poznatijih primjera zasigurno je World Wide
Web [1} 4]. U ovoj mrezi vrhovi su mrezne stranice, a bridovi su hiperveze koje
nam omogucéuju navigaciju s jedne na drugu stranicu. World Wide Web se cesto
pogresno koristi kao sinonim za Internet, a zapravo predstavlja samo jednu od
usluga pomocu koje se ostvaruje razmjena podataka putem Interneta. Mrezu su
osamdesetih godina proslog stoljec¢a kreirali znanstvnici u laboratoriju CERN u
Zenevi za medusobnu razmjenu informacija [78], ali je vrlo brzo nadisla svoju
prvotnu namjeru. U ovoj skupini ¢esto se spominju i mreza citata [94] (primjer
prikazan na Slici . Vecina znanstvenih radova sadrzi reference na prijasnje
radove pa je moguce konstruirati mrezu u kojoj su vrhovi znanstveni radovi, a brid
izmedu dva vrha A i B oznacava da rad A sadrzi referencu na rad B. Navedene
mreze primjeri su usmjerenih mreza.

Osnovni tipovi bioloskih mreza su metabolicke mreze [69], mreze interakcija
medu proteinima [81], genetske regulatorne mreze [68], hranidbene mreze [54, [79]
i neuralne mreze [37]. Kemijski spojevi u zivim stanicama povezani su bioke-
mijskim reakcijama koje pretvaraju jedan kemijski spoj u drugi. Svi spojevi u
stanici su dijelovi zamrsene biokemijske mreze reakcija koja se naziva metabolicka
mreza. Neuroni u mozgu su duboko povezani jedni s drugima Sto rezultira slozenim

mrezama koje su prisutne u strukturnim i funkcionalnim aspektima mozga [37].
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Slika 1.4: Mreza citata generirana na temelju ¢lanaka objavljenih u PR ¢asopisima
na temu kompleksne mreze [129]. Prikazani su bridovi s tezinama iznad odredenog
praga. Sirina brida proporcionalna je tezini, a veli¢ina vrha proporcionalna je sumi

tezina incidentnih bridova.

Svi organizmi su povezani jedni s drugima kroz proces hranjenja. Ako se
odredena vrsta hrani drugom vrstom ili je plijen u odnosu na nju, medusobno
su povezane u zamrsenom hranidbenom lancu. Stabilnost tih interakcija jedno je
od kljuénih pitanja u ekologiji [I0T] koje je osobito vazno s obzirom na potencijalni

gubitak vrsta uzrokovan globalnim klimatskim promjena.
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Slika 1.5: Mreza genetskih interakcija gljivica [29]. Vrhovi predstavljaju gene, a

bridovi interakcije. Prikazano je 291 interakcija izmedu 204 gena.

Mnogi sustavi koji su znanstvenicima zanimljivi sastavljeni su od pojedinacnih

dijelova ili komponenti koje su na neki nac¢in povezane. Vecina aspekata vezanih za

takve sustave vrijedna je proucavanja. Moguce je proucavati prirodu svake zasebne

komponente ili vrstu interakcija medu njima, ali i uzorke koji se pojavljuju prilikom

povezivanja komponenti. Mreze su stoga opSiran, ali mocan alat za reprezentaciju

i bolje razumijevanje takvih sustava [116].
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1.2 Osnovni pojmovi teorije grafova

U ovoj disertaciji koristena je standardna terminologija teorije grafova bazirajuci
se na [I55] i [27].

Graf je uredeni par G = (V, E), gdje je V(G) = V neprazan skup c¢ije elemente
nazivamo vrhovima, a F(G) = E je podskup skupa neuredenih parova elemenata iz
V' ¢ije elemente nazivamo bridovima. Ako za e € F vrijedi e = {u, v}, onda vrhove
u 1 v nazivamo krajevima brida e i oni nisu nuzno razliciti. Graf se ponekad definira
i kao uredena trojka G = (V, E, @), gdje je V neprazan skup ¢ije elemente nazivamo
vrhovima, E je skup ¢ije elemente nazivamo bridovima, a ¢ je preslikavanje koje
svakom bridu e € E pridruzuje neuredeni par (ne nuzno razlicitih) vrhova. Za
e = {u,v} kazemo da su u i v incidentni s e, te da su u i v susjedi i piSemo
e = wv. Brid ¢iji se krajevi podudaraju nazivamo petljom, a dva ili vise bridova
s istim parom krajeva nazivamo visestrukim bridovima. Ukoliko u grafu nema ni
petlji ni visestrukih bridova za graf kazemo da je jednostavan. Kompleksne mreze
koje proucavamo u ovoj disertaciji su jednostavni grafovi. G je prazan graf ako je

E(G) = (. Uvodimo oznake

v(G) = |V(G)] - broj vrhova u G
e(G) = |E(G)| - broj bridova u G

Jednostavan graf s n vrhova u kojem je svaki par vrhova spojen bridom nazivamo
potpunim grafom i oznacavamo s K,. Primjeri jednostavnih grafova koje ¢emo
korisiti su ciklusi i putovi. Ciklus C),, na n vrhova definiran je kao graf sa skupom
vrthova V' = {1,2,...,n} i skupom bridova E = {{i,i+ 1} : i <n}U{l,n}. Put
P, na n vrhova definiran je skupom vrhova V' = {1,2,...,n} i skupom bridova
E = {{i,i+ 1} : i < n}. U jednostavnom grafu put je potpuno odreden nizom
svojih vrhova vyv;...v,. Kazemo da je vy pocetak, a v, kraj puta P, a ponekad i

za vy 1 za v, kazemo da su krajevi. Za vrhove vy, ..., v kazemo da su unutarnji

12
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vrhovi puta. Dva vrha u,v € V grafa G su povezana ako u G postoji uv-put.
Udaljenost dg(u,v) dvaju vrhova u i v u G je duljina najkraceg uv-puta. Kada je
iz konteksta jasno o kojem grafu je rije¢ pisemo samo d(u,v).

Neka su G i H grafovi. Kazemo da je H podgraf od G i piSemo H C G ako
je V(H) CV(G)i E(H) C E(G), a svaki brid iz H ima iste krajeve u H kao sto
ih ima u G. Tada kazemo i da je G nadgraf od H. Podgraf H C G za koji je
V(H) = V(@) zovemo razapinjuéi podgraf.

Neka je G = (V, E) i V' C V. Podgraf od G ¢iji je skup vrhova V\V', a skup
bridova se sastoji od bridova iz E ¢ija su oba kraja u V\V’ oznacavat ¢emo s
G\V'. Ako je V' = {v} umjesto G\V’ pisat ¢emo G\{v}. Podgraf od G dobiven
izbacivanjem brida e iz E oznacavat ¢emo s G — e, a graf dobiven dodavanjem
brida e ¢ F grafu G s G + e.

Skup svih susjednih vrhova vrha v € V(G) oznacavamo s N(u). Ako je G
jednostavan graf, onda definiramo stupanj vrha u, u oznaci d, = d(u), kao broj
susjeda od u. Za vrh u kazemo da je izoliran ako je d(u) = 0, a kazemo da je u
list ako je d(u) = 1. Vrijedi sljede¢a propozicija.

Propozicija 1.1 Neka je G = (V, E) graf. Vrijedi
> d(u) = 2e(Q).
ueV(G)

Dijametar grafa G, u oznaci diam(G), je najveca duljina najkrac¢eg puta za sve
parove vrhova koji su medusobno povezani. Graf G je povezan ako su svaka dva
njegova vrha povezana nekim putem. Povezanost medu vrhovima je relacija ekvi-
valencije, pa stoga postoji particija skupa vrhova V' na klase ekvivalencije i te klase
nazivamo komponente povezanosti od G. Ako graf ima samo jednu komponentu
povezanosti onda kazemo da je povezan, a inace kazemo da je nepovezan.

Graf u kojem nema ciklusa nazivamo aciklickim grafom ili Sumom, a povezani

aciklicki graf nazivamo stablom. Za stablo G korijen stabla je bilo koji ¢vrsto
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odabrani vrh. Vrijedi Teorem o karakterizaciji stabla:

Teorem 1.2 Neka je G = (V, E) jednostavan graf. Tada su sljedeée tvrdnje ekvi-
valentne.

i) G je stablo;

i1) za svaka dva vrha u,v € V postoji jedinstveni uv-put u G;

ii1) za svaki brid e € E, G — e je nepovezan;

iv) dodavanjem bilo kojeg brida e ¢ E izmedu postojecih vrhova u,v € V, G+e
sadrzi tocno jedan ciklus,

v) vrijedi v(G) = e(G) + 1.

Razapinjuce stablo grafa G je razapinjué¢i podgraf od G koji je stablo. Dijk-
strino stablo s korijenom wu ili stablo najkrac¢ih putova s korijenom wu grafa G je
razapinjuce stablo grafa G takvo da je put od vrha w do proizvoljnog vrha v u G
najkraci uv-put u G [49, 45]. Za jednostavan graf G kazemo da je vrsno tranzitivan
ako vrijedi Yu,v € V(G), Jg € Aut(G) tako da je g(u) = v.

U Poglavlju 3 bavimo se kurikulnim mrezama koje su jednostavni usmjereni
grafovi. Usmjereni graf ili digraf D je graf G u kojem svaki brid ima smjer
od pocetka prema kraju. D se joS zove i orijentacija od GG i oznacava D = 8
Brid s pocetkom u, a krajem v je uredeni par (u,v). Kazemo da je e = wv luk ili
usmjereni brid od u prema v. Dva ili vise lukova s istim pocetkom i krajem zovu se
visestruki lukovi. Digraf D mozemo definirati i kao uredenu trojka (V, E, ), gdje
je ¢ : B — V x V funkcija koja svakom luku e pridruzuje uredeni par vrhova (u, v)
(moguce i jednakih) koji se zovu pocetak i kraj od e. Jednostavni digraf je onaj
koji nema visestrukih lukova i petlji. Pridruzeni digraf D(G) grafa G je digraf
dobiven iz G zamjenom svakog brida dvama suprotno orijentiranim lukovima s
istim krajevim. Pripadni graf G(D) digrafa D je graf dobiven iz D brisanjem svih

strelica, tj. tako da bridove u D tretiramo kao neuredene parove vrhova. Turnir je
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digraf ¢iji je pripadni graf jednostavan i potpun. Na Slici su prikazani primjeri

turnira.

Slika 1.6: Primjer turnira na 4 vrha. Brojevi u zagradi predstavljaju niz outstup-

njeva vrhova u grafu.

Mnogi pojmovi koje smo definirali za neusmjerene grafove se automatski pre-
nose na digrafove. Primjerice, usmjerni put je jednostavni digraf ¢iji su vrhovi
linearno poredani tako da postoji usmjereni brid s pocetnim vrhom w i krajnjim
vrhom v ako i samo ako je vrh v odmah iza vrha u u poretku vrhova. Dijametar
digrafa je duljina najkraceg usmjerenog puta izmedu dva najudaljenija povezana
vrha. Digraf D je slabo povezan (ili kra¢e povezan) ako je pripadni graf pove-
zan, a jako povezan ako za svaka dva vrha w,v € V postoji usmjereni put od
u do v i usmjereni put od v do u. Komponenta digrafa D je komponenta (po-
vezanosti) pripadnog grafa od D, a jaka komponenta digrafa D je maksimalni
jako povezan poddigraf od D. Za razliku od grafova, u digrafovima razlikujemo
dvije vrste stupnjeva vrha. Definiramo instupanj (ulazni stupanj) vrha v, u oznaci
d*(v) = di(v), kao broj lukova s krajem v i outstupanj (izlazni stupanj) vrha v, u

oznaci d~(v) = dyyu(v), kao broj lukova s pocetkom v. Vrijedi sljedeca propozicija:

Propozicija 1.3 U digrafu G vrijedi

Yo dtw)=e(G)= > d(v).
veEV(G) veV(Q)

Kazemo da je digraf tranzitivno zatvoren ako za svaki usmjereni put od vrha u do

vrha v postoji usmjereni brid uv. Digraf je aciklican ako ne sadrzi diciklus.
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Mrezni deskriptori

Vazan alat za analizu mreza, posebno drustvenih i komunikacijskih, su mjere cen-
tralnosti definirane na vrhovima grafa. Osmisljene su da bi se lakse odredila i
interpretirala vaznost i polozaj vrha u mrezi. Veé¢ina mjera temelji se na ana-
lizi najkrac¢ih putova koji povezuju dva vrha. Jedna od njih je i medupolozenost,
dobro poznat koncept koji nam govori kolika koli¢ina komunikacije prolazi kroz
odredeni vrh [21I]. Vrhovi s visokim vrijednostima medupolozenosti interpretiraju
se kao vazni i moc¢ni jer kontroliraju tijek informacija u mrezi. Uklanjanje takvih
vrhova iz mreze bi uvelike poremetilo komuunikaciju medu ostalim vrhovima [32].
Bridna medupolozenost prvi put je definirana i koristena u kontekstu otkrivanja
zajednica u kompleksnim mrezama [65]. Za brid wv, bridna medupolozenost (eng.
edge betweenness) definirana je sa
kl

b(uv) = Z S—fl’

S
{k,1}eV(G)

pri éemu je s broj najkraéih putevi izmedu vrhova k i [ koji prolaze bridom wuw,

a s je ukupan broj najkraé¢ih puteva izmedu k i I. Medupolozenost c(u) vrha u
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definirana je kao suma bridnih medupolozenosti svih bridova incidentnih s u [38]:

gdje je N(u) skup svih susjeda vrha u. Jo$ jedan vazan koncept u komunikacijskim
mrezama je transmisija. Za vrh u € V' definirana je kao
t(u) =Y d(u,v)
ueV
pri ¢emu je d(u,v) udaljenost izmedu vrhova u i v. U kontekstu komunikacijskih
mreza, medupolozenost mozemo interpretirati kao koli¢inu informacija koje prolaze
preko vrha w, a transmisiju mozemo tumaciti kao trosak vrha u za mrezu [159)].
Poznato je da su obje mjere povezane s Wienerovim indeksom [164] koji je definiran

kao

W(G):% S du).

(u,v)EV2

Pojam je uveo Harry Wiener 1947. godine pod imenom ”broj staza” (eng. path
number) [164]. Rije¢ je o najstarijem topoloskom indeksu povezanom s molekular-
nim grananjem na temelju kojeg su kasnije razvijeni brojni drugi topoloski indeksi
kemijskih grafova [133]. U radu [38] dokazano je da vrijedi
D clw) =D t(u) =2W(G) (2.1)
ueV ueV
Wienerov indeks usko je povezan i s mjerom centralnosti vrha (eng. closeness
centrality) koja se ¢esto koristi u sociometriji i teoriji drustvenih mreza [56].
Koriste¢i ove dobro poznate koncepte, definirana su dva nova mrezna des-
kriptora: vrsna produktivnost i vrsna profitabilnost. Oba deskriptora mozemo
interpretirati u kontekstu mjerenja produktivnosti odredenog vrha [159]. Vréna

produktivnost vrha u definirana je kao omjer medupolozenosti i transmisije
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dok je vrsna profitabilnost definirana kao razlika tih dviju mjera

v(u) = c(u) — t(u).

Interpretacija svih definiranih mreznih deskriptora u kontekstu komunikacijskih
mreza temelji se na pretpostavci da je koli¢ina komunikacije izmedu dva proizvoljna

vrha jednaka, tj. da ne ovisi o njihovoj udaljenosti.

2.1 d(u,v)" - tezinski mreZni deskriptori

Realisticno je pretpostaviti da ¢e vrhovi koji se nalaze na manjim udaljenostima
komunicirati vise nego oni na ve¢im. U skladu s tim, definicije mreznih deskriptora
utezene su s d(u,v)* za A < 0, generaliziraju¢i slu¢aj A = —1 predstavljen u [30].

Definiramo:

taw) = > du,v)-du,v) = > dlu,v)

veV\{u} veV\{u}

S
balw) = Y 7 -d(k D),

{k1ye(y)

ex(u) = Zb,\(uv).
vE[u]

Primjetimo da je funkcija t) rastuca funkcija u terminima udaljenosti za A > —1,

a padajuca za A < —1. Nadalje, definiramo:

vy (u) = ey (u) —ty (u).

Za A = 0 dobijemo standardne definicije transmisije, medupolozenosti, vrsne pro-

duktivnosti i vrsne profitabilnosti [38, 159]. U ovom poglavlju ogranicili smo se
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na slucaj kada je A < 0 jer pozitivne vrijednosti A vode nerealnoj pretpostavci
da udaljeni vrhovi komuniciraju vise nego oni koji su blizu. Analogno kao u [159]

definiramo

mey (G) =min{cy (u) :u €V} Mecy(G) =max{cy(u) :u eV}
mty (G) =min{ty (u) :u €V} Mty(G)=max{t)(u):ueV}
mpx (G) =min{p, (u) :u €V} Mpy(G)=max{py(u):ueV}

muy (G) =min{vy (u) :u €V} Muvy(G) =max{v,(u) :u eV}

Cilj je odrediti gornje i donje ograde ovih vrijednosti te graf i vrh u grafu za koji
se one postizu. Dokazimo prvo tri pomoéne leme koje ¢emo koristiti u daljnjim

dokazima.

Lema 2.1 Za svaki graf G @ A < 0 vrijedi

D tau) =) ea(w)

ueV ueV

Dokaz. Za transmisiju, tvrdnja slijedi direktno iz definicije. Dokazimo da tvrdnja

vrijedi za medupolozenost. Vrijedi

Sam-Y Y ¥ Sk

ueV ueVveN (u {k l}CV
-y IS
{k,[}CV ueVveN (u)

Za dani par vrhova {k,1}, > > sk je broj parova (u,v) vrhova takvih da
ueVveN (u)

je d(u,v) = 11 da najkraéi put izmedu k i [ prolazi bridom wv. Duljina svakog
od s* najkraé¢ih putova od k do [ je d(k,[), pa na svakom od tih putova mozemo
odabrati d(k,l) parova {u,v} za koje je d(u,v) = 1. Stoga vrijedi

ZZS d(k,1) - s

u€VveN (u
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Nadalje, vrijedi

daw =Y d(’;;j) 2d(k, 1) - sH =2 ) d(k, )M

ueV {kl}CV {k}CV

i time je tvrdnja dokazana. m

Napomena 2.2 Obzirom na rezultat u Lemi 1 jednadzbu prirodno je

oznaciti
D ta(u) =) ea(u) = 2Wia(G).
ueV ueV
Lema 2.3 Za pozitivne brojeve ay, as, . .., ay,b1,bs, ..., b, vrijedi:
>oa;
S > min{ 5,

ST,
i=1
Dokaz. Vrijedi
Zaz Zb min{3*} - mm{al} Zlblmln{‘;—z}
Zb S >_bi
i=1 '

= mm{ }

\
3

Lema 2.4 Za sve A < 0 i za dani n € N, medu svim grafovima s n vrhova, bilo

koji graf G za koji je vrijednost cy(G) maksimalna je stablo.

Dokaz. Neka je G graf takav da je ¢, (G) maksimalna i neka je u vrh u G za koji
se postize maksimalna madupolozenost. Pokazimo da je G stablo. Pretpostavimo
suprotno. Neka je G’ Dijkstrino stablo s korijenom u vrhu u. Kako je G’ stablo
vrijedi da je =1, za sve k,l € V koji su povezani putem koji prolazi bridom
uv. 1z deﬁnicije G’ jasno je da su udaljenosti izmedu u i bilo kojeg drugog vrha
iste u G i G'. No, tada je vrijednost c(u) u G’ veca ili jednaka vrijednosti cy(u)

u G, sto je protivno pretpostavci. m
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2.1.1 Vrsna produktivnost

Prije nego prijedemo na odredivanje gornjih i donjih ograda za vrijednosti vrsne

produktivnosti, potrebna nam je sljedeca definicija.

Definicija 2.5 Metlica B, ; je graf dobiven tako da identificiramo list zvijezde
Skt 1 kraj puta P,_g.

Primjetimo da vrijedi B,—1)2 = P, and By, = S,. Primjer metlice prikazan je

na Slici 211

Teorem 2.6 Za svaki graf G s n vrhova i za A € (—1,0) vrijedi

>

n—1
Z')\

i

1

mpx(G) =

1
1 .

14+
1

p>

Donga ograda se postize za krajngi vrh puta.

Dokaz. Za A € (—1,0) minimalna vrijednost medupolozenosti i maksimalna vri-
jednost transmisije postizu za krajnje vrhove puta, kao sto je dokazano u [§], pa

isto vrijedi i za mp)(G). m

Teorem 2.7 Za svaki graf G s n vrhova i za A € (—oo, —1) wvrijedi

D—-1
n—D ¢ |
1=

mpx(G) = min .
pA(G) > 2<ben-1 ] D—1.1+)\
D+ o5 20
1=

Dongja ograda se postize za pocetni vrh metlice.

Dokaz. Neka je G graf za koji se postize minimalna vrijednost mp,(G) i neka je
u vrh u G takav da je py(u) = mpa(G).
Vrijedi:
> d(u,v)*
a(u)  vevity

A= w7 TS dw o
veV\{u}
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jer vrh u sigurno lezi na svakom najkra¢em putu izmedu sebe i ostalih vrhova.
Neka je vp vrh koji je najudaljeniji od u i neka je S = uvjvs...vp najkraéi put
od v tovp. Nekajek=n—D — 1.

Nadalje, neka je {wy,...wr} = V \ {u,vq,...,vp} skup svih vrhova koji ne leze
na putu S i neka je W = {wy,ws,...,wr,vp}. Bududi je d(u,v;) = i za svaki
i€ {1,2,...,D}, vrijedi:

> d(u,v)? Ziz“ + id(u, w;)*

veV\{u}

mp,\(G) = p)\(u) Z Z d(u U))\+1 = ) k (2.2)
e (u) DT 4 S d(u, wi)
i=1 i=1
Posljednji izraz u (2.2)) mozemo zapisati na sljedeéi naéin:
D—1
z;V (d(u, o+ 5 ; z"\)
= — : (2.3)
3 (d(u, )N 4 ﬁ Z Z'1+>\>
veW i=1

Koristeéi Lemu zaklju¢ujemo da je minimum izraza danog u (12.3)) jednak

gdje je x = d(u,v) za neki v € W.

S . . . . a; ..
Dani minimum se postize ako i samo ako je omjer 7 konstantan za svaki i €
i

{1,2,...,n}. Jedan od nacina kako je to moguce postiéi je da je d(u, v) konstantna
za svaki v € {wy,...,w,vp}, tj. da je d(u,w;) = d(u,vp) = D za svaki i €
{1,2,...,k}. Ovo je moguce jedino ako je w; direktno povezan s vp_; za svaki

i < k, sto dokazuje da je G zaista metlica (Slike i 2.2). =
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W2

Wy Wy

Slika 2.1: Metlica za koju se postize minimalna vrijednost mpy(G)

Napomena 2.8 Slika[2.3 prikazuje primjere grafova koji minimiziraju vrijednost

mpx(G) za razlicite vrijednosti \.

A=—4 A=—-16

Slika 2.2: Graf za koji se postize minimalna vrijednost mp,(G) prikazan za n = 10

i dvije razli¢ite vrijednosti .

Teorem 2.9 Za svaki graf G s n vrhova i za A < 0 vrijedi
mp(G) < 1.

Ograda se postize za bilo koji vrh vrsno tranzitivnog grafa.
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Dokaz. Koristeé¢i Lemu [2.1]i Lemu [2.3] zaklju¢ujemo da vrijedi:
> ()

oW eV _2Win(G)
mm{mm e V} S 0w 2Wa(G) .

Teorem 2.10 Za svaki graf G s n vrhova © za A < 0 vrijeds
1< MpA(G) <2Mn —2) + 1.

Donga ograda se postize za bilo koji vrh vrsno tranzitivnog grafa, a gornja za cen-

tralni vrh zvijezde.

Dokaz. Dokazimo prvo donju ogradu. Koriste¢i Lemu [2.1] zaklju¢ujemo da vrijedi:

> a(u)

cex(w) u uev _2Wa(G)
max{mw ' GV} z i) 2W1(0) .

Za gornju ogradu, neka je u € V(G) vrh za koji se postize maksimalna vrijednost
vrsne produktivnosti. Iz Leme [2.4] slijedi da je graf za koji je vrijednost M py
maksimalna stablo. Naime, posto je vrsna produktivnost definirana kao kvocijent
medupolozenosti i transmisije, zelimo da brojnik ima najve¢u mogucu vrijednost.
To vrijedi kada je G stablo. Pretpostavimo da je graf koji se pojavljuje u nazivniku
takoder stablo. Ako to nije slucaj, mozemo ponoviti konstrukciju stabla G iz Leme
da bismo dobili stablo u kojem udaljenosti izmedu vrha w i svih ostalih vrhova
ostaju iste pa samim time i vrijednost transmisije ostaje ista. Nadalje, koristeci

nejednakost (2.4)) koja vrijedi za < y

T

n n
>.a;" >.ai’
=1 < =1

X
n n

24



Poglavlje 2. Mrezni deskriptori

za potencije 1 1 A dobije se:

> ba(ug)

q€(u]

A = S

veV\{u}

2 Y [l +duwe)+ Y du,o)
< {vwre(VNM) veV\{u}

h > d(u,v)t
veV\{u}

2 > [d(v,u)’\+d(u,w)’\}-%+ S d(u,v)?
. {v,w}E(V\Q{"}) veV\{u}
h > d(u,v)tA

veV\{u}
RPn—-2) Y du,v)*+ > d(u,v)
o veV\{u} veV\{u}
N > d(u,v)tt
veV\{u}
[2*(n—-2)+1] >  d(u,v)*
veV\{u} A
< <2 -2 1.
> (w0 Bt
veV\{u}

Jednostavni izracun pokazuje da se jednakost postize za centralni vrh zvijezde. m

2.1.2 Vrsna profitabilnost
Teorem 2.11 Za svaki graf G s n vrhova i za A < 0 vrijedi:
mvy(G) < 0.
Ograda se postize za bilo koji vrh u vrsno tranzitivnom grafu.
Dokaz. Koristeci Lemu usporedimo li minimalnu i prosje¢nu vrijednost vy (u),
vrijedi:

muy(u) = min {cy (u) —ty(u) :u €V} < % (Z (ex (u) — ty (u)))

ueV

= % (Z cex (u) — ZtA (U)> = % 2W1ia(G) = 2W14(G)) = 0.

ueV ueV

25



Poglavlje 2. Mrezni deskriptori

Jednakost ocito vrijedi za vrsno tranzitivni graf. m

Teorem 2.12 Za svaki graf G s n vrhova i za A € (—oo, —1) vrijedi:
muy(G) = —(n —2) - 2.

Ograda se postize za list zvijezde.

Dokaz. Neka je u € V(G) vrh u grafu G takav da je myy(G) = vy(u). Vrijedi:

va(u) = ex(u) —ta(u) > Z d(u,v)* — Z d(u, v)

veV\{u} veV\{u}

- Z d<uav)>\(1 - d(u,v)) > _(n — 2) . 2>\7

veV\{u}

jer je funkcija f(x) = 2'(1—x) rastuéa na segmentu (2, +00) i (n—2) je maksimalni

broj vrhova v € V takvih da je d(u,v) =2. =

Teorem 2.13 Za svaki graf G s n vrhova i za A € (—1,0) wvrijedi:

n—1
mua(G) =Y (i — i),
1

)

Ograda se postize za krajnji vrh puta.

Dokaz. Za A € (—1,0), minimalna vrijednost medupolozenosti i maksimalna
vrijednost transmisije postizu se za krajnji vrh puta, kao $to je dokazano u [§], pa

isto vrijedi i za myy(G). =
Teorem 2.14 Za svaki graf G s n vrhova v za A < 0 vrijeds
0< Muy(G) < (n—1)(n—2)-2*

Donja ograda se postize za bilo koji vrh u vrsno tranzitivnom grafu, a gornja za

centralni vrh zvijezde.
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Dokaz. Za donju ogradu, koriste¢i Lemu [2.1] i usporedbu maksimalne i prosjecne

vrijednosti vy (u), dobijemo

Muvy(u) = max{c) (u) —ty(u) :u eV} > % (Z (ex (u) — ta (u)))

ueV

:%(z ~Y h( ) = (2WiA(G) — 2W1(G)) = 0.

ueV ueV
Dokazimo gornju ogradu. Analogno kao u dokazu Teorema [2.10] iz Leme slijedi
da je graf za koji se postize gornja ograda stablo. Neka je u € V vrh u grafu G za

koji se postize maksimalna vrijednost vy. Vrijedi:

VA(U) = CA(U) - t)\(u)
Y e S e 3 e

veV\{u} v,weV\{u} veV\{u}

< Z d(u,v Z 2t — Z d(u, v)'™
veV\{u} v,weV\{u} veV\{u}

— Z d(u,v)* + (n — 1)(n — 2) - Z d(u, v)
veV\{u} veV\{u}

<(n—1)(n-2)-2%

Jednostavni izracun pokazuje da jednakost vrijedi za centralni vrh zvijezde. m
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2.2 M) _ tezinski mrezni deskriptori

Promotrimo sada mrezne deskriptore transmisiju, medupolozenost, vrsnu produk-
tivnost i vrsnu profitabilnost uz pretpostavku da je koli¢ina komunikacije izmedu

dva vrha proporcionalna A4®“?) za \ € (0, 1) [9]. Definiramo:

t5u) = Y du,v)- A,

veV\{u}
Skl .
)= > St
{mire()
lu) = > b5(uv)
vEN (u)
Nadalje,
_ s (u)
p)\ <U) - ti (u)a
Vs (u) = ¢ (u) — 5 (u)
Definiramo:

mc5 (G) =min{c§ (u) :u €V} Mc(G) =max{c (u):ueV}
mt§ (G) = min{t§ (u) :u € V} M5 (G) = max {t§ (u) : u € V}
mp§ (G) = min{p5 (u) : v € V}  Mp§(G) = max{pf (u) : u €V}

mv§ (G) = min {v§ (v) :uw eV} Mv§(G) = max{v§ (u) :ueV}

Cilj je pronadi gornje i donje ograde ovih vrijednosti za sve A € (0, 1).

2.2.1 Veza izmedu ¢ i c

Analogno kao u [§], mozemo interpretirati ¢§(u) kao trosak koji vrh w napravi

mrezi, a ¢§(u) kao koli¢inu komunikacije koja prolazi vrhom w. Dokazimo da su
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sume ovih dviju vrijednosti jednake.

Teorem 2.15 Za svaki graf G vrijedi

D ) =Y d(k, 1) XD =3 e (u).
ueV kJleV ueV
Dokaz. Prva jednakost slijedi iz definicije transmisije. Nadalje, vrijedi

IR SD SIS SULED S ZZ

ueV u€V veN (u) k,leV kJleV ueV veN(u

/\dkl)

Za dani par vrhova (k,1) € V2, 5> > s* je broj parova (u,v) takvih da je
ueVveN (u)

d(u,v) = 1 i najkraéi put izmedu k i [ prolazi bridom wv. Duljina svakog od

s* najkra¢ih putova od k do [ je d(k,l) i zato na svakom takvom putu mozemo

odabrati d(k,[) parova {u,v} takvih da je d(u,v) = 1. Dakle,

DO st =d(k,1) - 5™

ueVuelu]
Konacno, imamo
=3 2 s = 3 k1) X
S = 3 2 ) = Y - x0)
ueV kleV kleV

2.2.2 Transmisija

Za minimalnu transmisiju dokazimo

Teorem 2.16 Za svaki graf G' s n vrhova vrijed:

A1 =(D+1)AP + DAPH] b
- D— NP < mite
, Jmin o1 +(n—D—1)D- X" < mit(G) (2.5)

Donja ograda postiZe se za pocetni vrh metlice.
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Dokaz. Neka je G graf za koji se postize minimalna vrijednost mt$(G) i neka je
u € V(G) vrh u grafu za koji je t§(u) = mt§(G). Neka je vp vrh koji je najdalji od
u, tj. udaljenost izmedu u i vp je najveca u grafu, i neka je S = uv,vq...vp najkraci
put od u do v. Nadalje, neka je k = n — D — 1 i neka je W = {wy, ws, ..., w;}
skup vrhova koji ne leze na putu S. Posto je d(u,v;) =i za svaki i € {1,2,..., D}
vrijedi:

D
mt§(G) = t5(u) = i N+ Y d(u,w) - A,
=1

weW
Bududi za pozitivne brojeve ay, as, ..., a, takve da je a = min{ay, as, ..., a, } vrijedi

n n

Zaiéz:a:n-a,

i=1 =1

zaklju¢ujemo da je

D D
mt§(G) =Y i N+ du,w) A =N XN 4 (n— D = 1)a - A
1 1

1= weW =
gdje je # = d(u,q) za neki ¢ € W za koji izraz d(u,q) - A¥®% ima najmanju
vrijednost. To znac¢i da ¢e transmisija biti minimalna ako su svi vrhovi u W
jednako udaljeni od u. Dokazat ¢emo da je u tom slucaju x = D. Pretpostavimo
suprotno. Promotrimo graf G’ koji se dobije tako da uklonimo vrh vp i spojimo
ga s v,_1. Transmisija u G’ je manja nego u G, sto je kontradikcija, dakle, z =
D. Zakljucujemo da je jedan od grafova za koje se postize minimalna vrijednost

transmisije metlica, odnosno da su svi vrhovi iz W direktno povezani s vp_;. ®

Napomena 2.17 Na Slici[2.5 prikazan je primjer metlice za koju se postize mi-

nimalna vrijednost mt§(G).

30



Poglavlje 2. Mrezni deskriptori

W2

Wy Wy

Slika 2.3: Metlica za koju se postize minimalna vrijednost mt§(G).

Uz odredene pretpostavke, mozemo svesti slucaj D € {1,..,n — 1} iz prethod-

nog Teorema na slucaj D € {1,n — 1, | Dyin] , [ Dimin ]} Dokazimo:

D
Teorem 2.18 Funkcija f (D) =Y i-N'+(n—D—1)D- AP ima lokalni minimum
i=1

u tocki
Dlz2—2>\—|—[1—|—()\—1)n]Log)\+\/S,\ (2.6)
2(A—1) Log\

1 lokalni maksimum u tock:

Do — 2 =2\ +[1+ (A —1)n] Logh — /S
2T 2 (A —1) Log\ ’

pri cemu je
Sy=4(A—1)"+ [(n— 1)% + 202 — 2) (n® —n+2)] Log\?,
ako su Dy, Dy € R .

Dokaz. Problem se svodi na trazenje minimuma (maksimuma) funkcije

f(D)=>i-N+(n-D-1)D-\".

=1
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Deriviranje funkcije i pojednostavljivanje izraza daje nam

)\D

f'(D)Zm

(AD*+ BD +C) ;

gdje je:

A = 2\Log\ — Log\ — A\2>Log;
B =4\ —2—2)2 + LogA\ (A — 1 +n — 2Xn + \n);

C=X+n—1-2\n+ \n— \Log)\.

Stacionarne tocke su

D 22X+ [1+ (A —1)n] Logh+ /Sy
b 2(A—1) LogA

Do — 2 =2\ +[1+ (A —1)n] Logh — /S)
2T 2(A—1) LogA ’
gdje je

Sy=4(N—1)"+ [(n — 1)% 4+ A%n? — 2\ (n® —n+2)] Log\*.

Analizirajmo f' (D). Posto je ﬁ uvijek pozitivno, rast ili pad funkcije f (D)
ovisi o polinomu drugog stupnja AD?+ BD +C. Vodedéi koeficijent A = 2\Log\ —
Log\ — MLog\ > 0 za A € (0,1). Zakljutujemo da, pod pretpostavkom da su
Dy, Dy € R, funkcija f (D) poprima minimalnu vrijednost za D; i maksimalnu
vrijednost za Dy. ®

Napomena 2.19 Oznaéimo D, = Di. Ako je Dy € [1,n—1] i realan
broj, minimum izraza ZDli X+ (n— D —1)D - \P postize se za neki D €

{1,n =1, | Dminl s [ Diminl}- U suprotnom, postize se za D € {1,n—1}. Owva

primgedba pomaze pojednostavniti izracun donje ograde iz Teorema [2.16,
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1

Promotrimo sada gornju ogradu. Odredili smo je za slucaj kada je A € (0, 3).

1

Teorem 2.20 Za svaki graf G s n vrhova i za X € (0, 5

) vrigedi
mtS(G) < (n—1)- A,
Gornja ograda postiZe se bilo koji vrh u potpunom grafu.

Dokaz. Neka je G graf za koji se postize najveca vrijednost mt§(G) i neka je
u € V(G) vrh u grafu za koji je t§(u) = mt§(G). Vrijedi:
mt§(G) =t5(uw) = Y d(u,0) X< YT A=(n-1)-\
veV\{u} veV\{u}

Nejednakost vrijedi jer je za A € (0,1) funkcija f (z) = zA” padajuca. Jednakost

vrijedi za potpuni graf posto je d(u,v) =1 za svaki u,v € V. =

Analizirajmo donju ogradu za Mt5(G). Odredili smo je u posebnom slucaju za

2-povezane grafove i za A € (0, %> Nadalje postavljamo slutnju.

Slutnja 2.21 Za svaki graf G s n > 3 vrhova i za A € (0, %) vrijedi

VA[RVA+(n-1)AF 2 —(nt1)A 2]
(A-1)2

, M neparan
<MEG)  (28)

n VARVAH(—DATE —(n41)AE ]
1
5“)\2 + ()\_1)2

, n paran

Jednakost vrijedi za bilo koji vrh u ciklusu.

Napomena 2.22 Prethodna slutnja vrijedi u posebnom slucaju kada je G 2—povezan.

Da bismo to dokazali potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 2.23 Neka jen > 3. Nekaje \ € (0, %) i neka je S skup nizova (1'1,1132, ...,:BLn/QJ) €
N2 takvih da je 21 + @9 + ... + |y = n — 1 i postoji k € {1,...,|n/2]|} takav
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da je x; > 2 za svaki i < k 1 x; =0 za svaki i > k.
Neka je S” skup nizova u S oblika (:Bl,xz, ...,l’[n/zJ) takvih da postoji k € {1, ..., |[n/2]}
takav da je xp, € {0,1}, x; = 2 za svaki 1 < i < k and x; =0 za svaki i > k. Neka

je T, definiran kao

/2] |
Tn ((IJl,ZL'Q, ...,mm/gj) = Z ZT; - 7- A
=1

Tada je
min {7, (s) : s € S} =min{T, (s) : s € S'}.

Nadalje, minimalna vrijednost T,, u S’ je:

n—1

N ,

2+ > i+ )\, n neparan

w2 =1
P ) n

2- >0 N+ (%) - A2, n paran
i=1

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka (xl,JJQ, - an/QJ) ¢ S’ minimizira T,, u S.

Tada postoji k takav da je xp > 2. Primjetimo da je k < |n/2|. Tada je
(ZEl,JZQ, ey L — 1,Jfk+1 + 1,{L‘k+2, ~-71'\_n/2j) es.
Slijedi

0 > Tn(l‘l,xz,...,xtn/zJ)—Tn(l'l,l'g,...,l‘k—1,ZL'k;_|_1+1,$k+2,...,$tn/2J)

= kA" — (k+ 1A >0,

sto je kontradikcija. Dakle, niz s € S’ koji minimizira T, je (2,2, ..., 2, 0) za neparan

ni(2,2,..2,1) za parni n. Lako se vidi da je vrijednost 7T,, za te nizove jednaka

n—1 n—2

= e 1A (1A D = .
2.5 0N = VARVAH (;)i\l)f (DA% u prvom slucaju, i 2+ > i- N+ (%) "2 =

i=1 i=1

- VA[RVA+(n-1)AF 2 —(n41)A 2]

%n)\f e u drugom slucaju. m
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Dokaz Napomene [2.22]  Oznacimo lijevu stranu izraza sa cycy(n) i
pretpostavimo suprotno: da postoji 2-povezan graf G s n vrhova takav da je
Mt5(G) < cycy(n). To implicira da je t§(u) < cycy(n), za svaki u € V. Neka
je w € V takav da je t§(w) < cyc,(n). Neka je wy vrh koji je najvise udaljen
od w i neka je d(w,w;) = D. Posto je G 2—povezan vrijedi da za svaki d < D
postoje barem 2 vrha na udaljenosti d od w. Iz ovoga se lako vidi da je D < {gJ .
Oznacimo s x; broj vrhova na udaljenosti ¢ od w i promotrimo niz (@1, ..., Z|n/2))-
Ovaj niz je o¢ito u skupu S definiranom u Lemi[2.23] Slijedi da je cyc,(n) < t§(w)

sto je kontradikcija. m

Teorem 2.24 Za svaki graf G' s n vrhova vrijed:

AL —(D+1)AP + DAPH] b
€ < J— — .
Mt5(G) <  Jpax D) +(n—D—-1)D- A\

Jednakost vrijedi za pocetni vrh metlice.

Dokaz. Neka je G graf za koji se postize maksimalna vrijednost Mt§(G) i neka
je u € V(G) vrh u grafu za koji je t§(u) = Mt5(G). Neka je vp vrh koji je
najudaljeniji od u i neka je S = uvyvsy...vp najkraéi put od u do vp. Nadalje, neka
jek=n—D —11inekaje W = {wy,ws, ..., w} skup vrhova koji ne leze na putu

S. Posto je d(u,v;) =i za svakii € {1,2,..., D} imamo da je:

Mt5(G) Zz )\’+Zduw - )

weWw

Za pozitivne brojeve ay, as, ..., a, takve da je a = max{ay,as, ..., a,} vrijedi

Zaz Za_n .

pa zakljucujemo da je

Mt5(G) = Z@ N+ d(u,w) - Ad<uw<z N+ (n—D—=1)z-\"

i=1 weW
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gdje je z = d(u, q)za neki ¢ € W za koji izraz d(u, ¢) - A\¥*% ima najveéu vrijednost.
To znaci da ¢e transmisija imati maksimalnu vrijednost ako su svi vrhovi iz W
jednako udaljeni od u. Dokazimo da je u tom slucaju x = D. Pretpostavimo
suprotno. Promotrimo graf G’ dobiven tako da uklonimo vrh vp i spojimo ga na
vy—1. Graf G’ ima veéu transmisiju nego G sto je kontradikcija. Zaklju¢ujemo da
je jedan od grafova za koje je transmisija maksimalna metlica, to jest, svi vrhovi

iz W moraju biti direktno povezani s vp_;. ®

Napomena 2.25 Neka je Dyop = Dy iz Teorema([2.18 Ako vrijedi da je Dpar €
D

[1,n — 1] € R, tada se maksimum izraza > i- X+ (n — D — 1)D - AP postize za
i=1

neki D € {1,n — 1, Dmaz| s [ Dimaz | }- U suprotnom, postize se za D € {1,n — 1}.

Ova primjedba moZe pojednostavniti izracun gornje ograde u Teoremu[2.24).

2.2.3 Medupolozenost

Dokazimo prvo leme koje ¢emo koristiti u daljnjim dokazima.

Lema 2.26 Za svaki A\ € (0,1) i za dani broj n € N, medu svim grafovima s n

vrhova, graf G za koji se postize maksimalna vrijednost c§(G) je stablo.

Dokaz. Neka je G graf takav da je vrijednost ¢§(G) maksimalna i neka je u €
V(@) vrh u grafu za koji se ta vrijednost postize. Pokazat ¢emo da je G stablo.
Pretpostavimo suprotno. Promotrimo Dijkstrino razapinjuée stablo G’ dobiveno
na slijede¢i nacin. Pocevsi od vrha u, u svakom koraku odaberemo vrh v koji
je najblizi vrhu u (udaljenost izmedju vrhova w i v je najmanja) i jo$ nije dio
stabla. Posto je G’ stablo, vrijedi iikiz = 1 za svaki k, [ € V koji su povezani putem
koji prolazi bridom uv. Po nac¢inu na koji je konstruirano stablo G’, ocito je da

udaljenosti izmedu w i v, za svaki v € V, ostaju iste. To znaéi da je c5(u) veéi u

G’ nego u G §to je kontradikcija s pretpostavkom. m
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Lema 2.27 Za svaki graf G s n vrhova i za A € (0, 1) vrijedi

Ry n_li AP =)
> Ad(’)>;A A1

veV\{u}

Dokaz. Neka je GG graf s n vrhova i neka su u i v vrhovi povezani najduzim putem
u grafu, tj. d(u,v) = diam(G). Neka je W skup svih vrhova koji ne leze na putu
od u do v. Promotrimo graf G’ koji se dobije tako da otkinemo bilo koji vrh w € W
i zalijepimo ga na v. Ovim postupkom povecali smo udaljenosti izm