Diofantske D(4)-m-torke i srodni problemi

Bliznac Trebjesanin, Marija

Doctoral thesis / Disertacija
2018

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:720961

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-06-29

i BTE U 2

72
% £,
& S
© % . e
& Z Repository / Repozitorij:
7;'_; E; Repository of the Faculty of Science - University of
3 & Zagreb
% &
< N
Op. o

X
Yo _ e

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORILII


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:720961
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:5723
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:5723

SveuciliSte u Zagrebu

PRIRODOSLOVNO - MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Marija Bliznac Trebjesanin

Diofantske D(4)-m-torke i srodni
problemi

DOKTORSKI RAD

Zagreb, 2018.



University of Zagreb

FACULTY OF SCIENCE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Marija Bliznac TrebjeSanin

Diophantine D(4)-m-tuples and related
problems

DOCTORAL THESIS

Zagreb, 2018



SveuciliSte u Zagrebu

PRIRODOSLOVNO - MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Marija Bliznac Trebjesanin

Diofantske D(4)-m-torke i srodni
problemi

DOKTORSKI RAD

Mentor:
prof. dr. sc. Alan Filipin

Zagreb, 2018.



University of Zagreb

FACULTY OF SCIENCE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Marija Bliznac TrebjeSanin

Diophantine D(4)-m-tuples and related
problems

DOCTORAL THESIS

Supervisor:
prof. dr. sc. Alan Filipin

Zagreb, 2018



Zahvala

Do izrade ove disertacije ne bi doslo da prije svega nije bilo podrske i poticaja kroz cijelo
moje skolovanje onih koji su mi najblizi, zato se zelim zahvaliti cijeloj svojoj obitelji, no
posebno trima osobama, didi Anti, koji je ulagao u moju znatizelju u najranijim pocecima,
mami Vesni, koja mi je bila uzor u upornosti i podrska u svim aspektima zivota, i muzu
Danilu, koji je prozivljavao sa mnom moj matematicki put kao da je njegov.

Zahvaljujem se svim svojim profesorima, koji su zasluzni za moju ljubav prema ma-
tematici, ¢lanovima Seminara za teoriju brojeva i algebru, sto su slusali moja izlaganja,
¢lanovima povjerenstva za ocjenu disertacije, na detaljnom pregledu rada, a posebno
akademiku Andreju Dujelli na velikoj pomoc¢i kod rada na HRZZ projektu ,Diofantove
m-torke, elipticke krivulje, Thueove i indeksne jednadzbe” i detaljnom is¢itavanju nasih
rezultata. Takoder, zelim se zahvaliti i Mihaiu Cipuu s Institute of Mathematics of the
Romanian Academy iz Bukuresta, na detaljnom pregledu rezultata vezanih za nepostoja-
nje diofantskih petorki i sugestijama za popravak gresaka koje su se pokazale klju¢nima
za ovu disertaciju i konacan c¢lanak.

Najveca zahvala ide mome mentoru, prof. dr. sc. Alanu Filipinu, jer su njegovo znanje,
strpljenje i pomoc¢ bili presudni u ostvarivanju ovih rezultata, ali isto tako zelim naglasiti
koliko mi je njegova podrska olaksala zaposlenje, rad na projektu i sami proces doktorskog

studija.



Sadrzaj

Uvod 1

1 Neke aritmeticke sume vezane uz prebrojavanje D(4)-parova 3

1.1 Suma djelitelja broja 2 —4 . . . . . ... ... 4

1.2 Prebrojavanje D(4)-parova . . . . . . . . ... 11

2 Prosirenje D(4)-trojke do cetvorke 13

2.1 Pellovske jednadzbe pridruzene prosirenju trojke do ¢etvorke . . . . . . . . 15
2.2 Baker-Davenportova redukcija i donja granica za element b u neregularnoj

cetvorki . . ..o 20

2.3 Poboljsanje Rickertovog teorema . . . . . . . .. ... 26

3 Ne postoji D(4)-petorka 35

3.1 Preliminarni rezultati vezani za pellovske jednadzbe . . . . . . . . . .. .. 36

3.2 Granice za elemente D(4)-petorke . . . . .. ..o 38

3.2.1 Linearne forme u logaritmima . . . . . .. ... ... ... ... 43

3.3 Svojstva rjesenja pellovskih jednadzbi i odnosi medu indeksima . . . . . . . 50

3.4 Gornja granica za produkt ac koristeci linearne forme u logaritmima . . . . 58

3.4.1 Drugi alati vezani za linearne forme u logaritmima . . . .. .. .. 62

3.5 Klasifikacija D(4)-trojki . . . . . .. .. oo 7

3.6 Prosirenje regularne trojke do D(4)-petorke . . . . ... ... 80

3.7 Prosirenje neregularne trojke do D(4)-petorke . . . . . . ... ... .. 94

4 Polinomijalne D(—1;1)-Cetvorke 101

4.1 Sustav pellovskih jednadzbi i kongruencije pridruzene problemu . . . . . . 103

4.2 Dokaz Teorema 4.5 . . . . . . . . ... 110

Bibliografija 117

Sazetak 121

Summary 122

Zivotopis 123

1



Uvod

U ovoj disertaciji ¢e biti predstavljeni novi rezultati vezani za diofantske m-torke,
objavljeni u [8] i [10], te jo$ neobjavljeni rezultat vezan za nepostojanje D(4)-petorki u
prirodnim brojevima.

Definicija problema kako se danas promatra je sljede¢a: Neka jen € Z\ {0} im > 2
prirodan broj. Diofantskom D(n)-m-torkom nazivamo skup od m prirodnih brojeva takvih
da je produkt svaka dva razlicita elementa tog skupa uvecan za n potpun kvadrat.

Proucavanje svojstava diofantskih m-torki je i kroz dugu povijest matematike vise
puta bio aktualan i zanimljiv problem koji se veze uz imena nekih velikih matematicara.
U knjizi IV Diofantove Aritmetike, [39, Book IV, 20.], je predstavljen problem pro-
nalaska skupa koji sadrzi cetiri broja takva da produkt bilo koja dva od tih brojeva

uvecan za jedinicu daje potpun kvadrat. Diofant je predstavio jedan moguci postupak

1 33 68 105
162 167 167 16

Problem su proucavali i Pierre de Fermat, koji je pronasao rjesenje u prirodnim broje-

trazenja takvih skupova koji vodi do rjesenja } u racionalnim brojevima.
vima {1, 3, 8,120}, te Leohnard Euler, koji je pokazao da se paru prirodnih brojeva x i v,
takvih da je zy + 1 = [? za neki prirodan broj [, moZe dodati treéi element z = o +y + 21,
jerjetada zz+1= (I4+2)*iyz+1=(l+y)? te Cetvrti element v = 4(l +z)(l + y) za
kojeg vrijedi

wH+1=02F+2x—1)% yo+1=02F+2y—1)* zv+1= 4%+ 2z +2ly— 1)

U moderno vrijeme problem su aktualizirali Baker i Davenport u [5] gdje su pokazali
da se D(1)-trojka {1,3,8} moze prosiriti do D(1)-¢etvorke samo elementom d = 120,
¢ime je dokazano da ta cetvorka nema prosirenje do petorke. To je prirodno dovelo, uz
druge sli¢ne rezultate, do formiranja slutnje da ne postoji D(1)-petorka. Prvi znacajan
korak u dokazivanju te tvrdnje je napravio Dujella u [16] gdje je pokazao da ne postoji
D(1)-Sestorka i da postoji samo kona¢no mnogo D(1)-petorki. Analogne rezultate za
D(4)-m-torke je pokazao Filipin u [28] i [32].

Veé su i Euler i Fermat promatrali neka poopéenja problema (vidi [39]) te se i da-
nas proucava mnostvo razlicitih generalizacija problema. Pregled svih vaznijih rezultata
predstavljen je u [18]. Neka od tih poopéenja dobijemo tako da promatramo skupove u
drugim domenama, umjesto u Z ili Q, te ¢e u ovom radu biti prezentirana jedna varijanta

problema u prstenu polinoma s cjelobrojnim koeficijentima. Osim tog problema, ve¢i dio



Sadrzaj

rada je posvecen proucavanju svojstava skupova prirodnih brojeva koji imaju Diofantovo
svojstvo za n = 4.

Prva tri poglavlja disertacije sadrze rezultate vezane za D(4)-m-torke. Konkretno,
u prvom poglavlju proucavamo D(4)-parove, tj. neke aritmeticke sume koje nam mogu
dati ocjenu broja parova koji zadovoljavaju neke zadane gornje granice za elemente, ali
se mogu primijeniti i na druge probleme u teoriji brojeva jer se ticu na primjer divizorske
funkcije. Ti rezultati su objavljeni u [8] gdje su koriSteni za ocjenu broja moguéih D(4)-
petorki. Drugo poglavlje sadrzi problem prosirenja D(4)-trojke do D(4)-¢etvorke veéim
elementom. Za to proSirenje je vezana jos uvijek nedokazana slutnja o jedinstvenosti
takvog prosirenja. Tu smo dali kratki uvod u problem prosirenja D(4)-trojke do D(4)-
cetvorke te dokazali poboljsanja nekih poznatih rezultata, prvenstveno kako bismo dobili
nove alate za pristup dokazu nepostojanja D(4)-petorki.

Bududi da je pitanje nepostojanja petorki dugo vremena bilo otvoren problem kojeg su
matematicari aktivno pokusavali rijesiti, smatramo da je po vaznosti dokaz nepostojanja
D(4)-petorki centralni rezultat ovog rada, koji je obraden u tretem poglavlju. Naime,
otkako je Dujella u [16] dokazao da postoji samo kona¢no mnogo D(1)-petorki, vise puta
je procjena moguceg broja bila poboljsana, npr. u [11], [12] i [14], ali slutnja o nepostojanju
petorke nije bila dokazana. Tek su krajem 2016. godine, He, Togbhé i Ziegler u [38]
predstavili konacan dokaz koji u trenutku pisanja ovog rada jos uvijek nije objavljen, ali
se smatra tocnim. Filipin je u [32] pokazao da takoder postoji samo kona¢no mnogo D(4)-
petorki, te se i iz [28], [29], i ostalih radova vezanih za D(4)-m-torke, moglo vidjeti da se
slicne metode iz D(1) slu¢aja mogu primijeniti i na ovaj problem. Primjenjujuéi uglavnom
modifikacije metoda i ideja iz [38], u koautorstvu s mentorom Alanom Filipinom, dokazali
smo slutnju nepostojanja D(4)-petorki.

Posljednje poglavlje je posveéeno proucavanju prosirenja polinomijalne D(—1)-trojke
{a,b,c} do D(—1;1)-Cetvorke, Sto znac¢i da za trojku {a,b,c} trazimo element d takav
da su ad + 1, bd + 1 i c¢d + 1 potpuni kvadrati nekih polinoma s cjelobrojnim koefici-
jentima. Pokazali smo da je uz neke uvjete takvo prosirenje jedinstveno te dali formulu
za veCi element d u terminima elemenata trojke za koji smatramo da daje jedinstveno
proSirenje polinomijalne D(—1)-trojke do D(—1;1)-Cetvorke. Rezultati iz ovog poglavlja
su objavljeni u [10] u koautorstvu s Alanom Filipinom i Anom Jurasi¢.

Napomenimo, da iako je u ovom radu koristen izraz ,diofantske D(4)-m-torke”, po
uzoru na izraz ,diofantske jednadzbe”, u hrvatskoj literaturi vezanoj za ovaj problem

Cesto se koristi izraz ,,Diofantove D(n)-m-torke”.



PoGLAVLJE 1

Neke aritmeticke sume vezane uz
prebrojavanje 1) (4)-parova

Definicija 1.1. Neka je n € Z\{0} i m > 2 prirodan broj. Diofantskom D(n)-m-torkom
nazivamo skup od m prirodnih brojeva {a1, as, . .., an} takvih da je a;a;+n potpun kvadrat

za svaki 1 <1< j < m.

Neka je {a,b} D(4)-par. Tada postoji r € N takav da je
ab+4 =12,

tj. r = Vab + 4, te ée ova oznaka znaditi isto kada god pisemo o D(4)-m-torkama.

U ovom poglavlju ¢e biti prezentirani neki opc¢i rezultati o aritmetickim sumama koji
se mogu primijeniti na prebrojavanje D(4)-parova za koje je zadana gornja granica za veéi
element para, ili za broj r kako je prethodno definiran.

Neka je P(x) € Z[z] polinom i d(n) oznaka za broj djelitelja broja n. Ocjenu vri-
jednosti sume N | d(P(x)), za neki prirodan broj N i ireducibilni polinom P(z), je dao
Erdés u [27]. U slucaju reducibilnog polinoma, situacija je drukéija, i postoje razliciti

rezultati ovisno o svojstvima polinoma. Hooley je u [41] pokazao da vrijedi ocjena

ivj d(n? — k?) < A(k)Nlog> N + O(Nlog N)
n=1
gdje je k fiksan prirodni broj i A(k) konstanta ovisna o k. Dudek je u [15] odredio
vrijednost A(1) = % = ﬁ, a mi ¢emo u ovom poglavlju pokazati da je A(2) = A(1)
i dati egzaktniju ocjenu od asimptotske za vrijednost sume koristeéi rezultate iz [48].
Napomenimo i da su vrijednosti konstanti za ostale prirodne brojeve k proucavane u [42].
U ocjeni vrijednosti sume broja djelitelja, koristit ¢emo i sume vezane za funkciju
broja rjeSenja kongruencije 22 = 4 (mod d), u oznaci g(d). Osim §to smo ih koristili u
dokazu tvrdnje vezane za sumu broja djelitelja, te sume su i same zanimljive jer se, isto
kao i suma broja djelitelja, mogu iskoristiti za ocjenu broja D(4)-parova {a,b} za koje je

r =+ab+ 4 < N za neki zadani N.



Poglavlje 1. Aritmeticke sume i prebrojavanje D(4)-parova

Napomenimo da su definicije i teoremi vezani za aritmeticke funkcije iz sljedeceg pot-
poglavlja preuzete iz [40], a identiteti vezani za Riemannovu zeta funkciju iz [47]. Takoder
naglasimo da ¢e, u cijelom radu, s oznakom log(x) ¢e biti oznacena vrijednost prirodnog
logaritma u tocki x, a ne dekadskog logaritma kako je uobic¢ajeno oznacavati.

Rezultati iz ovog poglavlja su objavljeni u [8].

1.1 Suma djelitelja broja ° — 4

Definicija 1.2. Aritmetickom funkcijom nazivamo svaku funkciju f sa skupa prirodnih
brojeva u skup realnih ili kompleksnih brojeva za koju je f(1) =1, to jest, svaka funkcija
f:N—=C, za koju je f(1) =1, je aritmeticka funkcija. Ocito je da aritmeticku funkciju
f moZemo poistovjetiti s nizom kompleknih brojeva { f,}.

Za aritmeticku funkciju f kaZemo da je multiplikativna (aditivna), ako za svaka dva
relativno prosta prirodna broja a i b vrijedi f(ab) = f(a)f(b) (f(ab) = f(a)+ f(b)).

S d(n) ¢emo oznacavati vrijednost u prirodnom broju n multiplikativne aritmeticke
funkcije d, koju nazivamo divizorska funkcija, i koja je definirana tako da prirodnom broju

n pridruzuje broj djelitelja tog broja n, tj.

d(n)=>_1.

din

Oznacimo s g(d) broj rjeSenja x € Zy kongruencije 2 = 4 (mod d), te s w(n) broj

razlicitih prostih djelitelja broja n. Da bismo odredili broj rjesenja kongruencije u skupu
ostataka modulo d, koristit ¢emo sljedece dvije leme koje su dokazane npr. u [49, Poglavlje

9.

Lema 1.3. Neka je p neparan prost broj te a 1 b prirodni brojevi takvi da je ged (b, p) = 1.
Kongruencija x> = b (mod p®) ima 2 rjeSenja modulo p® ako je b kvadratni ostatak

modulo p, a nema rjesenja inace.

Lema 1.4. Neka su « ¢ b prirodni brojevi takvi da je ged(b,2) = 1. Tada broj rjesenja

kongruencije x* = b (mod 2%) ovisi o vrijednosti eksponenta o na sljedeéi nacin:
i) ako je a = 1, kongruencija ima 1 rjesenje modulo 2%,

it) ako je a = 2, kongruencija ima 2 rjesenja modulo 2% ako za b vrijedi b =1 ( mod 4),

a mema rjesenja inace,

iti) ako je aw > 3, kongruencija ima 4 rjesenja modulo 2% ako za b vrijedib =1 ( mod 8),

a mema rjesenja inace.
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Promotrimo sada kongruenciju 2 = 4 (mod d) u kojoj smo istaknuli faktorizaciju
broja d

#? =4 (mod 2°p{'p3? - - pi*) (1.1)

gdje su a > 01 «; > 0 cijeli brojevi, p; neparni medusobno razli¢iti prosti brojevi,

i € {1,2,...,k}. Po Kineskom teoremu o ostacima znamo da je broj rjeSenja © € Z,

kongruencije (1.1) jednak umnosku broja rjesenja svake od kongruencija
22 =4 (mod 2%), 2? =4 (mod p), i € {1,2,...,k}.

Iz Lema 1.3 i 1.4 vidimo da nam je preostalo provjeriti samo broj rjeSenja kongruencije
r? =4 (mod 2%), jer zbog ged(4,2) # 1 ova kongruencija ne zadovoljava uvjete Leme 1.4.

S obzirom na eksponent a vrijedi nam neka od sljedec¢ih tvrdnji.
1. Ako je a = 1, imamo kongruenciju z*> = 0 (mod 2) koja eksplicitno daje jedno
rjeSenje x = 0 (mod 2).
2. Ako je a = 2, imamo kongruenciju z2 = 0 (mod 4) koja ima 2 rjeSenja modulo 4,

r=0,2 (mod 4).

3. Ako je a > 3, promatramo kongruenciju 2 = 4 (mod 2%+?), gdje je @/ =a—2 > 1.

Kako je x paran broj, mozemo kongruenciju podijeliti s 4 i promatrati kongruenciju

T

(2)2 =1 (mod 2%)

kojoj broj rjesenja ovisi o vrijednosti eksponenta a’ i znamo taj broj rjesenja po

Lemi 1.4. Iz svakog rjesenja § = x¢ (mod 2*) dobijemo jedno rjesenje
z = 2z (mod 2¢*1),
$to nam daje 2 rjeSenja modulo 292 = 2%, eksplicitno
x = 10,27 4 25 (mod 2%).

Ovime smo dokazali sljede¢u propoziciju.

Propozicija 1.5. Neka je d = 2%q prirodan broj, gdje je q neparan broj i a > 0. Tada je

+s

broj rjesenja kongruencije > = 4 (mod d) jednak g(d) = 2*@+5@  gdje je

0, zaa=0,1
1, zaa=2,3
s(a) = (1.2)
2, zaa=4
3, zaa>>.
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Funkcija ¢ je multiplikativna funkcija, jer je w(n) aditivna funkcija, pa za relativno

proste brojeve d; = 2% ¢y, a1 > 0, i dy = ¢o vrijedi
g(dvdy) = ge(a)tul@)tslon) — g9(d1)g(dz).

Multiplikativna funkcija je u potpunosti odredena vrijednostima u potencijama prostih
brojeva, pa istaknimo da za funkciju g imamo sljede¢e vrijednosti u potencijama prostih

brojeva:
9(2) =1, g(4)=9@8)=g(p")=2, g(16)=4, ¢(27)=38,
gdje su p neparni prosti brojevi, a e; > 11 e; > 5 prirodni brojevi.

Definicija 1.6. Dirichletovim produktom ili Dirichletovom konvolucijom aritmetickih

funkcija f i g, u oznaci f x g, nazivamo aritmeticku funkciju definiranu sa

(f*9)(n) =3 f(d)g (Z) .

din

Definicija 1.7. Red

F(s) = i f(?:)

n

nazivamo Dirichletov red pridruZen aritmetickoj funkciji f.
Ako je f multiplikativna funkcija, Eulerovim produktom Dirichletovog reda F'(s) nazi-

vamo beskonacni produkt
(13 222,
p m=1 p
Ako Dirichletova suma F'(s) konvergira apsolutno u s, onda i Eulerov produkt ko-

nvergira apsolutno u s i njihove su vrijednosti jednake, pa ¢emo ih dalje u radu koristiti

ravnopravno. Navedimo sada vezu Dirichletove konvolucije i Dirichletovih redova.

Teorem 1.8 ([40, Theorem 4.1]). Neka su f i g aritmeticke funkcije s pridruZenim Di-
richletovim redovima F(s) ¢ G(s). Neka je h = f % g Dirichletova konvolucija od f i g i
H(s) pridruZeni Dirichletov red. Ako F(s) i G(s) konvergiraju apsolutno u nekoj tocki s,
onda konvergira i H(s) i vrijedi H(s) = F(s)G(s).

Napomena 1.9. Napomenimo da Dirichletov red F(s) = 320, f(n)n™* predstavlja ana-
liticku funkciju u varijabli s na svom podrucju konvergencije. Ta ¢injenica osigurava da
vrijedi Teorem jedinstvenosti za Dirichletove redove koji kazZe da ako se dva Dirichletova
reda podudaraju na podrucju konvergencije da su onda aritmeticke funkcije kojima su oni

pridruZeni jednake, tj. ako je F(s) = G(s), onda je f(n) = g(n) za svaki n.

Sljedec¢e dvije leme nam daju ocjenu sume vezane za broj djelitelja i ocjenu sume
elemenata niza kompleksnih brojeva, tj. aritmetickih funkcija, koje zadovoljavaju neke

posebne uvjete. Prije nego ih navedemo, dat ¢emo kratka objasnjenja nekih oznaka.
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Sa f(x) = 9(g(x)) temo oznaciti da je |f(z)| < g(z) za sve x koje promatramo.

Pod Eulerovom konstantom ~ podrazumijevamo vrijednost

= i (s 1) = i)
k=1

m=2 m

gdje je ((s) = X902, ni vrijednost Riemannove zeta funkcije u s, te ¢emo dalje koristiti

pribliznu vrijednost Eulerove konstante v ~ 0.577216.
Lema 1.10 ([48, Lemma 13]). Za sve t > 0 vrijedi

d 1
Z @ = —log?t + 2ylogt + 4% — 27, + 9(1.16t~/3),
nt T 2
gdje je v Eulerova konstanta i v, druga Stieltjesova konstanta, za koju vrijedi —0.07282 <
v < —0.07281.

Lema 1.11 ([48, Lemma 14]). Neka su {gn}n>1, {hn}n>1 @ {kn}n>1 tri niza kompleksnih
brojeva koji zadovoljavaju g = h x k, to jest, g je Dirichletova konvolucija od h i k. Neka
su H(s) = Y51 hon™® i H*(s) = X,51 |hn|n™° te pretpostavimo da H*(s) konvergira za
Re(s) > —%. Ako su A, B, C i D cetiri konstante koje zadovoljavaju

Sk, = Alog’t + Blogt + C +9(Dt™/3),  (t > 0),

n<t
onda je
> gn = ulog’t +vlogt +w + I(DtVPH*(~1/3))
n<t
i
> ng, = Utlogt + Vt + W +9(2.5Dt**H*(—1/3)),
n<t
gdje je

uw=AH(0), v=2AH'(0)+ BH(0), w= AH"(0)+ BH'(0)+ CH(0),
U=2AH(0), V =—2AH(0)+2AH'(0)+ BH(0),
W = A(H"(0) — 2H'(0) + 2H(0)) + B(H'(0) — H(0)) + CH(0).

Iskoristimo prethodne leme za ocjenu gornjih granica suma > <y g(d) 1 Xgcn %.

Lema 1.12. Neka je s g(d) oznacen broj rjesenja kongruencije v* = 4 (mod d) i neka je
N € N. Tada je
d 3
> g(d) < —log? N + 1.078763log N + 0.160201 + 7.07945N /3 (1.3)
d<N n
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6
g g(d) < szlogN +0.470835N — 0.310634 + 17.6986 N'*/3. (1.4)
d<N T

Dokaz. Neka je F(s) =302, g(ﬂ Dirichletov red pridruZen aritmetickoj funkciji s vrijed-

9(n)

. Zbog multiplikativnosti funkcije g, lako vidimo da slijedi i multiplikativnost

aritmeticke funkcije s vrijednostima M, pa se F'(s) moze prikazati preko Eulerovog pro-

dukta ) )
g\p g\p
F(S):H<1+ps+1 +p2(s+1) +>

nostima

i uvrstavanjem vrijednosti g(n) u potencijama prostih brojeva dobijemo

7o) = (1 1 2 2 1 1 1
(s) = ( + + T 94(s+1) +8 (25(s+1) t 96(s+1) T )) ’

9s+1 922(s+1) + 23(s+1)
1 2 2
H + potl + p2(stD) T

p>2

Koristeéi ¢injenicu, dokazanu npr. u [15], da je

(s +1) 1+ p s+ 2 2
L AR [ 14+ =+ = ...
carn) ~ Hapem = g e+ )

imamo da je

o) = (1 1 2 2 4 1 1
(s) = ( + + + 93(s+1) + 94(s+1) +8 <25(s+1) + 96(s+1) + - >) )

92s+1 22(s+1)
1 —2-571 52(5 +1)
(1 + 2—8—1> C(2(s+1)) (15)

Neka je K(s) = 2%, d(n)n~ ) = (%(s 4 1). Odredimo vrijednosti {h, },>1 multiplika-
tivne aritmeticke funkcije h takve da za pridruZeni Dirichletov red H(s) = 3,5, hpn~(s+1)
vrijedi F'(s) = H(s) - K(s) = H(s)(?(s + 1). Usporedimo li Eulerove produkte Dirichle-

tovih redova iz jednakosti imamo da je

1 1 -2t (1 n 1 n 2 n 2 n
C2(s+1)) \ 1421 25+l 92(s+1) © 23(s+1)
4 1 1 h(p) | h(p?)
24(s+1) +8 <25(8+1) . 26(s+1) T )) - 1;[ (1 + pstl + p2(s+1) +--- ). (1.6)

Buduéi da vrijedi ﬁ =TI, (1 — z%)’ jednakost (1.6) prelazi u oblik

( T el ) ( + 551 T 35070 T ey T ey T ( o+ g )) .

1 h(p) | h(@?)
11 <1 - p2(3+1)> =11 <1 - potl T p2(+D) T
)

p>2
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Usporedujuc¢i odgovarajuce koeficijente dobijemo vrijednosti funkcije h u potencijama

prostih faktora

1, h(p*)=-1, h(p?)=0,zap#2ie €N\{2},
—h(8)=—1, h(4)=1, h(16)=h(32)=2, h(64) = —4,

Dakle, vrijedi

1 1 1 1 2 2 4
H(s) = H (1 - p2(3+1)> (1 T 9s+l + 92(s+1)  93(s+1) + 94(s+1) + 25(s+1) 26(s+1)> )

p>2

iza H*(s) = Y51 |han ¢t imamo

H*(s) = 1]

1 1 1 2 2 4
(1 + 1 > (1 + 2s+1 + 22(s+1) + 23(s+1) + 24(s+1) + 25(s+1) + 26(s+1))
p p

2(s+1) (1 + 2—2(s+1))

S obzirom na to da produkt po prostim brojevima u ovom izrazu konvergira za s > —1 i

jednak je
2 1 1
R 1) (LY
) HUT e
mozemo lako izracunati da je H* (—%) < 6.103, i sli¢no, jer je ﬁ = [I,(1—=p™),
dobijemo da je
H(s) — (3 4 1))\ 2 ¥ 2 ~ e + gt + g ~ o)

1 — 2-2(s+1) ’

pa vrijedi H(0) = 5, H'(0) < 0.377 i H"(0) < —1.1321. Buduéi da nam za ove redove
vrijede Teorem jedinstvenosti za Dirichletove redove i Teorem 1.8, pronasli smo nizove, tj.

aritmeticke funkcije, koje zadovoljavaju Lemu 1.11 pa je mozemo iskoristiti da dobijemo

3 9(d) <3

—7 5 log? N + 1.078763log N + 0.160201 + 7.07945N /3
d<n d T

6
Y g(d) < 5 Nlog N + 0.470835N — 0.310634 + 17.6986.N /%,
d<N T

O

Sada mozemo dobiti ocjenu za sumu broja djelitelja brojeva oblika n? — 4 gdje je n

prirodan broj veéi od 2, omeden odozgo nekim prirodnim brojem N.
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Lema 1.13. Neka je N € N. Vrijedi
N 6
S d(n? —4) < N (2 log? N + 2.15752 log N + 0.320402 + 14.159N—1/3> .
n=3 T

Dokaz. Lako se vidi da imamo

N N N-1 N
Saw-n=3[2 |- $
n=3 n=3 djn2—4 d=1 n=max{3,d+1}

d<n n?=4 (mod d)

gdje prva jednakost vrijedi iz definicije od d(n), a drugu dobijemo prenumeriranjem sume.

Primijetimo da je

N N d
> 1= Z:g 1- z‘% 1
:;T){ngfz}) n?=4 (mod d)  n?=4 (mod d)

kada je d > 3. Vrijednost druge sume je jednaka g(d) — S, gdje je S € {0, 1,2} ovisno
koliko je brojeva iz skupa {1,2} rjeSenje kongruencije n> = 4 (mod d) za zadani d. Sada

se lako vidi da je vrijednost prve sume manja od [%W (g(d) — S), pa imamo

N d

N N
> 1=y 1<(|7]-1)u@-9) <o
n=3 n=3
n?=4 (mod d) n?=4 (mod d)

Dakle, vrijedi nejednakost 3.0, d(n® — 4) < 2N Yoy %l) pa tvrdnja slijedi iz Leme
1.12. ]

Za odredivanje gornje granice sume >,y ¢(d) mozemo primijeniti i metodu koristenu
u [11] i [14] koja nam daje nesto bolje rezultate u prebrojavanju parova za veéi broj N.

Naime, kako je

N N N N
Zg<d) — Z 2w(d) + Z 2w(d)—1 + Z 2w(d)
d=1 d=1 d=1 d=1
d=1 (mod 2) d=2 (mod 4) d=4 (mod 8)
N N N
+ Z 2w(d) 4 Z 2w(d)+1 4 Z 2w(d)+2
d=1 d=1 d=1
d=8 (mod 16) d=16 (mod 32) d=0 (mod 32)
< > 204 3 20y 3 200
d=1 d=1 =1
d=1( mod 2) d=1 (mod 2) d=1 (mod 2)
N+8 N+16 N
16 32 32
+2 0 > 2¢@ g S el gy o)
d=1 (mod 2) d=1 (mod 2) =t

10
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odredivanje gornje granice svedemo na promatranje sume

K(N) = i 2w(d),

=1
mod 2)

—~a,

d=1

Pri dokazivanju tvrdnje ¢emo koristiti i sljedeéu lemu iz [48].

Lema 1.14. Za sve N € N wvrijedi

6
L(N)= Y 2¢@ < —Nlog N+ 0.787N — 0.3762 + 8.14N?/3,

d<N
Lema 1.15. Za sve N € N wvrijedi

N
2
K(N)= > 2¢¥ < S NlogN + 0.449573N + 0.0953722 + 15.4665 N/
™

d=1
d=1 (mod 2)

5
> 9(d) < 5 Nlog N +0.123179N + 46.8079N/+

d<N

9.11891 N~ 4+ 0.911891 log N + 70.5085.

Dokaz. Gornja granica za K (IN) se dobije primjenom Leme 1.11 na multiplikativnu funk-
ciju koja u parnim brojevima ima vrijednost 0, a u neparnim je jednaka g(d). Detalje
dokaza izostavljamo jer je postupak identi¢an onome iz dokaza Leme 1.12. Buduéi da

imamo po prethodnom razmatranju da je

o i (2 o () e ()

d<N
N +16 N
4K L|—=
* ( 32 >+8 <32>’

kona¢na tvrdnja leme slijedi kada primijenimo nejednakosti log(#3¢) < log N+a/N —logb
i (N +a)?? < N3+ (1 +a)*®— 1, za koje se lako provjeri da vrijede za N > 1 i
a€{2,4,8,16). 0

1.2 Prebrojavanje D(4)-parova

Za prebrojavanje D(4)-parova {a,b} mogu se koristiti sljede¢e dvije metode, ovisno o

tome koristimo li gornju granicu za element b ili za element r = ab + 4.

1. Za fiksan broj b, broj D(4)-parova {a,b} je jednak broju rjesenja 1 < r < b kongru-
encije r? = 4 (mod b), $to znamo da je jednako g(b), pa je broj parova {a,b} takvih

11
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da je a < b < N jednak Y ;<y g(d). Gornju granicu te sume imamo u Lemama 1.12
i1.15.

2. Lemu 1.13 koristimo za r < N gdje je r = v/ab+ 4, jer je tada broj parova {a,b}
takvih da je a < b jednak (320°,d(n* —4)) /2.

U slucaju da promatramo gornju granicu za element b, tj. da imamo b < N za neki

N, vrijedi nam sljedece:

1. ako je N < 11532, onda je ocjena sume iz Leme 1.12 manja, a time i bolja, od ocjene
sume iz Leme 1.15, inace je ocjena sume iz Leme 1.12 veca od ocjene sume iz Leme
1.15,

2. ako uzmemo da je r < b < N, procjena broja parova koji dobijemo kao pola vri-
jednosti sume iz Leme 1.13 je losija od one iz Leme 1.12 za N > 21, pa ova opcija
nikada nece biti povoljna za prebrojavanje u slucaju da nam je poznata samo gornja

granica za b.

Ako zelimo prebrojati neke posebne D(4)-parove {a, b}, onda nam Lema 1.13 moze
dati povoljnije rezultate. Na primjer, Zelimo li prebrojati parove za koje vrijedi b > a? i
b < 105, imamo da je r = Vab +4 < Vb3/2 + 4 < 31623, pa iz Leme 1.13 dobijemo da

je broj takvih parova manji od 1397623, dok iz Leme 1.15 koriste¢i gornju granicu za b

dobijemo da je broj takvih parova manji od 7590360.
Razli¢ite metode za prebrojavanje parova su se najcesce koristile kod procjene broja

petorki, kao $to smo i mi to uéinili u [8], prije nego je taj problem konac¢no rijesen.

12



POGLAVLJE 2

Prosirenje D(4)—trojke do cetvorke

Neka je dan D(4)-par {a,b}. Tada postoji r € N takav da je ab+ 4 = r?>. Ako
prosirimo taj par elementom ¢ do D(4)-trojke {a, b, c}, onda postoje i prirodni brojevi s
it takvi da je

ac+4=s% be+4=1t

te ¢emo ove oznake koristiti s ovim znacenjem kada su god vezane za D(4)-m-torke.
Svaki D(4)-par {a,b} mozemo prosiriti do D(4)-trojke elementom ¢ = a + b + 2r te
takvu trojku {a, b, c} nazivamo Eulerova ili regularna trojka. Prosirenje para do trojke
nije jedinstveno te éemo u nastavku navesti neke beskonacne nizove {c, },en koji prosiruju
fiksni par {a, b}, a koji su detaljno prouc¢avani u [4].
Za D(4)-trojku {a,b, c} definiramo brojeve d;(a,b,c) i d_(a,b,c) sa

1
di(a,b,c) =a+b+c+ i(abcirst)

gdje jer =+vab+4, s =+/ac+4it=+bc+ 4. Kada je jasno na koju se trojku odnosi
pisat ¢emo samo kratko dy i d_.
Skup {a,b,c,d;} je D(4)-Cetvorka jer se lako provjeri da su brojevi

rs+ at rt + bs st + cr

2 Y y: 2 Y z = 2 )

xTr =
prirodni brojevi i da za njih vrijedi
ad+—0—4:x2, bd++4:y2, Cd++4:,22.

Takoder, vrijedi da je d, > max{a,b, c}.

Pokazimo da vrijedi

di(a,b,c)-d_(a,b,c)=(c—a—-b+2r)(c—a—b—2r).

13
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Naime,

1 1
dy(a,b,c)-d_(a,b,c) = (CL+ b+c+ 2(abc—|—rst)) (a +b+c+ §(abc — rst))

=a® +b* + % —2(ab+ ac + bc) — 16
= a? +b* + ? + 2ab — 2ac — 2bc — 412
= (c—a—b)* — (2r)2

Propozicija 2.1. Neka je dana D(4)-trojka {a,b,c} takva da je a < b < ¢. Tada je ta

trojka regularna ako i samo ako je d_(a,b,c) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je trojka {a, b, c} regularna, tj. da je ¢ = a+b+2r. 1z d (a,b,c)-
d_(a,b,c) = (¢c—a—0b+2r)(c—a—b—2r) dobijemo da je d;(a,b,c)-d_(a,b,c) =0, a
kako je ocito dy(a,b,c) > 0, onda mora biti d_(a, b, c) = 0.

Pretpostavimo sada da je d_(a,b,c) = 0. Tada je (c—a—b+2r)(c—a—b—2r)=0
pa je c=a+ b= 2r. Kada bi bilo ¢ = a 4+ b — 2r, imali bismo ¢ < b, jer je a < 2r, sto bi
bilo u kontradikciji s pretpostavkom propozicije da je b < c¢. Dakle, c = a + b+ 2r. O

Napomena 2.2. Regularnu trojku smo mogli definirati i na sljedeéi nacin: za trojku
{a,b,c} kazemo da je reqularna ako je ¢ = a+b=+2r. Naime, ako je c = a+b—2r, onda je
¢ < b. Ako jos vrijedi i, na primjer, a < b, pokaze se da jer = a+s,t = b+s ib = a+c+2s,
pa uz promjenu oznaka elemenata vidimo da je ovakva trojka po definiciji reqularna. Radi

jednostavnosti, u ostatku rada éemo najcesée smatrati da vrijedi a < b < c.
Vrijedi i sljedeca lema.

Lema 2.3. Neka je {a,b,c} D(4)-trojka i a < b < c¢. Tada je ¢ = a + b+ 2r i vrijedi
¢ > max{ab, 4b}.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz [30, Lemma 3] i [17, Lemma 1]. O

Ako trojka {a,b,c} nije regularna, koriste¢i Lemu 2.3 lako vidimo da vrijedi da je
d_ > 01d_- < c. Direktnim uvrstavanjem se provjeri da je {a,b,d_, c} D(4)-Cetvorka za
koju je
_rs—at rt — bs cr — st

o YT T T

Napomena 2.4. Odnosi medu elementima D(4)-cetvorke {a,b,c,d_}, kada je d_ # 0,
ovise o trojki {a,b, c}.

Za D(4)-trojku {1,60,2912} imamo dy = 180621 i d_ = 45.

Za D(4)-trojku {1,60, 180621} imamo dy = 11195712 i d_ = 2912.

Za D(4)-trojku {5,12,96} imamo d, = 5985 i d_ = 1.

Xz

Jos uvijek je otvoren problem jedinstvenosti prosirenja trojke do ¢etvorke vecim ele-

mentom i u D(1) i u D(4) slucaju.

14
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Slutnja 2.5. Ako je {a,b,c,d} D(4)-cetvorka takva da je d > max{a,b,c}, onda je
d=d(a,b,c).

Sli¢no kao za trojke, ¢etvorku {a, b, ¢, d(a, b, ¢)} nazivamo regularnom cetvorkom, pa
slutnju mozemo fromulirati i rije¢ima da je svaka D(4)-Cetvorka regularna.

U ostatku poglavlja ¢emo promatrati sto se moze pokazati za prosirenje D(4)-trojke
do Cetvorke. Dio rezultata smo koristili u procjeni broja D(4)-petorki u [8], gdje smo ih i
prvi put objavili, a bili su nam potrebni i u konaé¢nom dokazu nepostojanja D(4)-petorke

u Poglavlju 3.

2.1 Pellovske jednadzbe pridruzene prosirenju trojke
do cetvorke

Neka je {a,b,c} D(4)-trojka takva da je a < b < ¢, i neka su r, s, t prirodni brojevi
definirani s
ab+4 =12 ac+4=5> be+4=1t>.

Ako zelimo prosiriti trojku {a, b, ¢} do D(4)-¢etvorke {a, b, ¢, d}, moramo rijesiti sustav
ad+4=2% bd+4=1> cd+4=27°

s rjeSenjima u prirodnim brojevima z, y, z. Eliminirajué¢i d iz navedenih jednadzbi dobi-

jemo sustav pellovskih jednadzbi

az’ — cx® = 4(a — ¢), (2.1)
bz? — cy? = 4(b— ). (2.2)
Svojstva rjesenja pellovskih jednadzbi ovog oblika nam daje sljedeca lema iz [26].

Lema 2.6. Neka je dan D(4)-par {a,b}, gdje je ab+ 4 = r*. Postoji prirodan broj ig i

@ ., @ - _

cijeli brojevi xy’ iyy , 1 =1,...,10, sa sljede¢im svojstvima:

i) Par (y(()i),xéi)) je riesenje pellovske jednadzbe
ay? — bx? = 4(a — b). (2.3)

i1) Brojevi x[()i) z'y(()i) zadovoljavaju nejednakosti

i alb—a ) i r—2)(b—a
1§x((])§ 5’_2)7 [ |y(())|§\/(2()-

iti) Ako je (y,x) rjesenje jednadzbe (2.3), onda postojii € {1,...,ig} i cijeli brojn >0

15
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takvi da je

w@mfé@ﬂ@ﬂﬁﬁwﬂgﬁy

Dakle, ako su (z,z) i (z,y) rjeSenja sustava pellovskih jednadzbi (2.1) i (2.2) redom,
onda postoje cijeli brojevi zg, g, 21, y1, koje nazivamo fundamentalna rjesenja pellovske

jednadzbe i koji zadovoljavaju nejednakosti iz Leme 2.6 te vrijedi

2Va+ ry/e = (zO\/_+mo\/_)<s+\/_> :

t+\/b_0)
2 )

w@wﬁz%%+w@<

za neke cijele brojeve m,n > 0. Iz obje jednakosti mozemo izraziti nizove rjesenja za z i

prikazati ih preko binarnih rekurzivnih nizova

1

Vo = 29, U1 = 5(52’0 +¢20);  Umt2 = SUpmt1 — U, (2.4)
1

wo = 21, W= i(tzl +cy1), Wpio = tWpyq — Wy, (2.5)

te nam treba vrijediti z = v, = w, za neke m i n, ako imamo prosirenje trojke {a, b, c}
do Cetvorke elementom d za koji je ad + 4 = 2%. Napomenimo da zbog ovog zapisa preko
binarnih rekurzivnih nizova, eksponente m i n nazivamo i indeksima.

Sljedec¢a lema nam daje vezu medu indeksima m i n te ¢emo je vise puta koristiti u

ovom radu.

Lema 2.7 ([30, Lemma 5]). Neka je {a,b,c,d} D(4)-cetvorka. Ako je vy, = w,, onda je
n—1<m<2n+1.

U sljedecoj propoziciji, i ostatku ovog poglavlja, ¢emo dokazati neke tvrdnje koje
vrijede za one D(4)-Cetvorke koje se dobiju iz nizova v, i w, kada su indeksi m i n
parni i za koje su fundamentalna rjesenja zp = z; = +2. Razlog tome je $to su upravo
takve ¢etvorke koje promatramo kod problema postojanja D(4)-petorki pa ¢emo rezultate

vezane za takve D(4)-Cetvorke primijeniti u sljede¢em poglavlju.

Propozicija 2.8. Neka je {a,b,c,d} D(4)-cetvorka takva da je a < b < ¢ < d i za koju

vrijedi Vo, = Wy, 20 = 21 = 2¢, gdje je ¢ = 1. Tada je
cam? + sm = ebn® + tn (mod c).

Dokaz. Ako je zg = 2¢, onda iz a2} — cx? = 4(a — ¢) imamo da je zo = 2 i sli¢no iz (2.2)

dobijemo y; = 2.
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Dakle, promatramo binarne rekurzivne nizove

vo =126, V1 =€$S+C Unpya = SUni1 — Un,

Wy =2, w;=¢ct+c, Wpio =1TWpt1 — Wy

Primijetimo da mozemo izraziti i rekurzivnu relaciju koju zadovoljavaju elementi s

parnim indeksima u nizovima koje promatramo. Naime, vrijedi

Vom+2 = SU2m+1 — U2m
= 5(SVam — Vam—1) — Vam
2
= 5 Um — (SUmel - UszQ) — U2m—2 — U2m

= (8* — 2)Vom — Va2,

i analogno se pokaze da je w42 = (1% — 2)wa, — Wap_o.

Provjerimo indukcijom da vrijedi
Vo = 26 + c(aem® + sm) (mod ¢?).
Za bazu indukcije m = 0, tvrdnja oCito vrijedi. Za m = 1 imamo da je
vy = sv; — vy = 26 + clas + 8) =2 + c(ag - 1> + 5-1) (mod c?),

pa i za m = 1 tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve m < k. Za
m = k + 1 mozemo iskoristiti prethodno dokazanu jednakost koja povezuje elemente
nizova s parnim indeksima pa koriste¢i pretpostavku indukcije nam = kim =k —1

imamo

Vaksa = (87 — 2)vak — Vapa
= (ac+ 2)(2¢ + c(agk® + sk)) — (2¢ + c(ae(k — 1)* + s(k — 1))) (mod c?)
= 2¢ + c(ae(k +1)* + s(k + 1)) (mod ¢?),

¢ime smo dokazali tvrdnju. Sli¢no se pokaze da vrijedi
Wy, = 2¢ + c(ben® +tn) (mod c?).

Dakle, ako vrijedi vs,, = ws,, onda nakon izjednacavanja kongruencija i dijeljenja s ele-

mentom ¢ dobijemo da vrijedi kongruencija

aem? 4+ sm = ben® + tn (mod c),
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sto smo i trebali pokazati. O

Sljedeca propozicija nam daje ocjenu za donju granicu za indeks m u terminima eleme-
nata b i ¢ D(4)-¢etvorke {a, b, c,d} kada su indeksi parni i imamo zadana fundamentalna
rjesenja.

Propozicija 2.9. Neka je {a,b,c,d} D(4)-cetvorka takva da je a < b < ¢ < d te za koju
jednadzba vy, = we, tma rjesenje takvo da vrijedi i zg = z1 = 2¢, € = £1 i takvo da za
indekse m i n vrijedi Ln > m > n > 2 za neki realni broj L > 1.

Pretpostavimo da je a > ag, b > by, ¢ > ¢y, b > pa za neke prirodne brojeve ag, by © cy

i realni broj p > 1. Tada je

m > ab 212,
gdje je o bilo koji realni broj koji zadovoljava obje nejednakosti
o + (1+2by ey Ha < 1, (2.6)
1(1-25) 0 +albo(h+ o) + 262 0+ 52) < by, (2.7)

gdje je X = (ao + 4)Y2(pag + 4)~1/2.

Takoder, ako je c™ > Bb za neke pozitivne realne brojeve 3 i T, onda je
m > af/21-m)/2, (2.8)

Dokaz. Pretpostavimo da je « realan broj koji zadovljava nejednakosti (2.6) i (2.7) i
pretpostavimo suprotno tvrdnji propozicije, da vrijedi nejednakost m < ab~2¢/2. Po

Propoziciji 2.8 znamo da vrijedi
cam? + sm = ebn® + tn (mod c). (2.9)
Kako po pretpostavci imamo da je
lam? — bn?| < max{amQ, an} < bm? < e
i vrijedi

|sm — tn| < max{sm, tn} < tm < ab ?c*/*Vbe + 4
< ab 1212 <b1/2cl/2 + 2b71/2671/2)

< a(l+2bytcyY)e,
iz nejednakosti (2.6) slijedi da u kongruenciji vrijedi jednakost, tj. vrijedi

am? — bn* = £(tn — sm)

18
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odakle mnozenjem s tn + sm dobijemo
(bn? — am?)(c + €(tn + sm)) = 4(m?* — n?). (2.10)

Ako je m = n, izraz s desne strane nejednakosti se ponistava pa je barem jedan faktor s
lijeve strane jednakosti jednak 0. No kada bi to bio faktor bn? — am? = bm? — am? = 0
imali bismo a = b $to naravno ne moze biti. Dakle, u ovom slu¢aju mora biti ¢ = tn+ sm,
t].

=m(t+s). (2.11)

Pomnozimo li tu jednakost s t — s i iskoristimo definiciju brojeva t? i s?> dobijemo da je
t—s=m(b—a). (2.12)
Po pretpostavci je m > 2. Kako je vg = wy = 2¢ imamo

V) =cC+ Sse, Uy =cs+ s — 2,

wy = c+ te, wy = ct + t2e — 2.
Primijetimo da je
Wy —vy =ct—cs+et’ —e=(t—s)(c+e(t+s))>(t—s)(c—(t+59))

pa vidimo da je zbog (2.11) i ¢injenice da je m > 2 druga zagrada u produktu pozitivna,
a zbog (2.12) da je pozitivna i prva zagrada jer je b > a. Dakle imamo wy > v,. Lako
se indukcijom, koriste¢i da su oba niza strogo rastuca i da je t > s, pokaze da je onda
Wy > Uy za svaki m' > 2 pa posebno i way,, > va,,. Dakle, ne moze nam vrijediti slucaj
m =n.

Ako je m > n, onda su obje strane jednakosti razli¢ite od 0 pa zaklju¢ujemo da zbog

bn? — am?|4(m? — n?) vrijedi nejednakost 4(m? — n?) > —am? + bn®. Vidimo da je tada

22 S b+ 4 S pag + 4 :i7
n2 " a+4 " ap+4 A2
tj. Am >n.
Analogno iz ¢ + e(tn + sm)|4(m? — n?) imamo 4( —n?) > c+ e(tn + sm), tj.
¢ < 4(m? — n?) + tn + sm. Koriste¢i da je 4(m? — n?) < 4m? ( — 25 iz prethodne

nejednakosti dobijemo

1 1
c§4(m2—n2)+tn—|—sm<tn+sm—|—m2'4(1—LQ) </\mt+sm+4(1—L2)m2

1
—Am\/bc+4+m\/ac+4+4(1—p) 2
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1
<4 (1 — LQ> b e 4 ab V22 ()\\/ bc+ 4+ +/p~tbhe + 4)

1
) a®b e+ ac (/\(1 +207 e ) + p V21 + 2pb_lc_1)>

L2
< (10 Gt sa (i) v2q? (7)),

Buduéi da vrijedi nejednakost (2.7), imali bismo ¢ < ¢, kontradikciju. Dakle, mora

<4<1—

vrijediti nejednakost m > ab~'/2c!/2.
Ako je ¢™ > Bb vrijedi

1—7
2

m>ab 2% > aptPee
¢ime smo dokazali i drugu tvrdnju propozicije. O

Napomena 2.10. Primijetimo da nejednakost (2.6) poprima oblik o + a < 1 kada by
1 co idu u beskonacnost, a maksimalno rjesenje te nejednadzbe je _1%\/5 ~ 0.618034, sto
znaci da necemo moci dobiti vrijednost za koeficijent a veéu od navedenog broja koristeci

Propoziciju 2.9.

2.2 Baker-Davenportova redukcija i donja granica za
element b u neregularnoj cetvorki

Postoji li prosirenje D(4)-trojke do neregularne ¢etvorke mozemo provjeriti koristeci
Baker-Davenportovu redukciju. No, redukciju mozemo provesti samo nad trojkama unu-
tar nekog intervala koji je odabran tako da je vrijeme provedbe algoritma redukcije pri-
hvatljivo. Baéi¢ i Filipin su u [4] pokazali da se D(4)-trojka {a,b,c}, a < b < ¢, za koju
je b < 10* moze progiriti samo do regularne D(4)-Cetvorke. Pokazat ¢emo da isto vrijedi

i za trojke za koje je b < 10°. Navedimo prvo neke preliminarne rezultate.

Lema 2.11 ([30, Lemma 9]). Neka je {a,b, c,d} D(4)-cetvorka te vy, i v, nizovi definirani
u (2.4) 1 (2.5).
i) Ako jednadzba vy, = wa, ima rjesenje, onda je zo = z. Takoder |zo| = 2 ili
20| = L(cr — st) ili |20 < 1.608a=>/14cY/14,

it) Ako jednadzba vop1 = wa, ima rjesenje, onda je |zo| = ¢, |z1| = 2 (cr—st), 2021 < 0.

iii) Ako jednadzba vy, = wa,11 ima rjesenje, onda je |z1| = s, |z0| = 5(cr—st), zoz1 < 0.

1
2
i) Ako jednadzba voy, 1 = weny1 ima rjesenje, onda je |zo| =t, |z1| = s, 2021 > 0.

Filipin je u [28] pokazao i da vrijede odredene gornje granice za element ¢ Cetvorke

koja nije regularna.

Lema 2.12 ([28, Lemma 8]). Neka je {a,b, c,d} D(4)-cetvorka takva da jea < b < c <d
i c>max{7b", 10%}. Tada je d = d,.
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Promotrimo fiksan D(4)-par {a, b} takav da je a < b. Ako ga zelimo prosiriti do D(4)-

trojke elementom ¢, onda moraju postojati prirodni brojevi s i t takvi da je ac +4 = s% i

bc + 4 = t2. Tom prosirenju odgovara pellovska jednadZba
at® — bs® = 4(a — b). (2.13)

Po Lemi 2.6 znamo da su svakom paru rjesenja (¢, s) te jednadzbe pridruzeni par funda-

mentalnih rjesenja (to, so) i prirodan broj v, takvi da vrijedi jednakost

tva + svb = (tov/a + sov/b) (TJ”/_)

te da sg i ty zadovoljavaju nejednakosti

a(b—a) (r—2)(b—a)
1<5< 70_72, ‘toy S\/&-

Ocito parovi (tg,so) = (£2,2) daju rjesenja jednadzbe (2.13) za svaki D(4)-par {a,b}.
Nizovi rjesenja pridruzeni tim fundamentalnim rjesenjima su dani eksplicitno u sljedecoj
lemi iz [4] gdje je dokazano i da su za parove u kojima je b < 5a to jedina moguéa

fundamentalna rjesenja koja ¢e generirati D(4)-trojku {a, b, c}.

Lema 2.13 ([4, Lemma 1.]). Neka je {a,b,c} D(4)-trojka takva da je a < b < ba. Tada

je c=ct za nekiv € N,

(ﬁj; ﬁ)z <r+2¢%>2”+ (Wﬁ;ﬁf <r—2¢%>2” - a—2kb

V:%

Ako je b > ba, mogucée je da postoje prosirenja do D(4)-trojke takva da ¢ nije jednak
nikojem ¢, definiranih izrazom u Lemi 2.13. Takva proSirenja su generirana fundamen-
talnim rjesenjima (tg, so) # (£2,2). Iz nejednakosti koju zadovoljava rjesenje sy imamo

da je

alb—a) r*—4
<

r—2 r—2

acy+4 = s < =r+2,

za neki prirodan broj co. Tada je {a,b,co} D(4)-trojka takva da je cg < =2
Po [4] znamo da se tada za svaku takvu trojku {a,b,co} opée rjeSenje s pellovske

jednadzbe (2.13) moze dobiti u obliku

50\/1_?22550\/5 (r +2\@>v . SO\/Z]\%O\@ <r _2\/%)”7

gdje je v > 0 cijeli broj. Izbor dva razli¢ita predznaka imamo jer su svakom fiksnom s

s=(s)F =

14

pridruzena fundamentalna rjesenja (to, so) i (—to, So). Iz toga lako dobijemo sva ostala
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moguca prosirenja

i nad trojkama {a,b, ¢} provodimo redukciju.
Opisimo sada algoritam redukcije te napomenimo da mi koristimo varijantu algoritma

koju su opisali Dujella i Pethd u [25].

Lema 2.14 (Dujella, Pethd). Pretpostavimo da je M prirodan broj. Neka je p/q konver-

genta u razvoju u verizni razlomak realnog broja k takva da je g > 6M i neka je

n=lpal — M- [|xql|,
gdje || - || oznacava udaljenost do najblizeg cijelog broja. Ako je n >0, onda nejednakost
0<Ji—K+p<AB™’

nema rjesenja u cijelim brojevima J © K gdje je

log(Aq/n)

<J< M.
logB — —

Ovu lemu ¢emo primijeniti na nejednakost koja je dokazana u [28], a daje nam vezu

indeksa m i n i elemenata trojke {a, b, c}.

Lema 2.15 ([30, Lemma 10]). Ako je v,, = w,, m,n # 0, onda je

s + ac o t 4+ Vbe o Vb(zo\/c + 20v/a)
2 ) 1g< 2 )“gﬁ(ylﬁmﬁ)

O<mlog<

—2m
< 2ac (+2 v) |

t+v/be _ Vb(zovetzoy/a)
2 Va(yiv/etrzvb)
prethodne leme s log s dobijemo nejednakost

Oznadimo a; = Y% q, = ias Dijeljenjem nejednakosti iz

1 1 2 —m
08 1 "t oga3< ac (a2) ’

log ap logas  logas

iz ¢ega vidimo da su parametri za primjenu Leme 2.14 jednaki

J=m. K=n R:logal’ :logag’ - 2ac 7 B:a%.
log s log ap log ap
Iz dokaza Teorema 1 u [28] imamo i da je
< 6.543 - 10" log® c. (2.14)

log(m + 1)
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Ovu nejednakost ¢emo iskoristiti za dobivanje vrijednosti parametra M. Naime, po Lemi
2.12 imamo da je ¢ < max{7b', 10?°} te zbog pretpostavke da je b < 10° dobijemo
¢ < max{7-10°,10?°} = 7-10°. Uvrstavajué¢i u nejednakost (2.14) vidimo da vrijedi
m < 5.41408 - 10?! i to moZemo uzeti kao pocetnu vrijednost za M.

Pokazat ¢emo da je redukciju dovoljno provjeriti samo na nekim od moguc¢ih funda-

mentalnih rjesenja iz Leme 2.11.

Lema 2.16. Neka {v., .} oznacava niz {v,} s pocetnim clanom vy = 2z i {w,, n} niz
{w,} s pocetnim clanom wo = 21. Vrijedi da je vi(er_gy m = V—timt1s V- L(erostym+1 = Vtm
2 ’ ’ 2 ’ ’

20 Svaki m > 0 4 W1 (o) = Wesnt1s W_Lier_sp) pp1 = Wsn 20 svakin > 0.
2 ) ’ 2 ) ’

Dokaz. Neka je vg = —t, tada je zg = r pa je vy = 3(cr — st). Sli¢no, ako je wy = —s, iz
y; = r dobijemo da je w; = %(cr — st).

Ako je vg = —1(cr — st) imamo da je zo = 3(rs — at) pa je
L o
01:1(3 t—crs+crs—cat) =t

i slitno zbog y1 = £ (rt — bs) dobijemo ako je wy = —%(cr — st) da je wy =t. ]

Promotrimo slucaj i7) u Lemi 2.11. Po oznakama iz Leme 2.16, vidimo da ovdje imamo
Utam+1 = W_1L(cr—st)2n ili v_tom41 = WL (er—st) 2n i da onda vrijedi redom, vy 2,41 = Ws 2041
ili v_t2m41 = W_g2n+1, tj. imamo nizove kao u slucaju iv).

U slucaju i) imamo da je 01 gy om = W-s2nt1 W V1 o) om = Ws2nt1, te po-
micanjem nizova imamo da je onda v_;om41 = W_s2p+1 1li Vomi1 = Wsont1, tj. opet
promatramo nizove iz slucaja ).

Promotrimo sada slucaj i) kada je |z| = 3(cr — st). Tada imamo Ul (er—st)2m =
WL (er—st) 2n ili U L(er—sty2m = W_L(er—st)2n 1 ako pomaknemo vrijednosti tih nizova dobi-
jemo nizove iz Z'/U): V—t2m+1 = W—s2n+1 ili V¢ 2m+1 = Ws 2n+1-

No, trebamo biti oprezni jer ovakvim pomicanjem nizova pocetni ¢lan novog niza
nije unutar granica iz Leme 2.6. Vidimo da se u Lemi 2.14 vrijednosti fundamentalnih
elemenata javljaju samo u izrazu za element as u nejednakosti iz Leme 2.15. U dokazu te
leme u [30] vidimo da tada moramo provjeriti da vrijedi 423 < 2ac i s novim pocetnim
vrijednostima nizova. Jedina promjena zy i o je kada nova vrijednost postaje |z = t.
Onda je xg = r pa trebamo pokazati da je

16 , 16

3= g(ab—i—él) < 2ac

sto vrijedi ako je ¢ > max{ab, 4b}. Inace imamo da je ¢ = a + b+ 2r i mozemo se vratiti

na prethodni korak u dokazu leme i pogledati da vrijedi nejednakost

(20v/a — 01/c)? < (I20]v/@ + z+/c)?
2(c—a) - 2(c—a)

< 2ac.
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U ovom slu¢aju nejednakost poprima oblik

(tva+ryc)’

< 2ac.
2(c—a) ac

Buduéi da je \Jac < s =a+r it =b+r, dovoljno je promatrati nejednakost
(b+r)a+ (ab+4)(a+b+2r)+2(b+7r)r(a+7r) < 4a(a+b+2r)(b+2r)
koja se nakon sredivanja svede na nejednakost
12b 4 167 < 8a’r + 8abr + 16a”b + 48a

za koju je ocito da vrijedi.

Dakle, dovoljno je redukciju provesti nad sluc¢ajem 4v) i slucajem i) kada je |z = 2
i 20| < 1.608a~%'c%11. 1z dokaza [30, Lemma 9] vidimo da u slucaju i) vrijednost
|z0] < 1.608a75/"¢1* mozemo imati samo onda kada postoji dy < d_(a,b,c) takav
da je {a,b,c,dp} neregularna D(4)-Cetvorka. Zato ¢emo taj sluc¢aj promotriti zasebno,
gdje ¢emo provjeriti postoje li trojke {a,b,c} unutar granica koje promatramo za koje
postoji takav dy. Ako postoji takva trojka, nasli smo neregularnu ¢etvorku i tada je

|Zo| = \/Cdo + 4.

Propozicija 2.17. Neka je {a,b,c,d} D(4)-Cetvorka takva da je a < b ib < 10°. Tada
jed=d_ilid=dy.

Dokaz. Vidimo po Lemi 2.13 i razmatranju nakon nje da je korisno promatrati zasebno
slucajeve kada je b < 5a i b > ba.

Napomenimo da je provedba algoritma bila u programskom paketu Mathematica 11.1
na rac¢unalu s procesorom Intel(R) Core(TM) i7-4510U CPU @2.00-3.10 GHz.

Slucaj b < 5a:

1. Promotrimo prvo slucaj kada su m i n parni indeksi i zg = 2, = 2. Tada je
To = y; = 2. Za svaki D(4)-par {a,b} takav da je a < b < 10°, ratunamo zasebno
c=clic=c,, gdje v kreée od broja 1 i povetavamo ga u svakom od nizova dok
je god ¢ < max{7b" 10%}. Za svaku tako definiranu trojku {a,b,c}, provodimo
Baker-Davenportovu redukciju, dobivamo nove vrijednosti za M, gornju granicu
indeksa m, te pamtimo samo najvecu dobivenu vrijednost za M. Za prvu provedbu
algoritma bilo je potrebno 16 sati i 16 minuta i dobili smo da je novi M = 4.39123
koji se dobije za trojku {a,b,c; } = {3384, 13544,30468}. Za taj novi M ponovili
smo redukciju, za Sto je bilo potrebno 15 sati i 30 minuta te smo dobili da je
m < M = 1.7665, sto se dobije za trojku {a,b, c; } = {10937,43756,98445}. Dakle,

dobili smo da je jedina moguénost m = 0, §to znadi da je z = 2g = 2iiz cd+4 = 22

24



Poglavlje 2. Prosirenje D(4)-trojke do ¢etvorke

vidimo da u ovom slu¢aju imamo d = 0, tj. ne postoji prosirenje do ¢etvorke u ovom

slucaju.

2. Promotrimo sada slucaj kada su m i n parni indeksi i zp = 2; = —2. Postupamo
kao i u prethodnom sluéaju, stavljamo prvo da je m < M = 5.41408 - 10%!, te nakon
prvog provodenja algoritma dobijemo da je novi M = 4.50121 te smo ga dobili za
{a,b,c; } = {3384,13544, 30468} za Sto je bilo potrebno 16 sati i 25 minuta. Sada
za novi M ponovimo algoritam, no ovdje ne uspijevamo redukcijom eliminirati sve
parne vrijednosti za M, jer dobijemo da je novi M = 3.6936 za trojku {a,b,cf} =
{2561, 11872,25461}, za $to je bilo potrebno 15 sati i 2 minute. Buduéi da je ovo
slucaj s parnim indeksima, preostaju nam moguénosti da je m = 0 ili m = 2. Ako
je m = 0, dobijemo da je d = 0, kao i u prethodnom slu¢aju. Ako pretpostavimo
da je m = 2, onda iz Leme 2.7 imamo da je jedina moguénost n = 2. Iz dokaza [30,
Lemma 6] vidimo da za (m,n) = (2,2) mora biti d = d pa ne postoji prosirenje do

neregularne cetvorke.

3. Promotrimo sada sluc¢aj kada su m i n neparni indeksi i zg = t, 2; = s. Tada imamo
da je xrg = y; = r. Ostatak algoritma je slican kao u prethodnim slucajevima.
Nakon prvog prolaska kroz algoritam, za sto nam je trebalo 16 sati i 30 minuta
dobijemo da je M = 4.50121, za trojku {a, b, i } = {3384, 13544, 30468}. Postupak
ponovimo za novi M te dobijemo da je sada M = 3.70746, za trojku {a,b,c] } =
{6880, 13002, 38798}, za Sto je bilo potrebno malo vise od 16 sati. Sliéno kao i u
prethodnom slucaju, imamo da tada mora biti n € {1,3}. Opet iz dokaza [30,
Lemma 6] vidimo da je slu¢aj (m,n) = (3,1) nemogué, a iz [30, Lemma 8] da ni
(m,n) = (3,3) ne moze biti. Ostaje nam jedino opcija da je m = 1, gdje dobijemo
da je z = vy = w; = (st + cr) pa je

z¢—4

d:

1
=a+b+c+ §(abc+ rst) = dy(a,b,c).

4. Promotrimo slucaj kada je zgp = —t, 24 = —s i indeksi neparni. U prvom pro-
lasku kroz algoritam dobijemo da je novi M = 4.39123 za trojku {a,b,cj} =
{3384, 13544,30468}. Ponovimo postupak za taj novi M i dobijemo da je sada
najve¢i M = 1.95031 $to je postignuto za trojku {a, b, ¢f } = {7896, 31576, c{ }, gdje
je cf ~ 6.84538 - 10%6, odakle vidimo da je jedina moguénost m = 1 koja vodi do

(cr —st)id=d_(a,b,c).

togadajez:vlzé
Slucaj b > ba:
Pretpostavljamo da je b > 5a i b < 10, odakle vidimo da je a < 20000. Prvo

provodimo redukciju nad trojkama za koje je ¢ = ¢ kao u sluéaju b < 5a. S obzirom na

to da su postupak i zakljuéci slicni kao u prethodnom slu¢aju, napomenimo da nam je za
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provjeru po svim moguc¢nostima za fundamentalna rjesenja ukupno trebao 31 sat, te smo
provjerili da se takve trojke ne mogu prosiriti do neregularne cetvorke.

Po prethodnom razmatranju, zbog b > 5a znamo da je moguce da postoje i elementi
¢ koji nisu dani izrazima iz Leme 2.13, te ih trebamo pronaci kao u prethodno opisanom
postupku.

Unutar zadanih intervala za a i b pretrazujemo postoje li prosirenja ¢y takva da je

acy + 4 < r+ 2 i dobijemo 297 trojki s tim svojstvom, prvih nekoliko je
{1,11660,96},{1,16896, 117}, {1,17952,21}, {1, 19040, 12}, {1, 23712, 140}, . ..

Za svaku od tih trojki promatramo nizove

(s,)" = 30\/5?50\/5 <T+\/@>V+ s0vVb F tor/a (r_ M)V
’ 2v/b ,

2 2v/b 2
iz njih dobijemo moguéa prosirenja ¢ = ¢ = W%, te provodimo redukciju nad
trojkom {a, b, c}. Kao i prije razlikujemo 4 slucaja u redukciji ovisno je li |29] = |21 = 2 ili

|20] =t, |21] = s1 2021 > 0. Za redukciju po svim slu¢ajevima je bilo potrebno 75 sekundi
i dobili smo novi M = 3.41721 za {a,b,c; } = {1,16896,20554186750} i fundamentalna
rjeSenja zp = —t i z; = —s. Zatim ponovimo redukciju, ali zasebno za sluc¢ajeve parnih
i neparnih indeksa. U slucaju parnih indeksa dobijemo da je novi M = 1.63776 za
{a,b,c} = {11,34720,579232371198} i za fundamentalna rjeSenja 2o = z; = 2, $to znadi
da je jedina opcija m = 0. U sluc¢aju neparnih indeksa dobijemo novi M = 2.66403 za
{a,b,c} = {75,67620,21956974048798} i fundamentalna rjesenja 2y = t, 2, = s, §to
znaci da je jedina opcija m = 1. Dakle, u oba sluc¢aja imamo samo prosirenje do ¢etvorke
elementima d =d; ilid=d_.

Preostalo je provijeriti postoji li {a,b,c,dy} D(4)-¢etvorka za koju je dy < d_(a,b,c)
za sve moguénosti {a, b, c}. Za provjeru su bila potrebna 24 sata i nismo pronasli takvu
cetvorku.

O

2.3 Poboljsanje Rickertovog teorema

Kao $to smo vidjeli, promatranje neke D(n)-m-torke mozemo svesti na promatranje
pridruzenog sustava pellovskih jednadzbi. Bennett u [7] i Rickert u [46] su dokazali
teoreme o simultanim racionalnim aproksimacijama kvadratnih korijena brojeva koji su
blizu broja 1, koriste¢i Padéove aproksimacije hipergeometrijskih funkcija, kako bi dali
gornju granicu za broj cjelobrojnih rjesenja nekih konkretnih sustava pellovskih jednadzbi.
Njihovi rezultati su se stoga mogli primijeniti i na problem diofantskih m-torki, kao Sto

je napravljeno, na primjer, u [36] za D(1)-m-torke ili u [4] i [30] za D(4)-m-torke. U
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ovom potpoglavlju ¢emo po uzoru na poboljsanje dano za D(1)-m-torke u [12] pokazati
slicno poboljsanje rezultata za D(4)-m-torke, te dati gornju granicu za indeks n, pridruzen
problemu prosirenja D(4)-trojke do Cetvorke, u terminima elemenata trojke.

Konkretno, dat ¢emo poboljsanje posljednjeg objavljenog rezultata iz [4] koji se pri-

mijenio na D(4)-Cetvorke. Navedimo lemu za koju ¢e poboljsanje biti dano u Lemi 2.22.

Lema 2.18. [}, Lemma 6] Neka je {A, B,C, D} D(4)-cetvorka takva da je A < B < C <

D. Pretpostavimo da je C > 308.0TA'B(B — A)?/A, gdje je A" = max{4A,4(B — A)}.

Tada je,

log(32.02AA’B*C?)10g(0.026 AB(B — A)~2C?)
log(0.00325A(A)1B—1(B — A)2C)

log 2z <

Navedimo prvo Bennettovu lemu koja ¢e nam biti potrebna za dokaz Teorema 2.20.

Lema 2.19. [7, Lemma 3.1] Neka su 04,...,0,, po volji odabrani realni brojevi i 0y = 1.
Pretpostavimo da postoje realni brojevi l, p, L i P takvi da je L > 1 i da za svaki prirodni

broj k moZemo naci cijele brojeve p;jr, (0 <1i,j < m) s nenul determinantom,

Zpijké’] < lL_k (O <1 S m)

j=0
Tada

max{@l—pl, O pm}>cq_)‘
q

vrijedi za sve cijele brojeve py,...,pm, ¢ > 0, gdje je

log P

A=1+ l(())iL i ¢t =2mpP(max{1,21})*".

Teorem 2.20. Neka su A i B cijeli brojevi i g = ged(A, B) te neka je0 < A/g < B/g—4,
B/g > 5 te N wvisekratnik od AB. Neka je A" = max{4(B — A),4A}. Pretpostavimo da
je N > 59.488A'B*(B — A)?g~*. Neka su

4B ) 4A
91 =4/1+ W 1 92 = 1+ W
Tada vrijedi
3.53081-1027A'BN\
max 91—& y (92—]2 > q_A
q Ag?
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za sve cijele brojeve py, p2, q > 0, gdje je

log(2.500788A~*A'BN g~2)

2.
10g(0.04216N2g2 A1 B-1(B — A)~2)

Dokaz. Iskoristit ¢emo rezultate iz dokaza [13, Theorem 2.2] i [4, Theorem 2], te sli¢no
kao i u tim teoremima, Lemu 2.19 ¢emo iskoristiti za m = 2 te 6 i 6, definirane u iskazu
teorema. Kao u [7], promatra se problem pronalaska simultanih aproksimacija funkcija
oblika

(1+apx)n, ..., (1+apz)»,

gdje su a; razliciti cijeli brojevi takvi da je a; = 0 za neki j, |a;] < |z|7* i s i n relativno
prosti prirodni brojevi takvi da je s < n. Sve rezultate koji su detaljno pokazani u [2]
koristimo bez ulaska u detalje.

Promatramo polinome oblika

k —ky

ps@ = 3 (F72) @+ agopriam T () (0 = )

—\ h; l hy
] #J

gdje je ky = k + dy, 0y Kroneckerov simbol, >, ; suma po svim nenegativnim cijelim

brojevima hg, hy, ho koji zadovoljavaju hg + hy + hy = ki; — 1, a [];; oznacava produkt

odl=0do!l=2osim kad je [ = J.

Iz [12] imamo da je

=22 (a5 — a)" " py () € Z[a]
I#5

te iz dokaza [13, Theorem 2.2] vidimo da za zajednicki djelitelj, u oznaci Ils(z), koeficije-

nata od f(x) vrijedi
1.6"

207 > 159 108"
Posebno, za x = 1/N je vrijednost funkcije p;;(z) jednaka

O e o (N

i,J I#j
gdje je
Nk
C,i = zl+hl.
7T (N +ay) (N + a;)k=hs g

Sada uvrstavamo ag = 0, a; = 4A = 4Ayg, Ay = 4B = 4Byg i N = ABN, i promatramo

izraze Cj;.
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Za j = 0 imamo da je
Nk'(4A)kil+h1 <4B)ki2+h2

|Ciol =
k—ho Bk—ho NE—ho
Ak=ho Bh—ho
gFiitkia+hi+he Akia+hothi—k Qki2+hot+ha—Fk \Tk

- k—ho
No

ijer Vrijedi kil + hj + hl —k S ki kil + kiZ + hl + hg S 3]€, zakljuéujemo da je
43R ARBENFC Y € 7, Vi
Za j =1 vrijedi
Nk

(N + 2A)F
4kio+/€i2+h0+h2Agi0+h0+h1—k‘(BO _ Ao)ki2+h2ngkio+ki2+ho+h1+h2—k

B (BN + 4)k—m

|C’,~1| _ (4A)k‘i0+h0 (4B _ 4A)ki2+h2 —

ijerje ki + hy <Zk1]€10+k12+h0+h1+h2—k:2k, imamo
437 AE(By — Ag)**NFg**Ct € Z,  ¥i.

Sli¢no se dobije za j = 2 da je

Akiot+kia+hothy B(])fio+ho+h2—k (BO . Ao)ku +h N’Cgkio-i—ku +ho+h1+ha—k

|C’LQ| = (ANO + 4)k7h2

pa je
43 BE(By — Ag)**NFg**CLt € 7, Vi

Iz navedenog mozemo zakljuciti
{2AB(B — A’Ng*}'C;' € Z, Vi, j.

Iz dokaza [46, Lemma 3.4] imamo

ohath; (k;: 5) €7,

J

gdje je h; = max{0, h; — 1}, Vj.
Vrijedi hj + R < ki — 1+ kj; — 1 < 2k — 1, to jest 2/ < 22671 = 271 . 4% pa je

1
21 -4’“(1{:;r 2) €Z, Vj
J
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i posebno

k41
21 .4k< ;Lr 2){43AB(B — APNg*YC;t € Z, Vi, j.

j
Iz definicije za f(z) i ovog razmatranja vidimo da su brojevi definirani na sljede¢i nac¢in

takoder cijeli brojevi:
1
pmu:2]-{fABﬂ3—AVNg2VHﬂ@%U<)EZ'

Iz [2] imamo
<W@_wylwo_wfm
64 N 4 N

w(B)< ()

{A2(2BA), akoje B— A> A

22: 1
v (L0,
= J N J

(V]
VR
[

+

Z| B
=N

no

b
N———
Eal

gdje je

| (B—A2(A+B), akoje B— A< A.

Primijetimo da je tada

1 1
gkl = = pij | — ) [ {4*AB(B — A’ Ng 2}
ol = g P ()| 144ABB = 4PVg ™)
g AB(B — AN [y ()],
i slicno
2 1 2 4 2 2k
il = ——— 0| {4*AB(B — A Ng~
]z:(:)pjk J 2H2(k) ;)Pak J { ( )°Ng }
4.09-10% | NP
. =

Iz [46, Lema 3.4] vidimo da je deto<; j<m pij (%) # 0 a iz toga posebno i za svaki £ mozemo
ZaliU(viltl detosl',jgm Dijk 7é 0.

Dakle, mozemo primijeniti Lemu 2.19, jer vrijedi

2

> pijb;

J=0

|piji| < pP*, <1L7*
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7Za
1
4.09 - 1013 A\ 2 14 9824 44AB(B — AN
o L09-10% (AR 1 SR AUAB(B )
2 2N 8¢ 1.6¢2
j_ 4:09-10% 27(1_43)1
a 2 64 N
1.6 27 4B\?
L= 1= =) NE.
44AB(B — A)2Ng~2 4( N)

Koriste¢i da je N > 59.488A'B?*(B — A)?g™*, By = B/g > 5, By — Ay > 4 imamo
ocjenu 1L > 14.872A'B(B — A)?g~* > 14.872 -4 -5 - 42 = 4759.04 jer je i A'/g > 4 pa je

4B
1——>0.999789 (2.16)
N
ijer je
A max{4A4,4(B — A)} 2B
vrijedi

A 1/2 9B\ 1/2
<1 + 2N> < (1 + N) < 1.000053.
Iz ovoga imamo ocjenu

p < 2.0452 - 10", (2.17)

Takoder, buduéi da je 6B —2A < 6B < «-59.488A4'B*(B — A)*¢~* < aN zaneki a > 0 i

jer je o - 59.488A'B*(B — A)?g™* > - 59.488 - 4 - 5 - 42 B, moZemo uzeti o = 0.0003152 >

6 ;
59.488.4.5.42 P )6

20(N 4+ 6B —24)AB(B — A)?  20.006304NAB(B — A)?
Cg? = Cg?

NOCNABDA” akoje B— A > A

OWOUABEAL akoje B— A< A

DOEINAPEA"  akojo B— A> A

20.00220(%1\1/}41)32(;3;A)2, akoje B— A< A

- 2.50078SN A'B
Ag? ’

P =

<

gdje smo iskoristili trivijalne nejednakosti 2B — A > 2B —2A i A+ B > 2A. 1z ocjene
(2.16) imamo
| < 8.6292-10"

_ 0.04216N°¢”
AB(B — A)*
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Tada za
10g(2.500788NA_1A’Bg_2)

log(0.04216N2g2A-1B-1(B — A)-2)
vrijedi A < 2 jer je 0 < 2.500788 NA*A'Bg=2 < 0.04216 N?¢>A~'B~Y(B — A)~? iz pret-
postavke N > 59.488A4’B?(B — A)?¢g~*. Imamo po Lemi 2.19 da je

¢ = 2mpP(max{1,20})**
2.5000788A'BN

<2-2.2.0452-10" .
Ag?

(2-8.6292 - 10'%)**

- 3.53081 - 102" A’BN
Ag? ’

¢ime smo dokazali teorem. O

Zbog primjene na dokaz slutnje nepostojanja D(4)-petorke, promotrimo $to nam vri-
jedi za binarne rekurzivne nizove z = v, = w,, pridruzene prosirenju trojke do ¢etvorke,

kada imaju parne indekse.

Lema 2.21. Pretpostavimo da postoje prirodni brojevi m i n takvi da je z = vop, = Way,,

i da je |z1| =2 te ¢ > b* > 25. Tada je log z > nlog be.

Dokaz. 1z rekurzivnih relacija za elemente niza w, dobijemo

Wy = 2\1/5 (t +2\@>n ((21\/[_?4—%\/5) + (21— y1v/e) (t +2\/%> _Qn) ,

a kako za |z1| = 2 imamo y; = 2 zaklju¢ujemo

\}5<t+2\/%>2n((_\/5+\/2) v \/_)<t+\/_> )

Way >

Buduéi da vrijedi vbe + 4 — vbe < = +4, dobijemo
4
vV — 1 1
bt o vbe) 16 O <0001
2 (bc+4)2  (5-25+44)?
S druge strane, (tg/%)_ém = (t_ﬁym < (t_;/%f < 0.001 pa imamo
2n
1 (t+be
z:w2n>\/g< 5 ) ((=Vb+ve) + (=Vb = Ve) - 0.001)
i - 2n

(0.999v/c — 1.001v/b)

V

t2\/b_>

é\

V

(
<t+2\/%>2n ! (0.999v/5b — 1.001/b)

S
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> <t+2\/E> ' > Ve > (bo)".

Logaritmiranjem prethodne nejednakosti dobijemo trazenu nejednakost. O]

Konac¢no dajemo iskaz leme kakvu ¢emo primijeniti na ¢etvorke sadrzane u D(4)-

petorki u sljede¢em poglavlju.

Lema 2.22. Neka je {A, B,C, D} D(4)-cetvorka takva da za indekse m i n vrijedi m > 3,
n > 2, 2= Uy, = Wy, 20 = 21 1 |20| = 2. Takoder, neka je A’ = max{4(B — A),4A}
i neka za g = ged(A, B) vrijedi 0 < Afg < B/g —4, B/g > 5 te pretpostavimo da je
C > 59.488A'B(B — A)*’g~*A~'. Tada je

410g(8.40335 - 1013(A')z Az B2Clg~1) log(0.20533A2 B2C/(B — A)1g)
log(BC') log(0.016858 A(A")~1B~1(B — A)~2C¢*)

n <

Dokaz. 1z [30, Lemma 14] imamo da je

max AZQ,

gdje su 0 i 65 definirani kao u Teoremu 2.20, x, y, z pozitivna rjesenja sustava pellovskih

o -2 |6, -2

q

Y

jednadzbi pridruzenih prosirenju D(4)-trojke {A, B,C} do ¢etvorke, te p; = sBx, py =
zAy i ¢ = ABz. Nadalje, uzimamo N = ABC.

Uzimajuci u obzir rezultat iz Teorema 2.20 imamo:

3.53081-10A'BN\ ' _, 2C
Ag? TS An
A2g*22(AB2)™ < 7.06162 - 10" A’ AB*C?,

a kako je A < 2 dobijemo

A%g222 < 7.06162 - 10%7A'A3BY(C?
227 < 7.06162 - 102" A’ AB*C?¢ 2. (2.18)

log(2.500788A~*A’BNg—2)
(0.04216N2g2A-1B-1(B—A)—2)

S druge strane, budu¢i da je A =1 + - . < 2, imamo

1og(2.500788A ' A’BNg~?)
10g(0.04216N2g2A-1B-1(B — A)-2)
10g(0.016858AB~1C(A") "1 (B — A)~2g%)
10g(0.04216 ABC?(B — A)~242)

2-A=1-

pa je
Lo log(0.04216 ABC?(B — A)~%¢?)
2 -\ log(0.016858AB-1C(A")"1(B — A)~2¢%)’
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Logaritmiranjem nejednakosti (2.18) dobijemo

1
log z < X log(7.06162 - 10*" A’AB*C?%g™?) <

_ 10g(7.06162 - 10°TA’AB'C%g™?) log(0.04216ABC*(B — A)~*¢?)
10g(0.016858 AB—1C(A") "1 (B — A)2¢%) '

Primjenom nejednakosti iz Leme 2.21 imamo

log(7.06162 - 10** A’ AB*C?g2) 10g(0.04216 ABC?*(B — A)~2¢?)

log(BC
nlog(BC) < 10g(0.016858AB-1C(A")~1(B — A)~2g1)

pa je

_ 41og(8.40335 - 1013(A")2 A2 B2C'g~1) log(0.20533A2 B2C/(B — A)~g)
log(BC) 1og(0.016858A(A)~1B-1(B — A)~2Cg¢*)

Sto smo i trebali pokazati. ]
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POGLAVLJE 3

Ne postoji D<4)—petorka

Jedan od najcesée proucavanih problema vezanih za cjelobrojne D(n)-m-torke je do-
kaz slutnje nepostojanja D(1)-petorki (npr. u [5], [11], [12], [14], [16], [36]), ili analogan
problem u slucaju D(4)-petorki (npr. u [3], [26], [32]).

Slutnja 3.1. Ne postoji D(4)-petorka.

Problem odredivanja moguce veli¢ine skupa D(4)-m-torki je po rezultatima i meto-
dama koje se koriste slican problemu D(1)-m-torki. Naime, vidimo da se D(n)-par {a,b}
moze prosiriti do D(n)-trojke elementom ¢ = a+b+2r, gdje jer = vab+nizan = 1iza
n = 4. Takvu trojku ¢emo nazivati regularna ili Eulerova trojka u oba slucaja i pokaze se
da ako trazimo proSirenje para ve¢im elementom da je tim izrazom dan najmanji mogudi
element c. Takoder, kada se promatra prosirenje D(n)-trojke do regularne ¢etvorke, za

n = 11in =4 imamo sli¢ne rezultate, jer je regularna D(1)-¢etvorka oblika

{a.b,e,a+b+ ¢+ 2(abe + /(ab + 1)(ac + 1)(be + 1))},

a regularna D(4)-Cetvorka oblika

{a,b,ca+b+c+ ;(abc—i- V(@b +4)(ac + 4) (be + 4))}.

Sli¢nosti nalazimo i u ostalim aspektima promatranja problema, no primjena istih me-
toda ne daje uvijek i jednako uspjesne rezultate, pa je tako i u ovdje prezentiranom
dokazu nepostojanja D(4)-petorke bilo potrebno rijesiti neke posebne slucajeve koji se
kod proucavanja D(1)-petorki nisu pojavili.

Iako je pitanje nepostojanja prosirenja trojke do petorke bilo dokazano za neke posebne
trojke, npr. u [5], prvi znacajniji korak u dokazivanju slutnje je napravio Dujella u [16]
kada je dokazao da ne postoji D(1)-Sestorka i da postoji samo kona¢no mnogo D(1)-
petorki. Filipin je u [28] i [32] dokazao analogne rezultate za D(4)-m-torke. Od tada je
vise autora poboljasalo gornju granicu za broj moguc¢ih petorki u oba slucaja. Posljednji
objavljeni rezultati su od Cipua i Trudigana iz [14], gdje su pokazali da je broj D(1)-

petorki manji od 5.41 - 10?° te nas rezultat s Alanom Filipinom iz [8] gdje smo pokazali
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da je broj D(4)-petorki manji od 6.8587 - 10%°.

Konacan dokaz slutnje nepostojanja D(1)-petorke su predlozili He, Toghé i Ziegler
u [38], te po uzoru na njihove nove metode, u ovom poglavlju ¢emo detaljno razraditi
dokaz Slutnje 3.1. Rezultati iz ovog poglavlja su napisani u obliku ¢lanka [9] i poslani na

recenziju.

3.1 Preliminarni rezultati vezani za pellovske
jednadzbe

Neka je {a,b,c} D(4)-trojka, takva da je a < b < ¢, i r,s,t prirodni brojevi za koje
vrijedi
ab+4=r% ac+4=5* bect+4=1t>

Pretpostavimo da je {a, b, c,d, e} D(4)-petorka koja se dobije prosirenjem trojke {a, b, c},
takva da vrijedi a < b < c < d < e, i stavimo

ad+4=2% bd+4=1> cd+4=27°
gdje su z,y, z prirodni brojevi. Tada postoje i prirodni brojevi X, Y, Z, W takvi da je
ae+4=X?% be+4=Y?% ce+4=27% de+4=W>=2 (3.1)

Iz [29] znamo da vrijedi sljede¢a lema koja nam daje dodatne informacije o elementu d i

brojevima x,y, z.

Lema 3.2. [29, Theorem 1] Neka je {a,b,c,d,e} D(4)-petorka takva da je a < b < ¢ <
d <e. Tada je d = di(a,b,c).

S obzirom ne to da imamo d = d(a, b, c), lako se provjeri da vrijedi

at +rs bs + rt _cr+st

2 2 2

Eliminirajuéi e iz jednadzbi (3.1) dobijemo sustav pellovskih jednadzbi:

aY? —bX?* = 4(a —b), (3.2)
aZ? —cX?* =4(a —c), (3.3)
bZ? —cY? =4(b—c), (3.4)
aW? —dX? = 4(a — d), (3.5)
bW? —dY? = 4(b — d), (3.6)
W? —dZ* = 4(c — d). (3.7)
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U Lemi 2.6 smo opisali opce rjesenje jednadzbi ovoga oblika pa ako ju primijenimo na

sve jednadzbe iz sustava, dobijemo da se rjeSenja mogu zapisati u obliku

h/
b
Yva+ XvVb =Y Va+ X9V = (Yov/a + XoVb) (HQ\/‘Z—> : (3.8)

5
I+ X o= 20Nk XpNe= (v X (S o)

k.l
t+ /b
ZVb+ Y e = Z0Vb 4+ v Pe = (Z,Vb + Yan/e) ( +2\/_C> : (3.10)
l/
a “ Vad
Wva + XVd = W Ja + XVd = (Wsva + X3Vd) <x+2a> . (3.11)

bd\"

WVB+ YV = WEVB+ YT = (8 i) S ) e

: : a\"

Wr/e+ ZvVd =W Je+ 25 d = (Wsv/c + ZsV/d) (HQ‘/C_> : (3.13)

gdje su b/, 7', k', ', m’, n' nenegativni cijeli brojevi, a Yy, Ys, Yi, Xy, X1, X3, Z1,

Lo, Zs, W3, Wy, Wi cijeli brojevi koji zadovoljavaju uvjete Leme 2.6 i koje nazivamo
fundamentalnim rjesenjima pellovskih jednadzbi (3.2)-(3.7).

Svaki od nizova rjesenja se moze prikazati i kao binarni rekurzivni niz pa na primjer

za niz rjesenja (Yh(,a’b), X;(L?’b)) iz (3.8) vrijedi:

a,b a,b rY 0 b (0 a,b a,b a,b

Y'O( ) Y’O’ Y'l( ) _ , )/h(’ 2) — ,,n]/'h(/ 1) }/h(/ )’
a,b a,b ! JCO al 0 a,b a,b a,b

X’é ) XO; Xl( ) _ 7 X(/ % _ T,X'}(Ll % Xi(z’ )7

sto se lako moze provjeriti indukcijom. Zbog ovakvog zapisa preko binarnih rekurzivnih
nizova, eksponente h', j', k', I’, m’, n’ nazivamo i indeksima.

Buduéi da je d = di(a,b,c) u D(4)-petorki, nije tesko provjeriti da onda imamo
d > abc, a nesto bolju donju granicu ¢emo i dokazati u Lemi 3.6. Koriste¢i tu nejedna-
kost i druga svojstva elemenata petorke, Filipin je u [32] pokazao koje vrijednosti mogu
imati fundamentalna rjesenja i koje relacije zadovoljavaju indeksi pridruzeni pellovskim

jednadzbama koje sadrze element d.

Lema 3.3. [52, Lemma 3] Ako je W = W% = W,Ef}d) =W onda je

I'=m'=n"=0(mod 2).

Takoder,
W3:W4:W5:2€::|:2 7 X3:Y;1:Z5:2

Ve¢ su dokazane i neke relacije medu indeksima, a neke slijede direktno iz relacija
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vezanih za D(4)-Cetvorke.
Korolar 3.4. Ako je Z = ZJ(-fl’C) = 7% ondaje k' — 1< j <2k +1.
Dokaz. Dovoljno je primijeniti Lemu 2.7 na ¢etvorku {a, b, c, e}. O

S obzirom da za jednadzbe koje sadrze element d mozemo iskoristiti da je d znatno
ve¢i od ostalih manjih elemenata petorke, mozemo pokazati da vrijedi i bolji odnos medu

indeksima pridruzenim tim jednadzbama.

Lema 3.5. [32, Lemma 4.] Ako je W = Wi = WD — WD onda je 4 <n <m <
[ < 2n.

Nakon sto poboljsamo numericke granice za elemente u D(4)-petorki, moéi ¢emo do-
kazati i da ostali indeksi pridruzeni jednadzbama (3.2)-(3.7) moraju biti parni te odrediti

fundamentalna rjesenja tih jednadzbi.

3.2 Granice za elemente D(4)-petorke

U ovom potpoglavlju ¢emo prezentirati uglavnom rezultate iz [8], skupa s nekim poz-
natim rezultatima vezanim za granice za elemente petorke. Poboljsali smo neke numericke
granice za elemente petorke, konkretno, dobili smo bolje numericke gornje granice za ele-
mente b i d. Numericka donja granica za element b u D(4)-petorki je prvi put objavljena
u [8], a u ovoj disertaciji je dokazan i bolji rezultat u Propoziciji 2.17 gdje smo pokazali
da ista donja granica vrijedi i za element b u svim neregularnim c¢etvorkama. Iako su ovi
rezultati u [8] koristeni za ocjenu moguéeg broja petorki, koriste se i u dokazu nepostoja-
nja D(4)-petorke u ostatku ovog poglavlja, te ih u opsegu koji je potreban za taj dokaz
navodimo i ovdje.

Lema 2.3 nam daje odnos medu elementima D(4)-trojke {a, b, ¢}, tj. znamo ako trojka
nije regularna da je tada ¢ > max{ab,4b}. Dokazimo preciznije kako se element d, =

d.(a,b,c) odnosi prema elementima trojke {a, b, c}.

Lema 3.6. Neka je {a,b,c} D(4)-trojka i a < b < c. Vrijedi abc + ¢ < d; < abc + 4c.

Dokaz. Kako je rst = \/(ab +4)(ac+4)(bc +4) > Vabacbc = abe, imamo da je d; >
a+b+c+abe > abe+ c. Zelimo odrediti najmanji realni broj K takav da je dy(a,b,c) <
abc + K - c. Za takav K vrijedi

1
a+b+c+§(abc+rst) < abc+ Kc

rst < abc + 2(K — 1)c — 2a — 2b.
Kvadriranjem i preslagivanjem dobijemo

8a’be + 8ab’c + 16ab + 16ac + 16bc + 64 < (4K — 8)abc® + 4((K — 1)c — a — b)>.
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Budu¢i da je ¢ > a + b+ 2r, mozemo promatrati

8a%bc + 8ab®c + 16ab + 16ac + 16bc + 64
< (4K — 8)abc(a + b+ 2r) + 4((K — 1)c — a — b)?

to jest, imamo

8a’be + 8ab’c 4 16ab + 16ac + 16bc + 64
< (4K — 8)a’bc + (4K — 8)ab’c + 2(4K — 8)aber + 4((K — 1)c — a — b)>.

Vidimo da bismo trebali odabrati vrijednost K = 4, jer tada imamo 4K — 8 = 8, pa

dobijemo

16ab + 16ac + 16bc 4 64 < 16aber + 4(3¢ — a — b)?,
8ab + 40ac + 40bc + 64 < 16aber + 4a® + 4b* + 362,

a ta nejednakost vrijedi jer mozemo koristiti a > 1,0 >5,¢>121ir > 3 pa je
16aber = 2aber + 14aber > 72ab 4 42bc > Rab + 40bc

te 40> > 100 > 64 i 36¢ > 144ac > 40ac jer je ¢ > a + b+ 2r > 4a. O]

Filipin je u [33] dokazao sljede¢i odnos medu elementima a i b u neregularnoj D(4)-
¢etvorki, koji onda naravno vrijedi i u D(4)-petorki, te ¢e se ovo pokazati kao bitan alat

pri dokazivanju pomo¢nih tvrdnji u ostatku rada.

Lema 3.7. [33, Corollary 1.2] Ako je {a,b,c,d,e} D(4)-petorka takva da je a < b < ¢ <
d <e, onda je b > a+57/a.

Iz [3] imamo sljede¢u podjelu D(4)-petorki s obzirom na svojstva odnose medu ele-

mentima, koju ¢emo poboljsati.

Lema 3.8. Neka je {a,b,c,d,e} D(4)-petorka takva da je a < b < ¢ < d < e. Tada je

{a,b,c,d} regularna cetvorka i vrijedi jedan od slucajeva

i) b>4daid>1?

i) b<da,c=a+b+2r id> c?,
iii) b<4da, c=(ab+2)(a+b—2r)+2(a+b)ic?<d<c?
i) b<da,c=(ab+2)(a+b+2r)+2(a+b)ic/<d<c3

Dokaz. Vrijedi iz [3, Proposition 2.2] i [3, Proposition 2.3]. O
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Primijetimo da po Propoziciji 2.17 imamo i sljedeci korolar.

Korolar 3.9. Ako je {a,b,c,d,e} D(4)-petorka takva da je a < b < ¢ < d < e, onda je
b> 105,

Ovu donju granicu za b sada mozemo iskoristiti zajedno s Lemom 2.22 da bismo

pokazali da petorke sa svojstvima i) ili iv) iz Leme 3.8 nisu moguce.

Lema 3.10. Neka je {a,b,c,d,e} D(4)-petorka takva da je a < b < c < d < e. Ako je
b < 4a u D(4)-petorki, onda je jedina moguénost c = a + b+ 2r.

Dokaz. Promotrimo slucajeve kada je cx = (ab+ 2)(a +b £ 2r) + 2(a + b). Tada je
ct+ > abla+b—2r) > 700ab > 7-107a, jer je b > 10°, pa imamo i d = dy > abc > 700a?b>.
Da bismo primijenili Lemu 2.22 na D(4)-¢etvorku {a, b, d, e} uzet ¢emo N = abd, pa

vidimo da mora vrijediti d > % gdje je @/ = max{4a,4(b— a)}. No kako je,
4da < d <4(4a—a)=12a

i po Lemi 3.7
57va < b—a < 3a,

imamo da je

7-10"d (b — a)? a'(b—a)?
438 ———
ac>12.32 , > 59.458 ag!

pa tvrdnja vrijedi jer je d > abc.

Sada ove nejednakosti mozemo, skupa s 1 < g < a, iskoristiti za ocjenu izraza

8.40335 - 10832 ?p%dg™ < 8.40335 - 103 - 12a - a'/?(4a)?d
< 1.6135 - 10'%a"/2d,
0.20533a'/%2a'/%d

1/231/2(3 _ \—1
0.020533a/°b"(b — a)""dg < Ve a
< 0.0073a%?d,
bd > ad,

0.016858a(a’) *b~ (b — a) "2dg* > 0.016858a(12a) ' (4a)*(3a)2d
> 0.000039a*d.

Dakle, po Lemi 2.22 imamo da je

410g(1.6135 - 10'%a™/2d?) log(0.0073a®/d)
log(ad) 1og(0.000039a3d) '

Funkcija s desne strane nejednakosti je padajué¢a u d za d > 0.000039~'a?® pa uvrstavajuéi
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donju granicu za d, konkretno d > 7 - 107a3, imamo da mora vrijediti nejednakost

410g(1.1295 - 1024a*3/2) 1og(511000a°/2
n < og( a ") log( a4 ). (3.14)
log(7 - 107a*) log(2730)

Budu¢i da po Lemi 3.5 imamo da je 2n > m > n, to jest n > 3, Propoziciju 2.9
mozemo iskoristiti da bismo dobili donju granicu za m, to jest n. Zelimo li primijeniti
Propoziciju 2.9 na ¢etvorku {a,b,d, e} vidimo da moramo odabrati sljedeée vrijednosti
parametra, L = 2, ay = 25000, jer je 10° < b < 4a, by = 10°, a donja granica za element
d u ¢etvorki je co = 700a2bi = 4.375 - 10?1, Takoder, kako je b > a imamo p = 1, a onda
i A = 1. Sada rjeSavamo sustav nejednadzbi iz iskaza Propozicije 2.9 i dobijemo da je

a = 0.499998, tj. da je m > 0.499998,/d/b. Dakle, imamo

700a*
a

n > 0.5-0.499998b %54 > (.249999 > 3.307a%/?

pa usporedujuéi s nejednakosti (3.14) vidimo da mora vrijediti

410g(1.1295 - 10%*a'3/2) log(511000a°/?)
log(7 - 107a*) log(2730)

3.307a%? <

Rjesavanjem nejednadzbe po a, dobijemo da je a < 4 Sto je u kontradikciji s a > ag =

25000. Dakle, ovi izbori za vrijednost elementa ¢ nisu mogudi. O
Vidimo da sada vrijedi sljede¢a podjela.

Korolar 3.11. Neka je {a,b,c,d,e} D(4)-petorka takva da je a < b < ¢ < d < e. Tada

je d =di(a,b,c) i vrijedi jedan od slucajeva
i) b>4da, d > b,
it) b<4da,c=a+b+2r.

S obzirom na to da uvjeti Propozicije 2.9 vrijede za Cetvorke sadrzane u D(4)-petorki
koje sadrze elemente d i e mozemo tu propoziciju iskoristiti za dobivanje donje granice
za m u takvim c¢etvorkama u ovisnosti o d. Naglasimo da je ovaj indeks m pridruzen

prosirenju trojke do cetvorke.

Lema 3.12. Neka je {a,b,c,d, e} petorka takva da je a < b < c<d < e. Tada je, ovisno

o slucajevima iz Korolara 3.11,
i) m > 0.618034d"/*,
i) m > 6.03466d"/*,

gdje je m indeks pridruZen prosirenju D(4)-trojke do D(4)-cetvorke.
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Dokaz. U sluc¢aju i) promotrimo cetvorku {A, B,C, D} := {a,b,d,e}. Imamo da je B =
b > 4a = 4A pa je p = 4. Zbog d > b* dobijemo 7 = 3, f =1, L = 2 te iz Propozicije
2.9 imamo o = 0.618034 uz donje granice Ay = 1, By = 10° i Cy = 10'Y $to povlaci
da je m > 0.618034d"/*. U drugom slucaju ¢emo promatrati Getvorku {a,c,d, e} pa je
B=c=a+b+2r>a+a+2a=4aiopet p=4. Zbog c < a+ 4a + 2v4a%2 +4 =
a+da+4Va?+1< a+4a+4<a+%> < 1la imamo

d> abe > 1—0110% > 9090c2

pa je Ay = 1, By = 10°, Cy = 9090 - 10'° te 7 = %, £ =+49090 i L = 2. Dobijemo iz
Propozicije 2.9 da je o = 0.618034 i imamo m > 6.03466d"/*. O

Ovako dobivene donje granice za m ¢emo iskoristiti za dobivanje numerickih gornjih
granica za d u ova 2 slucaja, no prvo dokazimo propoziciju koja nam daje gornju granicu

za element ¢ u D(4)-petorki.

Propozicija 3.13. Neka je dana D(4)-petorka {a,b,c,d, e}, takva da vrijedi a < b < ¢ <

d < e. Tada je
237.9520°

a

c <

Dokaz. Ako je c=a+ b+ 2r, tada je ¢ < 4b < M.
Promotrimo slucaj kada je ¢ # a+ b+ 2r. Po Korolaru 3.11 tada imamo da je b > 4a.
Takoder po Lemi 2.3 i Korolaru 3.9 imamo da je ¢ > max{ab,4b} i b > 105.
Pretpostavimo da je d > k - b*, za neki k € R. Imamo da je a’ = 4(b — a) pa je

59.488A'b(b — a)?
ag*

b
< 237.952(b — a)® - - < 237.952b%.

Vidimo da Lemu 2.22. mozemo primijeniti za k = 237.952, jer iz a < b/4 imamo a/g <

b/g—4ib/g>b/a > 5 pa su zadovoljeni svi uvjeti leme. Sada promatramo nejednakosti

1 1 1 b %
8.40335 - 10" (a’)2azb’cg™" < 8.40335 - 10" - 2(b)2 (4) b*d
= 8.40335 - 10"%5%d,
1.1 b % 1 3 —1b
0.20533a3b (b — a) g < 0.20533 ( - b2d(b) 0
4 4 4
< 0.03423bd,
1-d-1

ng
> 0.0042145b~4d,

0.016858a(a’) 'b~ (b — a) 2cg* > 0.016858
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gdje smo koristili da je a < b/4,1 < g <ai3b/4 < a < 4b. Slijedi da je

410g(8.40335 - 10'303d) 1og(0.03423bd)
log(bd) 1og(0.0042145b—4d) '

S obzirom na to da je desna strana nejednakosti definirana za svaki d > (0.0042145p=%)~! >
237.28b* i padajuca u d za sve d koje promatramo, moZemo iskoristiti nejednakost d >
237.952b* da promatramo

410g(1.9996 - 101957) log(8.142726°)
log(237.952b%) log(1.002848)

S druge strane, iz Leme 3.12 imamo

d
n > % > 0.309017\ﬂ > 0.309017v/237.9520%/2 > 4.7668b%/2

pa mozemo promatrati nejednakost u b, gdje dobijemo da je b < 803, Sto ne moze biti.
Dakle, mora vrijediti d < 237.952b* pa je abc < 237.952b*, to jest,

237.952b°
Y

c <

3.2.1 Linearne forme u logaritmima

U ovom radu ¢emo vise puta promatrati razli¢ite linearne forme u logaritmima da
bismo dobili gornje granice za neke elemente petorke, indekse ili produkte elemenata koji
¢e nas u konacnici dovesti do dokaza nepostojanja petorke. Sada ¢emo definirati neke
osnovne pojmove i iskoristiti poznate alate na linearnu formu u tri logaritma koja je

promatrana i prije, npr. u [28].

Definicija 3.14. Za bilo koji nenul algebarski broj~ stupnja D nad Q, kojem je minimalni

polinom nad Z jednak Al_[?zl (X — ’y(j)), apsolutnu logaritamsku visinu definiramo kao

h(v) = 11) (1ogA+ > log* ﬂ(v“))\) :

J=1

gdje je log™ a = logmax {1, a} .

Definicija 3.15. Reéi ¢emo da je algebarski broj v totalno realan broj ako je svaki korijen
njegovog minimalnog polinoma realan broj, to jest ako je A]_[f:1 (X — 'y(j)) minimalnig

polinom od v nad Z, onda je ~Y9) realan broj za svaki j.
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Za skup algebarskih brojeva {v1,7e,...,Vn}, gdje je n € N, kaZemo da je multipli-
kativno nezavisan skup, ako za svaki podskup {¥i\,Viys---sVi}, 2 < k < n, jednakost

Vil v ek =1, gdje su a; € Z, vijedi samo kada je ay = ay = -+ = a = 0.

Navedimo teorem iz [1] koji ¢emo iskoristiti za dobivanje gornje granice za indeks m
u D(4)-Cetvorki. Ovaj teorem nam daje bolje rezultate nego Baker-Wiistholzov iz [6] ili
Matveevov teorem iz [44] koji se najcesée koriste u ovu svrhu. Naglasimo da je teorem

iskazan u obliku kakvog su koristili Cipu i Trudgian u [14] kod promatranja D(1)-¢etvorki.

Teorem 3.16 (Aleksentsev). Neka je A linearna forma u logaritmima od n multiplika-
tivno nezavisnih totalno realnih algebarskih brojeva aq, ..., ay,, s racionalnim koeficijen-
tima by, ..., b,. Neka h(a;) oznacava apsolutnu logaritamsku visinu od o; za 1 < j < n.
Neka je d stupanj prosirenja polja algebarskih brojeva K = Q(aq,...,qn), i neka je
A; = max {dh(c;), |log a;|,1}. Konacno, neka je

_ i 16
E_max{lg,%gn{AA—kAi 30 (3.15)

J

Tada vrijedi
log |A| > =5.3n" 2" (n+ 1) (n + 8)2(n + 5)31.44"d*(log E) A; - - - A, log(3nd).

Neka je dana D(4)-trojka {A, B,C}, takva da je A < B < C, te njoj pridruzeni
prirodni brojevi R = VAB+4, S = VAC+41iT = v/BC +4. Zelimo je prosiriti
ve¢im elementom D do D(4)-¢etvorke {A, B, C, D}. Oznake smo promijenili u odnosu na
one u prethodnim razmatranjima kako bismo naglasili da ¢emo ovako dobiveni rezultat
primijeniti na razli¢ite cetvorke, ovisno o kojem se sluc¢aju radi, kao u dokazu Leme 3.12.

Promatramo linearnu formu u tri logaritma
A =2mloga; — 2nlog as + log as,

gdje su 2m i 2n indeksi definirani u nizovima (2.4) i (2.5) pridruZeni prosirenju trojke do
cetvorke, s time da promatramo samo elemente s parnim indeksima kako je ovom oznakom

i naglaseno. Definiramo algebarske brojeve

Lo SHVAC T+ VBC  VB(VC+evA)
b 2 T T VAT +eVB)

2
uzimajuc¢i u obzir da se izbor € = 41 podudara s vrijednosti € u zapisu vrijednosti

fundamentalnih rjesenja zy = 2z, = 2¢.

Linearna forma u logaritmima ovog oblika je promatrana i u [28] pa iz Leme 2.15
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vidimo da vrijedi

0 < 2mlog < log

SN

S+ VAC T ++vBC
ey | mlog () +

< 2AC

Promotrimo sada koje vrijednosti parametara jos trebamo odabrati u Teoremu 3.16.

Ocito je n = 31 d = 4. Da bismo odredili parametar £ potrebno je odrediti A; i

neke ocjene za te vrijednosti, te ¢emo probati dati te ocjene Sto opcenitije, kako bismo

mogli dobiti najbolje moguce vrijednosti i ponoviti postupak vise puta s novodobivenim

vrijednostima. Napomenimo da osim oznaka Ag, By i Cy koje smo do sada koristili za

donje granice elemenata A, B i C' redom, uvodimo i oznaku C; s kojom ¢emo oznaciti

prirodni broj za koji je C' < C}.

Odredimo prvo vrijednost A;. Kako je minimalni polinom od «; jednak p(X)

X? — SX + 1, dobijemo da je h(a;) = %log ay pa je A; = 2log ay. Imamo

2AC + 4 + 2 A2C?% + 4AC
4

2log oy = log < log(AC + 2).

U svim sluc¢ajevima koje promatramo vrijedi pA < B — 1, pa je

2loga; < log(p™' (B —1)C +2) < log(p ' BC) < log(p *3~1CMT)

lo
— IOgC (1 +T - liéﬁc’p)> S logcgl(BHO)T? 01)7

gdje smo oznacili
_ log(Bp)

logC;

gl(ﬁapa T, Cl) =1+7
S druge strane, vrijedi
2log oy > log AC' > g2(Ap, C) log C,
gdje je

log Ay
logCy’

92(Ap, C1) = 1+
Slicno dobijemo As = 2log ap. Vrijedi

2BC +4+ 2y B*C? +4BC
e 1 il < log(BC +2)

log(p~1 +2C~177)
log C'

2log as = log

<log (B7'C"" +2) = <1 +7+ >logC’

< 93(67 T, OO) log 07
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gdje je
log(5~" +2C5 ')
Co) =1 .
93(8,7,Co) =1+ 7+ Iog Co
Takoder,
2log ay > log BC' > g4(By, C1) log C,
gdje je

log BO
10g 01 ’

Da bismo odredili A3 promatramo algebarski broj a3. Minimalni polinom od a3 je

g4(Bo, Cl) =1 +

jednak polinomu

p3(X) =A%(C — B)?X* +4A’B(C — B)X® + 2AB(3AB — AC — BC — C?)X?
+4AB*(C — A)X + B*(C — A)?

podijeljenom s najve¢im zajednickim djeliteljem koeficijenata toga polinoma, a taj djelitelj

¢emo oznaciti s g.
L . . . VB(VC+VA) _ VB(C-VA) . VB(VC+VA) .
Trivijalno vrijede nejednakosti VAN E) > VAN 1i VANCVE) 1. Ne
jednakost % > 1 ne mora vrijediti uvijek, no vrijedit ¢e ako je p > 21i C > B2,
sto znamo da ¢e u nasim slucajevima biti. Naime, vrijedi

N

VB(WC -~ VA) _ 1=
VAWC +vB) = ﬁu

Qlw

Kako je 4 < £ i C' > B?, dobijemo

VBWC-VA) | o 1=Ve o JETEVE
VANC+VB) =T 1y B 1+2

1+ 42 1+ 2
— 2(1—\/?+1)>\/§<1—\/§+1)

i zbog B > 10° dobijemo da je izraz s desne strane ve¢i od 1. Time smo pokazali da su

svi konjugati od a3 veéi od 1 pa imamo

) e(P5)

A3 = 4h(()é3) = log (
odakle slijedi ocjena

Az <log(B*(C' — A)?) < 2log(8~1C™T)

21
(2420 — 280N 1000 < go(8. 7. C1) log C,
log C'
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gdje je
2log B

=242 — .
g5(ﬁa7—acl) + 27 logcl

Takoder vrijedi

B(C — A)? p2(C — A)2B~!
> -~ 7
Ay 2 log <4A2((J - B)) 8 e — B
2 2— 2 2 1— 2
p BC=T(1 - A/C) p?BCTT(1-A/C)
e et =By '8 aa= pai0)
pa je
A3 > .96(6’pa T, AOaOI)logov
gdje je

log % + 21og (1 — &) —log (1 — &)

Ag,Cy) = 1—
gG(ﬂJPaTa 0701> T+ 10g01

Koristeci da je C; > 10'Y = (} i ostale definirane vrijednosti parametara, lako se vidi

da je gs(B, p, 7, Ao, C1) < g2(Ap, C1) < ga(Bo, C1) u svim slucajevima. S obzirom na to da

vrijedi
2 S 1
96(B, p, 7, Ao, C1)1logC' ~ Ay~ Ay T Ay
2m 2m 2n 1

> > — > —
96(6,p, T, AU)CI) IOgC AQ AZ AZ

2m 5 am
96(67077—7140701)10%0 A37

slijedi da je

max |b—z| + ] Am

1<4,j<3 Aj Az - 96(67p7 T, A(]?Cl)logc.
Kako je C} > Cy = 10'% imamo da je g¢(3, p, 7, Ao, C1) < 0.561, i jer iz Leme 3.12 imamo
u najlosijem slu¢aju da je m > 0.618034d"/* i d > 10'°, to jest m > 196. Pretpostavimo

4m

A, Ciosce < 3 1jer po 3] imamo da je d < 10% slijedi

sada da je
g
4m < 3g6(B, p, T, Ag, C1) log Cy < 3 - 0.561log(10*) < 345

iz ¢ega dobijemo m < 86, kontradikciju. Dakle, vrijedi nejednakost

4m

>3
96(67 P, T, AO: Ol) log C(0

pa mozemo uzeti

dm
E < . 3.16
a 96(57077—7140701)10%00 ( )
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Zbog jednostavnosti u zapisu oznacit ¢emo skrac¢eno gz := g3(3,7,Ch), g5 := g5(8,7,C1)
19 := 96(67 Py T, AO) Cl)
Preostalo je pokazati da su algebarski brojevi ay, as i a3 multiplikativno nezavisni i

totalno realni.

Lema 3.17. Neka su a1, as i a3 algebarski brojevi definirani kao prije. Tada su oni

multiplikativno nezavisni i totalno realni.

Dokaz. Da su ovi brojevi totalno realni vidimo iz prethodnog razmatranja gdje smo ovim
algebarskim brojevima eksplicitno izrazili minimalne polinome u Z[X] i korijene tih poli-
noma koji su svi bili realni.

Promotrimo algebarske brojeve a1 i ap. Oni su invertibilni u prstenima cijelih brojeva
polja Q(v/AC) i Q(vBC) redom. Kako ABC? nije potpun kvadrat (AB nije potpun
kvadrat jer je takav AB + 4), mozemo zakljuciti da su ova dva polja razli¢ita pa su ay i

s multiplikativno nezavisni. Naime, inac¢e bismo imali
aal _ (a71>a2
1 — (X

za neke cijele brojeve a; i as, od kojih je barem jedan razli¢it od 0.
Promotrimo sada algebarski broj as i polje K = Q(v AC, v BC'). Za normu broja as

vrijedi

VB(WC+VA) VB(WC-vVA) VBHWC+VA) VBHWC-VA)
VA

WS VAWC +VB) VAWC - VB) VAWC - VB) VAT VB
_ BY(C— A)?

- A4(C - B)? 7+l

pa vidimo da ag nije invertibilan u prstenu cijelih brojeva polja K. Pretpostavimo li da
jednakost

aft - af? -y =1

vrijedi za cijele brojeve a;, 1 = 1,2, 3, takve da nisu svi jednaki 0, iz nezavisnosti brojeva
a1 i ag znamo da onda mora biti ag # 0. No, kako su ti brojevi i invertibilni, to bi znacilo
da je a5 invertibilan, a time i ag, ¢ime bismo dobili kontradikciju. Dakle, algebarski

brojevi a, as i a3 su multiplikativno nezavisni. O

Kako znamo da je A > 0, po Teoremu 3.16 slijedi

—log A < 1.5013- 10" A, A Aslog E
4m

< 1.5013-10' - 2loga; - g3 - g5 - log® C' - log ————.
g6 log Cy

(3.17)
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Takoder znamo i gornju granicu za linearnu formu u logaritmima A pa imamo

A < 24Ca7'™ =

—log A > —log(2AC) + 4mlog oy

sto skupa s (3.17) daje

4dm

4mlog oy < log(2AC) + 1.5013 - 10" - 2log oy - g3 - g5 - log® C - log ———
g6 log Cy

ijer je mglog%w < 1.2 za x > 10, imamo
2

4
9m — 1.2 < 1.5013 - 10" - g5 - gs - log® C'log — .
ge log Co

Sada koristimo da je C = d i C; = 10% po [3], jer to imamo u oba slucaja koja ¢emo

promatrati, pa je
2m — 1.2
—
g6 log Co

1 < 1.5013 - 10" - g5 - g5 log? d. (3.18)
og

€968 Ch ] pha nada
ol

Funkcija s lijeve strane nejednakosti (3.18) je rastuéa u m za m >
slucaja lako vidimo da nejednakost vrijedi jer je m > 195, pa koriste¢i donju granicu za
m iz Leme 2.9 i uvrstavajuci odgovarajuce parametre dobijemo gornje granice za d. Kada
dobijemo novu gornju granicu za d mozemo tu vrijednost uvrstiti kao novu vrijednost

parametra C' i ponavljati postupak dok dobijemo najbolji moguci rezultat.
Lema 3.18. U D(4)-petorki, ovisno o slucajevima iz Leme 3.11, vrijedi

i) d < 1.06765- 10",

i) d < 4.18244 - 1056,

Dokaz. U slucaju ) imamo parametre m > 0.618034d/*, A=a, B=b,p=4,7=1 =
1, Ay =1, By = 10°, Cy = 10'°. Za vrijednost C; = 10%° dobijemo da je d < 1.06804-10™
te tu vrijednost uvrstimo kao novi C;. Uz iste parametre dobijemo d < 1.06765 - 107!
Ponavljanjem postupka dobijemo istu vrijednost za gornju granicu za d pa vidimo da je
to najbolja moguca vrijednost koju mozemo dobiti na ovaj nacin.

U slucaju ii) imamo parametre m > 6.03466d'/*, A = a, B =¢c, p = 4, 7 = %,
B =1+/9090, Ay = 1, By = 10°, Cy = 9090 - 10'°. Uvrstimo da je C; = 10% te dobijemo
d < 4.28417 - 10%. Ponavljanjem postupka kao u prethodnom slu¢aju dobijemo d <
4.1825 - 10% te u sljede¢em koraku d < 4.18244 - 10%, za $to se pokaze da je najbolja

moguca vrijednost koju mozemo dobiti ovim postupkom. O]

Propozicija 3.19. Neka je {a,b,c,d, e} D(4)-petorka, takva da je a < b < c < d < e.
Vrijedi jedno od sljedeceg:
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i) ako je b > 4a, onda je d < 1.06765- 107 4 10° < b < 3.26748 - 10%,
ii) ako je b < 4a, onda je d < 4.18244 - 10 4 10° < b < 1.9519 - 10?2

Dokaz. U prvom slucaju imamo d < 1.06765- 107! i kako je d > b2 dobijemo b < 3.26748 -
10%. U drugom slucaju imamo b < 4a, pa je c=a+b+2r > 2L id > abc > 2b° iz Cega
dobijemo b < 1.9519 - 10%2. O

3.3 Svojstva rjesenja pellovskih jednadzbi i odnosi
medu indeksima

Navedimo i dokazimo sada tvrdnju o pocCetnim vrijednosti nizova pridruzenih jed-
nadzbama (3.2)-(3.4) i parnosti indeksa b, j', I'.

Lema 3.20. Neka su b/, j' i k' indeksi koji zadovoljavaju jednakosti (3.8)-(3.10) za neku
D(4)-petorku {a,b,c,d,e}. Tada vrijedi K = j' =k =0 (mod 2) i

Xo=Xi=Yo=Yo=21=2,=2

Dokaz. Promotrimo pellovske jednadzbe (3.2) i (3.6).

Po Lemi 2.6 vidimo da vrijedi ocjena

bV/b 3

Yo| < <biaT (3.19)
Va

ijer za y, (o) vrijedi rekurzija

MotbXo e _ ry, ) — vt

a,b a,b
Y =Ye, W=t v,

Y

vidimo da je
Y (mod b), I paran
Y (mod b), I neparan.

Yt

(b,d)

S druge strane, za Y, ", koriste¢i Lemu 3.3, vrijedi rekurzija

b,d b,d b,d bd).
YE)( ):}/;1:2; Y*l( ):y+€b, y77(1,+)2:yy,+1 Y(

te s obzirom na to da znamo da je m’ paran lako vidimo da je Y(b 9 = (mod b).

) — Yn(ﬁ A pretpostavimo suprotno tvrdnji leme, da je

Pretpostavimo da vrijedi Y,
h’ neparan. Tada je

;(TYO +5Xo) = 2 (mod b). (3.20)
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Ocito je da vrijedi kongruencija bX, = 0 (mod b), pa ako od nje oduzmemo kongruenciju
(3.20) dobijemo

1

§(bX0 —71Yy) = —2 (mod b). (3.21)

Promotrimo sljedece:

(bXo — 1Y) (bXo +1Yy) = 02X — r*Yy = b(aY] + 4(b — a)) — abYy — 4Y7
= 4b(b — a) — 4Y7. (3.22)

Buduéi da je |Yp| < b*4a='/4) imamo
4b(b — a) — 4Y2 > 4b(b — a) — 4b*%a™ Y = 4b(b — a — (b/a)'/?).

Funkcija u zagradama je rastuca u b, a kako nam vrijedi b > a + 57+/a, vidimo da je

57\ 172
b—a— (b/a)'? > 57/a — (1 + \/a> > 0.
Dakle, ova razlika kvadrata je veéa od 0 pa je i bXy — r|Yy| > 0. S druge strane, vrijedi
VX3 — r?YE < 4b? pa je 5 (bXo — r[Yp]) < b.
1.) Ako je Yy > 0, onda je 5(bXo — r|Yy|) = 2(bXy — rYp) pa vidimo po kongruenciji
(3.21) da treba vrijediti 3(bXo — rYy) = b — 2. Promotrimo sada

e A2
bXo 4 Y. _
S s VA
8h
—opy 0 _opiy % 1 4.1,
bt ot = kA o <20+

Bududi da je b > 10° i 7 > 316 i oba pribrojnika s desne strane nejednakosti pozitivna,
treba vrijediti 1 < Xy < 2. U slucaju Xy = 1, direktnim uvrstavanjem vidimo da ne
postoji cijeli broj Yy koji zadovoljava jednadzbu (3.2). Za Xy, = 2 dobijemo Y, = 2. No,
tada je $(2b—2r) =b—7r=1b—2, tj. r = 2 §to ne moze biti.

2.) Ako je Yy < 0, onda je 5(bXo — r|Yo|) = 1(bXo + rYp) pa po kongruenciji (3.21)
treba vrijediti £ (bX, + rYy) = 2. Imamo da je

b _
bXy — 1Yy < 26X, < 2b al 2“) < 20Vb

r —

jer je a < r — 2, inac¢e bismo dobili b < a + 4 Sto je u kontradikciji s Lemom 3.7. Vidimo

i da je 4b(b— a) — 4Y2 > 4b? — dab — 4bv/b = 4b(b — a — V/b), jer je Y2 < b¥/2, pa je
J 0 ) J J 0 , pa ]

4b(b —a — 4b(b —a —
4=0bXy+ 1Yy > bb—a \/E)> bo—a \/E):

b—a— Vb
bXo — 1Y, STV (b—a-vb)

S
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tj. Vb — 7 < 2. Kvadriranjem ovog izraza i rjeSavanjem kvadratne jednadzbe po b
dobljemo b < a —i— 3(v/4a+9 + 3). Kako po Lemi 3.7 vrijedi nejednakost b > a + 57/a,
dobili smo kontradikciju, jer iz ove dvije nejednakosti dobijemo nejednadzbu koja nema
rjeSenja za a u prirodnim brojevima.

Dakle, b’ je paran. Iz Yy = 2 (mod b) i |Yp| < %% imamo Yy = 2. Direktnim
uvrstavanjem u (3.2) dobijemo Xy = 2, ¢ime smo dokazali jedan dio iskaza leme.

Promotrimo sada sustav jednadzbi (3.3) i (3.7). Analogno kao u prethodnom slucaju za
rjesenje (Z1, X1) prve jednadzbe imamo |Z;| < ¢4, te za j' neparan vrijedi kongruencija
$(sZ1 4+ ¢X1) = 2 (mod ¢). U ovom slucaju ¢emo kontradikcije dobivati s ¢injenicom da
jec>a+b+2r > a+b+ 2Vab. Raspisimo po slu¢ajevima.

Razlika kvadrata

(X, —s2))(cX) + 82Z)) = X — 222 = 4c(c — a) — 427 (3.23)

je pozitivna. Naime, ako prepostavimo suprotno, 4c(c — a) — 4Z? < 0, imamo da je
4e(c — a) — 4c%? = 4e(c —a — \/c) < 0, tj. (c —a — \/c) < 0, iz éega kvadriranjem i
rjeSavanjem kvadratne jednadzbe po ¢ dobivamo ¢ < %(2a + 1+ v4a + 1) $to ne moze
biti jer je ¢ > a+ b+ 2r > 4a. Dakle, iz ¢X; — s|Z1| > 01 4c(c—a) —4Z% < 4c? slijedi
nejednakost ¢ Xy — s|Zy| < 2¢, tj. 5(cXy —s|Zy]) <

Ako je Z; > 0, onda imamo %(ch —s|Z4|) = §(cX1 —sZ;) = —2 (mod ¢) pa za-
kljuc¢ujemo %(ch — sZ1) = ¢ — 2. Analogno prethodnom slucaju dobijemo cX; + sZ; <
2c+ 4.1 i lako vidimo da to ne moze vrijediti.

Ako je Z; < 0, onda imamo 1(cX; — s|Z1|) = 3(cXi 4+ sZ1) = 2 (mod ¢) pa je
%(ch + sZ1) = 2, i kao 1 prije dobijemo

de(c—a—+/c) 4
4=cX Zy > =—(c—a-—
CA1+ 84y e \/E(C a—+/c)

to jest, treba vrijediti ¢ — a — /¢ < y/c. Kvadriranjem i rjeSavanjem po ¢ dobijemo
c<a+2+4va+ 1. Kako je ¢ > 4a, ova nejednakost moze vrijediti samo za a < 3. No,
tada je ¢ < 3+ 2+ 4v/4 = 13, $to je u kontradikciji s ¢ > b > 10° iz Korolara 3.9.

Dakle, j' je paran, odakle dobijemo Z; = 2 (mod ¢), pa za fundamentalna rjesenja
vrijedi 21 =21 X; = 2.

Preostalo je promotriti sustav jednadzbi (3.4) i (3.7). Imamo |Zs| < b1/4 < c* 1 ako
pretpostavimo da je &' neparan, imamo 3(tZs 4 ¢¥2) = 2 (mod ¢). Promotrimo razliku

kvadrata
(cYy — t25)(cYo +1t2Zy) = *Xa — 1273 = 4c(c — b) — 473, (3.24)

Ona je nenegativna jer inace, ako pretpostavimo suprotno, dobijemo 4c(c—b)—4c*2b1/2 =
de(c—b— \/%) <0, tj. ¢ — b < /¢/b, a kvadriranjem i rjeSavanjem kvadratne jednadzbe

po ¢ dobijemo
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262“2;” b+2b+§z+216—b+1+2<b+2
Sto to ne moze biti jer ¢ > a+b+2r > b+ 1+2 = b+ 3. Dakle, imamo ¢Ys —t|Z5| > 0 i
(Yo —t|Z,]) < c

Ako je Z5 > 0, dobijemo %(cYg —tZy) = c—21cYy+tZy < 2c+ 4.1, sto lako vidimo
da ne moze vrijediti.

Ako je Zy < 0, dobijemo %(C}/Q +t2y) = 2, Yo — 575 < 2¢Yy < 2¢v/c—b pa je
c—b— \/% < 2v/c —b. Promotrimo dvije moguénosti, ¢ > 4bic=a+ b+ 2r. Ako je
¢ > 4b, onda je ¢ — b — \/% > e(3y/e — i), a izraz u zagradama je veéi od 2 jer je
¢>b>10° Akojec=a+b+2r,ondajec—b—/c/b=a+2r— /[ +1>a+2r—2
jer je a + 2r < 3b, pa bi trebalo vrijediti a + 2r — 2 < 2v/c — b = 2v/a + 2r, §to povladi
a+ 2r < 8, a to ne moze biti jer je r > 10%2 > 316.

Dakle, i K" mora biti paran, pa je Zo = 2 (mod ¢) i za fundamentalna rjesenja vrijedi

Iz Leme 3.20 i Leme 3.3 vidimo da mozemo jednadzbe (3.8)-(3.13) zapisati kao:

Yva+ XVb = (2v/a+2Vb) (T * \/_>2h, (3.25)
Zya+ X /e = (2ya + 2v/¢) <S+ \/“_C>2j, (3.26)
ZVb+ Y Ve = 2Vh + 2V@) (H\/_> , (3.27)
W/a+ XVd= (2ev/a+ 2Vd) (W) ’ , (3.28)
Wb+ YVd = (2eVb + 2V4d) (M) " : (3.29)
W/e + ZvVd = (2ey/c + 2v/d) <Z + J_>2n , (3.30)

gdje smo uvrstili A’ = 2h, j' = 25 itd. te koristimo oznaku e = +1.

Dokazimo sada neke dodatne tvrdnje o mogué¢im vrijednostima indeksa.

Lema 3.21. Neka su l i m indeksi koji zadovoljavaju jednakosti (3.28) i (3.29) za neku
D(4)-petorku {a,b,c,d,e}. Tada vrijedi 2l < 3m im <1, za m > 2.

Dokaz. 1z (3.28) i (3.29), tj. konkretnije iz (3.11) i (3.12), dobijemo rekurzivne relacije

a a 1 a a a
Wy =2e, W = S(2ex +2d) =ex+d, W =W - WY,

i
Wo' =2s, WM = "2y +2d) = ey +d. W) =W — WO,
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gdje su m,l > 0ie = £1. Rijesimo prvu rekurziju eksplicitno. Prvo promatramo
kvadratnu jednadzbu R? — 2R + 1 = 0 koja daje

pa je

gdje su Ay i Ay nepoznanice koje trebamo odrediti iz sustava

=0 = 2e= )M+ X\

d —Vad
=1 = xe—l—d:)q(H;/a_)—l—)\Q(xQ\/a_).

Rjesavanjem sustava dobijemo A\; = d*\%ﬁ id= _di;{ pa imamo opce rjesenje

M/Z(a’d) —

d+\/5a_\§@ (x +2m>l L —d x_d\@ <x —2m>l

i analogno dobijemo

ibd) _ d +ev/bd <y+\/b_(1>m+—d+5\/w< —\/@>m
" Vbd 2 Vbd 2

Dokazimo prvo da je 2l < 3m promatrajuci jednakost W2a 4 = W(bd . Primijetimo
2m
da je x — Vad < 1 pa je i (Iﬁ) < 1ijerje —d+evad < 0 vrijedi

—d+6@<x—m>2m>—d+€@>—d—\/@
Vad Vad Vad  —  Vad

Takoder, primijetimo da je drugi pribrojnik u izrazima za VVl(a’d) i Wﬁ”d) negativan jer
zbog d > b > a vrijedi d > v/bd > v/ ad. Dakle, vrijedi

d+evad <x—|— m>” _d4Vad _ e _ o _ d+evbd <y+m>2m
Vvad 2 Vvad 2 2m Vbd 2

S druge strane,

1
* 2

() ()
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2
sto se lako vidi jer je (@) >bd+11i % > 1, pa dobijemo nejednakost

4+ cvad (m+m>” < (T ) (w@)m

Vad 2 Vbd 2
v+ Vad\” a d+ (e+1)Vbd (y+Vbd o
S ) e )

Vrijedi \/%(d‘i” (e +1)Vbd) < \/%(d—l— 2v/bd) = \/%d—l— 2v/ad < d+ 2v/ad pa je

(M) d+2\/_<y+\/_> d+2\/_<y+\/_>2m'

2 d+ ey 2 ~ d—+ad 2
Takoder
d+2Vad _ - 3Vad - 3 14 3 _ 100002,
d—+Vad d—+ad \/E _1 105 —1 99999

gdje nejednakost slijedi iz \/g > /2 > b > 10°. Dakle,

v+ vad\” _ 100002 (y + Vbd o
2 99999 2

Pretpostavimo li da je 2] > 3m + 1, imali bismo

v+ Vad\"" _ 100002 (y + Vbd o
2 99999 2

er\/ > 100002

i zbog 99999

dobijemo

SERCE]

Kako je x + vVad > 2+vad i jer za bilo koji p > 0 vrijedi v/p+4 < \/_—f— NG imamo
vbd+4 <\/_+mpaje

y+Vbd < 2Vbd + —2\/_( ><2\/_<1+ ><2x/@<1+318,>,

\/_

gdje je By < b prirodan broj. Sada nejednakost koju promatramo poprima oblik

(Vad)® < (Vbd)? (1 + Blgf
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i kvadriranjem dobijemo da treba vrijediti

4
1
atbed?® < aPd® < b2d? (1 + Bg> :

to jest,
1\
4
<b|[l4+ =] .
ac ( + BS’)
Za By = 10°, vidimo da tvrdnja ne vrijedi ako je a > 1 ili ako je ¢ > 4b. Promotrimo

sada jedini preostali slucaj, a =11 c=a+ b+ 2r. Ovdje imamo nejednakost

4
1
1+b+2\/b+4<b<1+B3> .
0
Za By = 10°, mozemo rijesiti nejednadzbu u b i dobijemo da je b > 2.5 - 10 pa tu
vrijednost mozemo uvrstiti kao novu vrijednost od By. No tada navedena nejednakost
nema rjesenja. Slijedi da je pretpostavka 21 > 3m+1 pogresna, tj. mora vrijediti 21 < 3m.

Pretpostavimo sada da je m = [. Sli¢no kao prije, mozemo promatrati da je tada

ll,d)
m

_ d+evad <x+\/ﬁ>2m
Vad 2

2m
d vbd vbd d+ vbd
+ € (y + > B + < Wz(f;%d) _ WQ(

Vbd 2 Vbd

2
pa, jer je d + v/bd < (%‘/@) , imamo

d+evVbd — 1 <y+@>2m< d +evad <x+\/@>2m
Vbd 2 Vad 2

i mnozenjem dobijemo

<y+m>2’”< b d+evad
z+Vad d+evbd—1

S

No, vrijedi

d+evad _d+Vbd 2V 2
d+evbd—1 d—bd d—/bd 4 -1
2 By+1

VBo—1 +/By—1

gdje zadnja nejednakost vrijedi jer je \/% = \/% > \/“Tbc = ac > Vb > /B,. Dakle,

<1+
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trebamo imati

y+ vbd 2m< b VBo+1
x4+ +ad a By—1

Kvadriranjem i sredivanjem izraza mozemo vidjeti da vrijedi

() -

pa se prethodno svodi na promatranje nejednakosti

() ms

Primijetimo da smo u Lemi 3.12 dobili da je I/ = 21 > 0.61803d1 > 0.61803(abc)i >
0.61803 - 10+ > 195. Kako po Lemi 3.5 imamo m > é, dobijemo m > 48. Sada vidimo

da je posebno
47
\F _VBi+1
a \/BO - 17

VB +1
(a+57v/a)™? <b? < V2 i La'T

Ako rijesimo nejednadzbu po a, za By = 10° dobijemo a > 4.484 - 10'°, te kako je

to jest

b > a to mozemo ovu vrijednost iskoristiti kao novu vrijednost od By. Ponavljanjem
postupka dobivamo nove donje granice za b, redom b > 2.01136 - 1016, b > 9.02225 - 10%!,
b > 4.047-10%", b > 1.8304 - 1033, U sljede¢em koraku dolazimo u kontradikciju s gornjom
granicom za b u Lemi 3.19, gdje imamo b < 3.26748 - 10%>. Dakle, mozemo zakljuditi da,
jem # 1. m
Lema 3.22. Neka su h i m indeksi koji zadovoljavaju jednakosti (3.25) i (3.29) za neku
D(4)-petorku {a,b,c,d,e}. Tada vrijedi h > 2m.

Dokaz. Sliéno kao u prethodnoj lemi, za nizove Yh( ) i Y49 imamo

Yo =2, Y =r b, v =rvie) v,
Y =2, W =yteb, VG =gyl — v

gdje su h,m > 01ie = =41. Za opca rjeSenja s parnim indeksima dobijemo

b+ Vab (r+Vab\" b+ Vab (r— Vab\"
m( 2 )* Vab ( 2 ) -
Yz(fzd) 5b—|\;b_\§_<y+2\/_> +—5bjmm<y—2\/w> .

a,b
YD =
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Ako je Y = VP = v onda je

2m
(1 — b/d) (y +2\/@> —b+ Vbd (y ) < yod _ YQ(Z,b) <

2h \/w 2h "
<b—|\—/%%<r+\/%> r+\/_>

2

v C . . 1+y/b/a  \/d(v/a+Vb) T—l—\/i
Lako mozemo provjeriti da je 1 od ~ Vavavb) < , pa imamo

<y+\/@>2m P b/a <r+\/%>2h . <r+\/%>2h+l
2 1—/bjd \ 2 2 '

Kako vrijedi

y+\/w
2

T+\/%>2
2 )

> vVbd > abQCz\/abQ(a+b+2r)>r2> (

imamo da je

2 2

(r + @)4’" ) (y +2\/E>2m ) (r + @)2“17

odakle dobijemo nejednakost 4m < 2h 4 1, tj. 2m < h Sto je i trebalo pokazati. O]

Koristeéi Propoziciju 2.9 na D(4)-¢etvorki {a, b, d, e} dobijemo donju granicu za indeks
[ u terminima produkta elemenata a i ¢, a primjenjujuci prethodne nejednakosti, dobijemo

takvu donju granicu i za indeks h koja ¢e nam biti potrebna za ostatak dokaza.

Lema 3.23. Neka je {a,b,c,d,e} D(4)-petorka. Tada je | > 0.499997+/ac, j > m >
0.333331+/ac i h > 0.666662+/ac.

Dokaz. Direktnim uvrstavanjem L = 2, $to imamo iz Leme 3.21, Ay = 1, By = 10° i

Dy = 10'° te p = 1 u nejednakosti iz Propozicije 2.9 i numeric¢kim rjesavanjem koriStenjem
racunala dobijemo da je a = 0.499997, a ostale tvrdnje vrijede iz odnosa medu indeksima
iz Lema 3.5, 3.21 i 3.22 i ¢injenice da je d > abc. O]

3.4 Gornja granica za produkt ac koristeéi linearne
forme u logaritmima

Promotrimo jednadzbe (3.25) i (3.26). Rjesavanjem rekurzija vezanih za te jednadzbe

dobijemo da je opce rjesenje za X oblika

a,b
X" =

f:/%f <7“—|—2\/_> +—f\/%r\f<r—2\/_>2h
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() ()

za neke h i j. Oznac¢imo

P R () @ R ()

r+§/@)—1 _ (r_m

5 ), jer je r? — ab = 4, pa se lako provjeri da vrijedi

Primijetimo da je (

P+b;aP1:Q

(3.31)

Takoder je

c—a b—a c—a c—aP—Q
P-Q= - p P = .
¢ c ¢ b ~ c (Q ) c PQ

Kada bi bilo P — @ < 0, dijeleé¢i gornju nejednakost s P — @ imali bismo 1 < %P—lQ No,
s druge strane je %— (1 - E) PlQ < 1 pa bismo dobili kontradikciju. Dakle, mora

PQ
vrijediti P — @) > 0. Oznacimo

Ay = 2log TEY D g 1g VI g, VAVA VD) (3.32)
2 V)
OéItO Je A1:10g5>0
S druge strane, iz (3.31) imamo
P_Q<¥Q_1<Q_l
P-Q P .
— < = — <1+
Q @ Q Q
pa je
e R e e B C e
e (Va+ve)? \ 2 5 :

¢ime smo dokazali sljede¢u lemu.

Lema 3.24. Neka je Ay linearna forma u logaritmima definirana s (5.32). Tada vrijedi
_4
0<A < (erT \/ac) J

Linearnoj formi u logaritmima A; mozemo pronaci bolju donju granicu tako da pri-
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mijenimo Teorem 3.16. Vrijednosti parametara su

n:3, d:4, bl ZQh, bQZ —2j, 53: 1,
o+ ab s+ +/ac Velva + V)

2 2 T b(Ja+ /o)

Vb(va + \/e)

Sliéno kao u Potpoglavlju 3.2.1, imamo da je h(a;) = %log ap i h(ag) = %log aa. Mini-

(€3] Qg =

malni polinom od a3 je jednak p3(X)/g gdje je g najveéi zajednicki djelitelj koeficijenata
polinoma p3(X) koji je dan s

p3(X) = b*(c — a)?*X* — 4b%c(c — a) X3+
2bc(3bc — a* — ac — ab) X* — 4bc*(b — a)X + (b — a)*.

Ve(=va+vb) By = Ve(yat+vb) By = Ve(=va+vb)
Va

VBt Vo(—vatve)’ VB(—varve) 1 %3 e

Nultocke polinoma p3(X) su 8 =
za njih vrijedi

pr<pBz<1

1 <az < B

sto se lako provjeri mnozenjem i kvadriranjem, pa imamo da je

1

h(as) = 1 (log(bQ(c —a)*) + log az + log 52) -

A~ =

20 2

(log Ple—a) + log a3 + log 52) <
g

Vrijedi ocjena

o) < 1 (log(0c — ) + 1 )
log(cb(c — a)(va + Vb)?)

1

—

< ~logc* =loge.

W

S obzirom na to da je u Teoremu 3.16 vrijednost funkcije s desne strane nejednakosti

padajuca u Az, mozemo uzeti
1 4
A1:4§10ga1:210ga1, Ay =2logas, Az =4logc=1logc".

Takoder, nije tesko vidjeti da su ovako definirani o, ais i ag totalno realni i multiplikativno
nezavisni, sto se dokaze na analogan nac¢in kao u Lemi 3.17.

Pokazimo da vrijedi |b;|A; < |b2|As. Ako pretpostavimo suprotno, da je |b1]A; >
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|b2| Aa, onda bismo zbog Leme 3.24 imali da je

s+\/a_c)4j
> .

log ag < <

—4j —4- ac —4-0. V108
Zbog Leme 3.23 je (HT\/@> I aoA0833331ac _ /o d088833IVI0N 1071954, pa

bismo imali a3 < e < 1+ 10719 Primijetimo sada da je az = 1 + ‘/\/“a:z:/\/% pa bi

vrijedilo y/ac — vab < 1071°°(\/ab + v/be). Iz Propozicije 3.19 imamo da je d < 107,
105 < b < 1030 pa je ¢ < 1057, §to povladi da je vVab+ vVbe < b+ ¢ < 109 pa bismo imali

vac —/ab < 1071%%°(v/ab 4+ v/be) < 107932, No,

1071054

Vac —vab = Ja(Ve— V) > V1+b+2Vb 1 d— Vb > b+ 2vb— Vb

1
>Vb+ — —vb> 10754
Vb

sto ocito vodi u kontradikciju pa je |b1|A; < |ba|As. Nije tesko provijeriti da vrijedi i
nejednakost |b3|As < |by|A4].
Iz Leme 3.24 i nejednakosti |by|A; < |ba| A2 imamo

log |A1] < —4jlog as < —4hlog ;.

Da bismo odredili vrijednost parametra E, primijetimo da je

AN

As Ay A Ay Ay
3| o] Dol - b1

A, As A A’
ba|  |bs|  |bof - b1 b

Ay Ay Ay Ay A

E = max 2|b1‘,3 = max 2h , 30
Ay log ay

Kako je 0.666662\/ac > 0.666662r > logr3, §to vrijedi ¢im je r > 10, imamo h >

pa je

0.666662\/ac > 3logr > 3loga; pa je 105;};1 > 3, tj. mozemo uzeti £ = 10?;1 pa po
Teoremu 3.16 imamo
4hlog ay < —log |A1] <5.3n"°"(n + 1) (n + 8)*(n + 5)31.44"d” log
0og o

-2logay - 2log s - 4log ¢ - log(3nd).
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Uvrstimo li vrijednosti n = 3 i d = 4 dobijemo

4h

o2 2 — Toa oz VIO? < 2.40207 - 10" log a log c. (3.33)
0g 2 — loglog

Iz Leme 3.23 imamo da je h > 0.666662\/ac. S obzirom na to da je lijeva strana nejed-
nakosti (3.33) rastu¢a u h za h > 8 > M

granicu za h te dobijemo da je

, mozemo u nejednakost uvrstiti donju

ac < 1.08915 - 10*. (3.34)

Promotrimo sada desnu stranu nejednakosti (3.33). Lako vidimo da vrijedi nejednakost
log as log ¢ < logv/ac + 4log ac pa gornju granicu (3.34) moZzemo uvrstiti s desne strane
nejednakosti (3.33) odakle dobijemo da je

h < 6.95745 - 10, (3.35)

Propozicija 3.25. Ako je {a,b,c,d,e} D(4)-petorka takva da je a < b < ¢ < d < e, onda
je ac < 1.08915 - 103* i h < 6.95745 - 10'°. Takoder

h

< 6.005175 - 10" log a5 log c.
log 2h — log log v/ 10°

3.4.1 Drugi alati vezani za linearne forme u logaritmima

Iskazimo teorem iz [45] koji ¢emo koristiti kako bismo dobili nesto bolje numericke

granice za produkt ac i indeks h.

Teorem 3.26. Promatramo nenul algebarske brojeve o, g i ag, koji su ili svi realni i
veéi od 1 li svi kompleksni brojevi modula 1 i svi razliciti od 1. Pretpostavimo da su ili
ta tri broja multiplikativno nezavisna ili su dva broja multiplikativno nezavisna, a treci je

korijen jedinice. Definiramo
D = [Q(aq, az, a3) : Q]/[R(aq, az, a3) : R].
Promatramo tri pozitivna relativno prosta cijela broja by, by, bs i linearnu formu
A = by log as — by log ay — b3 log a,

gdje su logaritmi od «; proizvoljne vrijednosti logaritma, ali koje su ili sve realne ili sve

cisto imaginarne. Pretpostavimo i da je

ba|log an| = b1|log ay| + b3|log as| £ |A].
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Stavimo
dl = ng(bl, bg), d3 = ng(bg, bQ), bl = dlbll, bg = dlbIQ = dgbg, bg = dgbg
Neka je p > e realni broj i stavimo A = logp. Neka su ay, as i az realni brojevi takvi da

je
a; > p|log a;| — log|a;| + 2Dh(e;), i=1,2,3,

1 pretpostavimo da je
Q:=ajasaz > 2.5 i A:=min{a,as, a3z} > 0.62.
Neka su K, L © M prirodni brojevi takvi da je
L>4+D, K=|MQL|, M>3.

Neka je 0 < x < 2 fiksan. Definiramo

¢1 = max {(XML)2/3, \/QML/A} :
¢y = max {21/3(ML)2/3, M/AL} ,

C3 = (6M2)1/3L7

1 stavimo
Ry = L01G2G3J, S = L01(11613J> T = L01@1G2Ja
Ry = [Cza2a3J, Sy = LCQUHCLSJ, Ty = LC2G1G2J7
R3 = [03G2G3J, S3 = LC3G1CL3J, T3 = LC301G2J-
Neka je

R=Ri+Ry+Rs+1, S=84+8+S3+1, T=T+To+T5+1.

Definiramo

{ R S T }
Co = Mmax , , :
0 Lagag LCL16l3 La1a2
Konacno, pretpostavimo da je

KL L 2k
<2+4_1_ 3L)A+22>1og1.36

> (D +1)log L + 3gL*cyQ + D(K — 1)logh + 2log K, (3.36)
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gdje je

1 KQL b/ b/ b// b// . eBCQQQLQ
S o= 2Ly 2 342 h—= 0"~
g (ag * a1> <a2 + as )’ 4K?

Tada je ili
log [A| > —(KL +1og(3KL))A\, (3.37)

ili (A1): postoje dva nenul cijela broja ro @ so takva da je
Tob2 = Soby

sa svojstvom

R+ 1)(T7+1 S+ 1D)(Th +1
‘TO’§<1 )(1 ) i ’SO‘S(l )(1 )’
M =Ty M =T

gdje je
./\/l:maX{R1—|—51+1,51~|—T1+1,R1+T1+1,XV},
V= /(R +1)(S) + 1)(T3 + 1),

ili (A2): postoje cijeli brojevi ry, s1, ty i ta, takvi da je ris; #0 i
(t1b1 +71b3)s1 = T1boty,  ged(ri,t1) = ged(sy, ) = 1,

koji takoder zadovoljavaju

(R1+1)(S1+1)
M - maX{Rl, 51}’
(Si+1)(Th+1)
M — maX{Sl,T1}7
(R +1)(T7 + 1)
M — maX{Rl, Tl}’

|T181| S 6

‘Sltl‘ S d-

‘Tltz‘ S (S .

gdje je 6 = ged(ry, s1). Stovise, kada je t; = 0 moZemo uzeti ry = 1 i kada je ty = 0

mozemo uzeti s = 1.

Ovaj teorem Zelimo primijeniti na linearnu formu
A=—A;y =2jlogas — 2hloga; — log as.

Naglasimo da ¢emo koristiti da je ¢ > b > 10°.

64



Poglavlje 3. Ne postoji D(4)-petorka

Lako je vidjeti da imamo sli¢no kao i prije
D - 4, bl - Qh, b2 - 2], b3 - 1,
te da mozemo uzeti iste ocjene za visine

1 1
h(an) = 5108; ar,  hag) = 3 log s, h(asz) < loge.

Primijetimo da je
log a3 < log (1 + \/z) < log2 < 0.694.
Sada trebamo odabrati a; > p|log a;| — log |a;| + 2Dh(ay;) za svaki i € {1,2,3}. U svim

slucajevima imamo da je |log a;| = log || = log o;. Za slucaj i = 1 promatramo
a; > ploga; —loga; +4-loga; = (p+ 3)log ay,
te slicno vrijedi i za ¢ = 2. Za ¢ = 3 vrijedi
az > plogas —logas+2-4-logc
pa vidimo da mozemo odabrati

a; = (p+ 3) log&la
Gy = (p+ 3) logOQ’
az = 8(logc+ 0.08675(p — 1)).

Sada ¢emo bez eksplicitnog odabira parametara M, L i p pogledati koje uvjete trebaju
zadovoljavati da mozemo primijeniti teorem, pa ¢emo rac¢unalnom pretragom odabrati
najbolje moguce parametre. Kako bismo olaksali sljede¢e izracune, zadat ¢emo intervale
unutar kojih promatramo parametre. Promatrat ¢emo da je x = 2 fiksan, p € [5.5, 14],
L € [700,1500] i M € [3,10].

Lako vidimo da vrijedi a; < ay pa je A = min{ay, as, a3} = min{ay, az}. Akoje A =ay
imamo A = (p + 3)loga; > 8.5logVab > 8.5log 10%/? > 48.92, a ako je A = a3 imamo
A > 8logc > 8log10° > 92 pa u svakom slucaju vrijedi A > 0.62. Takoder se lako vidi
daje Q=ay-as-as>a? > 2.5.

Vrijednosti ¢y, ¢ i c3 lako mozemo izracunati kada odaberemo parametre. Gornju

granicu za ¢g dobijemo promatrajuci da je

R Ri+Ry+Rs+1 < (10203 + caa0a3 + czagaz + 1

LCLQCL3 LCLQCLg LCLQ(Ig
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C1+62+C3+$ <cl+02+03+1

L L
i ista gornja granica vrijedi i za Si 7T, pa je ¢y < %
Imamo
Q = a1azas = 8(p + 3)?log ay log as(log ¢ + 0.08675(p — 1))
te

K =|MQL| = |SML(p+ 3)*log a; log a(log ¢ + 0.08675(p — 1))].

Zelimo pokazati kada vrijedi nejednakost (3.36) pa promatramo koje nejednakosti vrijede

za pojedine grupe pribrojnika s lijeve i desne strane nejednakosti. S lijeve strane imamo

MQL —-1< K < MQL pa je

KL L 2K
S 1) )N+ 2Dlog1.36
(2 3 3L> e
L 2 L 2 L

L 2
— 2 _— — —
=8ML(p+3) <2 3L>)\loga110ga210gc

L 2
+8ML(p+ 3)? (2 — 3L> A-0.08675(p — 1) log g log ag

L L 2

S druge strane, za izraze s desne strane nejednakosti (3.36) vrijedi sljedece:

1. Buduéi da mozemo koristiti gornju granicu za produkt ac, nakon uvrstavanja para-

metara s desne strane nejednakosti dobijemo brojc¢anu vrijednost za

(D +1)log L + 2log K < 5log L + 21log(8M L(p + 3)*log® Vac + 4log ac).

2. Buduéi da je g = 1 — K7L < 1 vidimo da je

3 3
39L%cQ) < ZLQCOQ = ZLQCO -8(p +3)?log a; log as log ¢

3
+ ZL%O -8-0.08675(p — 1)(p + 3)*log a log av.

3. Za procijeniti posljednji dio desne strane nejednakosti, primijetimo da iz nejedna-

kosti log g < 2logay, jer je Ay > 0, dobijemo 2(h + 1)loga; — 2jlogas > 0, to

jest
b72<bl—|—2

ai a2
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Promotrimo sada izraze

bs 1
az  (p+3)logay’
2

as  8(logc+0.08674(p — 1))

Zelimo vidjeti kada ¢e vrijediti nejednakost 2—; < 5—3, tj.

4(log e+ 0.08674(p — 1)) < (p + 3) log as.

Kako lako provjerimo da je 2logay > loge, vidimo da je dovoljno naéi za koje p
vrijedi nejednakost 8(log ¢ + 0.08674(p — 1)) < (p + 3) log c. Dobijemo

5 26
P=2T oge—0.694

S obzirom na to da imamo je logc > log 10°, dobili bismo da nejednakost vrijedi
za p > 5.256, sto zadovoljavaju vrijednosti p unutar intervala koji ¢emo promatrati.

Dakle, vrijedi
by 2

a2 a3

Buduéi da je j < h, imamo

b b b b 2b1 +2 by +2 4h + 2)(2h + 2
oo (P b2 (bs B 242 bat2  (4h+2)2h+2)
ay a;) \as as ay as 8(p + 3) log az log ¢

Koristeéi ¢ > 10°, h < 6.95745 - 10'6 i odabrane parametre dobijemo numericku

gornju granicu za b'. Nadalje, imamo

K MQL-1

ML -1
Q- o -

pa je
logh < log Cj}é”élﬂb’
1ML -1z )

Dakle, vrijedi

D(K —1)logh < 4AMQLlogb
= 32M L(p + 3)?log blog a; log az log ¢
+32M L(p + 3)*logb - 0.08675(p — 1) log ary log avs.

Kao sto vidimo iz usporedbe, u nejednakosti imamo pribrojnike u kojima se javljaju

izrazi log iy log ag log e, log g log ap 1 pribrojnike koji ne ovise o vrijednosti elemenata
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trojke. Da bi odabrani parametri zadovoljavali nejednadzbu (3.36) dovoljno je promatrati
koeficijente uz te izraze, to jest, odabrati parametre tako da koeficijenti uz odgovarajuce
izraze s lijeve strane jednadzbe budu veci od koeficijenta zbroja s desne strane. Jedino
treba biti pazljiv jer se pokaze da je suma pribrojnika koji ne ovise o elementima trojke s
lijeve strane nejednakosti negativna, a s desne pozitivna, no ako zahtjevamo da je s desne
strane jednadzbe koeficijent uz log oy log as log ¢ veéi za barem vrijednost tog negativnog
koeficijenta, lako se vidi da ¢e tada vrijediti nejednakost (3.36), a to nije tesko postiéi.

Uz te uvjete, imat ¢emo odabrane parametre za koje po Teoremu 3.26 vrijedi ili neki
od slucajeva (A1) ili (A2) ili vrijedi nejednakost (3.37). Promotrimo prvo slucaj kada
vrijedi nejednakost (3.37):

log| — Ay| > —(KL+log(3KL))A
> —(ML*Q + log(3M L*Q)) log p.

S druge strane, vrijedi
log| — Aq| < —4jlogay < —4hlog oy
pa imamo

4hlog oy < (ML*Q + log(3M L?*Q)) log p.

Kako promatramo parametre M > 3, L > 700, p > 5.5, primijetimo da je ML?*Q >
SML?(p + 3)?log Vablog \/aclogc > 3.81 - 10, S obzirom na to da za = > 3.81 - 10'°

vrijedi log 3z < 6.7 - 10~ %z, dovoljno je promatrati nejednakost
4hloga; < ML*Q(1 +6.7-107") log p

za koju dobijemo

0.08675
h < 2ML*(p+ 3)*log p(1+6.7-10717) (1 + W(p - 1)) log ars log c.
0
Kako bismo skratili zapis izraza koje ¢emo dalje koristiti, oznacit ¢emo s G(z) u nekom
izrazu x gornju granicu numericke vrijednosti koju dobijemo kada uvrstimo sve parametre

osim onih koje sadrze vrijednosti trojke {a,b, c}. U skladu s time, ozna¢avamo

G(h) :=2ML*(p+ 3)*log p(1+6.7-1071?) (1 + ?(‘)nggf(p — 1)) :

tj. imamo da je h < G(h) - log as log c.
Ako ne vrijedi nejednakost (3.37), onda mora vrijediti neki od slucajeva (A1) ili (A2).
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Primijetimo da iz

XV = /(R +1)(S) + 1)(T3 +1)

M:maX{R1+Sl+1,Sl+T1+1,R1+T1+1,XV}

imamo da je

M >V > Xci’malazag.

Za svaki a; mozemo izracunati donju granicu

as > a; > (p—|—3)10g105/2 Ao,
az > 8(log 10° + 0.08675(p — 1)) := As.

Lako se provjeri da za vrijednosti 5.5 < p < % ~ 14.64505 imamo da vrijedi
nejednakost A > A .

Podsjetimo se da je Ry = |ciasas], S1 = |ciaias] i Ty = |c1araz]. Bududi da vrijedi
as > aq, lako vidimo da je je max{R;, S1} = R;. No, kako vrijednosti izraza Ry, S,1 T}
ovise i o trojki {a, b, ¢}, promatrat ¢emo odvojeno svaku od moguénosti za max{Sy, 71} i
max{ Ry, T} }.

Oznadimo i izra¢unajmo:

(R1 + 1)(51 —+ 1) (Clagag + 1)(C1(I16L3 -+ 1)

3/2
M —max{R;, S} XC1/ 10203 — €10203
1

1+ —— 1
e c1aza3 (o 5er/? + —p— ) as
5 — 2177, 2c¢, " aya3

14+ —1— L 1 0.08675
< —afels (o5t 814 = — 1)1
o ( Ci/2A1,2A3 < i log 10° (v )> 8¢

Bl =

2 2 /"’Am

=:G(By) - loge.

Pretpostavimo da je max{Sy,T1} = S;. Tada je

(51 + 1>(T1 + 1) (clalag + 1)(010,1@2 + 1)
BQ = <

M — max{5;,T1} Xci’/zalagag — C1a1a3
1+ 1

— _ama (0 512 + 1/2> as
2 7 3d/%, 2 a3

1+cA1A 1/2 1
< — 1 11,2 3 0. 5 / 41/2 2* (p—|—3) lOgOJQ
S T oA, 2¢,/ 7 A

21724, , G Al

=: G(Bél)) -log aig,
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a ako je max{Sy,T1} = T}, onda imamo

(Sl + 1)<T1 —+ 1) < (clalag —+ 1)(01&1&2 + 1)

By =

M — max{S;, T } Xci’ﬂalagag — 10109
1+ L 1

= R (0.501/2 s ) a9
2 7 3%, 2¢)' "aza3
1+ 1

<53 056" + — 5 —— | (p+3)log as
2 201/2‘43 2C1 ALQAg

=: G(BY) - log as,

gdje smo izraze raspisali tako da bude jasno da su padajuci u varijablama aq, as i az pa

mozemo uvrstiti donje granice za te izraze. Primijetimo da imamo da je

(61A172A3 + 1)(61A%72 + 1)
XC?/QA%,QA?) — A1 A3

1A A3 + 1) (1 A2, + 1
oBY) = (a1 1;2 32 )(c1 1,22 )’
XC A1,2A3 - 01A1,2

G(By) =

te s obzirom na to da se izrazi razlikuju samo u nazivniku, lako vidimo ako je Az > A; o,
da je onda G(BY") > G(B).
Definirat ¢emo G(By) = maX{G(Bél)), G(Bf))} pa je

BQ < G(Bg) . logag.

Sliéno za posljednji izraz koji promatramo, pretpostavimo prvo da je max{R;,T}} =

Ry pa imamo

(Ri+1)(T1+1) (crazas + 1)(c1a1a2 + 1)

Bg =

- 3/2
M — ma‘X{Rh Tl} XCl/ a1a9a3 — C1Q203
1+ 1

_ ciazas 1/2
2 201/2(11 C1 a1G2

< —atiads (0.5c}/2 + ZI/QAQ) (p+3)logas

2 2%4,, € Alg

= G(B{") - log s,

a ako je max{R;, T} = T}, onda je

(Ri+ 1)(T1 + 1) (crasas + 1)(craras + 1)

Bs =
M — maX{Rl’ Tl} XC?/2G/1(IQCL3 — C1a109
1+ —— 1
= —2a £18192 <0.5ci/2 T | @
5 7201/2% 2c,' "asas
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L+ o o 1
< 0.5¢1/% + 15— | (p+3)logay
27 504, 2¢)" " A2 A3

=: G(B§2)) - log ava.
Analogno definiramo G(Bs) = maX{G(B?()l)), G(Bég))} pa je
B; < G(B3) . log Q9.

Primijetimo da zbog izbora da su donje granice za a; i as jednake, vrijedi da su jednake
vrijednosti izraza G(Bél)) = G(Bz(),l)) i G(B§2)) = G(Bz(f)) pa je i G(Bs) = G(Bj3).
Promotrimo sada slucaj (A2). Ako vrijedi taj slucaj, onda postoje cijeli brojevi r1, s1,

ty ity takvi da je ris; # 0 te takvi da vrijedi

(t1b1 + r1bs)sy = ribota, ged(ry,t1) = ged(sy, t2) = 1,

[T151] < 0By, |siti| < 0Bs, |rita] < 6Bs, 6 = ged(ry, s1).

Stavimo 1 = 0r] i s = ds}. Kako je by = 2h, by = 25 i by = 1 imamo

shty - 2h + orys| = rity - 27,

|5T;Sl| S Bl, |S/1t1| S BQ, |’f’/1t2| S Bg.

Promotrimo slucaj kada je t = 0. Tada imamo ged(sy,ty) = s = 11 iz (t161 +
T1b3)81 = O, jer je S1 7é O, dobijemo tlbl = —T’lbg, tJ 2ht1 = —T. Kako je ng(Tl,tl) = 1,

zakljucujemo da je t; = F1 i r; = £2h. Takoder, vidimo da onda mora vrijediti

<01A1,2 + A%)) (c1A12A45 + 1)
XC?/2A%,2A3 — A1 A3

|’I“181| =2h < B; < as.

Buduéi da je y =21 A = min{ay,a3} > 1, imamo da je

¢; = max {(XML)2/3, ,/QML/A} = (2ML)*3.

Ako uvrstimo rubove intervala unutar kojih su parametri M i L, dobijemo da je
260 < ¢1 < 966.

Uvrstavajuéi te vrijednosti, donje granice A;, > 48.9, A3 > 8log10® > 92.1 i da je
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az < 8(1 4 §7577 - 13) log ¢, dobijemo da je

By < 979.86 log c.

Dakle, vrijedi da je 2h < 979.861og ¢. 1z Propozicije 3.23 imamo da je h > 0.666662/ac >
0.666662+/c, pa vidimo da u ovom slu¢aju vrijedi

Ve < 734.911og c.
Rjesavajuéi nejednadzbu po ¢ dobijemo da je ¢ < 1.9701-108. Vidjet ¢emo da je ovo bolja
gornja granica za ¢ nego u slucaju kada je ty # 0.

Pretpostavimo sada da je t; # 0. Pomnozimo linearnu formu A; s rjts da dobijemo

/
—rit2

5. (3.38)

Na ovu linearnu formu u dva logaritma Zelimo primijeniti sljedeéi teorem iz [43].

ritaAy = 2hlog (aIlth . 042_5/1“) — log ((ngris/1

Teorem 3.27 (Laurent). Neka su ay, ay, h', o i p realni brojevi takvi da je o0 > 1 14
1/3 < u<1. Stavimo

1420 — p?
o= —

o1
5 ., N =oclogo, H:y—i—g,
/ 1 / 1 1
=211 14+ — =4/14+ — 4+ —.
w (—0— +4H2)’ 0 +4H2+2H

Promotrimo linearnu formu

A = bylog o — by log 71,

gdje su by © by pozitivni cijeli brojevi. Pretpostavimo da su vy, © o multiplikativno nezavisni.
Stavimo D = [Q(v1,72) : Q]/[R(71,72) : R], @ pretpostavimo da je

b b Dlog?
I > max {D <log (} + ?) +log X + 1.75) +0.06, N, =2 } ,
ah, a

2
1

a; > max{l, o| logv;| —log|vi| + 2Dh(v;)}, i=1,2,
ayay > N

Tada je

/

N\ N X2
log|A| > —C (h’ + a) ajal, — vVwb (h' + a> — log (C" (h' + ) a’la’g)

o
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gdje je
2
oo W w+1 w2+ 8N wd/4p1/4 +4 1 N 1) Nw
S No |6 249 3 aia,HY?2 3 \ay  ay) H ’
Cowb
[
¢ = )\/3'u

Da bismo na linearnu formu (3.38) mogli primijeniti Teorem 3.27 trebamo provjeriti
da su zadovoljeni svi uvjeti tog teorema. Kako su ay, as i ag multiplikativno nezavisni
algebarski brojevi, onda su takvi i vy i ys.

Rezultat koji nam daje manju gornju granicu za h od h < G(h)log aslogc nam ne
utje¢e na konac¢nu odluku o gornjoj granici za h, pa ¢emo ovdje pretpostaviti da je h >
G(h) log as log ¢ 1 probati dobiti najbolji moguéi rezultat u tom slucaju.

Koristedi svojstvo da za logaritamske visine algebarskih brojeva a i b vrijede svojstva
h(ab) < h(a) + h(b) i h(a/b) < h(a) + h(b), pokaze se da je

h(v1) < 0.5B;1logay + Bsloge
< (0.5G(By) + G(Bs)) log aglog ¢ =: G(h(m1)) - log as log ¢,
h(72) < 0.5B2log as 4+ 0.5B3log oy
< Bslog o < G(Bs) - log? ay =: G(h(72)) - log® i,
|log v1| < Bilogas + 0.694B;3

G(Bs)
< B .694 1 1
< (G( 1) +0.69 o 10° og az logc

=: G(|logm|) - log as log ¢

i na kraju

By + [log 7| < G(By)log ag + G(|log11]) - log az log
(gﬁ%g + G(|log 71|)) log ap log ¢

2G(h) - log as log ¢
G(B2)

_ log10° + G(’ 10g71|>
B 2G(h)

|log 2| <

=: G(|log2l).

Sada promatramo sto treba vrijediti za parametre ¢ i p tako da zadovoljavaju uvjete
teorema i tako da na kraju dobijemo sto bolju ocjenu za h. Prvo trebamo odabrati a,
1 = 1,2, takve da je

a; > [logvil(o+1) +8h(v;), i=1,2.
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Mozemo odabrati

a; = (G(|log71|) (0 + 1) + 8G(h(y1))) log ag log ¢ =: G(a}) log az log ¢

/ (G(Ilogwl)

ay = log? 1072 (0+1)+ 8G(h(72))> log® ay =: G(a}) log® avs.

Imamo da je by = 11 by = 2h u ovoj linearnoj formi u logaritmima pa je
_2 2

2h 2
b by Gl + &) - h (210.81~G’(a’2) + G’(a’l))
ah, ay — logasloge — log as log ¢

Y

gdje smo koristili da je logc < 2logas i da zbog h > 0.666662\/ac i ¢ > 10° vrijedi
h > 210.81. Oznacimo

2 2
F) =
)= 51081 6ah) T Glap)
i
_ G)-h
" logasloge’

: Dlog2 __ . 3 . , o . .
Kako je =5&= = 2log2 < 1.4i X' < ;logo < 7, jer ¢e nam biti dovoljno promatrati
0 < 100, mozemo uzeti

h' = 4(log F +log X') + 7.06.

Zbog pretpostavke da je h > G(h)log aslog ¢, vrijedi F' > G(F') - G(h) pa je

g1 Alog(G(F) -G | 1
N o o N o

Po izrazima iz Teorema 3.27 mozemo izracunati w, #, C'i C’. Vrijedi
X\ X N\
log [rtaAy] > — C <h’ + a) ajal, — vVwb (h’ + a) —log | C' (h' + a) ayay | .

Pretpostavimo da je C" < 3C' (to mozemo staviti u uvjet algoritma pretrage parametara).
Vrijedi log 3z < 1073z za o > 10343, a pokaZe se da ¢e vrijediti a}a, > 10343 u svakom
od nasih odabira parametara i takoder vw# < 3. Takoder je (h’ + ’\;l> > 1, pa mozemo

promatrati

N\
log |ritaA1] > —Ca)ag (1 11073 + 3 ) (h/ 4 >

! A
Ca)al o
!/

2
> —CG(a})G(ay) (1.001 +3-107'C") (h’ + 2) (log as)? log ¢

Zelimo odrediti realan broj k za koji ¢e vrijediti logas < k - logay, tj. ako iskoristimo
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nejednakosti ay < vac+4 i vab < a7, vidimo da mozemo promatrati nejednakost ac +
4 < (ab)k. Po Propoziciji 3.13 imamo da je ¢ < 237.952b%a~!, pa je ac < 237.952b%.

Dakle, dovoljno je promatrati nejednakost
237.9526° + 4 < (ab)".

Imamo da je
log(237.9520% + 4)  10g(237.9520% + 4)

log(ab) = log(b)

je padajuéi u b pa, jer je b > 10°, moZemo uzeti

< k.

log(237.952b3+4)

Izraz 0

log(237.952 - 10" + 4)
log(10%)

k = 3.4753 >

Za linearnu formu u logaritmima koju promatramo nam vrijedi i
log |ritaA1| < log Bs — 4jlog ap < log B3 — 4hlog ay,

ijer je logay < 3.4753 log oy imamo

p < 24753 (CG(a’l)G(a’Q) (1.001 +3- 10*40*1) +

log G(B3) + log log v/ac + 4)
4

log 105(log 105/2)3

(+5) e
A"+ — ] log“aslogce
o

!/

W\ 2
=: G(h2) (h’ + a) log® iz log c.

G(F)

log az log ¢

Mnoze¢i ovu nejednakost s dobijemo

N
F <G(h2)-G(F) <4logF +4log ' + 7.06 + 0) log as.

Ako iskoristimo nejednakost log an < log+/ac + 4 i uvrstimo gornju granicu za produkt
ac, dobit ¢emo gornju granicu za F', oznac¢imo je s F1, tj. vrijedi F' < F;. Sada iz definicije

za F imamo
Fy

G(F)

h < log a log ¢

pa smo time dobili gornju granicu za h za koju naravno zelimo da bude minimalna.
Promotrimo preostali slucaj (A1). Postoje cijeli brojevi rqg i so takvi da je roby = soby,
i vidimo da vrijedi
7ol < Bs, |so| < Bs.
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Ako A; pomnozimo s ry dobijemo

roA1 = 2hrglog ay — 2jr¢log as + 1o log ag
= 2hlog (o/{oaz’so) —logaz™,

0

0 3 _ 0 ,—S
172—0[1062 .

v . i
dakle, mozemo uzeti v; = ag

Za visine algebarskih brojeva ~y; i v5 i za logaritam od v, dobijemo

h(v1) < |rolh(as) < Bsloge,
h(y2) < |rolh(an) + [so|h(az)
< 0.5B3log aq + 0.5Bs log as < B3 log as,

|log 1| = |ro| log as < Bslog as.

Vidimo da su ove ocjene bolje nego u slucaju (A2) pa ¢e i konacna gornja granica za h,
koju dobijemo preko Teorema 3.27 biti bolja, pa je dovoljno promatrati losiji slucaj (A2).

Opisani postupak smo realizirali u racunalni algoritam te smo promatrali parametre:
x = 2 fiksan, p € [5.5,14] s korakom 0.5, L € [700,1500] s korakom 1, M € [3,10] s
korakom 0.1 te za svaki izbor tih parametara nakon sto izracunamo vrijednost gornje
granice za h po Teoremu 3.26, odabiremo o € [40,85] s korakom 1 i p € [0.44,0.76] s
korakom 0.01 takve da je novi koeficijent uz h najmanji moguci. Ovaj izbor parametara
se pokazao dovoljan za nase potrebe, Sto ¢e biti oc¢ito i iz konkretnih rezultata.

U prvoj realizaciji algoritama koristili smo gornje granice za ac i h iz Propozicije
3.25, ac < 1.08915 - 103 i h < 6.95745 - 10, te smo dobili za parametre p = 11.5,
M = 4.71i L = 1043 da je h < 5.66642 - 10°logasloge, te za o = 59 i u = 0.63 da je
h < 4.85941 - 10" 1og ap log ¢ u sluc¢aju (A2). Iz ovoga dobijemo ac < 2.42372 - 10% i
h < 1.03788 - 104

Sada te gornje granice iskoristimo kao nove vrijednosti za provedbu algoritma i do-
bijemo za parametre p = 11, M = 4.6, L = 901 da je h < 4.13857 - 10°log a3 log c,
te za 0 = 59, u = 0.63 da je h < 3.53075 - 10'%log aslogec. 1z ovoga dobijemo ac <
1.22705 - 10%® i h < 7.38475 - 10*3. Ponovimo postupak jo§ ¢etiri puta i dobijemo da je
h < 3.46289 - 101 log s log c. Slijedi da je ac < 1.17732- 1028 i h < 7.23357 - 103,

Propozicija 3.28. Neka je {a,b,c,d, e} D(4)-petorka, takva da je a < b < c < d < e.
Tada je
ac < 1.17732 - 10%%.

Takoder
h < 7.23357- 10"

h < 3.46289 - 10" log v log c.
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3.0 Klasifikacija D(4)-trojki

Kao sto smo do sada mogli vidjeti, prosirenje D(4)-para s elementom ¢ = a + b + 2r
je najmanje prosirenje ve¢im elementom. Takve trojke nazivamo regularnim trojkama te
¢emo u ovom potpoglavlju klasificirati trojke {a, b, c} s obzirom na to koliko su ,judaljene”

od regularne trojke. Podsjetimo se definicija regularne trojke i regularne ¢etvorke.

Definicija 3.29. D(4)-trojku {a,b,c}, a < b < ¢, nazivamo Eulerova ili reqularna trojka
ako je c=a+ b+ 2r.

D(4)-cetvorku {a, b, c,d}, nazivamo regularna cetvorka ako je d = d (a,b,c).

Ako je {a,b,c} regularna trojka, lako se provjeri da je di(a,b,c) = rst i da imamo
s=a+rit=b+r.

Propozicija 3.30. Neka je {a,b,c} D(4)-trojka, a < b < c. Tada vrijedi
a=d_(bc,dy(a,b,c)), b=d_(a,c,di(a,b,c)), c=d_(a,b,d(a,b,c)).
Takoder, ako {a,b,c} nije reqularna trojka, onda je
c=dy(a,b,d_(a,b,c)),

odakle slijedi da je {a,b,d_(a,b,c),c} regularna cetvorka.

Dokaz. Neka je zadana funkcija dg,py(x) = dy(a,b,z) : Rt = Rt s

diapy () =di(a,b,x) =a+b+x+ ;(abx + \/(ab +4)(ax + 4)(bx + 4)).
Neka je y realan broj, takav da je y > b. Rijesimo jednadzbu
y =ds(a,b,z)
u nepoznanici x. Kvadriramo li jednadzbu dobijemo
2 — (y(ab+2) +2(a+ b))z + (a+b—y)> —4(ab+4) =0

pa je

r=a+b+y+ ;(yabj:\/(y(ab—i-Q) +2(a+0b))?2—4((a+b—y)?—4(ab+4)))

i nakon sredivanja izraza pod korijenom

x :a+b+y+;(yabj: \/(ab+4)(ay—|—4)(by+4)).
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{1,5,12}

{1,5,96} {1,12,96} {5,12,96}
{1,5,672} o

{1,12,1365}  {1,96,1365} {12,96,1365}

Slika 3.1: Stablo koje sadrzi D(4)-trojke generirane regularnom trojkom {1,5,12}.

Odabiremo rjesenje za koje vrijedi z < y pa vidimo da za njega vrijedi x = d_(a,b,y) =
d_(a,b,dy(a,b,x)). UvrStavajuéi element ¢ na mjesto varijable z, dobijemo da je ¢ =
d_(a,b,dy(a,b,c)), a zamjenom para {a,b} s {b,c} i {a,c} i ponavljanjem postupka,
dokazemo i preostale dvije formule. Posljednja formula se dokaze koristeci slican postupak

i Propoziciju 2.1. O

Opisimo ideju klasifikacije D(4)-trojki. Bilo koja D(4)-trojka {a, b, ¢} moze se prosiriti
do D(4)-Cetvorke veéim elementom d,(a,b,c). Dodavajuéi novi element d, parovima

sadrzanim u trojki {a, b, ¢} vidimo da imamo tri nove D(4)-trojke

{avbv d+}a {aa C, d+}7 {ba C, d+}7

za koje ¢emo onda re¢i da su jedan korak dalje od regularne trojke nego Sto je bila

originalna trojka {a, b, c}. Promotrimo na konkretnom primjeru.

Primjer 3.31. D(4)-par {1,5} se moze prosiriti do reqularne trojke elementom 12. Za
tu trojku imamo dy = 96 te u stablu na Slici 3.1 vidimo tri nove trojke koje sadrze taj
novi element. Za njih éemo reci da su stupnja 1. Postupak se moZe nastaviti za svaku

dobivenu trojku, te na taj nacin dobijemo nove trojke za koje ¢emo reci da su stupnja 2.

Iz prethodnog primjera lako mozemo ilustrirati i obrnuti postupak. Ako uzmemo neku
neregularnu D(4)-trojku, npr. {12,96, 1365}, mozemo izrac¢unati d_(12,96,1365) = 1.
Ako iz novodobivene ¢etvorke {1,12,96, 1365} odbacimo maksimalni element, dobijemo
trojku {1, 12,96} koja je prethodila trojki {12,96, 1365}, i koja je jedan korak blize regu-

larnoj trojki. Definirajmo sada formalno ovako opisani postupak.

Definicija 3.32. Definiramo O operator na skupu D(4)-trojki na sljedeéi nacin,

{a,b,c}, ako je {a,b,c} reqularna trojka

o({a,b,c}) =
" 2 {{a,b,c,d(a,b,c)}\{max(a,b,c)}, inace.
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Za D € Ny definiramo operator 0_p na skupu D(4)-trojki rekurzivno,

1. za D(4)-trojku {a,b,c} definiramo
80({CL, ba C}) = {a7 b: C},

2. rekurzivno definiramo

0_p({a,b,c}) = 0(0_(p-1)({a,b,c})), za D >1.

Oznacavamo 1

d-p(a,b,c) =d- (a—(D—l) ({a,b,c})).

Posebno, 0 =0_4 1
0—2({a,b,c}) = 0(0-1({a, b, c})).

Napomena 3.33. U definiciji elementa d_p(a,b,c) se s desne strane javio izraz oblika
d_({a,b,c}) kojeg poistovjecujemo s d_(a,b, c).

Najcesée éemo promatrati one trojke u kojima je a < b < c¢ te ako je to nereqularna
D(4)-trojka, onda je 0({a,b,c}) ={a,b,d_(a,b,c)}.

Takoder primijetimo da primjenjujuci operator 0 na nekoj fiksnoj trojki {a,b, c} dobi-

jemo beskonacan niz D(4)-trojki

d({a,b,c}), 0_1({a,b,c}), 0_2({a,b,c}),...,0_p({a,b,c}),...

U sljedecoj propoziciji éemo pokazati da za svaku D(4)-trojku postoji nenegativan cijeli
broj D za koji ovaj nmiz postaje stacionaran pocevsi od D-tog elementa, koji je jednak

jedinstvenoj reqularnoj D(4)-trojki.

Propozicija 3.34. Za svaku fiksnu D(4)-trojku {a, b, c} postoji minimalni prirodni broj

D < % takav da je d_p41y(a, b, c) = 0.

Dokaz. Za regularnu trojku {a,b, ¢} imamo da za svaki D € Ny vrijedi d_(p41y(a,b,c) =0
pa je minimalni takav D = 0.

Neka je {a,b,c} neregularna D(4)-trojka. Po Propoziciji 3.30 slijedi da je D(4)-
cetvorka {a,b,d_(a,b,c),c} regularna pa po Lemi 3.6 imamo ¢ > abd_(a,b,c). Kako je
ab > 5, vrijedi ab-d_(a,b,c) < %bc Nastavljajuéi postupak, za {a',0, '} := 0_r({a, b, c})

vidimo da vrijedi a'b/'d < %—Z}c‘: S obzirom na to da postoji k takav da je 5* > abc, to u
nekom koraku moramo dobiti a’b'¢ = 0, tj. postoji D < l‘ffg“gc takav da je {d/,V,} =
0_p({a,b, c}) regularna trojka, pa je onda d_(py1)(a,b,c) = 0. ]

Definicija 3.35. Za D(4)-trojku {a,b,c} éemo reéi da ima stupanj D i da je generirana

reqularnom trojkom {a’',b',c} ako je D minimalan nenegativan cijeli broj takav da je
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d_(p+1)(a,b,c) =01 0_p({a,b,c}) = {d',V,c}. Ako je trojka {a,b,c} stupnja D pisemo
deg(a,b,c) = D.

Napomena 3.36. Ako promotrimo stablo sa Slike 3.1, vidimo da stupanj neke trojke iz

tog stabla odgovara udaljenosti ¢vora do korijena stabla.

U ostatku ovog poglavlja dovrsit ¢emo dokaz nepostojanja D(4)-petorke tako da ¢emo
promatrati prosirenja D(4)-trojki do D(4)-petorke. Trojke ¢emo promatrati po prethodno
opisanoj klasifikaciji, prvo ¢emo promatrati trojke stupnja 0, Sto su regularne trojke,
zatim neregularne trojke stupnja 1, a u tre¢em slucaju ¢emo promatrati sve preostale

D(4)-trojke, a to su neregularne trojke stupnja veceg ili jednakog 2.

3.0 Progirenje regularne trojke do D(4)-petorke

Neka je {a,b,c,d, e} D(4)-petorka, takva da je a < b < ¢ < d < e. Vidjeli smo da po
29] imamo d = d4(a,b,c) = a+ b+ c+ 3(abc + rst) pa je

ad+4=2% bd+4=y9y> cd+4=2"
_at+rs _rt+bs cr + st

2 2 2

Ako je {a, b, c} regularna trojka, tj. ¢ = a+b+2r, onda imamoidajes=a+r, t =b+r

i d = rst pa dobijemo

at+rs alb+r)+r(a+r) 2ar+r>+ab  2ar+2r>—4
T 2 - 2 - 2
=ar+r*—2=r(a+r)—2=rs5—2,
rb+r)+blat+r) 2br+r*+ab  2br+2r*—4
2 2 B 2 - 2
=br+r*—2=r(b+r)—2=1rt—2,
cr+st  (a+b+2r)r+st  ar+br+2r* + st

2 2 2
_ar+br+ri4+ab+4+st (a+r)(b+r)+4+ st
B 2 B 2
2st + 4
= S;_ = st + 2.

Ove relacije ¢emo koristiti kako bismo dokazali neke posebne tvrdnje koje vrijede za
petorku u kojoj je ¢ = a + b+ 2r.

Navedimo prvo pomoc¢ni rezultat koji slijedi iz Propozicije 2.8.

Korolar 3.37. Neka je {a,b,c,d,e} D(4)-petorka. Tada vrijedi
agl® + 2l = bem® + ym = cen® + zn (mod d).
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Pokazimo sada vezu izmedu indeksa n i elementa r u ovom slucaju.

Lema 3.38. Ako je {a,b,c,d,e} D(4)-petorka, a < b < ¢ < d < e, takva da je ¢ =
a+ b+ 2r, onda je 2n > r.

Dokaz. 1z Korolara 3.37 vidimo da je
agl® + xl = cen® + zn (mod d).
Pretpostavimo da vrijedi jednakost, tj.
agl® + zl = cen® + 2n.
Tada bismo imali

al> —en® = e(zn —2l) /- e(zn + xl)
e(zn + zl)(al* — cn?) = d(cn® — al?) + 4(n® — I?)
(al* — cn?)(e(zn + 2l) + d) = 4(n® — I?).

Po Lemi 3.5 i Lemi 3.21 vidimo da jen < [ < 2n, pajen # [ i % < 7 <1, iz Cega

zakljuCujemo da al? — cn?|4(n? — 1?), tj. al> — en? < 4(1*> — n?). Dakle, vrijedi
OIEI 6

(MY <2 (1= (1)),

c l T l

Imamoc=a+b+2r >a+a+2a=4apaje ? < i < (%)2 Sada je

1_a<(n>2_a<4 1_<n>2 <3
4 ¢ l c~ ¢ { T c

tj. dobili smo da treba vrijediti ¢ < 4a + 12. No, jer po Lemi 3.7 vrijedi nejednakost
b > a+ 57+/a, imamo

4a +5Tva < a+b+2r < 4da+ 12,
a to ne moze vrijediti jer je a > 1. Buduci da ne vrijedi jednakost u kongruenciji, vidimo
da d|al®> — xl — cn® + zn pa je

d < |al* — xl — en® + zn| < |al* — en®| + |2l — 2n).

Promotrimo,
a_ 1 _ 1 <5 (n>2
c 4 2~ {

odakle vidimo da vrijedi al? < 2cn? pa je —cn® < al® — cn?® < en?, tj. |al® — cn?| < cn?.
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Takoder vrijedi z < z, pa je
R < —
2z 2

i imamo |zl — zn| < zn. Ovime smo dobili da mora vrijediti
d < cn® + zn.

Pretpostavimo suprotno, da vrijedi nejednakost n < 7. Imamo d = rst = r(a+17)(b+7)
iz=st+2=(a+7)(b+r)+2 pa bivrijedilo

rla+r)b+r)<(a+b+ 27‘)70—2 + ((a+7r)b+71)+ 2)%,

4
r r2 g3
i(a—f—r)( r) < (a+b) +2+T
abr r?
- b)—
5+ (a+ )4
Sto ocito ne moze biti. Zakljucujemo da je n > 3. O

Lema 3.39. Neka je {a,b,c,d, e} D(4)-petorka takva da vrijedi a < b < ¢ < d < e i
c=a+b+2r. Tada je

81 = 2(1 — (—1)?)(—ec) (mod s), 8n=2(1—(—1)’)ea (mod s),
8m=2(1 — (=1)")(—ec) (mod t), 8n=2(1— (=1)F)eb (mod t),

gdje je ¢ = £1.

Dokaz. Promotrimo jednadzbu (3.26)

+
Z\a+ X+/e= (2va+2/c) (S \/_>
Postupkom kao u Lemi 3.37 izvedemo da je
Xo=2, Xo=s2—2+sa, Xi7)=(s2—2)X{ - X5,

Dokazimo sada indukcijom da je Xy; = 2(—1)7 (mod s). Tvrdnja je za bazu indukcije
= 01ij = 1 o¢ito zadovoljena. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve 7 < J i

promotrimo da onda za korak 7 = J 4 1 imamo

Xoany = (52 — 2) X% — x{%9,
=-2-2(=1)7 = 2(=1)""! (mod s)
=4(—1)" —2(=1)" = 2(=1)"*" (mod s).
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Na analogan nacin dokazemo da je
Zz(?’c) =2(—1)7 (mod s).

Takoder iz (3.27) dobijemo

Promotrimo (3.28),

Wva+ XVd = (2ev/a+2Vd) <x+\/_>21.

Iz nje izvedemo
a,d a,d a,d a,d a,d
XY =2, X0 = (2% —2) fexa, X5 = (2 - 2)X5Y — X5
pa mozemo lako indukcijom dokazati da je

X3 = 2 4 cazl(mod d).

Naime, za [ = 0 je o¢ito da tvrdnja vrijedi, za | = 1 imamo X, = (2% — 2) + exa =
ad + 2 + exza = 2 + caxl (mod d). Ako pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za [ < L,

mozemo izvesti

Xap4n) = (ad + 2) X§77 - X537,
=4+ 2eaxl — (2 + cax(L — 1)) (mod d)
=2+cax(2L— L+1)=2+¢cax(L+ 1) (mod d).

Sli¢no za (3.30) dobijemo
7 = 2 4+ eczn (mod d).

Zbog toga sto je d = rst, iz prethodnih kongruencija zaklju¢ujemo

X3 =2 4 eqzl (mod s),
79 =2 4 ecen (mod s).

Kako je X(a ) = Xé?’d), imamo

2(—1) =2 + caxl (mod s)
caxl =2((—1) = 1)(mod 5) /-ec
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acxl =2((—1) — 1)(ec)(mod s).

Kako je ac = —4 (mod s), $to vidimo iz s?

= ac + 4, imamo
—421 = 2((—~1)? — 1)(ec)(mod s),
a jer je x = —2 (mod s), $to slijedi iz z = rs — 2, imamo konacno
81 =2((—1) — 1)(ec)(mod s).
Na sli¢an naéin, koristeéi z = st + 2, iz ZQ(‘;’C) = 7% dobijemo

8n = 2((—1)? — 1)(—¢ca) (mod s).

Iz (3.29) dobijemo
VoD = 2 4 eybm (mod d),

tj.
V8D =9 4 cybm (mod t),
pa iz jednakosti Ygﬁfgd) = Y;,i’ ) imamo, koristeéi y=rt—2,

8m = 2((—1)* — 1)(ec)(mod t).
Takoder, iz Z? = Z{“? | koristedi z = st + 2, imamo
8n = 2((—1)F — 1)(—¢eb)(mod t).

]

Lema 3.40. Neka je {a,b,c,d,e} D(4)-petorka takva da vrijedi a < b < ¢ < d < e i

c=a+ b+ 2r. Tada vrijedi barem jedna od kongruencija
i) 81=8n=0 (mod s),
i) 8m =8n =0 (mod t),
iii) 8n=—der (mod L), iged(s,t) € {1,2,4}.
Dokaz. Ako je j paran, onda imamo 1 — (—1)7 = 0 pa je 8] = 8n =0 (mod s).
Ako je k paran, onda je 1 — (—1)* = 0 pa je 8m = 8n = 0 (mod t).

U slucaju da sui j i £ neparni imamo

8] = 4(—¢ec)(mod s), 8n =4ea (mod s),
8m = 4(—ec)(mod t), 8n = 4eb (mod t).
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Izs=a+rit=>b+rimamo dajea = —r (mod s)ib= —r (mod t) pa je
8n = —4er (mod s), 8n = —4er (mod t),

t.

8n = —4er | mod Sit .
ged(s, t)

Kako je ¢ = s+ t, slijedi da je ged(s,t) = ged(s, s +t) = ged(s, ¢), i iz ac+ 4 = s* vidimo
da ged(s, ¢)|4 pa smo dokazali tvrdnju leme. O

Da bismo mogli ove rezultate iskoristiti i odrediti granice za Baker-Davenportovu

redukciju, promotrit ¢emo sljedece.

Stavimo
z +Vad Y+ Vbd z++ed
e e
PRV EN R G CY AL
Vo Valeve+ V) T Ve +Va)
i promotrimo linearne forme u logaritmima
Ay = 2l1og 51 — 2nlog B3 + log fa, (3.39)
A3 = 2mlog By — 2nlog B3 + log Bs. (3.40)

Ako primijenimo Lemu 2.15 na D(4)-¢etvorke {a,b,d, e} i {b,c,d, e}, dobijemo gornje

granice za ove linearne forme u logaritmima.

Lema 3.41. Neka su Ay i A3 linearne forme definirane s (3.39) i (3.40). Tada vrijede
nejednakosti 0 < Ay < 2adBy™ 10 < Ay < 2bdSy ™.

Sada ¢emo u svakom od slucajeva iz Leme 3.40 pronaé¢i gornju granicu za neki od

elemenata s, t i r pridruzenih D(4)-petorki.
Lema 3.42. Ako je 8l = 8n =0 (mod s), onda je s < 201884.

Dokaz. Lako se vidi da je ] = n =0 (mod liin=

za neke [1,n, € N. Oznac¢imo s’ =

idajetadal =

s
gcd 5,8) ) ged(s,8) 1

Imamo

gcd ged(s,8)
ng(Syg) ’

ni

Ay = 25’11 1og B — 2s'n1 log B3 + log B4 = log B4 — 25’ log 5321
1

Algebarski brojevi 3, i B3 su invertibilni u Q(v/ad) i Q(v/bd), pa su i multiplikativno

nezavisni nad Q, kao sto smo slicno argumentirali u Lemi 3.17. Zelimo primijeniti Teorem
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3.27 na ovu linearnu formu u dva logaritma, pa lako vidimo da mozemo uzeti

ni1

D:4, 51:28,, bgzl, 1 :ih’ 72:B4.
1

Konjugati od v; su jednaki

3 B 50 B

I I ) —
11 11 ﬁl ! Bl !

i ovisno je li g5 > B4 ili B5* < B imamo

hn) = & (Jlog 5| 4 Jog 25 ™M 1og 3
= — (6] (0] = — 10
il 4 g : gﬂ;ll 9 g O3
ili
1 By L
h(m) = <log + [log - ) = < log 1.
4 B 51 2
Po Lemi 3.41 imamo -
0 <logp 3 4
1
pa je
] 3’ ! 1 2ad By
og o <2—S,(Ogﬁ4+ adB; )

1

< @(log By + 2ad(Vad)™?)
1 2

< 9y (logﬁ‘* * d)

Vrijedi da je

o) o ) <o

pa imamo

nl

10g 2[ - log 2s n 1
2s’ 23 ad 25’ s'ad

1 o
og 2s sad

log 2 1
:ng(S,S)(OgS—i— )

1

Pretpostavimo bez smanjenja opéenitosti da je r > 10%, inaée je s = a +r < 2r < 20000.
Iz te pretpostavke slijedi da je s > 10%, d = rst > r3 > 1012 i
gl
log
B

log(2 - 10%) N 1
2104 104 - 102

< ged(s, 8) ( ) < 5-10"*ged(s, 8) < 0.004.
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Sada imamo

l
% log 35 — Ellog B1| < 0.002

pa je
)
h(y) < Ellog B1 + 0.002.

Apsolutne vrijednosti konjugata od v, = 34 su

veWa+vd) - VeVa+vd) o Ve(=vatVd) o ye(=ya+ Vd)
Va(Ve+ Vi) Va(—ve+Vd)  Va(Ve+rVd) Va(—e+d)

i lako se vidi da su sve ve¢e od 1. Minimalni polinom izra¢cunamo analogno kao za as u

Potpoglavlju 3.2.1 i dobijemo

A (d—a)?

h(72) < ilog (az(d —c)?- 2 (d—cp

1
) < §log(cd) < log (3.

Primjenom Teorema 3.27 s parametrima o = 61 i © = 0.7 dobijemo o = 0.955 i1 3.92 <
N < 3.93. Uzmimo

ay := 4l log 81 + 0.264 > 8h(y1) + o|logy1| — log |71

Kako je ¢ = a+ b+ 2r < 4b, imamo d > abc > ¢*/4 pa je 5 > Vcd > 1¢%/2. Primijetimo

da vrijedi
Vd—/a Ve

1
ValWa- Ve L Va-ye Vi1

i 1.0032 - ¥/2 < 1.264 pa biramo

< 1.0032

aly := 281log((1.264)B3) > 60 log (1.264~ ! \/E> + 8log((1.264)%B3) >

2

> o|logv2| — log |y2| + 8h(72).

Iz pretpostavke da je 7 > 10* imamo da vrijede nejednakosti @} > 56 i a} > 560, pa izbori
vrijednosti svih parametara zadovoljavaju uvjete Teorema 3.27. Naime, ako uvrstimo da

jed=rst,t=b+r > 2ric> 3r, vidimo da vrijede ocjene

a) > 4log(Vad) > 4log(v/rst) > 4log(V2r3) > 56,
al, > 281og((1.264)%Ved) > 281og((1.264)°V6rt) > 560.

Stavimo 0 ) )
=2 10018 > L4 2
aj a; @

b/
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i slicno kao u prethodnom poglavlju

W =4logh + 12.6.

z+v
2

Bududi da je p3 =

S/

n > 4log<

141og((1.264)3(s® + 2))

“d < 2iz=st+2<s%+2, imamo

) +12.6.

Sada za svaku vrijednost ged(s,8) ra¢unamo preostale parametre i dobijemo vrijednosti

prikazane u Tablici 3.1.

Tablica 3.1
Vrijednosti parametara za primjenu Teorema 3.27
| ged(s,8) | 1 2 4 8 |
n 25.508 | 22.736 | 19.963 | 17.191
H 7.537 6.832 6.126 5.421
w 4.005 4.006 4.007 | 4.0085
0 1.07 1.076 1.085 1.097
C 0.02276 | 0.02284 | 0.02294 | 0.02307
c’ 0.04696 | 0.04722 | 0.04753 | 0.04792

Definirajmo jos B := i (h’ + ’\l) < logb' + 4.187 pa vrijedi

g

/ )\/ ? ) / )\, ! !/ )\/ ? !
log [Ay| > —-C h—l—; aja, —Vwl (B +—| —log [ C h+; ayah

g
> —C - 16B%dal, — Vwl - 4B — log(C" - 16 B*a) d))
> —0.3692B%a)ay, — 8.388B — log(0.7668 B*d/ ).

S druge strane, iz Leme 3.41 imamo
log |[As| < —45'l; 1log 1 + log2ad = —s'(a} — 0.264) + log 2ad
pa je
s'(a}) — 0.264) < 0.3692B%a)al, + 8.388 B + log(0.7668 B*a)ay) + log 2ad.

Kako je a} > 56, imamo da je a} —0.264 > 0.9952a] pa tu ocjenu mozemo uvrstiti s lijeve

strane nejednakosti, te kad je jos pomnozimo s 2 i podijelimo s 0.9952a}a) dobijemo

25’ 16.857 _ 2.01 2.01
= < 0m9TB + B 4 - 1og(0.7668 B a}) + ~— log 2ad.

Qg a1ay 10, 102
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to jest,
16.857 2.01 2.01
V < 0.74197B* + ——— B + —— 1og(0.7668 B*ajay) + — log 2ad + 0.018.
aja ala aja
103 102 103
Buduéi da je d = rst > 2r3 > 210" i da je funkcija ﬁggg% padajuéa u d, vidimo da
vrijedi
2.01 2.01log(2ad
L) g 20d < 20L10820d) 9
a1ay 11210g \/E

Slicno mozemo zakljuciti i da je

2.01 2.01log(a}ay)  2.01
— log(0.7668 B*aias) = Blaady) | "~ log(0.7668 B?)

! !
102 a10s a1Gy

2.01
0.0007 + 0.1625 B>
< + 31360

< 0.0007 + 0.000011 B2,

jer za x > 0 vrijedi logzr < 0.37x. Za x > 4 je z < 0.252%, a mi imamo B > h'/4 > 4, pa

je
16.857

a1y

B < 0.000135B%.

Dakle, imamo
V' < 0.742116 B% + 0.02133 < 0.742116(log b’ + 4.187)% 4 0.0213,

pa dobijemo b < 48.28 sto povlaci

2 !/
2% 10018 < 48.28
)
/
2 <24131
)

s’ < 24.131d}, < 675.668 log((1.264)%(s* + 2)).

Za svaku od vrijednosti ged(s,8) € {1,2,4,8} dobijemo redom da je s < Sy, gdje je
S; € {20610, 44324, 94814, 201884}, tj. imamo da je s < 201884. 0

Lema 3.43. Ako je 8m =8n =0 (mod t), onda je t < 127293.

Dokaz. Kao i u prethodnom sluc¢aju, imamo t' = m im = t'mo, n = t'ny za neke

ma, No € N. Promatramo linearnu formu u logaritmima

n2
3
mo *
2

A = 2t'mylog B2 — 2t'ny log B3 + log Bs = log Bs — 2t' log
Sli¢no kao u prethodnoj lemi, imamo
D:4, b1:2t’, 62:1, 'yl:i ’72255
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te su konjugati od ~; jednaki

30 B BT B

512 ’ ;nz ’ 52—m2 ’ BQ—mz :

Ovisno o tome je li f52 > 55" ili f5% < (5" imamo

B = £ (fog 2| 1 hog 5|} = ™ 10g 3
") = 1 og ma 0g 3,2 ) 0g O3
' hin) =+ (Jlog 2|+ Jlog 221} = ™ 1088
Y1) = 4 og ﬂ2—m2 og Bl—mg - 2 0g Pa.
Vrijedi
52 log(2t) 1 log(2t) 1
log =2 = ged(t — .
‘Oggw DT gC(’&< o b

Kako je ¢ > b > 10%, imamo ¢t = b+ r > 10° i bd > b%*c > 10 §to nam daje

n2
3
m2
2

|log 1| = [log < 6.2-10"*ged(t,8) < 0.00496

pa je
h(m) < % log B + 0.00496.

Za ocjenu visine algebarskog broja s, sli¢no kao u Lemi 3.42, vrijedi

2 c*(d—b)?

1
P(d— c)2> < ilogcd < log (5.

h(72) < ilog <b2(d —¢)

Sada mozemo primijeniti Teorem 3.27 s vrijednostima parametara o = 61 i u = 0.7.
S obzirom na to da je 8h(y1) < 4mglog B2 4+ 0.03968 i 62|log ;| < 0.30752, mozemo
uzeti
ay = 4mylog By + 0.3472

aly = 281log((1.264)33)
pa je a} > 69 i a), > 560. Stavimo

2t/ b b
Vo= 40015 > — 4+ —
5] Ay a4

pa za h' imamo izraz
h' = 4logh' + 12.6.

90



Poglavlje 3. Ne postoji D(4)-petorka

Buduéi da je B3 < z = st + 2 < t2 + 2, dobijemo da je

2!
28 log((1.264)3(¢2

h’>4log( >+12.6

+2))

te mozemo konacno izra¢unati vrijednosti prezentirane u Tablici 3.2.

Tablica 3.2

Vrijednosti parametara iz Teorema 3.27.

[ ged(s,8) | 1 2 4 8
& 35.428 | 32.656 | 29.883 | 27.110
H 10.0621 | 9.3565 | 8.651 | 7.9455
w 4.0025 | 4.0029 | 4.0034 | 4.004
0 1.051 | 1.055 | 1.06 | 1.065
C 0.02245 | 0.02249 | 0.02254 | 0.02259
C’ 0.04625 | 0.04638 | 0.04653 | 0.04671

Definiramo B := i (h’ + ’\;/) < logb' + 4.187 pa je

N 2
log [A3] > —-C (h' + A) ajan, — vVwb <
g

h +

e

> —C -16B%dyal — Vwh - 4B — log(C” - 16 B*a)a))

S druge strane, iz Leme 3.41 imamo

> —0.36144B%a}al, — 8.261 B — 1og(0.74736 B*a) d)).

h +

A 2
)\ ! !
— | @109
o

log |Aa| < —4t'mglog B2 + log 2bd = —t'(a) — 0.3472) + log 2bd

pa dobijemo

0.99496a,t’ < 0.36144B%a)aly, + 8.261B + log(0.74736 B*a) d’) + log(2bd),

tj. nakon sredivanja

/

Qg

2t
~- < 0.72655B% +

16.60
B+

2.0

ayay

a109

1

2 2.02
~10g(0.74736 B*aay) + T log(2bd).

Sada opet procijenimo gornje granice za izraze s desne strane u ovisnosti o B pa dobijemo

b < 0.72655B8% 4+ 0.000065B8% + 0.00056 + 0.0000051 82 + 0.0015 + 0.015,

to jest,

bV < 0.726666(log b’ + 4.187)* + 0.01706,
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iz Cega je b/ < 46.943 i
' < 657.202log((1.264)*(t* + 2)).

Za svaki izbor ged(t,8) € {1,2,4,8} dobijemo redom da je t < T; gdje je T} € {12902,
27826, 59662, 127203}, tj. ¢ < 127295, 0

Pogledajmo konac¢no posljednji slucaj iz Leme 3.40.

Lema 3.44. Ako je 8n = —4er (mod —L—), gdje su vrijednosti ged(s,t) € {1,2,4},
ged(s,t)
onda je r < 9164950.

Dokaz. Po Lemi 3.38 vidimo da je n > r/2 pa je 8n +4r > 8n —4r > 01 8n — 4r >

L~ > sl Zae = +1imamo 32n > st —16r, a za ¢ = —1 imamo 32n > st+ 16r. Dakle,

ged(s,t) —
opc¢enito za n vrijedi n > Stg% > @ gdje zadnju nejednakost nije tesko provjeriti jer

jec=a+b+2rist=(a+r)(b+r). PoLemi3.22 i Lemi 3.5 vrijedi h > 2m > 2n pa je
c(r—8)
6
Iz Propozicije 3.28 vrijedi

posebno i A >

h < 3.46289 - 10" log o, log c.

Iz b > max{10°, a + 57/a} imamo da vrijedi 7 — 8 > a pa je

16 —8 -8
a2<\/ac+4:\/ a ‘c(r )+4<\/160(r )+4
r—38 16 16

. 16 c('r’—8)< 16 c(r—8)<£c(r—8)
r—8 16 10/2 —8 16 308 16

Dakle, promatramo nejednakost

c(r —8) < 3.46289 - 101 log (\/166(r —8) +4) log (166(1” - 8)) _

16 16 308 16

Dobijemo da vrijedi

c(r —8)
16

Kako je r2 — 3 +2r > ¢ > 3r, imamo r < 9164950 i

< 1.57493 - 10",

h < 3.46289 - 10" log(2r) log(r* — 3 + 2r) < 1.85682 - 10"°.

]

Primijetimo da nam Leme 3.42, 3.43 i 3.44 daju konaéno mnogo trojki {a,b,c} s

efikasnim gronjim granicama za elemente trojke, pa za njih mozemo provesti Baker-
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Davenportovu redukciju nad linearnom formom

A= 2hlogr+2\/% — 2j10gM +lo velva+ \/l_))

g —=——.
2 NG

Lemu 2.14 primjenjujemo na A; s parametrom J = 2h pa je vrijednost M = 2-7.23357-

108 ili M = 2-1.85682 - 10'3, a objasnit ¢emo unutar opisa algoritma koju vrijednost

biramo. Algoritam smo realizirali u programskom paketu Wolfram Mathematica 11.1 na

sljedeé¢i nacin:
e Kako je 1 <a < r < 9164950, prvo realiziramo petlju po a s korakom 1.
e Za fiksan a nademo sva rjeSenja kongruencije 22 =4 (mod a) takva da je z < a.

e Da bismo mogli realizirali petlju po r, primijetimo da za svaki fiksan a imamo da

je r manji od maksimuma vrijednosti r koje dobijemo iz nejednakosti

1. r £ 201884 — a, koja slijedi iz Leme 3.42,
2. =4 1y < 127293, iz Leme 3.43,

3. 28 < 1.57493 - 10" koju imamo iz Leme 3.44. No, ako uvrstimo b= "4 i

¢=a+b+2r imamo (a+ "% 4+ 2r)(r — 8) < 2.519888 - 10™.

Primijetimo da u posljednjoj nejednakosti za male vrijednosti parametra a dobivamo
znatno manje gornje granice za r od one koja je eksplicitno izrazena u Lemi 3.44,
npr. za a = 1 dobijemo iz posljednje nejednakosti r < 63164. Maksimalnu gornju

granicu za r koju dobijemo iz ovih nejednakosti oznac¢imo s 7,44

e Sada za fiksan a i za fiksan z iz skupa rjeSenja opisanih u drugoj tocki realiziramo
petlju po r kojoj je pocetna vrijednost » = a + x, a maksimalna ne prelazi 7,4
opisan u prethodnoj tocki, te petlja ima korak a. Na taj nac¢in ¢emo dobiti da

je b=t

uvijek cijeli broj i sigurno smo pokrili sve moguée D(4)-parove {a, b}
za koje je r u zadanom intervalu. Ako je r takav da zadovoljava granicu iz trece
nejednakosti, onda mozemo uzeti M = 2-1.85682-10%3, jer zadovoljava uvjete Leme

3.44, §to ¢e i vrijediti za vec¢inu trojki. Inace stavljamo M = 2-7.23357 - 10'3.

e Za fiksne a i r, kada izracunamo b, imamo da je ¢ = a + b + 2r pa na tu trojku

primijenimo redukciju.

Za provodenje opisanog algoritma bilo je potrebno 29 sati i 45 minuta na racunalu
s Intel(R) Core(TM) i7-4510U CPU @2.00-3.10 GHz procesorom i za svaku promatranu
trojku smo dobili J = 2h < 5 $to o¢ito ne moze vrijediti jer je 2h > 2 - 0.666662/ac >
2-0.666662 - 10°/2 > 421. Time smo dokazali sljede¢i teorem.

Teorem 3.45. Regularna D(4)-trojka {a,b,c} se ne moZe prosiriti do D(4)-petorke.
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3.7 Progirenje neregularne trojke do D(4)-petorke

Preostalo je pokazati da se ni neregularne trojke ne mogu prosiriti do petorke. Cipu,
Filipin i Fujita su u [12] pokazali da je b > 3ag > 3a, gdje je ¢ = ged(a, b) u D(1)-petorki.
U D(4)-petorkama iz Leme 2.22 ne mozemo dobiti analogan rezultat koji bi vrijedio za
sve petorke, no nama je preostalo promatrati petorke u kojima je {a,b, c} neregularna
petorka, tj. one za koje je ¢ > max{ab, 4b} pa temo za takve dobiti rezultat koji je i bolji,
s obzirom na to da imamo bolji odnos izmedu elemenata b i ¢. Takoder, po Lemi 3.11
vidimo da je b > 4a kada je ¢ # a+ b+ 2r pa za g = ged(a,b) i B=15b/g, A = a/g imamo
daje B/A>41iB/g> B/A > 5, pa vidimo da smo zadovoljili po¢etne uvjete Teorema

2.20 koji ¢e nam, skupa s Lemom 2.22, biti potreban u dokazu sljede¢a dva teorema.

Teorem 3.46. D(4)-trojka {a,b,c}, za koju je deg(a,b,c) = 1, ne moZe se prosiriti do
D(4)-petorke.

Dokaz. Po Lemi 2.3 imamo ¢ > max{ab,4b}, a po Lemi 3.11 da je b > 4a. Oznac¢imo
d_1 =d_1(a,b,c). 1z definicije stupnja trojke znamo da je {d_1, a, b, ¢} regularna cetvorka
i da je {d_1,a,b} regularna trojka pa nije tesko vidjeti da je d_1 = a+b+2ric =
di(a,d_1,b) =r(r+a)(bxtr). Za d_; nam vrijedi

[p2
d1>a+b—2r>a+b—-2 Z—|—4>a—1,

tj. d_1 > a pa je ¢ > abd_; > a®b.

Pretpostavimo da je 4a < b < k - a. Zelimo primijeniti Lemu 2.22 za A =a, B =01
C = d pa vidimo da prvo trebamo posti¢i da vrijede uvjeti Teorema 2.20 i na¢i najveci
broj k za koji to mozemo posti¢i. Kako imamo da je ¢ > a?bi 10° < b < k - a, imamo
a > % pa je c > %ab. Takoder,

10° 10°0* , 10° ,

S druge strane, kako je b > 4a, imamo da je b—a > 3a pa je A’ = max{4(B — A),4A} =
4(B — A). Bududi da je g > 1, vrijedi

, o 2
59.488A'B(B — A)° 237.952
Ag* a9

3
-1
< 237.952 <kk> kb3,

(b—a)’b

4

(b—a)’b

a

< 237.952

pa je d veci od ovoga izraza onda kada je

10° E—1\°
—b>237.952 (=) k.
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Kako imamo da je b > 10°, moZemo promatrati slabiju nejednakost koju dobijemo kada,
uvrstimo 10° umjesto b na lijevoj strani prethodne nejednakosti, te za nju dobijemo k < 81.
Dakle, pretpostavljamo da je 4a < b < 8la.

Nadalje, promatramo prosirenje trojke {a, b, d} do ¢etvorke i imamo za indeks n u tom

sluc¢aju, po Lemi 2.22; da je

410g(8.40335 - 1013(A')z Az B2Cg~1) log(0.20533A2 B2C/(B — A)~1g)
log(BC) log(0.016858 A(A") "1 B-1(B — A)-2C¢")

n <

Koristit éemo %b <b—a< 2—?() il<g=gecd(a,b) <auocjeni izraza

N|=

8.40335 - 10"¥(A')2 A2 B> Cg~" < 8.40335 - 10'3(4(B — A))2 A2 B*Cg ™"

(SIS

80 \z (/b
4 -113-2<) —| ¥
< 8.40335 - 10 81b 1 b2d

< 8.35132 - 10%3p%d,

1
B\? 1 /3N b
0.20533A43 BYC(B — A)'g < 0.20533 (4) bid (45) .
< 0.03423bd,
b
by
016858 A(A) 'B~Y(B — A)2Cq¢* > 0.01 _ st
0016838 A(4') ™ B(B — 4)*Cg* > 0.016858 5 M s
0.01684 d

4-81 (@)3173

81

> 0.0000544b3d,

pa je
41og(8.35132 - 10'3b3d) log(0.03423bd)

log(bd) log(0.000054b=3d)

n <

Funkcija s desne strane nejednakosti je definirana i padajuc¢a u d za d > (0.0000546=3)~1 >

18518.52b3. S obzirom na to da je d > %b‘l > (.1881676b* i b > 10°, moZemo iskoristiti

ovu donju granicu za d, pa dobijemo da vrijedi

41og(1.571449 - 10'3b7) 1og(0.0064415°)
10g(0.1881676b%) log(0.000010161b)

n <

Iz Leme 3.12 imamo da je u D(4)-¢etvorci m > 0.618034,/d/b pa je

n>"2s0 309017+/ac > 0 309017,/31—0531) > (.134046b%/2
=2 ' ' 81 81 81 ‘

te iz ove dvije nejednakosti dobijemo b < 98416 < 10°, $to naravno ne moze biti. Dakle,

mora vrijediti b > 8la.
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Sada imamo

| b? 2 2

pa je -
¢ > abd_; > §ab2
i ac > Z(ab)?.
Pretpostavimo da je 8la < b < 18.0793¢*2. Onda je a > 18.079372/3p*/3. Promo-

trimo,
A88A'B(B — A)? —a)? 237.952 4
59.488 A’ B( ) _ ggrgsg(b—a)®b 237952 b
Ag? ag* 18.0793-2/3 p2/3
< 1639.12b"/%,

S druge strane, bududi da je d_; > gb > 5105, imamo
d > abe > d_1a*V* > d_118.079374/3p'%/3 > 1639.1296'%/3,

pa mozemo iskoristiti Lemu 2.22. Koriste¢i da je A’ =4(B—A) <4Bil<g<a<b/81

dobijemo

< 1.86742 - 10"3p°d,
1
b\%2 1 /80 \ "' b
2053342 B2C(B — A)™'g < 0.20533 | bzd(b) b
0.20533 C( )¢ < 0.20533 (81> " ’

< 0.00028520bd,

18.07932/3p/3dg*
4

0.016858A(A)'B~Y(B — A)"*Cg* > 0.016858

> 0.0006116~1%/34,

Dakle, vrijedi nejednakost

410g(1.86742 - 10'353d) 1og(0.0002852bd)
log(bd) log(0.0006116=10/34) '

(3.41)
Takoder za d vrijedi

d > abc > d_ja’b* > ga253 > SZ18.0793—4/364/3b?"

> 0.016395'3/3,
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Funkcija s desne strane nejednakosti (3.41) je padajuéa u d i definirana za sve d >
(0.0006116~1%/3)=1 > 1636.67b'%/3. S obzirom na to da imamo b > 10°, vidimo da ovo
vrijedi za d koje mi promatramo, pa mozemo promatrati nejednakost u koju smo uvrstili

d > 0.016396*3/3 i dobili

410g(3.0608 - 10'16?%/3) log(4.6743 - 10~6p16/3)
log(0.016395%6/3) 10g(1.001429 - 10-5b)

Sliéno kao prije, za n dobijemo i donju granicu

> 0.309017+/ac > 0.272527ab > 0.272527 - 18.0793~2/3p%/3

m
n> —
2

> 0.039565°/3.

Rjesavajuci nejednadzbu u b, koju dobijemo iz prethodne dvije nejednakosti, slijedilo bi
da je b < 99861, §to je kontradikcija s b > 10°. Dakle, mora vrijediti b > 18.0793a%/2.

Iz b > 18.0793¢*/2? imamo
r?—4
5/2

= 18.0793°
Kako po Propoziciji 3.28 vrijedi ac < 1.17732 - 10%, imamo da je £(ab)* < 1.17732-10%,
tj. ab < 1.23033 - 10" odakle dobijemo r < 11091997. Koristeé¢i b > 18.0793a/? i gornju

granicu za ab dobijemo a < 135873.

Sada mozemo provesti Baker-Davenportovu redukciju sliéno kao u regularnom slucaju.
Za J = 2h po Propoziciji 3.28 imamo M = 2 - 7.23357 - 10'3. Algoritam se od onog
u regularnom slucaju razlikuje po tome sto je r < 11091997 za svaki a i ne mozemo
dobiti puno bolju gornju granicu. Redukciju radimo nad trojkama {a, b, r(r + a)(b+ 1)}
i {a,b,r(r —a)(b —r)}. Za provjeru je bilo potrebno 11 dana i 18 sati na racunalu s
Intel(R) Core(TM) i7-4510U CPU @2.00-3.10 GHz procesorom i u svakom sluc¢aju smo
imali J = 2h < 5 $to o¢ito ne moze biti jer je i ovdje 2h > 421. Time smo dokazali

teorem. 0
Svi preostali sluc¢ajevi su obuhvaceni sljede¢im teoremom.

Teorem 3.47. D(4)-trojka, takva da je deg(a,b,c) > 2, ne moZe se prosiriti do D(4)-
petorke.

Dokaz. Ako je deg(a,b,c) > 2, onda su d_y = d_(a,b,c) i d_o = d_(a,b,d_y) pozitivni

237.952b%
a

brojevi. Po Propoziciji 3.13 imamo da je ¢ < pa ¢emo analizu trojki koje proma-

tramo podijeliti na ¢etiri slucaja ovisno kojem od cetiriju podintervala element ¢ pripada

5 237.952b°
— |

cE <ab, a%b%} U <a%b%, abﬂ U <ab2, ab%} U <ab2,

Sluéaj I: ¢ € (ab, azbs).
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Buduéi da je ¢ = d, (a,b,d_,), vrijedi ¢ > abd_; pa je ad_; < (ab)'/? tj. ab > (ad_)>.
S druge strane, ac > (ab)(ad_1) > (ad_1)? pa je

Pad_y) = \Jad— +4 < /(117732 - 1028)1/3 + 4 < 47607,

ijer jed_y # 0 imamo 74 q_,) > 3. Sada Zelimo za 3 < 7, 4_,) < 47696 traziti sve moguce
D(4)-parove {a,d_;}. Nadalje, imamo da je {a,d_1, b} trojka, pa se b dobije kao rjesenje
pellovske jednadzbe

AV? — BU? = 4(A — B) (3.42)

gdje je AB+4 = R?, A < B prirodni brojevi. Po Lemi 2.6 znamo da su rjeSenja ove
jednadzbe oblika

VWA LUV = (VoA 1 o) (7”2“@)

gdje je ¢ > 0 cijeli broj i (Uy, Vo) fundamentalno rjesenje jednadzbe (3.42) za kojeg vrijede

nejednakosti

AB - A) 1§|V0|§\/(R—2)(B—A).

0o<Uy, <
0 A

- T R —2
Rjesenja se mogu prikazati binarnim rekurzivnim nizom

UR + Vo A
Uy, U= %, U2 = Ry — Unp,.

Tada je b = U—d _ V4 pa vidimo da mora vrijediti da A dijeli U? — 4.

A B
Iz nejednakosti a?b < ac < 1.17732- 1028, zakljuéujemo b < 1'17723'1028 < 1'177%'1028,

1.17732-10%8 1.17732 - 10%
U<\|————=+4, V| <y /B——-7F—+14

Promatramo algoritam u kojem za svaki R = r(,q_,) € [3,47696] trazimo djelitelje d’' od
R?—4takvedajel <d < Ristavljamo A=diB = %. Za fiksne (A, B) nademo

sve parove cijelih brojeva (Uy,Vp) unutar zadanih granica koji zadovoljavaju pellovsku

je

jednadzbu (3.42) i za svaki par nademo vrijednosti elemenata uzlaznog niza U, do ele-
menta koji zadovoljava gornju granicu za U koju smo dobili. Za svaki tako dobiveni U
provjeravamo dijeli 1i A broj U? — 4, te ako dijeli, uzimamo b = ”;74.

Za svaku od dvije moguénosti (a,d_1) € {(A, B), (B,.A)} ratunamo ¢ = d; (a,b,d_;)

i ako je c € <ab, a%b%] nad trojkom {a,b, ¢} provodimo Baker-Davenportovu redukeiju s

parametrima kao u Teoremu 3.46.
Za provjeru po svim mogué¢im trojkama je bilo potrebno 7 sati i 54 minute te smo

dobili da je J < 5 u svakom slu¢aju, sto ne moze biti.
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Sluéaj II: ¢ € <a%b%,ab2].
Imamo abd_; < ¢ < ab® pa je d_y < & <b, tj. b = max{a,b,d_1}. Po Lemi 3.6. vrijedi

azb? < ¢ < ad_ib+ 4b = b(ad_, + 4)

pa je
(ab)"* < ad_, + 4.

b b

Sli¢no, d_o = d_(a,b,d_1) pa je b > ad_1d_5 $to povlaci d_y < s < @rra

ad_y < (ab)l/2M = (ab)"? 1+ LI 01282(ab)'/?
- (ab)/? — 4 (ab)/? — 4 ' '

Dakle, ab > (1%:2.)". Nadalje

1.01282

ad_y < 1.01282(ad_1 + 4) = 1.01282ad_; + 4.05128

pa je
ad_o — 4.05128

d_.
T

Sada imamo,

ad_y \° ad_y — 4.05128
1.01282 1.01282

ac > (ab)(ad_,) > <

i, kako je ac < 1.17732 - 1028, vrijedi ad_, < 2.30408 - 10° pa je

Plad_s) = yJad_s + 4 < 48001.

Znamo i d_; < b < 3 < (1.17732 - 10%®)%® < 5.17524 - 108, Sli¢no kao u prvom
slucaju, promatramo algoritam s petljom po R = 7r(4q4_,) te trazimo rjesenja pellovske
jednadzbe (3.42) za parove (A, B), ali stavljamo d_; = %. Promatramo oba izbora
(a,d_2) € {(A,B),(B,.A)} te za njih ra¢unamo b = d, (a,d_1,d_3) ic = dy(a,b,d_1). Nad
trojkom {a, b, c} provodimo Baker-Davenportovu redukciju. Za provjeru je bio potreban
1 sat i 34 minute te je J < 5 u svakom slucaju.

Sluéaj III: ¢ € <ab2,a%b%}.

Ovdje je (ab)? < ac < 1.17732 - 10%® pa je r = Vab + 4 < 10416543. Kako je b*/2 < r,
imamo i gornju granicu za b.

Pretpostavimo da je b > d_q, tadaje b =d (a,d_1,d_3) > ad_1d_s pajed_; < adl; <
biab? < c < abd_;+4b < db—_Ql—i-élb. Buduéi da je {a,d_s, b} D(4)-trojka imamo ili a < d_o
ili @ > d_y. Ako je a < d_s, onda je d_y > 5 pa je b? < % + 4b sto ne moze biti jer je
b > 10°. Ako je a > d_,, onda je a > 5 pa je 5b < b% + 4b takoder ocita kontradikcija.

3 5
Dakle, mora biti b < d_; < £ pa imamo d_; < 222 = a!/2b%/2. Iz nejednakosti b < d_,
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Poglavlje 3. Ne postoji D(4)-petorka

slijedi da je d_1 = dy(a,b,d_3) pa imamo d_; > abd_». Sada je
d_
ad_y < 71 < (ab)/? < r < 10416543

i T(a,d_s) = vad_s + 4 < 3228.

Ovdje postupamo isto kao u sluc¢aju II., osim sto b i d_; mijenjaju definicije, pa je
b = ”2A L ad ;= dy(a,b,d ). Za provijeru je bilo potrebno manje od 3 minute te je
J < 5 u svakom slucaju.

Slu€aj IV: ¢ € (asb3, E1952°],

Ovdje imamo a2b3 < 2182 odakle je b > 52
1.17732 - 10 > ac > (ab)*?* > (a® - 237.95272)%/2

pa dobijemo da je a < 460.
Kao i u slucéaju III. ovdje je b < d_q, d_y = dy(a,b,d_3) ic=d(a,b,d_q) pa je
c 237.952b? d_y  237.952b

d_ 1< —<———, dao<—<
ab a2 ab a3

Iz (ab)®/? < 1.17732 - 10%® imamo ab < 1.69184 - 10" 1z a'd_5 < 237.952ab dobijemo
ad_o < 4.02522-1013 pa je Tlad ») < 63;1368283'
S obzirom na to da je a < 460, algoritam provodimo kroz petlju po a, te za fiksan

a trazimo 7(qq_,) unutar intervala {3 634368283} sliécno kao u regularnom slucaju tako da

alrf, a_, —4 te stavljamo d_, = (‘”l72 Definiramo A = min{a,d_»} i B = max{a,d_»}
te rjesavamo pellovsku jednadzbu (3.42) kao u prethodnim slucajevima stavljajuc¢i b =
%, d_1=dy(a,b,d_3)ic=d.(a,b,d_1) te za tako definiranu trojku {a, b, ¢} provodimo
redukciju. Kako je gornja granica za 7(qq_,) velika za male vrijednosti elementa a, bilo
je potrebno 9 dana, 20 sati i 48 minuti za provodenje redukcije te smo dobili J < 5 u
svakom slucaju.

Ovime smo pokazali da ne postoji neregularna D(4)-trojka iz danih intervala za ¢ koja

se moze prosiriti do D(4)-petorke. O
Vidimo da smo ovim teoremom dovrsili dokaz glavnog teorema ovog poglavlja.

Teorem 3.48. Ne postoji D(4)-petorka.
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PoGLAVLIE 4

Polinomijalne 1) ( —1: 1)—éetvorke

Promatranje diofantskih D(n)-m-torki je najzanimljivije kada je n = 1, kako je pro-
blem promatrao i Diofant. U radu smo predstavili rezultate vezane za D(4)-m-torke, no
osim ta dva slucaja, ¢esto je proucavan i slucaj n = —1.

Slutnja je da ne postoji D(—1)-¢etvorka. Naime, Dujella, Filipin i Fuchs su u [19]
pokazali da postoji samo konatno mnogo D(—1)-Cetvorki. Iako je slutnja da se D(—1)-
trojka {a,b,c}, takva da je a < b < ¢, ne moze prosiriti do D(—1)-¢etvorke, postoji
prirodan broj d takav da su brojevi ad + 1, bd + 1 i ¢d + 1 potpuni kvadrati. Jedno od

mogucih prosirenja je prosirenje veéim elementom d = d(a, b, ¢), definiranim s

d:(a,b,¢) = —(a+b+¢) + 2(abe + y/(ab — 1)(ac — 1)(be — 1)),

te ¢emo, kao i do sada, pisati krac¢e d; kada je jasno na koju se D(—1)-trojku {a, b, c}
element odnosi.

Ovo nas vodi do sljedece definicije.

Definicija 4.1. Za skup {a,b,c;d} od cetiri razli¢ita prirodna broja kaZemo da ima svoj-
stvo D(—=1;1), ili da je D(—1;1)-¢etvorka, ako je {a,b,c} D(—1)-trojka i ako su brojevi
ad+1,bd+ 1 icd+ 1 potpuni kvadrats.

lako takvi skupovi nisu mnogo proucavani, vjeruje se da vrijedi sljedeca slutnja.

Slutnja 4.2. Ako {a,b,c;d} ima svojstvo D(—1;1), onda je

d=dy =—(a+b+c)+ 2(abc £ \/(ab —1)(ac —1)(be — 1)).

Mogucée je da vrijedi d_ = 0, i tada nemamo prosirenje D(—1)-trojke do D(—1;1)-
¢etvorke elementom d_. Fujita [34, 35] je dokazao Slutnju 4.2 za D(—1)-trojke oblika
{1, 2, ¢} i za parametarsku familiju D(—1)-trojki oblika { Fori1, Forrs, Foris}, gdjejek > 1
prirodan broj. Filipin je u [31] dokazao isto za familiju trojki oblika {k'% k'? + 2k% +
2,4k + 4k5 + 5}, gdje je k > 1 prirodan broj. He i Togbé su u [37] dokazali da D(—1)-
trojka oblika {1,k* + 1, (k + 1)> + 1}, gdje je k prirodan broj, ima jedinstveno proSirenje
do D(—1;1)-Cetvorke.
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U ovom poglavlju promatrat ¢emo problem D(—1;1)-¢etvorki nad prstenom polinoma

s cjelobrojnim koeficijentima.

Definicija 4.3. Neka je n # 0 polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Skup od m razlic¢itih
nenul polinoma iz Z[ X| nazivamo polinomijalnom D(n)-m-torkom, ako je produkt bilo koja
dva razlicita elementa skupa uwveéan za n potpuni kvadrat nekog polinoma s cjelobrojnim
koeficijentima.
Definicija 4.4. Za skup {a,b,c;d} od cetiri nenul razlicita polinoma iz Z[X|, od kojih
je barem jedan polinom nekonstantan, kazemo da ima svojstvo D(—1;1), ili da je polino-
mijalna D(—1;1)-Cetvorka, ako je {a,b,c} polinomijalna D(—1)-trojka i ako je svaki od
polinoma ad + 1, bd + 1 i cd + 1 potpuni kvadrat nekog polinoma iz Z[X].

Glavni rezultat ovog poglavlja ¢e biti sljedeéi teorem koji rjesava polinomijalnu vari-

jantu Slutnje 4.2 pod nekim uvjetima.

Teorem 4.5. Neka je {a,b,c} polinomijalna D(—1)-trojka takva da je 0 < a < b < c.
Ako je barem jedan od sljedeca dva uvjeta zadovoljen
3d 5deg(b
) dog(o) < Xeslo)-+ Seg()
i) me postoji prosirenje {a,b,c} do D(—1;1)-Cetvorke s 0 <d <cid#d_,

onda takva trojka moZze biti prosirena do D(—1;1)-cetvorke samo s polinomima dy.. Preciz-
nije, ako su r,s,t € Z[X] polinomi s pozitivnim vodeéim koeficijentima koji zadovoljavaju
ab—1=1% ac—1=s*ibc—1=1?, i ako je {a,b,c;d} polinomijalna D(—1;1)-cCetvorka,
onda je

d=dy =—(a+b+c)+2(abc +rst).

Napomena 4.6. Prvi uvjet zadovoljava, npr. trojka {a,b,c} = {1,2% + 1,42* + 1} ili
{a,b,c} = {1,42% + 1,162° — 8z* + 2% + 1}. Primjer kada prvi uvjet nije zadovoljen je
npr. za trojku {a,b,c} = {1, 2% + 1,642 + 6425 + 162* + 1}.

Prvi uvjet povlaci drugi uvjet, sto ¢e biti objasnjeno pri kraju potpoglavlja. Nazalost,
kada taj uvjet o odnosima stupnjeva nije zadovoljen, drugi uvjet je potreban kako bismo
mogli odrediti inicijalne vrijednosti nizova iz Potpoglavlja 4.1. Vjerujemo da je drugi
uvjet, a time i polinomijalna varijanta Slutnje 4.2, uvijek istinit za D(—1; 1)-¢etvorke.

Da bismo dokazali Teorem 4.5, koristimo uglavnom metode iz [20] i [21], no kako se
ne moze sve pokazati analogno, bile su potrebne i neke nove ideje, sto ¢ini ovaj rezultat
zanimljivim. Va’no je primijetiti da su polinomi koje promatramo iz prstena Z[X| na
kojem imamo uredaj.

Kao i prije, prvo ¢emo promatrati sustav pellovskih jednadzbi pridruzen prosirenju
D(—1)-trojke do D(—1; 1)-Cetvorke. Zatim ¢emo promatrati presjeke binarnih rekurzivnih
nizova, te dokazati tvrdnju teorema koriste¢i kongruencije i princip pronalazenja razlika

medu elementima (eng. gap principle).
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Poglavlje 4. Polinomijalne D(—1;1)-¢etvorke

4.1 Sustav pellovskih jednadzbi i kongruencije
pridruzene problemu

Oznac¢imo s Z*[X] skup polinoma s cjelobrojnim koeficijentima i s pozitivnim vodeé¢im
koeficijentom. Za a,b € Z[X], definiramo da vrijedi relacija a < b ako je b — a € Z1[X].

Takoder, definiramo apsolutnu vrijednost polinoma a € Z[X] na prirodan naéin,

a, ako je a >0
la| = .
—a, ako jea <O.

Od sada pretpostavljamo da je {a,b,c} polinomijalna D(—1)-trojka takva da vrijedi
a < b < c. Postoje r,s,t € ZT[X] takvi da je

ab—1=1% ac—1=5% bc—1=1t (4.1)

Pretpostavimo da polinomijalnu D(—1)-trojku {a, b, ¢} mozemo prosiriti do D(—1;1)-
¢etvorke s d € Z*[X]. Tada postoje polinomi z,y, z € Z*[X] takvi da je

ad+1=2% bd+1=1vy* cd+1=2 (4.2)

Najvise jedan od polinoma a, b i ¢ je konstantan, inace imamo D(—1)-trojku koju ne
mozemo prosiriti s nekonstantnim polinomom d, sto se lako moze vidjeti usporedujuci
vodece koeficijente u jednadzbama (4.1) ili (4.2). Naime, ako pretpostavimo da su a, bic
konstantni polinomi, imamo po definiciji da d mora biti nekonstantan. Neka je dy vodedi
koeficijent polinoma d. Iz jednakosti (4.2) imamo da je ady = x3, bdy = y2 i edy = 22,
odakle dobijemo da su ac, bc i ab potpuni kvadrati u Z. S druge strane iz jednakosti
(4.1) imamo da su ab — 1, ac — 1 1 be — 1 potpuni kvadrati, $to naravno nije moguce pa
zbog pretpostavke a < b < ¢ imamo da c nije konstantni polinom. Istim argumentima
pokazemo da ne mogu biti konstantni ni @ i b istovremeno pa je i b nekonstantni polinom.
Dakle, deg(c) > deg(b) > 0.

Oznacimo s ayg, by, o, So, to vodece koeficijente polinoma a,b,c,s,t, redom. Tada, iz
(4.1), imamo agcy = 5% ibgco = tg. Dakle, ag, by i ¢y moraju imati isti predznak, pa zato
nemamo gubitak opéenitosti ako pretpostavimo da su polinomi a, b, c € Z1[X].

Prosirenje D(—1)-trojke do D(—1; 1)-Cetvorke uvijek postoji, jer mozemo uzeti d = d

sto je iskazano u sljedecéoj lemi koja je dokazana u [23].

Lema 4.7. Neka je {a, b, c} polinomijalna D(—1)-trojka i neka vrijedi (4.1). Tada postoje

polinomi dy,uy, vy, wy € Z[X] takvi da je

ads +1 = (ug)?, bde+1=(ve)? cde+1=(wy) (4.3)
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Poglavlje 4. Polinomijalne D(—1;1)-¢etvorke

Preciznije,
dy = —(a+b+c)+ 2abc & 2rst, (4.4)
uy =at£rs, vy =>bskrt, wy = cr =+ st. (4.5)
Lako se vidi da je
dy-d_=(c—a—b—2r)(c—a—b+2r). (4.6)

c=a+b—ds+ 2abdy F 2ruyvy,

pa slitno kao u cjelobrojnom D(4)-sluc¢aju vidimo ako je d_ =0, onda jec=a+b+2ri
obratno.

Oznac¢imo
deg(a) = a, deg(b) =F i deg(c) =1

Imamo dajea>01i /3 > 0.

Dokazimo prvo ,gap principle”, koji nam daje svojstva elementa ¢ > max{a, b} kada
¢ nije najmanji mogué¢i. Kao sto smo mogli vidjeti i u prethodnom poglavlju, ovakvo
svojstvo se Cesto koristi u cjelobrojnom slucaju i u drugim razmatranjima polinomijalne

varijante problema (vidi npr. [21, Lemma 4]).

Lema 4.8. Neka je {a,b,c} polinomijalna D(—1)-trojka za koju vrijedi a < b < c¢. Tada
jec=a+b+2r iy >deg(d-) +a+ B, gdje je d_ definiran s (4.4).

Dokaz. 1z (4.4), mozemo zakljuciti deg(dy) = o+ 4 . Neka je deg(d_) > 0. 1z (4.6) i

¢injenice da je a < b < ¢ dobijemo
deg(d) + deg(d_) = deg((c —a — b)* — (2r)%) < 2y

pa je deg(d_) < v —a— (. Kako imamo najvise jedan konstantni polinom u D(—1)-trojki
{a,b, c}, zakljuéujemo deg(d_) < 7.

Sada imamo dvije mogucnosti.
1) Ako je d_ = 0, onda iz (4.6) dobijemo ¢ = a + b+ 2r. No, kako smo pretpostavili
a < b < ¢, onda ne mozemo imati ¢ = a + b — 2r. Dakle, c =a + b+ 2r.
2) Ako d_ # 0, onda y > deg(d_) + o + f. O

Primijetimo da iz Leme 4.8 imamo da je ili v > a4 (3 ili ¢ = a + b+ 2r, Sto nam daje
raskorak izmedu elemenata b i ¢ i pokazat ¢e se kao bitna ¢injenica u dokazu Teorema
4.5.
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Eliminirajuéi d iz (4.2), dobijemo sljedeéi sustav pellovskih jednadzbi:

az? —cr? = a-—c, (4.7)

bz —cy® = b—ec. (4.8)

Slicno kao u Lemi 2.6, mozemo opisati skupove rjesenja jednadzbi (4.7) i (4.8). U dokazu

se koristimo dokazom iz [20, Lemma 1].

Napomena 4.9. U sljedecoj lemi éemo promatrati jednakost u kojoj ée se nalaziti korijeni
polinoma, npr. \/a, sto je samo formalna oznaka kojom oznacavamo da su koeficijenti uz

iste korijene polinoma jednaki s obje strane jednakosti. Takoder, prirodno je definirano

da je \/a-\/a=a.

Lema 4.10. Neka sux,y, z € ZT[X] i pretpostavimo da su (z,x) i (z,y) rjesenja jednadzbi
(4.7) i (4.8) redom. Tada postoje rjesenja (2o, x0) @ (21,%1), gdje su 2o, xo, 21,y1 € Z[X],
jednadzbi (4.7) i (4.8) redom, takva da

i) vrijede nejednakosti

0<uzo, x2<alc—a), z<clc—a), (4.9)
0<wy, yi<blc—b), zI<c(c—b), (4.10)

it) postoje cijeli brojevi m,n > 0 takvi da je
zv/a+ xv/c = (20v/a + 2ov/¢)(2ac — 1 + 2sv/ac)™, (4.11)
Vb +yve = (Vb + y1v/e)(2be — 1+ 2tVbe)™. (4.12)

Dokaz. Primijetimo da je

(5 ++vac)*™ = (s* + ac + 2sv/ac)™ = (2ac — 1 + 2sv/ac)™.
MnozZe¢i s konjugatom (s — y/ac)*™ dobijemo da je

(s + Vac) (s — vac)™ = (s* — ac)™ = (1" = L. (4.13)

Promotrimo parove (z*, 2*) polinoma oblika

ZVa+aVe = (2va+ave)(2ac — 1+ 2s/ac)™,

gdje je m € Z i (z, ) rjeSenje jednadzbe (4.7) u polinomima iz Z*[X]. Po (4.13) je ocito
da (z*, 2*) zadovoljava (4.7).
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Neka je (2ac — 1+ 2sy/ac)™ = p + gv/ac, gdje su p, ¢ € Z[X]. Imamo

Z*Va+ x*\e = (zp+ cxq)va+ (pr + azq)V/c.

Dakle, z* = px + azq. Zelimo pokazati da je x* > 0. Ako je m > 0, onda je p,q > 0
pa je x* > 0. Ako je m < 0, onda je p > 01i ¢ < 0. Ako pretpostavimo da je x* < 0,
onda pr < —azq. Obje strane prethodne nejednakosti su pozitivne pa kvadriranjem
dobijemo p*x? < a?2%¢?. 1z (4.13) zakljuéujemo da vrijedi p? — acg® = 1 i dobijemo da je
22 + 2%¢%ac < ¢*a*2%. Dakle,

? —cr?) = ¢*ala—c) <0,

7 < ¢*alaz
sto je kontradikcija. Preostaje nam zakljuciti da je x* > 0.
Medu svim parovima (z*, 2*), odabiremo onaj par koji ima svojstvo da je * minimalan,

i oznacavamo ga s (2o, o). Definiramo polinome 2’ i 2" s

Z'va+ 1'\/c = (z0v/a+ xov/c)(2ac — 1 — 2se\/ac),

gdje je e =1 ako je zg > 0ie = —1 ako je zp < 0. Iz minimalnosti od zy zaklju¢ujemo
da je

' = xo(2ac — 1) — 2as20e > xy.

Ovo vodi do zakljucka zo(ac — 1) > as|zp|. Kvadrirajuéi nejednakost dobijemo
vi(ac —1)? > a®s*z) = a(ac — 1)(a — ¢ + cx).

Konac¢no, zakljucujemo 0 < zg i 23 < a(c — a). Granice za |2| slijede iz (4.7).

Ovime smo dokazali da postoji rjesenje (zo, zo) jednadzbe (4.7), koje zadovoljava (4.9),
i cijeli broj m € Z takav da vrijedi (4.11). Preostaje pokazati da je m > 0. Pretpostavimo
da vrijedi m < 0. Tada dobijemo z = zop + zgcqg (primijetimo da je u ovom slucaju
q < 0). Iz uvjeta z > 0, dobijemo zop > —xocq gdje su obje strane nejednakosti pozitivne.

Kvadrirajuéi nejednakost i koristeéi jednadzbu p? — acq® = 1, dobijemo

2 > 252q* — acq®zy = cq*(c — a) > c(c — a).

Ovo je u kontradikciji s (4.9), pa mozemo zakljuéiti m > 0.
Dokaz tvrdnji vezanih za (4.8) je analogan. O

Po Lemi 4.10 postoji nenegativan cijeli broj m i rjeSenje (29, xo) jednadzbe (4.7) takvi
da (4.9) i (4.11) vrijede. Takoder, postoji nenegativni cijeli broj n i rjesenje (z1,y1)
jednadzbe (4.8) takvi da (4.10) i (4.12) vrijede. Dakle, vrijedi da mora biti z = v, = w,,
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gdje su binarni rekurzivni nizovi (v, )m>0 1 (wy,)n>o definirani s

vo = 20, U1 = (2ac — 1)z + 2scxy, Vpmio = (4ac — 2)Vpi1 — U, (4.14)

wo = 21, wy = (2bc — 1)z1 + 2tcyy, wpio = (4bc — 2)wp 11 — Wy, (4.15)

Promotrimo sada za koje kongruencije mozemo pokazati da vrijede za elemente nizova

Um 1wy 1z (4.14) i (4.15), lako se indukcijom dokaze sljedeca lema.

Lema 4.11. Neka su nizovi (vy,) @ (wy,) dani s (4.14) ¢ (4.15). Tada je

U = (—1)™20 (mod 2¢), w, = (—1)"z (mod 2¢).

Dokaz. Promotrimo (4.14). Lako se vidi da v,, = (—1)™z (mod 2¢) vrijedi za m = 0 i

m = 1. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve m < k. Neka je m = k + 1. Tada je

Vps1 = (dac — vy —vp_1 = =2+ (=1)F2 — (=1)* 12 (mod 2¢)

= (—=1)""2 (mod 2c).

Slicno se dokaze i tvrdnja za w,,. m

Indukcijom po m i n, redom, iz (4.14) i (4.15) dobijemo da za stupnjeve elemenata

vrijede sljedece tvrdnje.

Lema 4.12. Neka su (vy,) @ (wy,) nizovi definirani s (4.14) i (4.15). Tada za m,n > 1

mamo

deg(vn) = (m—1)(a+7)+ deg(v),
deg(w,) = (n—1)(8+7) + deg(w1).

Dokaz. Tvrdnja vrijedi trivijalno za m = 1. Promotrimo vy = (4dac — 2)v; — vy. Iz
ocjene za zy, z2 < c(c — a), zakljuCujemo da je deg(vy) = deg(z) < v pa je deg(vy) <
deg((4ac—2)vy) = a+y+deg(vy). Jedina moguénost da su polinomi (4dac—2)vy i vy = 2o
istog stupnja je kada su stupnja . Oznac¢imo vodedi koeficijent polinoma ¢ s C'. Buduéi
da je 22 < c(c — a), ako je deg zy = v, onda vy = 2y mora imati vodeéi koeficijent manji
ili jednak C, a vodeéi koeficijent polinoma (4ac — 2)v; je vedi ili jednak 4C, pa vidimo
da se ne ponistavaju vodeéi koeficijenti tih polinoma u razlici vo = (4dac — 2)v; — vy.
Zakljucujemo da je deg(vs) = (o + ) + deg(v1), Sto odgovara tvrdnji.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve m < M. Promotrimo vy, 1 = (4dac — 2)vy —

var—1. Po pretpostavei indukcije je deg(va—1) < deg(var) pa je

deg(vars1) = (@ +7) + deg(vn) = (M + 1) — 1)(a 4 7) + deg(v).
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Dokaz tvrdnje za niz w, je analogan. O]

Sljedeca lema daje vezu medu vrijednostima fundamentalnih rjesenja zy i 2;.
Lema 4.13. Ako jednadzba v, = w, ima rjesenje, onda je (—1)™zg = (—1)"z1.
Dokaz. Ako je v, = w,, onda je po Lemi 4.11

(=1)"29 = (—1)"2z (mod 2c).
Po Lemi 4.10 imamo gornje granice za apsolutnu vrijednost fundamentalnih rjesenja pa
je
|20 + |21| < ¢+ ¢ = 2c,

sto znaci da u kongruenciji vrijedi jednakost. O]

Takoder se lako moze pokazati indukcijom, pa ostavljamo bez dokaza, da se iste kon-

gruencije kao u [22, Lemma 2| mogu dobiti promatraju¢i nizove (v,,) i (w,) modulo 8c¢*:

U, (=1)"™ (20 — 2acm®zp — 2csmag) (mod 8c?),

(—1)"(z; — 2ben*z; — 2ctny;) (mod 8¢?).

W,

Iz ovih kongruencija i Leme 4.13 slijedi ako je v, = w, i m = n (mod 2), onda imamo

29 = z1. Koriste¢i navedeno, iz kongruencije v,, = w, (mod 8c¢?) dobijemo kongruenciju
2c(am?zy + smaxg) = 2¢(bn’z; + tny;) (mod 8c?)

koju podijelimo s 2¢ i dobijemo

am?zy + smxy = bnz, + tny; (mod 4c). (4.16)

Ako vrijedi m # n (mod 2), onda imamo 2y = —z; te analognim postupkom dobijemo da
vrijedi

am?zy + smxy = —bn’z; — tny; (mod 4c). (4.17)

Da bismo dokazali Teorem 4.5, prvo ¢emo odrediti moguce inicijalne vrijednosti nasih
nizova, tj. fundamentalna rjeSenja sustava pellovskih jednadzbi (4.7) i (4.8).

Promatramo nizove (v,,) i (w,) takve da je 22 = v%, = w? = cd+1, gdje je d € ZT[X].
Ovo povladi da je v, =1 (mod ¢) i w? =1 (mod ¢). Iz Leme 4.11 slijedi da je

22 =1 (mod ¢).

Tada postoji

2
25— 1

dy = 2—— e Z*[x] U {0}.
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Iz (4.7) i (4.8) imamo
o =adg+1 i y;=bdy+1. (4.18)

Nadalje, iz (4.9), imamo cdy = 25 — 1 < 2, pa je
do < c.

Dakle, mozemo konstruirati polinom dy < ¢ takav da je ili dy = 0 ili je {a,b,c;dp}
polinomijalna D(—1; 1)-¢etvorka.

Ako je drugi uvjet Teorema 4.5 zadovoljen, imamo dy = 0 ili dg = d_.

Ako je prvi uvjet Teorema 4.5 zadovoljen, onda isto mozemo zakljuciti promatrajuci

sljede¢u lemu.

Lema 4.14 ([24, Lemma 5)). Neka je K algebarski zatvoreno polje karakteristike 0 i
neka je {a, b, c,d} polinomijalna D(1)-petorka nad K[ X]. Oznacimo sa o, 5,7,9 stupnjeve
polinoma a,b, c,d redom i pretpostavimo da je a < [ < ~v < §. Tada vrijedi jedna od
tordnji:

. 38+5
2)52%’

i) d =d,(a,b,c) = a+b+c+2(abc+rst), gdje jer? = ab+1, s> = ac+1 i t? = be+1,

iti) {a,b,c,d} = {@, —25‘£(p2 - 1), 73+3‘/j3p2 + 2\/3:0’, 3J”3/j3p2 + 2\/3:)’} za neki ne-

konstantni polinom p € K[X].
Primijetimo da je {ia,ib, —idy,ic} polinomijalna D(1)-¢etvorka u Z[i][X] C C[X]. S
obzirom na to da pretpostavljamo da vrijedi prvi uvjet Teorema 4.5, to jest da vrijedi

w, jasno je da iz Leme 4.14 slijedi da {ia, b, —idy,ic}

nejednakost deg(c) <
ne moze biti neregularna D(1)-¢etvorka. Ovo povlaéi da ili imamo regularnu Cetvorku ili

je idy = 0 ili su neki elementi ¢etvorke jednaki. Ako je to regularna cetvorka, onda je
—idg = 1a + ib + ic + 2ia - ib - ic — 2ir - 1s - it,

to jest
do=—(a+b+c)+ 2abc — 2rst =d_.

Ako je idy = 0, onda je oc¢ito dy = 0. Konacno, kako je ¢etvorka koju promatramo iz
Z[i][X], gdje se opcenito kvadrati ne mogu razlikovati za 1, jedina moguénost da imamo
jednake elemente je kada je a = 11 dy = —1. Ali tada {a,b,c;dp} oc¢ito nije D(—1;1)-
¢etvorka u Z[X]. Dakle, mora biti dy € {0,d_}.

Iz cdy + 1 = 22, ako vrijedi prva moguénost dy = 0, onda je
1.) 2 = +1.

Iz druge moguénosti, dy = d_, koristeéi (4.3), dobijemo
2.) zp = £(er — st).
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4.2 Dokaz Teorema 4.5

Dovrsimo dokaz Teorema 4.5. Promatrat ¢emo zasebno slucajeve 1.) i2.), te u svakom
od njih promatrati vise razlicitih moguénosti za odnose medu stupnjevima polinoma a, b
i c. Zasebno ¢emo morati promatrati i slucajeve kada su m i n iste ili razli¢ite parnosti.
S obzirom na to da pretpostavljamo da je a < b < ¢, imamo da je a < 3 < 7, a zbog
prethodnih razmatranja znamo i da je 8 > 0.

Sluc¢aj 1.) dy =01 2o = £1.

Koristeéi (4.9), (4.10) i (4.18), za dy = 0 dobijemo da je xog = 1iy; = 1. Ve¢ smo vidjeli
da su produkti vodec¢ih koeficijenata u parovima polinoma koje promatramo potpuni
kvadrati pa mozemo pisati a = A2DX*+ ..., b= B?2DX® + ...ic= C?DX" + ..., gdje su
A, B, C, D prirodni brojevi. Promotrimo sada nekoliko sluc¢ajeva ovisno o stupnjevima
polinoma a, b i c.

1. a) Pretpostavimo da je 5 < v. Iz (4.16), ako je m = n (mod 2), imamo
+am? + sm = +bn® + tn (mod 4c).

S obzirom na to da se u kongruenciji nalaze samo polinomi stupnja manjeg od stupnja
polinoma ¢, slijedi da u kongruenciji vrijedi jednakost pa dobijemo da je £am? + sm =
+bn? + tn, pa mora biti a = . Slitno iz (4.17) imamo +am? +sm = Fbn* —tnzam £ n
(mod 2), pa je takoder o« = . Tada po Lemi 4.12 imamo da je m = n, pa vidimo da mora
vrijediti da su m i n iste parnosti. Dakle, +m(a —b) =t — s. Mnoze¢i s t + s dobijemo
Fm(b—a)(t+s) =t* — s* = ¢(b—a). Vidimo da bi trebalo biti

Tm(t+s) =c,

sto je u kontradikciji s 5 < 7.

1. b) Pretpostavimo da je a < f = 7. Po Lemi 4.8 imamo ako je ¢ # a + b + 2r,
onda je v > deg(d ) + a+ i d_ # 0. Iz nejednakosti vidimo da onda a i d_ moraju
biti konstantni polinomi. S obzirom na to da je vode¢i koeficijent od bd_ + 1 potpuni
kvadrat, imamo da je d_ = u?D za neki prirodni broj p. Tada imamo da su ad_ + 1 i
ad_ potpuni kvadrati, sto nije moguce. Dakle, mora vrijediti ¢ = a + b + 2r, pa se lako
vididajes=a+rit=0+r.

Ako je m =n (mod 2), iz (4.16) imamo

+am? + am +rm = £bn* + bn + rn (mod 4c).
Zbog b = —a — 2r (mod c¢), kongruencija poprima oblik

a(+m® £n*+n+m)=r(F2n*> —n—m).

110



Poglavlje 4. Polinomijalne D(—1;1)-¢etvorke

Kako je a < 3, usporedujuéi stupnjeve polinoma u jednakosti vidimo da obje strane ove
jednakosti moraju biti jednake 0. Zato imamo ilim =n =0, stodajed =0,ilim=n=1
odakle je zg = 23 = 1 1ili 29 = z; = —1. Ako je zp = 23 = 1, jer je a # b, imamo da je
vy =2¢(2a+71) — 1 # 2¢(2b+r) — 1 = wy pa vidimo da taj slu¢aj ne moze vrijediti. Ako

je 2o = 21 = —1, imamo da je z = v; = w; = 1 4 2r¢, odakle dobijemo da je
d=4r(a+7r)b+71)=—(a+b+c)+ 2abc+ 2rst =d,.

U slucaju da je m # n (mod 2), iz (4.17) imamo m = F2n? + n $to je u kontradikciji
s pretpostavkom o parnosti brojeva m i n.

1. c¢) Pretpostavimo da je a = f = 7. Po Lemi 4.8 vidimo da tada mora biti
c=a+b+2r. Iz (4.14), (4.15) i Leme 4.12 zaklju¢ujemo da je m = n. Buduéi da imamo
m =n (mod 2), iz (4.16) dobijemo

(£m? +m)(a —b) = 0 (mod 4c). (4.19)

Ako je £m? +m = 0, kao i prije, imamo d = 0, inace, ako je =m? + m # 0, onda je
k(b—a) = l(a+b+2r), gdjesu k,l € Z, k # lik,l # 0. Iz toga slijedi (k—1)b—(k+1)a = 2Ir.
Kvadriranjem i koriste¢i (4.1), dobijemo (k — 1)%0* — 2(k* + 1®)ab + (k + 1)%a® = —4i? i
konac¢no

(k=02 — (k+1)%a)(b— a) = —4I*.

Kako je polinom s desne strane stupnja 0, oba su faktora s lijeve strane polinomi stupnja
0. S obzirom na to da je § > 0, iz a = 8 > 0 i Cinjenice da je b — a konstantni polinom
imamo da za p = a = f vrijedi a, = b, # 0. Oznacimo b = bya? + b, 12?71 4+ -+ + by i
a = ayz? + a, 1277t + -+ + ao. Buduéi da imamo a, = by, polinom (k —1)%b — (k + 1)%a
tada ima oblik

(kK —1)*(bya? + -+ by) — (k +1)*(apa® + - - - + ag) = —4klbya® + - - -

i kako i taj polinom mora biti konstantan, morali bismo imati 4kl = 0, Sto nije moguce.

Slucaj 2.) dy =d_ i zg = +(cr — st).

Koristeéi (4.9), (4.10) i (4.18), za dy = d_ dobijemo xy = at —rs iy, = bs —rt. Ako
je B =1, onda je ¢ = a+ b+ 2r, sto smo ve¢ vidjeli da mozemo zakljuciti iz Leme 4.8. U
tom slucaju je st —cr = 1, pa je zp = +1 Sto smo ve¢ rijesili u slucaju 1). Dakle, mozemo
pretpostaviti § < 7.

Prije razrade dokaza po slucajevima za stupnjeve, promotrimo koji oblik nam popri-
maju elementi nizova, koje stupnjeve imaju i koji oblik imaju kongruencije koje ¢emo
koristiti.

Imamo da je ¢y = at—rs, no kako se vodeci koeficijenti polinoma u razlici ponistavaju,
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da bismo odredili stupanj polinoma xy promotrimo produkt

2t2 2.2

zo - xy = (at —rs)(at +1rs) = a’t® —ris® =

=a*(bc—1) — (ab—1)(ac— 1) = a(b+¢c) — a* — 1.

Vidimo da je deg(zo - z) = oo+ v i da je deg(xp) = o + B—;—”y pa je deg(xg) = PY;B, to
jest deg(a3) = v — 5.

Sli¢no, da bismo odredili stupanj polinoma y; = bs — rt promatramo da je
Y-y = 28> —r*t? =b(a+c) — b — 1,

pa je deg(yy - y}) = B+ v i deg(y)) = deg(bs + rt) = 5+ a;r77 iz, ¢ega zakljucujemo
-«

Y .
deg(y1) = i deg(yf) =7 — o
Promotrimo polinome +(cr — st), $to ¢e nam biti vrijednosti od 2z i z;. Ovdje imamo

+(cr — st)(cr + st) = £(c*(ab— 1) — (ac — 1)(bc — 1)) = £((a + b)c — * — 1)

i vidimo da je deg(£(cr — st)(cr + st)) = 2v i deg(er + st) = v + a;rﬁ pa vrijedi

2§ deg(:3) = deg(z3) = 27— (a + B),

2
Ako je zg = cr — st, imamo da je v; = cr + st i deg(vy) = v + a—;—ﬁ' Inace, ako je

deg(£(er — st)) = deg(z9) = deg(z1) = v — <

29 = st — cr, mozemo direktnim uvrstavanjem vidjeti da je v, = 4acst — 4acr? + 3er — st
i da su vodeéi koeficijenti polinoma 4acst i 4acr? jednaki, pa da bismo odredili stupanj

polinoma v; promatramo produkt

vy - v = ((2ac — 1)z + 2scx0)(—(2ac — 1) 2o + 2scwg) = 4s°cag — (4a*c® — dac + 1)z; =

— A302 2 2 2.2 2 2 2 _ 2 2 2 2 _
= dac’xy — Acxy — da”c 25 + daczy — 25 = (dac” — 4de)(cxg — azg) — 25 =

=dc(c—a)(ac—1) — 23,

gdje smo koristili (4.7), pa vidimo da je deg(v; - v}) = 37 + « i deg(v]) = deg(er + st) =
a J—

2
Ako je z; = cr—st, imamo da je wy = cr+st paje deg(w,) = 7+L+5. S druge strane,

2
ako je z; = st —cr, analognim postupkom kao za zo dobijemo da je deg(w;) = 2y + p= i

v+ Oé;_, i zakljuCujemo konac¢no deg(vy) = 2y +

Promotrimo sada kongruencije koje ¢emo koristiti. Buduéi da vrijedi deg(d_) < v, iz

izraza za d_ imamo da je

—2rst=d_+a+b (mod c).
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Uvrstimo u kongruenciju (4.16) izraze za zg, z1, xg, y1 i dobijemo
+am?st — mast — mr = £bn? — nbst — nr (mod c)
te ako pomnoZimo s 2st i koristimo da je s?t> = 1 (mod ¢) imamo
2(+am? — am) — 2(£bn? — bn) = —2rst(n —m) (mod c),

to jest
2(£am?® — am) — 2(£bn* —bn) = (a +b+d_)(n —m) (mod c). (4.20)

Sli¢no iz kongruencije (4.17) dobijemo
—2(fam? — am) — 2(£bn* — bn) = (a + b+ d_)(n +m) (mod c). (4.21)

Razradimo sada ostatak dokaza po slucajevima za stupnjeve polinoma koje proma-
tramo.

2. a) Pretpostavimo prvo a = § < . Ako je m Z n (mod 2), imamo deg(v;) = 27 i
deg(wy) = a+ + ili obratno. Iz Leme 4.12 dobijemo

(m—n—1)(a+7v)+2y=0.

Moramo imati o > 0, jer je & = 5 > 0, pa treba biti —2y < (m—n—1)(a+7) < 0 odakle
je jedina mogu¢nost m —n — 1 = —1, tj. m = n, no to je u kontradikciji s pretpostavkom
o parnosti brojeva m i n, pa ovaj slu¢aj ne moze vrijediti.

S druge strane, ako je m = n (mod 2), jer je zg = 21 i deg(vy) = deg(wy) € {27, v+a},
iz Leme 4.12 zakljué¢ujemo m = n. Uvrstimo li m = n u (4.20), koristeéi da je 8 < 7,

dobijemo jednakost u kongruenciji pa vrijedi
+m(m —1)(a—b) = 0. (4.22)

Ovo moze vrijediti samo ako je m = n = 0, $to vodi do zakljuckadajed =d_,ilim=n =
1, gdje iz (4.22) prvo zakljucujemo da je zg = cr — st, zatim da je z = v; = wy = cr + st,
i konacno d = d, .

2. b) Pretpostavimo da je a < < 7. Promotrimo zasebno slucajeve s obzirom na
stupanj polinoma d_.

Pretpostavimo prvo da je deg(d_) < fim =n (mod 2). Tada iz (4.20) usporedujudi

vodece koeficijente, imamo da je +2n(n F 1) = m — n. Dakle,

—2n% —n, ako je 2y = cr — st <0,
m=n+2nnF1)= (4.23)
2n? —n, ako je zy = cr — st > 0.
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U oba slucaja mozemo imati m = n = 0, iz ¢ega imamo d = d_. Prvi slu¢aj moze vrijediti

samo tada, inac¢e bismo dobili m < 0, $to nije moguce. U drugom slucaju imamo

dog) =21+ =2
deg(wy) =2y + b ; °

Iz toga i Leme 4.12, dobijemo

deg(vm) = 27 + a;B + (m = 1)(a+7),

deg(w,) = 27 + B;a + (n=1)(B+ 7).

Onda imamo da iz jednakosti v,, = w, slijedi da je
mla+7) = n(8+7). (4.24)

Iz toga, za n > m > 1, dobijemo kontradikciju. Dakle, ili je n < m ilim =n = 0. étoviée,
jer imamo m = 2n? — n, vrijedi (2n — 2)(y + @) = 8 — a. Ovo moze vrijediti samo za
n = 1, no tada dobijemo o = 3, $to ne moze biti u ovom slucaju.

S druge strane, ako je m #Z n (mod 2), iz (4.21), usporedujuéi vodeée koeficijente,
dobijemo da je £2n(n + 1) = m + n Sto je u kontradikciji s pretpostavkom o parnosti
brojeva m i n.

Ako je deg(d-) > fiakojem #n (mod 2) iz (4.21), usporedujuéi vodece koeficijente,
imamo m +n = 0, sto vodi u kontradikciju. S druge strane, ako je m =n (mod 2), onda
iz. (4.20) dobijemo 0 = m — n, tj. m = n. U ovom slucaju, uvrStavanjem u kongruenciju
(4.20) dobijemo Fm(m F 1)(a —b) = 0. Ovo je moguce samo za m = 0 ili m = 1. Za
m = n = 0 imamo d = d_. Slucaj m = n = 1 nije mogu¢ ako je zg > 0, Sto smo vec
pokazali. Za 2y = cr — st, imamo z =vy =w; =cr+stid=d,.

Pretpostavimo konacno da je deg(d_) = 3. Kako je s*t2 = 1 (mod c), postoji polinom
c1 € Q[X]\ {0} takav da je deg(c1) > 3, cilc i

st =41 (mod ¢). (4.25)
Iz Leme 4.8 dobijemo 3 < 257,
Promotrimo kongruencije (4.20) i (4.21) modulo ¢, i iskoristimo a +b+d_ = —2rst =
F2r (mod ¢y), te dobijemo
2(am® — am) — 2(£bn* — bn) = F2r(n —m) (mod c;), (4.26)
—2(tam?® — am) — 2(£bn* — bn) = F2r(n +m) (mod ¢). (4.27)
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a+f
2
kongruencije, a na lijevoj strani polinom stupnja 3. Ako je 8 < 7, imamo kontradikciju,

osim za £2n(n F 1) = 0, Sto nas dovodi do zakljucka da je n = 0 ili n = 1, u oba slucaja.

U oba slucaja dobivamo kongruenciju modulo ¢; s polinomom stupnja na desnoj strani

Za n = 0, zakljucujemo da je m = 0, Sto u slu¢aju da su m i n iste parnosti vodi do
zakljucka da je d = d_, a ako su m i n razli¢ite parnosti do ocite kontradikcije. Analogno,
za n = 1 slijedi da je m = 1, ako su iste parnosti, odakle imamo d = d, a u sluc¢aju da
je m #n (mod 2) imamo m = —1, jer je tu m + n = 0, $to nije moguce.

Preostaje nam ispitati moguénost da je 3 = 7. Budu¢i da je 3 < 15, u ovom
slu¢aju mora biti & = 0. Polinomijalnom D(—1)-paru {a, b} mozemo pridruziti pellovsku
jednadzbu

at* — bs* = b — a, (4.28)

koja daje sva prosirenja para {a, b} do polinomijalne D(—1)-trojke {a, b, c}. Ako ozna¢imo
s (tg, so) fundamentalno rjesenje jednadzbe (4.28), mozemo paru {a, b} pridruziti binarni

rekurzivni niz (£,),so definiran s
Eo = to, %vl = (Zab — ].)t(] + 2Tb80, Ey_‘_g == (4ab — 2)%:,4_1 — Ey.

Slicno kao u dokazu Leme 4.10, dobijemo [¢g| < b. Buduq’ci da je « =01 § = 7, vidimo
iz (4.28) da moramo imati deg(t) = % Lako se pokaze i da je t, = (—1)"y (mod b). S
druge strane, iz be — 1 = 2, koriste¢i prethodnu kongruenciju, imamo 3 = —1 (mod b) pa
zakljuc¢ujemo g < deg(ty) < B. Indukcijom mozemo pokazati da je deg(t,) = (v —1)(a +
3) 4 deg(t;) za v > 1, $to nas dovodi do zakljucka da je jedina moguénost deg(ty) = g
To slijedi iz ¢injenice da je 8 < deg(t;) < 23 odakle imamo deg(ty) > 23 > %, pa je
jedina moguénost za t da je t = ¢;. Imamo deg(t;) = % i deg(ty) = g te primijetimo
da je polinom (2ab — 1)%*t2 — 4r?b*s? stupnja 38 u tom slucaju. Sada iz (4.28) dobijemo
deg(sp) = 0 i acy = s3 + 1 je konstantni polinom. Tada acy mora biti potpun kvadrat,
jer je {a,b, o} takoder polinomijalna D(—1)-trojka. Ovo je moguée samo za a = ¢y = 1.
Dakle, imamo sy = 0 ity = v/b— 1 = r. Sva rjesenja t jednadzbe (4.28) zadovoljavaju

linearnu rekurziju

to =T, 2?1 = (2@[) — 1)7’, fy+2 = (4&[) — 2>IZ,+1 — 1?1,
i zanimaju nas oni t = £, za koje je deg(t) = % Zaklju¢ujemo da je t = ¢; pa dobijemo
¢ =4b* — 8b + 5. Koristedi (4.3) i (4.5), konatno dobijemo da je d_ = b — 2.

Sada iz (4.20) i (4.21), usporedujuéi vodece koeficijente, dobijemo da je +2n(nF1) =
2(m — n) u sluéaju m = n (mod 2), i £2n(n + 1) = 2(m + n) ako je m # n (mod 2).

U drugom slué¢aju, imamo m = 4n? §to je u kontradikciji s pretpostavkom o parnosti
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Poglavlje 4. Polinomijalne D(—1;1)-¢etvorke

brojeva m i n. U slucaju da su m i n iste parnosti imamo

—n?,  ako je zg =cr — st <0

m=ntnnFl)= (4.29)

n?, ako je zg = cr — st > 0.
U oba slucaja mozemo imati m = n = 0, sto vodi do zakljucka d = d_. U prvom slucaju
samo ovo moze vrijediti, ina¢e dobijemo m < 0, Sto nije moguc¢e. U drugom slucaju, za

Um = Wy, vrijedi takoder jednakost (4.24), pa imamo
2n2B = 3np,
Sto ocito nije moguce za nenegativan cijeli broj n. Ovime zavrsavamo dokaz Teorema 4.5

i vidimo da su nam jedine moguénosti za prosirenje D(—1)-trojke do D(—1;1)-Cetvorke s

elementima d = d4, Sto je i trebalo pokazati.
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Sazetak

Diofantskom D(n)-m-torkom nazivamo skup od m prirodnih brojeva takvih da je pro-
dukt svaka dva razlic¢ita broja uvetan za n kvadrat nekog prirodnog broja. Najcesce se
promatraju problemi kada je n = 1, no zbog slicnih svojstava, zanimljiv je i sluc¢aj kada
je n = 4. U prva tri poglavlja predstavljeni su novi rezultati vezani za D(4)-m-torke.
Promatrali smo neke aritmeticke sume vezane za prebrojavanje mogu¢ih parova unutar
zadanih granica, problem prosirenja D(4)-trojke do D(4)-¢etvorke te svojstva elemenata
binarnih rekurzivnih nizova pridruzenih tom prosirenju. U tre¢em poglavlju je predstav-
ljen dokaz nepostojanja D(4)-petorke te je to i opsegom i znacajem centralni rezultat ovog
rada.

U posljednjem poglavlju smo prezentirali rezultat vezan za polinomijalnu varijantu
diofantskih m-torki. Naime, ako umjesto skupova cijelih brojeva promatramo skupove
polinoma s cjelobrojnim koeficijentima, mozemo dokazati neke nove zanimljive rezultate.
Mi smo promatrali prosirenje polinomijalne D(—1)-trojke {a,b,c} elementom d takvim
da suad+ 1, bd + 11 cd + 1 kvadrati polinoma s cjelobrojnim koeficijentima i uz neke

uvjete smo dokazali da je takav d jedinstven.
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Summary

Diophantine D(n)-m-tuple is a set of m positive integers such that a product of each
two distinct elements of a set increased by n is a perfect square. The case where n = 1
is the most studied one, but the case where n = 4 is also interesting, especially because
of similar properties between the two cases. In the first three chapters, we will present
some new results concerning D(4)-m-tuples. In the first and second chapter we proved
which upper bounds hold for some arithmetical sums that can be used to estimate a
number of possible D(4)-pairs in a given interval and we studied a problem of extending a
D(4)-triple to a D(4)-quadruple and properties of elements of binary recurrence sequences
associated with that extension. In the third chapter we present a proof of nonexistence
of D(4)-quintuples, which is a central part of this thesis by its significance and size of the
content.

In the last chapter, one problem concerning a polynomial variant of the problem of
Diophantus is presented. Instead of considering sets of positive integers, we observe sets
containing polynomials with integer coefficients for which it is usually possible to prove
some similar results as in the integer case. We have considered an extension of polynomial
D(—1)-triple {a, b, c} with an element d such that polynomials ad + 1, bd + 1 and ed + 1
are perfect squares of polynomials with integer coefficients and we proved that such d

must be unique under some conditions.
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