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Sazetak

Kljucne rijeci: Hopfov algebroid, formalno upotpunjenje, filtrirani vektorski prostor,
kofiltrirani vektorski prostor, filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor, strogi ind-objekt, strogi
pro-objekt, strogi ind-pro-objekt, formalna suma, formalna baza, univerzalna omotacka
algebra, upotpunjeni tenzorski produkt, unutarnji bialgebroid, dualne Hopfove algebre,

Yetter-Drinfeldov modul, skalarno proSirenje, Heisenbergovo udvojenje

U ovoj disertaciji uvodimo prirodno poopéenje pojma Hopfovog algebroida unutar sime-
tri¢ne monoidalne kategorije s koujednaciteljima koji komutiraju s monoidalnim produktom.
U radu takoder konstruiramo simetri¢nu monoidalnu kategoriju (indproVect, ®, k) filtrirano-
kofiltriranih vektorskih prostora, ¢iji morfizmi su linearna preslikavanja koja u slabom smislu
postuju filtracije 1 kofiltracije, a monoidalni produkt je obicni tenzorski produkt vektorskih pros-
tora formalno upotpunjen i s odgovarajuCom filtracijom kofiltracija. Za tu kategoriju u radu
dokazujemo da zadovoljava gore navedene uvjete za postojanje unutarnjeg Hopfovog algebro-
ida. Ona kao potkategorije sadrZi kategoriju (ind Vect, ®, k) filtriranih vektorskih prostora i njoj
dualnu kategoriju (proVect,®, k) kofiltriranih vektorskih prostora. Njen monoidalni produkt
objedinjuje obicni tenzorski produkt i upotpunjeni tenzorski produkt.

Jednu od vaznijih klasa obi¢nih Hopfovih algebroida nad nekomutativnom bazom c¢ine po-
ludirektni produkti HfA Hopfove algebre H i pleteniCasto-komutativne algebre A u kategoriji
Yetter-Drinfeldovih modula nad H. Tu klasu Hopfovih algebroida zovemo skalarnim proSire-
njima. U ovom radu dokazujemo da poludirektni produkti u kojima su Hopfova algebra H i1
Yetter-Drinfeldova modulna algebra A zamijenjene svojim unutarnjim analogonima u katego-
riji indproVect imaju strukturu Hopfovih algebroida u toj monoidalnoj kategoriji. Time medu
ostalim postavljamo temelj za proucavanje poopéenja Heisenbergovih udvojenja A*fA, ona u
kojima je A beskona¢no-dimenzionalna Hopfova algebra umjesto kona¢no-dimenzionalna, te
postojanje strukture poopéenog Hopfovog algebroida na njima.

U disertaciji su zatim proucavana Hopfova sparivanja filtriranih Hopfovih algebri A i ko-

filtriranih Hopfovih algebri H koja su nedegenerirana u H, te su nadeni dovoljni uvjeti uz



koje A postaje pleteniCasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H u katego-
riji indproVect. Proucavana je takoder manja klasa primjera, u kojima je A Hopfova algebra
filtrirana konacno-dimenzionalnim komponentama. Tu su nadeni nuZni 1 dovoljni uvjeti na
Hopfove algebre A i A*, odnosno A i H, u vidu kona¢ne dimenzionalnosti adjungiranih or-
bita od A te postojanja odredenih kanonskih elemenata unutar HfA. Time je dakle inducirana
konstrukcija nekih filtrirano-kofiltriranih Hopfovih algebroida tipa skalarnog prosirenja. Vazni
primjeri takvih skalarnih proSirenja su oni u kojima je A univerzalna omotacka algebra U(g)
konac¢no-dimenzionalne Liejeve algebre g. Ako je H njen algebarski dual U(g)* s inducira-
nom kofiltracijom, pripadno skalarno proSirenje, koje je poopéeno Heisenbergovo udvojenje od
U(g), moZe se identificirati s algebrom diferencijalnih operatora na formalnoj okolini jedinice

pripadne Liejeve grupe Sto sugerira neke od primjena u geometriji i matematickoj fizici.
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Summary

Keywords: Hopf algebroid, formal completion, filtered vector space, cofiltered vector space,
filtered-cofiltered vector space, strict ind-object, strict pro-object, strict ind-pro-object, formal
sum, formal basis, universal enveloping algebra, completed tensor product, internal

bialgebroid, dual Hopf algebra, Yetter-Drinfeld module, scalar extension, Heisenberg double

In this thesis, a natural generalization of the definition of a Hopf algebroid is introduced, in-
ternal to any symmetric monoidal category with coequalizers that commute with the monoidal
product. In this thesis we also construct a symmetric monoidal category (indproVect, ®, k) of
filtered-cofiltered vector spaces, whose morphisms are linear maps which in a weak sense res-
pect the filtrations and cofiltrations, and whose monoidal product is the usual tensor product of
vector spaces formally completed and with a corresponding filtration of cofiltrations. We prove
that this category satisfies the above conditions for the existence of internal Hopf algebroids. It
contains two dual subcategories, the category (indVect, ®, k) of filtered vector spaces and the
category (proVect, ®, k) of cofiltered vector spaces. The monoidal product in it combines the
ordinary tensor product and a completed tensor product.

An important class of Hopf algebroids over a noncommutative base is comprised of smash
products of a Hopf algebra H and a braided-commutative algebra A in the category of Yetter-
Drinfeld modules over H. Such Hopf algebroids are called scalar extensions. In this thesis,
we prove that the smash products in which H and A are replaced by their analogues in the
monoidal category of filtered-cofiltered vector spaces have the structure of Hopf algebroids in
that monoidal category. By doing this, we set the basis for studying the Heisenberg doubles
A*tA in which A is an infinite-dimensional Hopf algebra instead of a finite-dimensional one,
among other examples, and the existence of the Hopf algebroid structure on them internal to the
category indproVect.

We then study Hopf pairings of a filtered Hopf algebra A and a cofiltered Hopf algebra
H which are non-degenerate in the variable in H, and find sufficient conditions for A to be a
braided-commutative Yetter-Drinfeld module algebra over H in the indproVect category. A

smaller class of examples is also studied, for which A is a Hopf algebra countably filtered by

il



finite-dimensional vector spaces. Here we find necessary and sufficient conditions on Hopf alge-
bras A and A*, or A and H, in the form of finite dimensionality of the adjoint orbits of A and the
existence of certain canonical elements in H#A. Thus a construction of some filtered-cofiltered
Hopf algebroids of scalar extension type is obtained. Important examples of such scalar exten-
sions are the ones with A the universal enveloping algebra U(g) of a finite-dimensional Lie
algebra g. When H is equal to its algebraic dual U(g)* with induced cofiltration, the corres-
ponding scalar extension, that is the Heisenberg double of U(g), can be identified as an algebra
with the algebra of differential operators on the formal neighborhood of the unit of a Lie group

integrating g, suggesting applications in geometry and mathematical physics.
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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Motivacija

1.1.1 Grupoidi i komutativni Hopfovi algebroidi

Simetrije nekog objekta ili sustava (npr. u fizici) su operacije koje moZzemo provoditi na objektu,
a koje Cuvaju njegova (unaprijed odredena) bitna svojstva. Taj pogled sugerira da se mozemo
vratiti u prijasnje stanje, da moZemo asocijativno komponirati simetrije 1 da je identicka tran-
sformacija simetrija, dakle da simetrije ¢ine grupu. Nije, medutim, nuZno da iz svakog stanja
mozemo prijeci u svako drugo stanje objekta, tako da su osnovne matematicke strukture koje
opisuju simetrije ne samo grupe nego i (Brandt-Ehresmannovi) grupoidi (vidi 7.1). U glatkom
slucaju to su Liejevi grupoidi, koji lokalno generiraju svoje infinitezimalne varijante, Liejeve
algebre i1 Liejeve algebroide.

Opisimo sada primjer transformacijskog grupoida. Za djelovanje >: G x M — M grupe
G s jedinicom e na skup M (koji e u generalizacijama biti prostor u nekom smislu) pri-
padni transformacijski grupoid je definiran ugrubo ovako: skup morfizama je G; = G x M,
skup objekata Gy = M, preslikavanje domene je dom: (g, m) — m, preslikavanje kodomene
cod: (g,m) — g > m, kompozicija je dana sa (¢’,m’) o (g,m) = (¢'g,m) ako m' = g » m,
t=(g7"g>m).
Svako preslikavanje skupova f: A — B inducira preslikavanje algebri funkcija u polje,

identitete su id,,, = (e, m) i inverz morfizma (g, m)~

pretkompoziciju s f, tj. — o f: Fun(B) — Fun(A), §to daje kontravarijantni funktor iz ka-
tegorije skupova u kategoriju komutativnih algebri nad danim poljem. Postoje varijante tog
funktora u prisustvu dodatnih struktura (npr. ako su skupovi topoloski prostori, funkcije su ne-
prekidne funkcije) koje u nekim slucajevima daju antiekvivalenciju kategorija. Ako dopustimo
nekomutativne algebre, time smo dakle prenijeli algebre funkcija u potkategoriju neke katego-

rije nekomutativnih algebri, koje su dakle dualne poopéenim, nekomutativnim prostorima. Po

1



1.1. MOTIVACIJA

kontravarijantnosti, dijagram strukturnih preslikavanja koja ¢ine grupoid

!

GxuGE=a=M

inducira dualni dijagram

)
HO1HESHE=A

u simetri¢noj monoidalnoj kategoriji komutativnih algebri, pri ¢emu je povlak G; x ; G; zami-

jenjen tenzorskim produktom nad baznom algebrom A = Fun(M),
Fun(G, xar G1) = Fun(Gi) ®punmr) Fun(Gi) = H ®4 H.

Kako dobiveni dijagram zadovoljava i dualne aksiome, time po definiciji dobivamo kogrupoid
u kategoriji vektorskih prostora, drugim rije¢ima komutativni Hopfov algebroid H = Fun(G;)
nad komutativnom baznom algebrom A = Fun(M). Morfizam dualan mnoZenju je koprodukt
A: H — H®4H, preslikavanjima domene i kodomene dualna su preslikavanja izvora i ponora
a, f: H — A, a preslikavanje 7: H — H koje je dualno uzimanju inverza, 7(f)(g) = f(g7'),
zove se antipod. Ukoliko u definiciji Hopfovog algebroida izostavimo antipod, dobivamo malo
jednostavniju strukturu, (asocijativni) bialgebroid.

Komutativni Hopfovi algebroidi imaju niz klasi¢nih primjena u stabilnoj teoriji homoto-
pije [Ravenel]. Primjeri 1 opfa razmatranja u nekomutativnoj geometriji 1 matematickoj fizici
vode na nekomutativna poopéenja. Za fiziku je osobito bitno da kategorije modula nad bial-
gebroidima imaju tenzorski produkt koji dolazi od koprodukta, jer ¢e tada, naprimjer, ako se
jednocCesti¢na stanja ponaSaju kao stanja u prostoru reprezentacije bialgebroida, viSeCestiCna

stanja takoder biti u nekoj reprezentaciji tog bialgebroida.

1.1.2 Bialgebroidi i Hopfovi algebroidi nad nekomutativhom bazom

Standardni pojam asocijativnog bialgebroida i1 prva varijanta pojma Hopfovog algebroida nad
nekomutativhom bazom uvedeni su u radu J-H. Lu [Lu]. Za razliku od situacije kod Hopfovih
algebri [Majid, MilnorMoore], poopéenje Hopfovog algebroida s komutativnom baznom alge-
brom na nekomutativnu baznu algebru je netrivijalno. Naime, ako je A nekomutativna algebra,
onda A-bimodul H® 4 H nije nuzno algebra, pa aksiom multiplikativnosti koprodukta A: H —
H ®4 H iz definicije komutativnog Hopfovog algebroida nema smisla bez suptilne adaptacije
teorije, npr. uz pomoc¢ konstrukcije Takeuchijevog produkta [BohmHAIlg, BrzMil, Takeuchi].
Za razliku od pojma bialgebroida koji je u radu J-H. Lu [Lu] zadovoljavajuéi, pojam antipoda

u njenom radu ima nedostatke jer ukljucuje izbor nekog prereza H ® 4 H — H ® H Koji nije
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kanonski. Ti nedostaci su razrijeSeni simetricnom definicijom G. Bohm [BohmHAIg] koja se

koristi i poopéava u ovoj disertaciji.

1.1.3 Skalarna proSirenja

Ako Hopfova algebra H djeluje slijeva na algebru A Hopfovim djelovanjem (na odredeni nacin
kompatibilan sa strukturom algebre na A i koalgebre na H), u teoriji Hopfovih algebri definira
se nova algebra, poludirektni produkt (engl. smash product) At H, koja je kao k-modul tenzorski
produkt A ® H, s mnoZenjem izvedenim na odredeni nacin iz tog Hopfovog djelovanja. Ako je
djelovanje desno Hopfovo djelovanje, poludirektni produkt je H{A.

Za konacno-dimenzionalnu Hopfovu algebru H moze se definirati Drinfeldovo udvojenje
D(H) koje je takoder Hopfova algebra, a kao k-modul jednaka je H ® H*. U spomenutom
radu [Lu] uvedena je klasa primjera Hopfovih A-algebroida koji su analogoni transformacij-
skih grupoida. Njihova je totalna algebra poludirektni produkt oblika AfH gdje je H Hopfova
algebra, a A pleteniCasto-komutativna algebra u monoidalnoj kategoriji modula nad Drinfeldo-
vim udvojenjem D(H).

Teorem 1.1.1. (Lu [Lu]) Neka je H konacno-dimenzionalna Hopfova algebra. Ako je A plete-

za skalarno prosirenje (Luin) Hopfov algebroid nad A.

Yetter-Drinfeldovi moduli nad Hopfovom algebrom A su H-moduli sa strukturom /-ko-
modula takvi da djelovanje i kodjelovanje zadovoljavaju odredeni Yetter-Drinfeldov uvjet kom-
patibilnosti. Ako je H kona¢no-dimenzionalna Hopfova algebra, onda su pleteni¢aste mono-
idalne kategorije Yetter-Drinfeldovih modula nad H i obi¢nih modula nad Drinfeldovim udvoje-
njem D(H) pleteni¢asto monoidalno ekvivalentne. Brzeziriski i Militaru su u [BrzMil] pokazali
da je pojam bialgebroida ekvivalentan (mada formalno razli¢it) ranijem pojmu Takeuchijeve x-
bialgebre [Takeuchi] te definiciji bialgebroida sa sidrom u smislu Ping Xua [Xu]. Oni su takoder
modificirali konstrukciju Luinih transformacijskih Hopfovih algebroida zamijenivsi module nad

Drinfeldovim udvojenjem Yetter-Drinfeldovim modulima.

Teorem 1.1.2. (Brzeziriski-Militaru [BrzMil]) Ako je A pleteni¢asto-komutativna algebra u ka-

prosirenje (Luin) Hopfov algebroid nad A.

Tu varijantu konstrukcije transformacijskih Hopfovih algebroida u terminima Yetter-Drin-
feldovih modula zovemo skalarnim prosirenjima [BohmHAIg]. Kljucan korak konstrukcije
skalarnih proSirenja je da Yetter-Drinfeldovo kodjelovanje A — A ® H kao linearno preslika-

vanje postaje morfizmom ponora 3: A°® — AfH = H iz definicije Hopfovog algebroida.
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Ove teoreme htjeli bismo poopiti iz razloga koji ¢e biti objasnjeni u sljede¢em odjeljku.
Pritom ¢emo Luinu definiciju Hopfovog algebroida prvo zamijeniti modernijom definicijom

Hopfovog algebroida od G. Bohm.

1.1.4 Problem formalnih upotpunjenja

Poseban slucaj Yetter-Drinfeldovog modula dolazi od djelovanja kona¢no-dimenzionalne Hop-
fove algebre A na svojem dualu. Pripadajuéi poludirektni produkt A A* zovemo Heisenbergovo
udvojenje. Heisenbergova udvojenja su analogon strukture (Heisenberg-)Weylove algebre. U
radu [Skoda] pokazano je da odredeni poludirektni umnosci oblika U(g)tS(g*), u kojima je
U(g) univerzalna omotacka algebra shvacena kao Hopfova algebra, a S (g*) algebra formalnih
funkcija oko 0 € g na koju U(g) djeluje Hopfovim djelovanjem, imaju identi¢nu strukturu al-
gebre kao i poludirektni produkti U(g)#S(g*) u kojima ulogu Hopfove algebre preuzima S(g*)
kao topoloska Hopfova algebra s nekim deformiranim koproduktom koji je zapravo €ini izo-
morfnom kofiltriranoj Hopfovoj algebri dualnoj filtriranoj Hopfovoj algebri U(g). Dakle, to je
varijanta Heisenbergovog udvojenja, pa se ocekivalo da ima i strukturu Hopfovog algebroida
tipa skalarnog proSirenja, pri ¢emu je trebalo razjasniti pitanja formalnih upotpunjenja.
Formalizacija upotpunjene varijante Hopfovog algebroida koja kao primjer dozvoljava alge-
bru U(g)tS(g*) izloZena je u radu Meljanac, Skoda, Stojié, Lie algebra type non-commutative
phase spaces are Hopf algebroids, Letters in Mathematical Physics, 2017. [MSS]. Tu je U(g)
shvacena kao filtrirana Hopfova algebra, a njen algebarski dual U(g)* je shvacen kao kofiltrirana
Hopfova algebra koja je kao algebra identificirana s S (g*). Tenzorski produkti upotpunjavani
su koristeéi inducirane kofiltracije. lako je konzistentan pristup naden, ta formalizacija nije
sasvim zadovoljavajuca: neka preslikavanja postuju kofiltraciju samo na slabi nacin (distribu-
iraju po formalnim sumama), a neka preslikavanja nisu ni definirana na cijelom upotpunjenju
tenzorskog produkta. Nije bilo jasno koji princip diktira koji ¢e tenzorski produkti u aksioma-
tici biti upotpunjeni, a racunski dokazi su oteZani potrebom da se provjerava u koracima da su
sve manipulacije s formalnim sumama opravdane. S druge strane, mnogi racuni su formalno
identi¢ni provjerama iz teorije diskretnih skalarnih proSirenja 1 ¢inilo se da se mogu prevesti u

dijagramatski jezik ako bi svi morfizmi i tenzorski produkti bili u istoj monoidalnoj kategoriji.

1.2 Pregled rezultata

U ovoj disertaciji predloZen je sustavni pristup formalnim upotpunjenjima u primjerima slicnim
gore navedenima koji vodi i na drugu, prirodniju, definiciju upotpunjenih Hopfovih algebro-

ida, konstrukciju skalarnih proSirenja u toj opCenitosti i, uz neke dodatne uvjete, konstrukciju
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varijante Heisenbergovog udvojenja.

Radi toga je konstruirana simetri¢na monoidalna kategorija (indproVect, ®, k) ¢iji objekti
su vektorski prostori s dodatnom strukturom u kojoj su na odredeni nacin kombinirane filtracije
1 kofiltracije, a morfizmi linearna preslikavanja koja na odredeni naCin poStuju tu strukturu.
Njene su pune monoidalne potkategorije kategorije (indVect, ®, k) i (proVect, ®, k) vektorskih
prostora na kojima je ta dodatna struktura filtracija odnosno kofiltracija. Pritom su indeksne
kategorije filtracija i kofiltracija usmjereni skupovi (najvise) prebrojive kofinalnosti, a morfizmi
u tim kategorijama poStuju filtracije i kofiltracije na nacin slabiji od uobicajenog. To Ce biti
podrobnije objasnjeno u pododjeljku 1.2.1 koji slijedi nakon ovog skracenog pregleda.

Definirana kategorija indproVect ekvivalentna je kategoriji strogih ind-objekata u katego-
riji strogih pro-objekata u kategoriji vektorskih prostora takvih da su indeksne kategorije ind-

objekata i pro-objekata kofinalnosti najvise N,
indproVect = Indg, Proy Vect.

Ovi nazivi odnose se na ind-objekte i pro-objekte u smislu Grothendiecka [SGA4.1], a naziv
strogi na to da su vezni morfizmi monomorfizmi za ind-objekte, a epimorfizmi za pro-objekte.
Prednost rada s kategorijom indproVect je u tome §to radimo s vektorskim prostorima s do-
datnom strukturom i linearnim preslikavanjima koja poStuju tu strukturu, umjesto s apstraktnim
ind-objektima i pro-objektima. Kategorija ind-objekata i kategorija pro-objekata ekvivalentne
su redom kategoriji usmjerenih sustava i1 kategoriji inverznih sustava, s kojima smo radili u ovoj
disertaciji. Umjesto naziva usmjereni sustav ¢emo radi jednostavnosti poslije u tekstu nekad
pisati ind-objekt, a umjesto naziva inverzni sustav pro-objekt.

Svaki je objekt kategorije indproVect ugrubo vektorski prostor V' zajedno s iscrpnom fil-
tracijom potprostorima V;, 2 € I na svakom od kojih je uskladeno odabrana potpuna kofiltracija
V¥, k € K; njegovim kvocijentnim prostorima. Iscrpnost filtracije ovdje znadi V' = ccl)lilm Vi,
a potpunost kofiltracije V; = llérlrg Vk. Tenzorski produkt V' ® W upotpunjava se na svakoj
filtriraju¢oj komponenti V; ® W,

VoW, =limV;" @ W/
(k.1)
i ukupno je tenzorski produkt dva filtrirano-kofiltrirana vektorska prostora

VW = colim V;@W; = colim lim V;* @ W},
(ig)elxJ (i)l x J (k1)
Sto daje ukupno manje upotpunjenje nego kad se radi s globalnom kofiltracijom na obi¢nom
tenzorskom produktu. Naprimjer, za V' iz indVect i W iz proVect vrijedi

(ind ind . (pro)

) (ind) _ (pro)
VW=V @ W=V W,
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gdje je nad simbolima V' i W ovdje naglaseno gledamo li ih kao vektorske prostore sa zaborav-
ljenom dodatnom strukturom ili filtrirane vektorske prostore i kofiltrirane vektorske prostore.
Uz to, taj tenzorski produkt omoguéava kombiniranje obi¢nog i upotpunjenog tenzorskog pro-
dukta na sustavan nacin, jer je za objekte u indVect jednak obi¢nom tenzorskom produktu &,
a za objekte u proVect upotpunjenom tenzorskom produktu ®. Za usporedbu, svi relevantni
morfizmi iz primjera U (g)#5(g*) su automatski definirani na tom novom tenzorskom produktu
i morfizmi su u kategoriji indproVect, te ne postoje problemi s formalnim upotpunjenjima i
kompozicijama preslikavanja. Na temelju daljnjih rezultata vidjet e se da za taj primjer u ovoj
formalizaciji ne postoje problemi niti s definicijama algebarskih struktura koje je bilo kompli-
cirano (upotpunjeni Hopfov algebroid) ili nemoguce (Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad
S(g*)) formalizirati u &lanku [MSS].

Zatim opisujemo i dokazujemo da konstruirana monoidalna kategorija (indproVect, ®, k)
ima koujednacitelje 1 da oni komutiraju s tenzorskim produktom, pri ¢emu koristimo rezultate
o raznim konstrukcijama u kategoriji (proVect, ®, k) dokazane u disertaciji, medu kojima su
opis monomorfizama, potpunih potprostora, kvocijenata, te sloZenije dokaze postojanja i opisa
koujednacitelja, koprodukata i filtriranih kolimesa. To ¢inimo da bismo omogucili uvodenje
tenzorskih produkata ® 4 nad unutarnjim monoidom A koji su nuzni za definiciju unutrasnjeg
bialgebroida u indproVect. Naime, G. Bohm je pokazala da se definicija i neki osnovni ele-
menti teorije asocijativnih bialgebroida mogu internalizirati u proizvoljnim monoidalnim kate-
gorijama koje imaju koujednacitelje na taj nacin kompatibilne s tenzorskim produktom. Nakon
Sto smo razradili njenu definiciju unutarnjeg bialgebroida u takvim monoidalnim kategorijama
na direktan naCin u definiciju dodajemo simetrizaciju i antipod te, uz dokaze dobre definiranosti,
time dobivamo (novu) definiciju unutarnjeg Hopfovog algebroida.

Dalje dokazujemo teorem o konstrukciji unutra$njeg skalarnog proSirenja iz dane unutrasnje
pleteniCasto-komutativne Yetter-Drinfeldove modulne algebre. Taj teorem je poopéenje rezul-
tata Brzezinskog i Militaru iz [BrzMil], ali i nadopuna nepotpunog dokaza u tom ¢lanku (uz
dodatni uvjet bijektivnosti antipoda) u kojem nije dokazano klju¢no svojstvo da je definirani
antipod antihomomorfizam.

Na kraju dokazujemo teorem o postojanju strukture Hopfovog algebroida na Heisenbergo-
vom udvojenju R*fR unutra$nje Hopfove algebre R u kategoriji (indVectFin, ®, k) koja ima
bijektivan antipod i odredeno svojstvo kona¢ne dimenzionalnosti adjungiranih orbita, koristeci
uvedene kanonske elemente. Ta svojstva imaju univerzalna omotacka algebra U(g) i kvanti-
zirana univerzalna omotacka algebra U, (sl;). Takoder dokazujemo dva opcenitija rezultata o
dovoljnim uvjetima za postojanje strukture Hopfovog algebroida na poludirektnim produktima
H#R Hopfovih algebri u Hopfovom sparivanju u kategoriji indproVect, jedan poopavanjem

prije navedenog rezultata, a drugi drugac¢ijom metodom, koriste¢i odredena kvocijentiranja po
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anihilatorima. Do rezultata dolazimo tako da za Hopfove algebre R i H nademo neke dovoljne
uvjete da R bude pletenicasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H i koris-
timo prethodno dokazan teorem o skalarnom proSirenju. Nakon toga opisujemo nekoliko novih
primjera Hopfovih algebroida nad nekomutativnom bazom. U nastavku je detaljniji pregled

definicija i rezultata.

1.2.1 Simetricna monoidalna kategorija indproVect

U drugom poglavlju dan je pregled osnovne kategorijske terminologije koju koristimo, te defini-
cije usmjerenih i inverznih sustava i morfizama medu njima. U ovoj disertaciji usmjereni sustav
Ciji su svi vezni morfizmi monomorfizmi (strogi ind-objekt) nazivamo filtracija, a inverzni sus-
tav Ciji su svi vezni morfizmi epimorfizmi (strogi pro-objekt) kofiltracija. Filtracija na vektor-
skom prostoru ovdje je dakle indeksirana usmjerenim skupom i poopcenje je standardnog pojma
filtracije potprostorima indeksirane skupom Ny, a morfizmi medu vektorskim prostorima koji
postuju filtracije ovdje to ¢ine na nacin slabiji od uobicajenog. Naprimjer, umjesto standardnog
preslikavanja po nivoima, ovdje linearno preslikavanje postuje filtraciju ako svaku filtrirajuéu
komponentu domene preslika u neku filtriraju¢u komponentu kodomene. Kofiltracija je pojam
dualan filtraciji, u kojem potprostore zamjenjuju kvocijentni prostori i vezna preslikavanja su
obrnutog smjera.

U treCem, Cetvrtom i petom poglavlju bavimo se izgradnjom simetri¢cne monoidalne katego-
rije (indproVect, ®, k) filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora, ije su pune monoidalne pot-
kategorije dvije dualne kategorije, kategorija (proVect, ®, k) kofiltriranih vektorskih prostora
i kategorija (indVect, ®, k) filtriranih vektorskih prostora, te odredenim potrebnim konstrukci-
jama u tim kategorijama i njihovim svojstvima.

Filtrirani vektorski prostor definiramo kao vektorski prostor V' zajedno s Ry-filtracijom V' u
kategoriji Vect takvom da je V' =~ colim V/, a kofiltrirani vektorski prostor kao vektorski pros-
tor W zajedno s Wy-kofiltracijom W u kategoriji Vect takvom da je W =~ lim W. Morfizme
medu njima definiramo kao linearna preslikavanja koja na odredeni jednostavan naCin poStuju
tu dodatnu strukturu. Ogranicili smo se na ind-objekte (odnosno pro-objekte) koji su strogi i
kofinalnosti najviSe N jer su nam ti zahtjevi bili potrebni da dokaZemo da su naSa preslikavanja
koja poSt