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Sazetak

Kljucne rijeci: Hopfov algebroid, formalno upotpunjenje, filtrirani vektorski prostor,
kofiltrirani vektorski prostor, filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor, strogi ind-objekt, strogi
pro-objekt, strogi ind-pro-objekt, formalna suma, formalna baza, univerzalna omotacka
algebra, upotpunjeni tenzorski produkt, unutarnji bialgebroid, dualne Hopfove algebre,

Yetter-Drinfeldov modul, skalarno proSirenje, Heisenbergovo udvojenje

U ovoj disertaciji uvodimo prirodno poopéenje pojma Hopfovog algebroida unutar sime-
tri¢ne monoidalne kategorije s koujednaciteljima koji komutiraju s monoidalnim produktom.
U radu takoder konstruiramo simetri¢nu monoidalnu kategoriju (indproVect, ®, k) filtrirano-
kofiltriranih vektorskih prostora, ¢iji morfizmi su linearna preslikavanja koja u slabom smislu
postuju filtracije 1 kofiltracije, a monoidalni produkt je obicni tenzorski produkt vektorskih pros-
tora formalno upotpunjen i s odgovarajuCom filtracijom kofiltracija. Za tu kategoriju u radu
dokazujemo da zadovoljava gore navedene uvjete za postojanje unutarnjeg Hopfovog algebro-
ida. Ona kao potkategorije sadrZi kategoriju (ind Vect, ®, k) filtriranih vektorskih prostora i njoj
dualnu kategoriju (proVect,®, k) kofiltriranih vektorskih prostora. Njen monoidalni produkt
objedinjuje obicni tenzorski produkt i upotpunjeni tenzorski produkt.

Jednu od vaznijih klasa obi¢nih Hopfovih algebroida nad nekomutativnom bazom c¢ine po-
ludirektni produkti HfA Hopfove algebre H i pleteniCasto-komutativne algebre A u kategoriji
Yetter-Drinfeldovih modula nad H. Tu klasu Hopfovih algebroida zovemo skalarnim proSire-
njima. U ovom radu dokazujemo da poludirektni produkti u kojima su Hopfova algebra H i1
Yetter-Drinfeldova modulna algebra A zamijenjene svojim unutarnjim analogonima u katego-
riji indproVect imaju strukturu Hopfovih algebroida u toj monoidalnoj kategoriji. Time medu
ostalim postavljamo temelj za proucavanje poopéenja Heisenbergovih udvojenja A*fA, ona u
kojima je A beskona¢no-dimenzionalna Hopfova algebra umjesto kona¢no-dimenzionalna, te
postojanje strukture poopéenog Hopfovog algebroida na njima.

U disertaciji su zatim proucavana Hopfova sparivanja filtriranih Hopfovih algebri A i ko-

filtriranih Hopfovih algebri H koja su nedegenerirana u H, te su nadeni dovoljni uvjeti uz



koje A postaje pleteniCasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H u katego-
riji indproVect. Proucavana je takoder manja klasa primjera, u kojima je A Hopfova algebra
filtrirana konacno-dimenzionalnim komponentama. Tu su nadeni nuZni 1 dovoljni uvjeti na
Hopfove algebre A i A*, odnosno A i H, u vidu kona¢ne dimenzionalnosti adjungiranih or-
bita od A te postojanja odredenih kanonskih elemenata unutar HfA. Time je dakle inducirana
konstrukcija nekih filtrirano-kofiltriranih Hopfovih algebroida tipa skalarnog prosirenja. Vazni
primjeri takvih skalarnih proSirenja su oni u kojima je A univerzalna omotacka algebra U(g)
konac¢no-dimenzionalne Liejeve algebre g. Ako je H njen algebarski dual U(g)* s inducira-
nom kofiltracijom, pripadno skalarno proSirenje, koje je poopéeno Heisenbergovo udvojenje od
U(g), moZe se identificirati s algebrom diferencijalnih operatora na formalnoj okolini jedinice

pripadne Liejeve grupe Sto sugerira neke od primjena u geometriji i matematickoj fizici.
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Summary

Keywords: Hopf algebroid, formal completion, filtered vector space, cofiltered vector space,
filtered-cofiltered vector space, strict ind-object, strict pro-object, strict ind-pro-object, formal
sum, formal basis, universal enveloping algebra, completed tensor product, internal

bialgebroid, dual Hopf algebra, Yetter-Drinfeld module, scalar extension, Heisenberg double

In this thesis, a natural generalization of the definition of a Hopf algebroid is introduced, in-
ternal to any symmetric monoidal category with coequalizers that commute with the monoidal
product. In this thesis we also construct a symmetric monoidal category (indproVect, ®, k) of
filtered-cofiltered vector spaces, whose morphisms are linear maps which in a weak sense res-
pect the filtrations and cofiltrations, and whose monoidal product is the usual tensor product of
vector spaces formally completed and with a corresponding filtration of cofiltrations. We prove
that this category satisfies the above conditions for the existence of internal Hopf algebroids. It
contains two dual subcategories, the category (indVect, ®, k) of filtered vector spaces and the
category (proVect, ®, k) of cofiltered vector spaces. The monoidal product in it combines the
ordinary tensor product and a completed tensor product.

An important class of Hopf algebroids over a noncommutative base is comprised of smash
products of a Hopf algebra H and a braided-commutative algebra A in the category of Yetter-
Drinfeld modules over H. Such Hopf algebroids are called scalar extensions. In this thesis,
we prove that the smash products in which H and A are replaced by their analogues in the
monoidal category of filtered-cofiltered vector spaces have the structure of Hopf algebroids in
that monoidal category. By doing this, we set the basis for studying the Heisenberg doubles
A*tA in which A is an infinite-dimensional Hopf algebra instead of a finite-dimensional one,
among other examples, and the existence of the Hopf algebroid structure on them internal to the
category indproVect.

We then study Hopf pairings of a filtered Hopf algebra A and a cofiltered Hopf algebra
H which are non-degenerate in the variable in H, and find sufficient conditions for A to be a
braided-commutative Yetter-Drinfeld module algebra over H in the indproVect category. A

smaller class of examples is also studied, for which A is a Hopf algebra countably filtered by

il



finite-dimensional vector spaces. Here we find necessary and sufficient conditions on Hopf alge-
bras A and A*, or A and H, in the form of finite dimensionality of the adjoint orbits of A and the
existence of certain canonical elements in H#A. Thus a construction of some filtered-cofiltered
Hopf algebroids of scalar extension type is obtained. Important examples of such scalar exten-
sions are the ones with A the universal enveloping algebra U(g) of a finite-dimensional Lie
algebra g. When H is equal to its algebraic dual U(g)* with induced cofiltration, the corres-
ponding scalar extension, that is the Heisenberg double of U(g), can be identified as an algebra
with the algebra of differential operators on the formal neighborhood of the unit of a Lie group

integrating g, suggesting applications in geometry and mathematical physics.
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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Motivacija

1.1.1 Grupoidi i komutativni Hopfovi algebroidi

Simetrije nekog objekta ili sustava (npr. u fizici) su operacije koje moZzemo provoditi na objektu,
a koje Cuvaju njegova (unaprijed odredena) bitna svojstva. Taj pogled sugerira da se mozemo
vratiti u prijasnje stanje, da moZemo asocijativno komponirati simetrije 1 da je identicka tran-
sformacija simetrija, dakle da simetrije ¢ine grupu. Nije, medutim, nuZno da iz svakog stanja
mozemo prijeci u svako drugo stanje objekta, tako da su osnovne matematicke strukture koje
opisuju simetrije ne samo grupe nego i (Brandt-Ehresmannovi) grupoidi (vidi 7.1). U glatkom
slucaju to su Liejevi grupoidi, koji lokalno generiraju svoje infinitezimalne varijante, Liejeve
algebre i1 Liejeve algebroide.

Opisimo sada primjer transformacijskog grupoida. Za djelovanje >: G x M — M grupe
G s jedinicom e na skup M (koji e u generalizacijama biti prostor u nekom smislu) pri-
padni transformacijski grupoid je definiran ugrubo ovako: skup morfizama je G; = G x M,
skup objekata Gy = M, preslikavanje domene je dom: (g, m) — m, preslikavanje kodomene
cod: (g,m) — g > m, kompozicija je dana sa (¢’,m’) o (g,m) = (¢'g,m) ako m' = g » m,
t=(g7"g>m).
Svako preslikavanje skupova f: A — B inducira preslikavanje algebri funkcija u polje,

identitete su id,,, = (e, m) i inverz morfizma (g, m)~

pretkompoziciju s f, tj. — o f: Fun(B) — Fun(A), §to daje kontravarijantni funktor iz ka-
tegorije skupova u kategoriju komutativnih algebri nad danim poljem. Postoje varijante tog
funktora u prisustvu dodatnih struktura (npr. ako su skupovi topoloski prostori, funkcije su ne-
prekidne funkcije) koje u nekim slucajevima daju antiekvivalenciju kategorija. Ako dopustimo
nekomutativne algebre, time smo dakle prenijeli algebre funkcija u potkategoriju neke katego-

rije nekomutativnih algebri, koje su dakle dualne poopéenim, nekomutativnim prostorima. Po

1



1.1. MOTIVACIJA

kontravarijantnosti, dijagram strukturnih preslikavanja koja ¢ine grupoid

!

GxuGE=a=M

inducira dualni dijagram

)
HO1HESHE=A

u simetri¢noj monoidalnoj kategoriji komutativnih algebri, pri ¢emu je povlak G; x ; G; zami-

jenjen tenzorskim produktom nad baznom algebrom A = Fun(M),
Fun(G, xar G1) = Fun(Gi) ®punmr) Fun(Gi) = H ®4 H.

Kako dobiveni dijagram zadovoljava i dualne aksiome, time po definiciji dobivamo kogrupoid
u kategoriji vektorskih prostora, drugim rije¢ima komutativni Hopfov algebroid H = Fun(G;)
nad komutativnom baznom algebrom A = Fun(M). Morfizam dualan mnoZenju je koprodukt
A: H — H®4H, preslikavanjima domene i kodomene dualna su preslikavanja izvora i ponora
a, f: H — A, a preslikavanje 7: H — H koje je dualno uzimanju inverza, 7(f)(g) = f(g7'),
zove se antipod. Ukoliko u definiciji Hopfovog algebroida izostavimo antipod, dobivamo malo
jednostavniju strukturu, (asocijativni) bialgebroid.

Komutativni Hopfovi algebroidi imaju niz klasi¢nih primjena u stabilnoj teoriji homoto-
pije [Ravenel]. Primjeri 1 opfa razmatranja u nekomutativnoj geometriji 1 matematickoj fizici
vode na nekomutativna poopéenja. Za fiziku je osobito bitno da kategorije modula nad bial-
gebroidima imaju tenzorski produkt koji dolazi od koprodukta, jer ¢e tada, naprimjer, ako se
jednocCesti¢na stanja ponaSaju kao stanja u prostoru reprezentacije bialgebroida, viSeCestiCna

stanja takoder biti u nekoj reprezentaciji tog bialgebroida.

1.1.2 Bialgebroidi i Hopfovi algebroidi nad nekomutativhom bazom

Standardni pojam asocijativnog bialgebroida i1 prva varijanta pojma Hopfovog algebroida nad
nekomutativhom bazom uvedeni su u radu J-H. Lu [Lu]. Za razliku od situacije kod Hopfovih
algebri [Majid, MilnorMoore], poopéenje Hopfovog algebroida s komutativnom baznom alge-
brom na nekomutativnu baznu algebru je netrivijalno. Naime, ako je A nekomutativna algebra,
onda A-bimodul H® 4 H nije nuzno algebra, pa aksiom multiplikativnosti koprodukta A: H —
H ®4 H iz definicije komutativnog Hopfovog algebroida nema smisla bez suptilne adaptacije
teorije, npr. uz pomoc¢ konstrukcije Takeuchijevog produkta [BohmHAIlg, BrzMil, Takeuchi].
Za razliku od pojma bialgebroida koji je u radu J-H. Lu [Lu] zadovoljavajuéi, pojam antipoda

u njenom radu ima nedostatke jer ukljucuje izbor nekog prereza H ® 4 H — H ® H Koji nije
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kanonski. Ti nedostaci su razrijeSeni simetricnom definicijom G. Bohm [BohmHAIg] koja se

koristi i poopéava u ovoj disertaciji.

1.1.3 Skalarna proSirenja

Ako Hopfova algebra H djeluje slijeva na algebru A Hopfovim djelovanjem (na odredeni nacin
kompatibilan sa strukturom algebre na A i koalgebre na H), u teoriji Hopfovih algebri definira
se nova algebra, poludirektni produkt (engl. smash product) At H, koja je kao k-modul tenzorski
produkt A ® H, s mnoZenjem izvedenim na odredeni nacin iz tog Hopfovog djelovanja. Ako je
djelovanje desno Hopfovo djelovanje, poludirektni produkt je H{A.

Za konacno-dimenzionalnu Hopfovu algebru H moze se definirati Drinfeldovo udvojenje
D(H) koje je takoder Hopfova algebra, a kao k-modul jednaka je H ® H*. U spomenutom
radu [Lu] uvedena je klasa primjera Hopfovih A-algebroida koji su analogoni transformacij-
skih grupoida. Njihova je totalna algebra poludirektni produkt oblika AfH gdje je H Hopfova
algebra, a A pleteniCasto-komutativna algebra u monoidalnoj kategoriji modula nad Drinfeldo-
vim udvojenjem D(H).

Teorem 1.1.1. (Lu [Lu]) Neka je H konacno-dimenzionalna Hopfova algebra. Ako je A plete-

za skalarno prosirenje (Luin) Hopfov algebroid nad A.

Yetter-Drinfeldovi moduli nad Hopfovom algebrom A su H-moduli sa strukturom /-ko-
modula takvi da djelovanje i kodjelovanje zadovoljavaju odredeni Yetter-Drinfeldov uvjet kom-
patibilnosti. Ako je H kona¢no-dimenzionalna Hopfova algebra, onda su pleteni¢aste mono-
idalne kategorije Yetter-Drinfeldovih modula nad H i obi¢nih modula nad Drinfeldovim udvoje-
njem D(H) pleteni¢asto monoidalno ekvivalentne. Brzeziriski i Militaru su u [BrzMil] pokazali
da je pojam bialgebroida ekvivalentan (mada formalno razli¢it) ranijem pojmu Takeuchijeve x-
bialgebre [Takeuchi] te definiciji bialgebroida sa sidrom u smislu Ping Xua [Xu]. Oni su takoder
modificirali konstrukciju Luinih transformacijskih Hopfovih algebroida zamijenivsi module nad

Drinfeldovim udvojenjem Yetter-Drinfeldovim modulima.

Teorem 1.1.2. (Brzeziriski-Militaru [BrzMil]) Ako je A pleteni¢asto-komutativna algebra u ka-

prosirenje (Luin) Hopfov algebroid nad A.

Tu varijantu konstrukcije transformacijskih Hopfovih algebroida u terminima Yetter-Drin-
feldovih modula zovemo skalarnim prosirenjima [BohmHAIg]. Kljucan korak konstrukcije
skalarnih proSirenja je da Yetter-Drinfeldovo kodjelovanje A — A ® H kao linearno preslika-

vanje postaje morfizmom ponora 3: A°® — AfH = H iz definicije Hopfovog algebroida.
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Ove teoreme htjeli bismo poopiti iz razloga koji ¢e biti objasnjeni u sljede¢em odjeljku.
Pritom ¢emo Luinu definiciju Hopfovog algebroida prvo zamijeniti modernijom definicijom

Hopfovog algebroida od G. Bohm.

1.1.4 Problem formalnih upotpunjenja

Poseban slucaj Yetter-Drinfeldovog modula dolazi od djelovanja kona¢no-dimenzionalne Hop-
fove algebre A na svojem dualu. Pripadajuéi poludirektni produkt A A* zovemo Heisenbergovo
udvojenje. Heisenbergova udvojenja su analogon strukture (Heisenberg-)Weylove algebre. U
radu [Skoda] pokazano je da odredeni poludirektni umnosci oblika U(g)tS(g*), u kojima je
U(g) univerzalna omotacka algebra shvacena kao Hopfova algebra, a S (g*) algebra formalnih
funkcija oko 0 € g na koju U(g) djeluje Hopfovim djelovanjem, imaju identi¢nu strukturu al-
gebre kao i poludirektni produkti U(g)#S(g*) u kojima ulogu Hopfove algebre preuzima S(g*)
kao topoloska Hopfova algebra s nekim deformiranim koproduktom koji je zapravo €ini izo-
morfnom kofiltriranoj Hopfovoj algebri dualnoj filtriranoj Hopfovoj algebri U(g). Dakle, to je
varijanta Heisenbergovog udvojenja, pa se ocekivalo da ima i strukturu Hopfovog algebroida
tipa skalarnog proSirenja, pri ¢emu je trebalo razjasniti pitanja formalnih upotpunjenja.
Formalizacija upotpunjene varijante Hopfovog algebroida koja kao primjer dozvoljava alge-
bru U(g)tS(g*) izloZena je u radu Meljanac, Skoda, Stojié, Lie algebra type non-commutative
phase spaces are Hopf algebroids, Letters in Mathematical Physics, 2017. [MSS]. Tu je U(g)
shvacena kao filtrirana Hopfova algebra, a njen algebarski dual U(g)* je shvacen kao kofiltrirana
Hopfova algebra koja je kao algebra identificirana s S (g*). Tenzorski produkti upotpunjavani
su koristeéi inducirane kofiltracije. lako je konzistentan pristup naden, ta formalizacija nije
sasvim zadovoljavajuca: neka preslikavanja postuju kofiltraciju samo na slabi nacin (distribu-
iraju po formalnim sumama), a neka preslikavanja nisu ni definirana na cijelom upotpunjenju
tenzorskog produkta. Nije bilo jasno koji princip diktira koji ¢e tenzorski produkti u aksioma-
tici biti upotpunjeni, a racunski dokazi su oteZani potrebom da se provjerava u koracima da su
sve manipulacije s formalnim sumama opravdane. S druge strane, mnogi racuni su formalno
identi¢ni provjerama iz teorije diskretnih skalarnih proSirenja 1 ¢inilo se da se mogu prevesti u

dijagramatski jezik ako bi svi morfizmi i tenzorski produkti bili u istoj monoidalnoj kategoriji.

1.2 Pregled rezultata

U ovoj disertaciji predloZen je sustavni pristup formalnim upotpunjenjima u primjerima slicnim
gore navedenima koji vodi i na drugu, prirodniju, definiciju upotpunjenih Hopfovih algebro-

ida, konstrukciju skalarnih proSirenja u toj opCenitosti i, uz neke dodatne uvjete, konstrukciju
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varijante Heisenbergovog udvojenja.

Radi toga je konstruirana simetri¢na monoidalna kategorija (indproVect, ®, k) ¢iji objekti
su vektorski prostori s dodatnom strukturom u kojoj su na odredeni nacin kombinirane filtracije
1 kofiltracije, a morfizmi linearna preslikavanja koja na odredeni naCin poStuju tu strukturu.
Njene su pune monoidalne potkategorije kategorije (indVect, ®, k) i (proVect, ®, k) vektorskih
prostora na kojima je ta dodatna struktura filtracija odnosno kofiltracija. Pritom su indeksne
kategorije filtracija i kofiltracija usmjereni skupovi (najvise) prebrojive kofinalnosti, a morfizmi
u tim kategorijama poStuju filtracije i kofiltracije na nacin slabiji od uobicajenog. To Ce biti
podrobnije objasnjeno u pododjeljku 1.2.1 koji slijedi nakon ovog skracenog pregleda.

Definirana kategorija indproVect ekvivalentna je kategoriji strogih ind-objekata u katego-
riji strogih pro-objekata u kategoriji vektorskih prostora takvih da su indeksne kategorije ind-

objekata i pro-objekata kofinalnosti najvise N,
indproVect = Indg, Proy Vect.

Ovi nazivi odnose se na ind-objekte i pro-objekte u smislu Grothendiecka [SGA4.1], a naziv
strogi na to da su vezni morfizmi monomorfizmi za ind-objekte, a epimorfizmi za pro-objekte.
Prednost rada s kategorijom indproVect je u tome §to radimo s vektorskim prostorima s do-
datnom strukturom i linearnim preslikavanjima koja poStuju tu strukturu, umjesto s apstraktnim
ind-objektima i pro-objektima. Kategorija ind-objekata i kategorija pro-objekata ekvivalentne
su redom kategoriji usmjerenih sustava i1 kategoriji inverznih sustava, s kojima smo radili u ovoj
disertaciji. Umjesto naziva usmjereni sustav ¢emo radi jednostavnosti poslije u tekstu nekad
pisati ind-objekt, a umjesto naziva inverzni sustav pro-objekt.

Svaki je objekt kategorije indproVect ugrubo vektorski prostor V' zajedno s iscrpnom fil-
tracijom potprostorima V;, 2 € I na svakom od kojih je uskladeno odabrana potpuna kofiltracija
V¥, k € K; njegovim kvocijentnim prostorima. Iscrpnost filtracije ovdje znadi V' = ccl)lilm Vi,
a potpunost kofiltracije V; = llérlrg Vk. Tenzorski produkt V' ® W upotpunjava se na svakoj
filtriraju¢oj komponenti V; ® W,

VoW, =limV;" @ W/
(k.1)
i ukupno je tenzorski produkt dva filtrirano-kofiltrirana vektorska prostora

VW = colim V;@W; = colim lim V;* @ W},
(ig)elxJ (i)l x J (k1)
Sto daje ukupno manje upotpunjenje nego kad se radi s globalnom kofiltracijom na obi¢nom
tenzorskom produktu. Naprimjer, za V' iz indVect i W iz proVect vrijedi

(ind ind . (pro)

) (ind) _ (pro)
VW=V @ W=V W,
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gdje je nad simbolima V' i W ovdje naglaseno gledamo li ih kao vektorske prostore sa zaborav-
ljenom dodatnom strukturom ili filtrirane vektorske prostore i kofiltrirane vektorske prostore.
Uz to, taj tenzorski produkt omoguéava kombiniranje obi¢nog i upotpunjenog tenzorskog pro-
dukta na sustavan nacin, jer je za objekte u indVect jednak obi¢nom tenzorskom produktu &,
a za objekte u proVect upotpunjenom tenzorskom produktu ®. Za usporedbu, svi relevantni
morfizmi iz primjera U (g)#5(g*) su automatski definirani na tom novom tenzorskom produktu
i morfizmi su u kategoriji indproVect, te ne postoje problemi s formalnim upotpunjenjima i
kompozicijama preslikavanja. Na temelju daljnjih rezultata vidjet e se da za taj primjer u ovoj
formalizaciji ne postoje problemi niti s definicijama algebarskih struktura koje je bilo kompli-
cirano (upotpunjeni Hopfov algebroid) ili nemoguce (Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad
S(g*)) formalizirati u &lanku [MSS].

Zatim opisujemo i dokazujemo da konstruirana monoidalna kategorija (indproVect, ®, k)
ima koujednacitelje 1 da oni komutiraju s tenzorskim produktom, pri ¢emu koristimo rezultate
o raznim konstrukcijama u kategoriji (proVect, ®, k) dokazane u disertaciji, medu kojima su
opis monomorfizama, potpunih potprostora, kvocijenata, te sloZenije dokaze postojanja i opisa
koujednacitelja, koprodukata i filtriranih kolimesa. To ¢inimo da bismo omogucili uvodenje
tenzorskih produkata ® 4 nad unutarnjim monoidom A koji su nuzni za definiciju unutrasnjeg
bialgebroida u indproVect. Naime, G. Bohm je pokazala da se definicija i neki osnovni ele-
menti teorije asocijativnih bialgebroida mogu internalizirati u proizvoljnim monoidalnim kate-
gorijama koje imaju koujednacitelje na taj nacin kompatibilne s tenzorskim produktom. Nakon
Sto smo razradili njenu definiciju unutarnjeg bialgebroida u takvim monoidalnim kategorijama
na direktan naCin u definiciju dodajemo simetrizaciju i antipod te, uz dokaze dobre definiranosti,
time dobivamo (novu) definiciju unutarnjeg Hopfovog algebroida.

Dalje dokazujemo teorem o konstrukciji unutra$njeg skalarnog proSirenja iz dane unutrasnje
pleteniCasto-komutativne Yetter-Drinfeldove modulne algebre. Taj teorem je poopéenje rezul-
tata Brzezinskog i Militaru iz [BrzMil], ali i nadopuna nepotpunog dokaza u tom ¢lanku (uz
dodatni uvjet bijektivnosti antipoda) u kojem nije dokazano klju¢no svojstvo da je definirani
antipod antihomomorfizam.

Na kraju dokazujemo teorem o postojanju strukture Hopfovog algebroida na Heisenbergo-
vom udvojenju R*fR unutra$nje Hopfove algebre R u kategoriji (indVectFin, ®, k) koja ima
bijektivan antipod i odredeno svojstvo kona¢ne dimenzionalnosti adjungiranih orbita, koristeci
uvedene kanonske elemente. Ta svojstva imaju univerzalna omotacka algebra U(g) i kvanti-
zirana univerzalna omotacka algebra U, (sl;). Takoder dokazujemo dva opcenitija rezultata o
dovoljnim uvjetima za postojanje strukture Hopfovog algebroida na poludirektnim produktima
H#R Hopfovih algebri u Hopfovom sparivanju u kategoriji indproVect, jedan poopavanjem

prije navedenog rezultata, a drugi drugac¢ijom metodom, koriste¢i odredena kvocijentiranja po
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anihilatorima. Do rezultata dolazimo tako da za Hopfove algebre R i H nademo neke dovoljne
uvjete da R bude pletenicasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H i koris-
timo prethodno dokazan teorem o skalarnom proSirenju. Nakon toga opisujemo nekoliko novih
primjera Hopfovih algebroida nad nekomutativnom bazom. U nastavku je detaljniji pregled

definicija i rezultata.

1.2.1 Simetricna monoidalna kategorija indproVect

U drugom poglavlju dan je pregled osnovne kategorijske terminologije koju koristimo, te defini-
cije usmjerenih i inverznih sustava i morfizama medu njima. U ovoj disertaciji usmjereni sustav
Ciji su svi vezni morfizmi monomorfizmi (strogi ind-objekt) nazivamo filtracija, a inverzni sus-
tav Ciji su svi vezni morfizmi epimorfizmi (strogi pro-objekt) kofiltracija. Filtracija na vektor-
skom prostoru ovdje je dakle indeksirana usmjerenim skupom i poopcenje je standardnog pojma
filtracije potprostorima indeksirane skupom Ny, a morfizmi medu vektorskim prostorima koji
postuju filtracije ovdje to ¢ine na nacin slabiji od uobicajenog. Naprimjer, umjesto standardnog
preslikavanja po nivoima, ovdje linearno preslikavanje postuje filtraciju ako svaku filtrirajuéu
komponentu domene preslika u neku filtriraju¢u komponentu kodomene. Kofiltracija je pojam
dualan filtraciji, u kojem potprostore zamjenjuju kvocijentni prostori i vezna preslikavanja su
obrnutog smjera.

U treCem, Cetvrtom i petom poglavlju bavimo se izgradnjom simetri¢cne monoidalne katego-
rije (indproVect, ®, k) filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora, ije su pune monoidalne pot-
kategorije dvije dualne kategorije, kategorija (proVect, ®, k) kofiltriranih vektorskih prostora
i kategorija (indVect, ®, k) filtriranih vektorskih prostora, te odredenim potrebnim konstrukci-
jama u tim kategorijama i njihovim svojstvima.

Filtrirani vektorski prostor definiramo kao vektorski prostor V' zajedno s Ry-filtracijom V' u
kategoriji Vect takvom da je V' =~ colim V/, a kofiltrirani vektorski prostor kao vektorski pros-
tor W zajedno s Wy-kofiltracijom W u kategoriji Vect takvom da je W =~ lim W. Morfizme
medu njima definiramo kao linearna preslikavanja koja na odredeni jednostavan naCin poStuju
tu dodatnu strukturu. Ogranicili smo se na ind-objekte (odnosno pro-objekte) koji su strogi i
kofinalnosti najviSe N jer su nam ti zahtjevi bili potrebni da dokaZemo da su naSa preslikavanja
koja poStuju strukturu filtracije (odnosno kofiltracije) u kanonskoj bijekciji s morfizmima medu
pripadnim ind-objektima (odnosno pro-objektima). Tako umjesto da radimo s apstraktnim ind-
objektima i pro-objektima, mozemo raditi s vektorskim prostorima s dodatnom strukturom i
linearnim preslikavanjima koja poStuju tu strukturu: s objektima i mofizmima definiranih kate-
gorija

indVect = Indy, Vect, proVect = Proy Vect.
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Kod opéenitijih pro-objekata naime razlic¢iti morfizmi medu pro-objektima mogu inducirati isto
linearno preslikavanje medu njihovim limesima, pa ne bismo mogli raditi s morfizmima kao s
linearnim preslikavanjima i primjeniti dobiveno na primjere koje Zelimo opisati. Definiramo 1
kategoriju indproVect koja sadrzi kao svoje potkategorije indVect i proVect. Njeni su objekti
vektorski prostori U zajedno s Ry-filtracijom U u kategoriji proVect takvom da je U = colim U
u Vect, a morfizmi su linearna preslikavanja koja na odredeni nacin postuju tu strukturu, te za
nju pokazazujemo da je ekvivalentna kategoriji Indg Proy Vect.

Mogucénost rada s vektorskim prostorima s dodatnom strukturom umjesto s apstraktnim
ind-objektima, pro-objektima i ind-pro-objektima omogucuje medu ostalim definiciju formalne
sume i formalne baze te izvrijednjavanje preslikavanja na elementima, zatim primjenu teorije
na postojeée primjere, te prenoSenje konstrukcija s kategorije ind-pro-objekata na definiranu
kategoriju ¢iji objekti imaju elemente 1 obratno. Ove prednosti ¢e biti objaSnjene u daljnjem
tekstu.

U kategoriji indproVect dakle objekti imaju elemente i moZemo po potrebi promatrati iz-
vrijednjavanje preslikavanja na elementima, $to nemamo na raspolaganju kod apstraktnih ind-
pro-objekata. S time u vezi uveden je pojam formalne sume u proVect i njene vrijednosti, te
razvijen racun s formalnim sumama. (Moguce beskona¢na) suma ) |, v, elemenata kofiltriranog
vektorskog prostora je formalna suma ako projekcija na njegovu proizvoljnu kofiltrirajuéu kom-
ponentu Salje sve osim kona¢no mnogo sumanada u 0. Te projekcije zajedno Cine nit limesa,
dakle element tog kofiltriranog vektorskog prostora, koju zovemo vrijednost formalne sume
2., Ux. Pokazujemo da su linearna preslikavanja A koja distribuiraju po formalnim sumama, tj.

takva da prevode po ¢lanovima formalne sume u formalne sume i vrijedi

AQ o) = D AW,

upravo morfizmi u kategoriji proVect, Sto daje joS jedan nacin rada s tim preslikavanjima. Na
temelju toga razvijen je racun s formalnim sumama koji koristimo u dokazima, te odredene for-
mule i preslikavanja moZemo zadavati formalnim sumama. Pojam formalne sume jednostavno
proSirujemo do pojma formalne sume u indproVect, kojim su tako obuhvaéene konacne sume
u objektima kategorije ind Vect i formalne sume u objektima kategorije proVect. Definiramo i
u dokazima koristimo pojam formalne baze kofiltriranog vektorskog prostora, uz jednostavniji
pojam filtrirane baze filtriranog vektorskog prostora. Pokazujemo da svaki kofiltrirani vektorski
prostor posjeduje formalnu bazu.

Definirana su takoder upotpunjenja vektorskih prostora po kofiltraciji i upotpunjenja linear-
nih preslikavanja. Pokazano je da se svaki element upotpunjenja 1% vektorskog prostora I moze
prikazati kao formalna suma ¢iji su sumandi unutar V' i da je vektorski potprostor V' kofiltrira-

nog vektorskog prostora potpun ako sadrzi vrijednosti svih formalnih suma sa sumandimau V.
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Pokazano je da su kanonska preslikavanja V @ W — VW iV @ W — V @ W injekcije.
Dani su nuzni i dovoljni uvjeti za postojanje proSirenja (upotpunjenja) linearnog preslikava-
nja do morfizma u proVect, te u sloZenijoj propoziciji, za postojanje prosirenja do morfizma u
indproVect. Na temelju toga, za linearna preslikavanja u primjerima je lako provjeriti pripadaju
li potkategoriji indVect, jesu li ili se mogu prosiriti do upotpunjenih morfizama u potkategoriji
proVect, te u kategoriji indproVect. Pokazali smo da su potkategorije indVect i proVect du-
alne, te da se naprimjer sparivanje V' iz ind Vect i njegovog duala V* iz proVect uvijek proSiruje
do sparivanja V ® VV* — k u kategoriji indproVect.

U kategoriji proVect opisani su monomorfizmi i epimorfizmi, dane su strukture kofiltriranog
prostora na potpunim potprostorima i kvocijentima po potpunim potprostorima i pokazano je da
je jezgra linearnog preslikavanja potpuni potprostor. Dokazano je da proVect posjeduje koujed-
nacitelje 1 da oni komutiraju s tenzorskim produktom. U sloZenijim propozicijama dokazano
je postojanje i dana konstrukcija i opis koprodukta i filtiranog kolimesa u proVect. Neke od
tih konstrukcija prvo su dane na kategoriji Proy Vect i zatim prenesene na kategoriju proVect
i opisane tamo, kao $to su konstrukcija tenzorskog produkta, te koujednacitelja, koprodukta i
filtriranog kolimesa. Druge su profinjene s vektorskih prostora na vektorske prostore sa struk-
turom, kao naprimjer definicija potpunog potprostora s potprostornom kofiltracijom, kvocijenta
s kvocijentnom kofiltracijom, te jezgre i slike preslikavanja.

Tenzorski produkti su konstruirani tako da su proSireni s kategorije (Vect,®, k) na jed-
nostavan kanonski nacin na kategorije ind-objekata Indy, Vect, pro-objekata Proy, Vect te ind-
pro-objekata Indy, Proy, Vect, a onda preneseni po prije dokazanoj ekvivalenciji na kategorije
indVect, proVect i indproVect. Dobra definiranost tenzorskog produkta na Indg, Proy, Vect
i time na kategoriji indproVect ovisila je o dokazu da je tenzorski produkt monomorfizama
u proVect = Proy Vect monomorfizam, u kojem je koriSten pojam formalne baze. Doka-
zali smo da su one simetri¢ne monoidalne kategorije, pri ¢emu su kategorije (indVect, ®, k) i

(proVect, ®, k) monoidalne potkategorije kategorije (indproVect, ®, k).

(indVect, ®, k)

T

(Vect, ®, k) (indproVect, ®, k)

T

(proVect, ®, k)

Tako je omogucen naprimjer rad s morfizmima A ® B — C'® D filtriranih vektorskih prostora
i njima dualnim morfizmima C* ® D* — A* ® B* kofiltriranih vektorskih prostora unutar iste

monoidalne kategorije, te sustavno izvedeno kombiniranje obi¢nog i upotpunjenog tenzorskog
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1.2. PREGLED REZULTATA

produkta. Kategorije (indVectFin, ®, k) i (proVectFin, ®, k) su dualne monoidalne kategorije.

(indVectFin, ®, k)

(proVectFin, ®, k)

Po tome naprimjer dual U(g)* =~ S(g*) beskonatno-dimenzionalne Hopfove algebre U(g),
promatrane kao Hopfova algebra u kategoriji (indVectFin, ®, k), postaje Hopfova algebra u
kategoriji (proVectFin,®, k) i moguée je definirati pojam djelovanja te topoloske Hopfove
algebre S(g*) na obi¢nu Hopfovu algebru U(g) jednostavno dijagramatski, unutar kategorije
(indproVect, ®, k). Sli¢no je mogude definirati neke druge potrebne algebarske strukture koje

moraju kombinirati obic¢an i upotpunjeni tenzorski produkt.

Medu najsloZenijim rezultatima iz ovog dijela je teorem o postojanju koujednacitelja u ka-
tegoriji indproVect i teorem da koujednacitelji u (indproVect, ®, k) komutiraju s tenzorskim
produktom. Dokazi ta dva teorema koriste mnoge propozicije o konstrukcijama u kategoriji
(proVect, ®, k), kao $to su opis monomorfizama, potpunih potprostora, kvocijenata i kvoci-
jentnih preslikavanja, te sloZenije dokaze postojanja i opisa koujednacitelja, koprodukata i fil-
triranih kolimesa. Od propozicija iz poglavlja o kategoriji proVect izdvajamo dokaz postojanja
i opis koprodukata i filtriranih kolimesa u kategoriji proVect, u kojima je kombinirana metoda
prenoSenja konstrukcija koprodukta i filtriranog kolimesa s Prog Vect na proVect po ekviva-
lenciji kategorija i s druge strane upotreba pojma 1 svojstava formalnih suma u kofiltriranim

vektorskim prostorima.

Uz uvedene pojmove formalne baze objekata iz proVect i filtrirane baze objekata iz ind Vect,
dokazano je da je skup funkcionala {e,},c4 dualnih u odnosu na filtriranu bazu {D,}aca
objekta V' u kategoriji ind VectFin formalna baza duala VV* kao objekta u kategoriji proVectFin.

Tako je moguce bilo definirati odredene kanonske elemente kao formalne sume

K(¢) = Z €a @ ¢(Da), L(¢) = Z eaS™ (es) ® Dg¢(Da),

a a,f

za ¢ € End(V), koji su kori$teni onda u zadnjem poglavlju za dokaz strukture Hopfovog al-
gebroida na Heisenbergovom udvojenju Hopfovih algebri iz indVectFin koje imaju bijektivan
antipod i svojstvo kona¢ne-dimenzionalnosti adjungiranih orbita. Time je medu ostalim primje-

rima dobiveno da je U (g)#S(g*) zaista Hopfov algebroid u kategoriji indproVectFin.
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1.2.2 Definicija unutarnjeg Hopfovog algebroida. Teorem o unutarnjem

skalarnom proSirenju

U drugom dijelu disertacije najprije u Sestom poglavlju navodimo pomoc¢ne algebarske kons-
trukcije (tenzorski produkti unutarnjih modula i bimodula, Yetter-Drinfeldovi moduli itd.) i
navodimo nekoliko standardnih primjera Hopfovih algebri koji e biti relevantni za primjere
Hopfovih algebroida u zadnjem poglavlju. U sedmom poglavlju razradujemo pojam unutarnjeg
bialgebroida u proizvoljnoj monoidalnoj kategoriji s koujednaciteljima koji komutiraju s ten-
zorskim produktom, te zatim na temelju toga i konstrukcija iz prethodnog poglavlja definiramo
pojam unutarnjeg Hopfovog algebroida u takvoj kategoriji i dokazujemo da je definicija dobra.

Nakon toga u osmom poglavlju dokazujemo teorem o konstrukciji unutrasnjeg skalarnog
proSirenja: da svaka unutras$nja pleteni¢asto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra
R nad unutrasnjom Hopfovom algebrom H u indproVect s bijektivnim antipodom definira
odredenu strukturu unutrasnjeg Hopfovog algebroida na poludirektnom produktu HgR u kate-
goriji indproVect, koju zovemo skalarno proSirenje. Pritom koristimo apstraktni Sweedlerov
racun i novu definiciju unutraSnjeg Hopfovog algebroida, a strukturu lijevog i desnog bialge-
broida opisujemo na jednostavan nacin na poludirektnim produktima R°’fH i H{R koji su
izomorfne algebre po konstruiranom izomorfizmu ®. Svi teoremi vrijede naravno posebno za
vektorske prostore, filtrirane vektorske prostore, kofiltrirane vektorske prostore te njihove kom-

binacije.

1.2.3 Heisenbergova udvojenja filtriranih Hopfovih algebri i poopcenja.

Primjeri skalarnih proSirenja

U zadnjem poglavlju prouc¢avamo jednu klasu primjera skalarnih proSirenja, one koji dolaze od
poludirektnih produkata HfR Hopfove algebre H i Hopfove algebre R koje su u Hopfovom
sparivanju, a sve unutar monoidalne kategorije (indproVect, ®, k). Primjer takvog poludirekt-
nog produkta bilo bi Heisenbergovo udvojenje R*f R za Hopfove algebre R filtrirane konacno-
dimenzionalnim komponentama, poop¢enje Heisenbergovog udvojenja koje je definirano za
konac¢no-dimenzionalne Hopfove algebre.

Dokazujemo da svaka unutra$nja Hopfova algebra R u kategoriji (indVectFin, ®, k) koja
ima bijektivan antipod i zadovoljava dodatni uvjet kona¢ne-dimenzionalnosti adjungiranih or-
bita ima kanonsku strukturu pletenicasto-komutativne Yetter-Drinfeldove modulne algebre nad
svojim dualom R*, unutra$njom Hopfovom algebrom u kategoriji (proVectFin, ®, k). Klju-
¢an korak ovdje je upotreba odredenih kanonskih elemenata od kojih je jedan beskonacno-

dimenzionalno poop¢enje Luine formule povezane s morfizmom ponora u [Lu]. Ovdje je taj
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kanonski element

L(6) = eaS(es) ® Dsd(Ds), ¢ < End(R)
a7ﬁ
formalna suma u upotpunjenom tenzorskom produktu R* ® R (gdje smo na R zaboravili filtra-

ciju). Linearno preslikavanje £: End(R) — R* ® R je bijekcija s inverzom
Ti: R*"®R - End(R),  TiQ a®@ra):r— > (rehy)ry,
y )

Sto je poopcenje rezultata iz [Lu], koje je naravno dosta teze dokazati nego u kona¢no-dimenzi-
onalnom slucaju, jer se ne moZze koristiti argument s rangom i defektom. Pokazali smo da ako

se izvedeno preslikavanje

Lu: R—>R*®R,  Lu(Y) =) e.S " (es) ® DgY D,
a,B

moze korestringirati do morfizma R — R* ® R (ovdje R opet ima filtraciju), onda je uz njega
kao kodjelovanje algebra R Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad R*. Dokazali smo da ta
korestrikcija postoji ako 1 samo ako R zadovoljava odredeni uvjet konacne-dimenzionalnosti
adjungiranih orbita. Tom konstrukcijom je dakle omoguéeno da Heisenbergovo udvojenje
R*# R filtrirane Hopfove algebre R sa spomenutim svojstvima opremimo strukturom unutarnjeg
Hopfovog algebroida u nasoj kategoriji. U primjerima dokazujemo da U(g) i U,(sl>) imaju to
svojstvo konacne-dimenzionalnosti adjungiranih orbita, ¢ime dobivamo dva primjera Heisen-
bergovih udvojenja koja su unutarnji Hopfovi algebroidi, U(g)*#U (g) nad baznom algebrom
Ul(g) te U,(sly)*tU,(sly) nad baznom algebrom U, (sls).

Opdenitije zatim promatramo Hopfova sparivanja unutra$nje Hopfove algebre R u kate-
goriji (indVectFin, ®, k) s bijektivnim antipodom i unutrasnje Hopfove algebre H u kate-
goriji (proVect, ®, k) koje je nedegenerirano u drugoj varijabli. Takva sparivanja induciraju
morfizam H < R* u kategoriji indproVect, pa i morfizam algebri H{R — R*#R. Na te-
melju prethodnog rezultata dobivamo da R ima strukturu Yetter-Drinfeldove modulne alge-
bre nad H ako i samo ako se preslikavanje Lu korestringira do preslikavanja R — HtR.
Na temelju toga ra¢unamo minimalnu Hopfovu podalgebru U(g)™" od U(g)* takvu da je
Lu(U(g)) < U(g)™"4U(g) i dobivamo primjere Hopfovih algebroida nad U(g), skalarno pro-
Sirenje U(g)™"4U (g) i Heisenbergovo udvojenje s reduciranim dualom U (g)°#U (g).

Takoder, promatramo Hopfova sparivanja unutraSnjih Hopfovih algebri R 1 H iz dualnih
potkategorija (indVect, ®, k) i (proVect, ®, k) redom koja su nedegenerirana u drugoj varijabli.
Ovdje nije moguce koristiti kanonske elemente jer komponente nisu kona¢no-dimenzionalne,

veé se dokaz analognog teorema provodi sloZenije kroz nekoliko propozicija s kvocijentima
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kofiltriranih vektorskih prostora po anihilatorima i uz dodatni uvjet na koprodukt Hopfove al-
gebre R.

Na kraju navodimo 1 opisujemo neke nove primjere Hopfovih algebroida nad nekomutativ-
nom bazom U(g), te jedan nad U,(sly), od kojih su prva tri unutrasnji Hopfovi algebroidi u

indproVect, a ostali standardni Hopfovi algebroidi u Vect. Heisenbergovo udvojenje

U(g)"tU(g) = J*(G,e)sU(g")

je unutarnji Hopfov algebroid u indproVect nad U(g), kao algebra izomorfan algebri Diff* (G, e)
formalnih diferencijalnih operatora u okolini jedinice na Liejevoj grupi G. Nekomutativni fazni

prostor
Ulg)tS(g*) = Ug")4(J (G e))

o kojem je bilo govora u ¢lanku [MSS] je Hopfov algebroid nad U(g) u indproVect. U tom
Clanku su elementi x4, ..., z, baze od g interpretirani kao nekomutativne koordinate, a dualna

baza od g* kao operatori 04, .. ., 0,. Zatim, Heisenbergovo udvojenje
Uq(sl2)" U, (sl2)
je unutrasnji Hopfov algebroid u indproVect nad kvantnom grupom U, (sl;). Dalje,

U(g)™"U(g) = U(g)*tU (g)

je eksplicitno opisano minimalno skalarno proSirenje (takvo da je dobiveno iz Hopfovog spari-

vanja) nad U (g). Heisenbergovo udvojenje s reduciranim dualom
U(g)°U(g) = U(g)*1U(9)

je Hopfov algebroid nad U(g). Geometrijski definiran Hopfov algebroid
O™ (G)4U(g") < Diff(G)

nad U(g’) dan je pomocu adjungirane reprezentacije i on je najmanja podalgebra algebre di-
ferencijalnih operatora koja sadrzi i lijevo invarijantna i desno invarijantna vektorska polja, te

Hopfov algebroid
O(Aut(g))tU(g)

nad U (g) ¢ija je struktura izvedena iz odredenog sparivanja O(Aut(g)) i U(g), koje se moZe de-
finirati geometrijski kad je g Liejeva algebra Liejeve grupe, ali i Cisto algebarski nad bilo kojim
poljem. Struktura Hopfovog algebroida u zadnja dva primjera pokazana je direktno koristeci

generatore algebri O™"(G) (nekih) funkcija na Liejevoj grupi G i algebri regularnih funkcija
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O(Aut(g)) na algebarskoj grupi Aut(g) zajedno s nekim identitetima koje ti generatori zado-

voljavaju. Na kraju, za povezanu kompaktnu algebarsku grupu G, skalarno prosirenje

Rep(G)1U(g)c

je unutrasnji Hopfov algebroid u indproVect nad U(g)c, gdje je Rep(G) algebra reprezentativ-

nih funkcija na G. Svi ovdje navedeni primjeri postoje i u drugacijim zapisima istih algebri,
HEU(g") = U(g")tH = H*4U (g") = U(g")gH".

Oni su (unutarnji) Hopfovi algebroidi nad U (g’), tj. nad parom baznih algebri U (g*) i U(g?).
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Poglavlje 2

Neke opce Cinjenice iz teorije kategorija

2.1 Osnovna kategorijska terminologija

Podrazumijevamo poznavanje definicije kategorije, funktora, (prirodnih) transformacija fun-
ktora, ekvivalencije kategorija, potkategorije, pune potkategorije i poznavanje dijagramatske
notacije. Identitetu objekta V' kategorije V oznaCavamo idy : V' — V. Kategoriju skupova i
preslikavanja oznacavamo sa Set, a kategoriju vektorskih prostora (nad fiksnim poljem) i li-
nearnih preslikavanja s Vect. Kategoriju ¢emo zvati malom ako su joj klasa objekata i klasa

morfizama skupovi.
Definicija 2.1.1. Morfizam f: B — (' u kategoriji V je
(i) izomorfizam ako postoji f~': C'— Btakavdaje fo f~ ! =idgif~lo f =ide,
(i) monomorfizam ako za sve g, h: A — B jednakost f o g = f o h povlaci g = h,
(iii) epimorfizam ako za sve k, [: C' — D jednakost ko f = [ o f povlaci k = [.

Svaki izomorfizam je monomorfizam i epimorfizam, a u Set i Vect vrijedi i obrat te tvrdnje.
Dva su objekta V', W € Ob(V) izomorfna i pisSemo V = W ako postoji izomorfizam V' — .
Suprotna kategorija V°P kategoriji V je kategorija Cija je klasa objekata jednaka klasi obje-
kata kategorije )V (koje ponekad piSemo s gornjim indeksom °P u notaciji), za sve V., W e V

vrijedi Homyoep (VP WP) = Homy (W, V') i idyer = (idy)°P, a kompozicija je zadana sa

fP o g = (g0 f).

Kontravarijantni funktor F' iz V u W je (kovarijantni) funktor F': V°° — W iz suprotne ka-
tegorije. Endofunktor je svaki funktor F': )V — ) kojem se domena i kodomena podudaraju.

Podsjecamo da je (Kartezijev) produkt kategorija V i VV kategorija V x VW s klasom objekata
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Ob(V) x Ob(W), klasom morfizama Mor(V) x Mor(W), identitetama id(y,uy = (idy,idw ), a
¢ija domena, kodomena i kompozicija morfizama se evaluiraju po komponentama. Bifunktor je
funktor G: V x W — Z definiran na Kartezijevom produktu dviju kategorija. Posebno vazan
bifunktor je Hom-bifunktor

Homy: VP x V — Set

koji je na objektima dan s (A, B) — Homy (A, B), a na morfizmima na sljedeéi nacin. Za
morfizam (f,g): (A,C) — (B, D), njegova slika

Homy(f,g): Homy(B,C) — Homy (A, D)

Salje h: B — C' u go ho f, tj. u kompoziciju morfizama A . B ¢ % D Ako
fiksiramo neki objekt A € Ob()V) kao prvi argument u bifunktoru F': V x W — Z dobivamo
obicni funktor

FA =)W Z

na objektima dan formulom W — F(A, W) i na morfizmima formulom d — F(id4,d) =:
F(A,d). Sli¢no definiramo funktor F'(—, B): V — Z za B € Ob(B).

Definicija 2.1.2. Za objekt e € Ob(V) kazemo da je
(i) inicijalni objekt ako za svaki V' € Ob(V) postoji to¢no jedan morfizam f: e — V,
(ii) terminalni objekt ako za svaki V' € Ob(}) postoji to¢no jedan morfizam g: V' — e.

Lako se vidi da su svaka dva inicijalna objekta e, ¢’ € Ob()) izomorfna preko jedinstvenog
izomorfizma e — ¢’. Inicijalni objekt ne mora postojati u kategoriji. Terminalni objekt u
kategoriji V moZemo promatrati kao inicijalni objekt u suprotnoj kategoriji V°P. Za objekt V' u
kategoriji V konstantni funktor consty = const!,: I — V dan je pravilom consty : i — V, za
sve i € Ob([), consty: f — idy za sve f € Mor(/). Notacija / dolazi od termina indeksna

kategorija.

Definicija 2.1.3. Neka je F': I — V funktor. Konus nad F's vthom V' € Ob(V) je prirodna

transformacija a: const!, = F. Drugim rije¢ima, konus je zadan komponentama
a;: V- F(), i€l

i za svaki morfizam g: ¢ — j u [ vrijedi a; = F(g) o o. Morfizam konusa o — [ nad F' s

vrhovima V,, i V3 je morfizam f: V,, — V3 u V za koji vrijedi
Bio f=ay, zasve i € Ob(I).
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Kompozicija morfizama konusa dana je kompozicijom pripadnih morfizama u V medu vrho-
vima konusa. Konusi nad F' i njihovi morfizmi, dakle, ¢ine kategoriju. Granicni konus (uni-
verzalni konus) ili limes funktora ' je terminalni objekt kategorije konusa nad £’ (ako pos-
toji) i oznacuje se s lim F' ili lim;e; F'(7). Ista oznaka se koristi ponekad i za vrh limesa, oso-
bito u notaciji s jednakosti V' = lim; F'(¢) ili V' =~ lim; F'(z). Komponentu grani¢nog konusa

lim;e; F'(7) — F(j) zovemo i projekcijom na F'(j).

Definicija 2.1.4. Neka je F': I — V funktor. Kokonus nad F' s vchom V' € Ob(V) je prirodna
transformacija o: F = const{,. Ekvivalentno, kokonus nad F' je konus u suprotnoj kategoriji
VP, Ocito kokonusi nad [ ¢ine kategoriju. Terminalni objekt te kategorije je, ako postoji,

granicni kokonus ili kolimes funktora F' i oznacuje se s colim F' ili colim;e; F'(7).

Ako je I mala kategorija, funktore I — V zovemo i dijagrami. U ovoj disertaciji promatrat
¢emo samo limese i kolimese dijagrama. Ako limesi (odnosno kolimesi) svih funktora [ — V
postoje u V, kazemo da V dopusta limese (odnosno kolimese) funktora oblika /.

Paralelni par morfizama u kategoriji V je par morfizama f, g: ¢ — j u kategoriji V s istom
domenom i istom kodomenom. Morfizam b: j — j' koujednacuje paralelni par f, g ako vrijedi
bo f = bog. Morfizam a: i’ — i ujednacuje paralelni par f, g ako vrijedi foa = goa. Paralelni
par morfizama moZemo promatrati kao funktor iz kategorije s dva objekta 0, 1 i dva razliCita
morfizma 0 — 1 u kategoriju V. Lako se vidi da su konusi (odnosno kokonusi) paralelnog
para u bijekciji s morfizmima koji ujednacuju (odnosno koujednacuju) taj par. Ujednacitelj
paralelnog para je po definiciji grani¢ni konus (tj. limes) pripadnog funktora. Koujednacitelj
paralelnog para je po definiciji grani¢ni kokonus (tj. kolimes) pripadnog funktora.

Kategorija je diskretna ako su joj svi morfizmi identitete. Svaki skup / moZemo promatrati
kao malu diskretnu kategoriju na ociti nacin, koju oznatavamo istom oznakom. Pri tome fa-
milije {V;}.c; objekata u nekoj kategoriji V odgovaraju funktorima V': I — V. (Kategorijski)
produkt | [,; V; familije objekata {V;};; je tada limes funktora V': I — V, pri ¢emu kompo-

nente univerzalnog konusa

m: [ [Vi— Vi

el

zovemo projekcijama (iako one nisu nuzno epimorfizmi). Koprodukt | [,_, V; familije objekata

el

{Vi}ier je kolimes funktora V': I — V), pri ¢emu komponente univerzalnog konusa

w: Vi = [ Vi
i€l
zovemo injekcijama (iako one nisu nuZno monomorfizmi).

Promatrajmo kategoriju / koja ima tri objekta i, 7, k i dva razli¢ita morfizma ¢ — k, j — k.
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Povlak (ili fibrirani produkt) V' x ; W =V x, W je limes dijagrama d: [ — V

gdjeje V =d(i), W =d(j), Z = d(k). Akoje d(i — k) = fid(j — k) = g, onda projekciju
V xzW — V zovemo i povlak f*(g) morfizma g uzduz f, a projekciju V' x ;W — W zovemo
i povlak ¢*(f) morfizma f uzduz g. PiSemoi f*(W) = g*(V) =V x5 W.

Jezgra kerf: Ker f — f morfizma f: V — W u kategoriji V koja posjeduje inicijalni
objekt 0 je povlak Ker f — V jedinstvenog morfizma 0 — W uzduz f.

Kojezgra morfizma f je suprotan morfizam jezgri suprotnog morfizma f°P u suprotnoj katego-
riji, tj. coker f = (ker f°P)°P: W — Coker f = (Ker f°P)°P. Ako je 0 nulobjekt (objekt koji je
istovremeno inicijalan i terminalan) tada je za svaka dva objekta V' i W nulmorfizam 0: V — W
kompozicija V' — 0 — ¥/ i ona ne ovisi o izboru nulobjekta 0. Oznaka za nulmorfizam se slaze
s oznakama u slucaju Abelovih grupa i vektorskih prostora. U kategorijama Abelovih grupa,
vektorskih prostora i opéenitije u svakoj Abelovoj kategoriji je jezgra (odnosno kojezgra) mor-

fizma f: V — W jednaka ujednacitelju (odnosno koujednacitelju) para f,0: V' — W,

f f
Ker f ----- sV XW VI 3IW--—--- » Coker f
0 0

Slika morfizma f: V — W u kategoriji V je monomorfizam Imf — W zajedno s razlaga-
njem

V- >Imf «-—-—--> W

koje je univerzalno s obzirom na sva takva razlaganja:

% > Im f > W

N

L
U
U svakoj Abelovoj kategoriji je slika Im f < W jezgra kojezgre morfizma f.
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2.2. SIMETRICNE MONOIDALNE KATEGORIJE

2.2 Simetri¢ne monoidalne kategorije

U ovom odjeljku proucavamo limese i kolimese s posebnom paZnjom na usmjerene i inverzne
sustave te osnovne definicije vezane uz monoidalne kategorije. Vecina objekata u disertaciji su
vektorski prostori s dodatnom strukturom, pa se osvréemo i na posebne slucajeve kategorijskih

konstrukcija u slucaju kategorije skupova i kategorije vektorskih prostora.

Definicija 2.2.1. Monoidalna kategorija je Sestorka (V,®, k, a,l,r) u kojoj je V kategorija,
®:V x V — V je bifunktor koji zovemo monoidalni produkt, k je istaknuti objekt u V koji
zovemo jedinicni objekt, a: ® o(® x Idy) = ® o (Idy x ®) je prirodni izomorfizam funktora
VY x V xV — V koji zovemo asocijator, |: (k®Idy) = Idy ir: (Idy ® k) = Idy, prirodni
izomorfizmi endofunktora )V — V koje zovemo lijevi unitor i desni unitor takvi da za svaka
Cetiri objekta U, V, W, Z € Ob(V) peterokut

(UeV)eW)®Z
U(VeWw)) ez UeV)e(WeZ)
aU,V@W,Zl laU,V,W@DZ
UR((VeW)e 2) i@@av,w,z YU (Ve (W Z))

komutira i za svaka dva objekta V', W € Ob()V) trokut

av. kW

(VRkE)@W

T‘Vm WW

® (k@ W)

takoder komutira.

Kombiniranjem zahtjeva u definiciji pokazuje se da za sve VV, W € Ob(V) trokuti

av,w,k

VOW)®k » V@ (W k)
m %@TW
Vew
kQV)QW vy RV QW)

lvm %

takoder komutiraju [Kelly].
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2.2. SIMETRICNE MONOIDALNE KATEGORIJE

Definicija 2.2.2. Simetricna monoidalna kategorija je Sestorka (V,®,k,a,l,r, o) u kojoj je
petorka (V, ®, k, a, [, ) monoidalna kategorija, a 0 = {oyw: VW — W V}yweony je
familija izomorfizama prirodna u oba argumenta (drugim rije¢ima, o: Idyy, — T je prirodni
izomorfizam funktora, gdje je 7': V x V — V x )V funktor zamjene argumenata) takva da za

sve V, W, Z e ObV vrijedi

owy °ovw = idygw
1 komutativni su dijagrami sljedeci Sesterokut i trokut.

OV.WRZ

Vew)ezZ —2 s yoWeZ) — "2 s (We2Z)QV

UV,W®ile law,z,v

(W®V)®Z—>W®(V®Z)WW®(Z®V)

aw,v,z

Ok,V

ERV VREKk
1%

2.2.3. (Kartezijeve monoidalne kategorije.) Osnovna klasa primjera simetricne monoidalne
kategorije su one ¢iji monoidalni produkt je kategorijski produkt, a jedini¢ni objekt terminalni
objekt. Neka je V kategorija s kona¢nim produktima. Neka je izabran terminalni objekt 7 u Vi

za svaka dva objekta V', W € Ob(V) izabran kategorijski produkt V' x W s projekcijama
VWV VX W S, py WV x W - W

Za svaka dva morfizma f: V — V', g: W — W' kompozicije f op; " : V x W — Vi
gopy WV x W — W’ prema univerzalnom svojstvu produkta V' x W’ induciraju morfizam

fxg:VxW—V'"x W ¢ime x s danim odabirima postaje bifunktor x: }V x V — V.

V xW
i
fopy W \,:,fxg gopy W
V' x W’
AW’ p;/m
Vv’ w’

Za svaka tri objekta V', W, U u kategoriji } morfizam

p;/XWX idU

paz: (V x W) xU W x U,
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2.2. SIMETRICNE MONOIDALNE KATEGORIJE

zajedno s kompozicijom projekcija
pV Wk idy
pr: (VxW)xU ——VxU——YV,
definira po univerzalnom svojstvu produkta neki morfizam

aywu: (VxW)xU—->V x (W xU,).

Zaprodukte V x W, W x V definiramo oy : V x W — W x V koristeci univerzalno svojstvo

kodomene W x V' s obzirom na projekcije s domene V. x W — V, V x W — W:

VxW
I
VxW v VxW
plx \JI/ p2><
WxV
[/glp;>\j
V |44

Definiramo morfizme [y, : [ xV — Viry: V x I — V kao projekcije produkata s terminalnim
objektom. Inverzi l‘_/lz V - I xVi r‘jl: V' — V x I su dani univerzalnim svojstvom
produkata / x V' 1V x I iu oba slucaja inducirani parom morfizama idy 1 V' — I (jedinstveni
morfizam u terminalni objekt). Tim podacima je definirana simetricna monoidalna kategorija
(A, x,1,a,l,r 0). Kako se kategorijski produkt x naziva i Kartezijevim produktom, takve

simetricne monoidalne kategorije zovemo Kartezijeve monoidalne kategorije.

Definicija 2.2.4. Neka su C = (C,®,k,a,l,r), D = (D,&,k',a’,l',r") monoidalne ka-
tegorije. Monoidalni funktor iz C' u D je trojka (F,$,n) u kojoj je F: C — D funktor,
n: k' — F(k) morfizamu D i ¢: F® F — F o (— ® —) prirodna transformacija funktora s

komponentama
dxy: FIX)Q@ F(Y) > F(X®Y), X,YeOb(C0),

takva da za sve X, Y, Z € Ob(C) sljedeéi dijagrami komutiraju.

(F(X) & F(Y)) & P(Z) 000 by gy (F(Y) @ F(2))
ox,y®'idp(z) idpx)® by, z
F(X@fﬂ ® F(2Z) F(X) ®’}(Y®Z)
PXQY,Z bx,y®Zz
F(X®Y)® 2) ren— FX® Y ®2))
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2.3. KATEGORIJA VEKTORSKIH PROSTORA (VECT, ®, K)

lr(x)

K & F(X) y F(X)

7]®/idF(X)J/ F(ZX)T

F(k)® F(X) ——— F(k® X)

Pk, X

TF(X)

FX)® K y F(X)

idF(X)®l77J/ F(ZX)T

Jaki monoidalni funktor je monoidalan funktor (F, ¢) u kojem je ¢ izomorfizam.

Definicija 2.2.5. Neka je V = (V,®, k, a,l,r) monoidalna kategorija koja dopusta koujed-
nacditelje, tj. u kojoj svaki par morfizama ima koujednacitelj. KaZemo da koujednacitelji u V
komutiraju s tenzorskim produktom ® ako za svaki paralelni par morfizama f,g: X — Y vri-

jedi sljedeca tvrdnja. Ako je £: Y — Z koujednaditelj para f, g

f
X—ﬁf%&

onda je za svaki objekt W u kategoriji ¥V morfizam ¢ ® idy, koujednacitelj para f ® idyy,
gRidy: XQW - Y QW

f®idw )
X@W—>TY®W&>Z®W,
gxidw

i morfizam idy ® £ koujednacitelj para idy @ f,idy ®g: WR®X - WR®Y.

2.3 Kategorija vektorskih prostora (Vect, ®, k)

Neka je k fiksirano polje. Objekti kategorije Vect vektorskih prostora su k-vektorski prostori, a
morfizmi su k-linearna preslikavanja. Prostor morfizama Homy (V, W) ima i sam strukturu vek-
torskog prostora i kompozicijao: Homy(V, W)oHomy(Z, V') — Homy(Z, W) je k-bilinearna,
dakle i sama morfizam u Vect. Kategorija Vect ima sve limese i kolimese, a vrhovi kona¢nih
produkata i koprodukata su izomorfni, Stovise ako su p;: ]_[fil Vi, — V; kanonske projekcije i

Ji: Vi — ]_[l]i , Vi kanonske injekcije, tada je kompozicija

jednaka idy; ako je ¢+ = k i nulmorfizmu 0 ako 7 # k; kaZzemo da Vect ima biprodukte i uz
identifikaciju vrh ]_[ljil V= Hf\il V; oznacavamo s @Y, V;. Nulobjekt 0 je inicijalni objekt u
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2.3. KATEGORIJA VEKTORSKIH PROSTORA (VECT, ®, K)

Vect i k je terminalni objekt u Vect. Ukoliko za kategorijski produkt V' x W u Vect izabe-
remo uobicajenog predstavnika, naime skup svih uredenih parova sa standardnom linearnom

strukturom, tada je simetrija oy, produkta V- x W — W x V danas (v, w) — (w,v).

Definicija 2.3.1. Tenzorski produkt vektorskih prostora V' i W je vektorski prostor V' & W
zajedno s k-bilinearnim preslikavanjem V' x W — V @ W takav da za svako k-bilinearno
preslikavanje V' x W — Z postoji jedinstveno k-linearno preslikavanje f: V ® W — Z takvo

da je sljedeci dijagram komutativan.

VxW

To svojstvo zovemo univerzalno svojstvo tenzorskog produkta. Cesto i sam prostor V ® W zo-
vemo tenzorski produkt. Element od V ® W koji je slika od (v, w) pri kanonskom preslikavanju

V xW — V®W oznaCavamo s v@w. Takve elemente od V ® W zovemo jednostavni tenzori.

Tenzorski produkt bilo koja dva vektorska prostora V' i W postoji. Mozemo ga realizirati
kao kvocijent slobodnog vektorskog prostora k£ V' x W ¢&ija je baza skup V' x W po najmanjoj
relaciji ekvivalencije takvoj da A(v, w) ~ (Av,w) ~ (v, \w), (v + v, w) ~ (v,w) + (V',w),
(v,w+w’) ~ (v, w)+ (v, w") zajedno s kanonskim bilinearnim preslikavanjem V x W — VW
koje je kompozicija tautoloskog ulaganja V' x W < k£ V' x W baze u slobodni vektorski prostor
i kvocijentnog preslikavanja kV x W — V@ W.

Tenzorski produkt V' @ W (zajedno s bilinearnim preslikavanjem V' x W — V ® W)
je univerzalnim svojstvom odreden do na jedinstveni izomorfizam. Svaki takav izomorfizam
VW — V& W preslikavav @ wu v ® w.

Ukoliko smo za svaka dva vektorska prostora V, W izabrali neki njihov tenzorski produkt
V x W — V ®W, tada je tenzorski produkt linearnih preslikavanja f: V — V'ig: W — W’
linearno preslikavanje f ® g: V ® W — V' ® W’ koje €ini dijagram

VxW—9  yrew
___________ ! /
VW oy sV QW

komutativnim; takvo preslikavanje je jedinstveno po univerzalnom svojstvu tenzorskog pro-
dukta V x W — V ® W. Lako se vidi da ako su parovi morfizama ¢, g; 1 f2, fi kompozabilni,
tada ima smisla i vrijedi (fo ® g2) o (/1 ®¢g1) = (f20 f1) ® (92 © g1)-
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2.4. LIMESI I FILTRIRANI KOLIMESI U SET I VECT

Definicija 2.3.2. Kategorija VectFin konacno-dimenzionalnih k-vektorskih prostora je puna

potkategorija kategorije Vect ¢iji objekti su kona¢no-dimenzionalni k-vektorski prostori.

Propozicija 2.3.3. Ukoliko su u kategoriji Vect ili kategoriji VectF'in za svaka dva objekta V, W
izabrani predstavnici produkta (V x W, py, pw) i tenzorskog produkta V-x W — V @ W tada
koherencije pripadne Kartezijeve simetricne monoidalne kategorije (V, % k,a™ [, r*,c*) po
univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta induciraju koherencije pripadne monoidalne kate-
gorije s obzirom na tenzorski produkt V- ® W na nivou prostora. Dakle, kategorije Vect i
VectFin imaju kanonsku (Vect,®, k,a,l,r,o) i (VectFin,®, k, a,l,r, o) strukturu simetricne
monoidalne kategorije, pri cemu je komponenta simetrije oy : VW — W RV jedinstveno
k-linearno preslikavanje koje ¢ini dijagram

X

VW —" oWy

| |

V@WTW@V

komutativnim. Slicno tome, asocijator je induciran asocijatorom a*,

(Vx W) x U —2" sy % (W x U)

(VW) xU Vx(VT}®U)

VIW)QU ————— VR(IWRU)

av,w,Uu

gdje su kanonski neoznaceni morfizmi evidentni ili inducirani univerzalnim svojstvom i funkto-

rijalnoscu. Slicno se definiraju lijevi i desni unitor koriste¢i mnoZenje skalarom.

2.4 Limesi i filtrirani kolimesi u Set i Vect

2.4.1 Limesiu Set i Vect

Propozicija 2.4.1. (i) Neka je V : I°° — Set dijagram u kategoriji skupova. Za vrh limesa
lim V' moZemo izabrati skup ¢iji elementi su uredene I-torke (v;)icr € | [,; V (i) takve da za

svaki morfizam s: i — ju I, vrijedi V (s)(v;) = v;.

limV = {(W)ie[ S HV<Z> | V(Z — j) € ]7 V(S)<Uj) = Ui}

el
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2.4. LIMESI I FILTRIRANI KOLIMESI U SET I VECT

Svaku takvu [-torku nazivamo nit (engl. thread) dijagrama V' ili nit limesa lim V. Projekcije

konusa m,: im'V — V (k) dane su sa

Wk((vi)iel) = Ug-

(ii) U kategoriji vektorskih prostora za vrh limesa dijagrama moZemo uzeti potprostor pro-
dukta vektorskih prostora koji se sastoji od niti tog dijagrama promatranog kao dijagram sku-

pova. Uvijek postoji barem jedna nit, ona Cije su komponente nulvektori.

2.4.2 Filtrirane i usmjerene kategorije

U opisu limesa u Set nismo koristili nikakve pretpostavke na malu kategoriju /. Za jednostavan
opis kolimesa u kategoriji skupova 1 kategoriji vektorskih prostora u propoziciji 2.4.3 trebamo

pretpostaviti da je dijagram filtriran.
Definicija 2.4.2. Kategorija [ je filtrirana ako ima sljedeca svojstva:
(1) I je neprazna, tj. ima barem jedan objekt

(i1) za svaki paralelni par morfizama f, g: ¢ — j postoji objekt k£ i morfizam h: j — k koji

ih koujednacuje, tj. takavdaje hog = ho f

(iii) za svaka dva morfizma f: 7 — j1ig: ¢ — [ s istom domenom postoji objekt k£ i morfizmi

flijg—>kig:1l— ktakodavrijedi f'o f =4 og.
Kategorija J je kofiltrirana ako je njena suprotna kategorija JP filtrirana.

Parcijalni uredaj na skupu [ je binarna relacija na / koja je refleksivna, antisimetri¢na i
tranzitivna. Parcijalno ureden skup (I, <) je usmjeren skup ako svaka dva njegova elementa
imaju gornju medu, tj. ako za svaki i, 7 € I postoji k € [ takavdajei < kij < k. Svaki
parcijalno ureden skup (7, <) mozZe se promatrati kao kategorija ¢iji objekti su elementi od [
i ¢ija se klasa morfizama sastoji od po jednog morfizma ¢ — j za svaki par ¢ < j u [. Takva
kategorija zove se kategorija uredaja (engl. order category). Mi ¢emo po potrebi slobodno
govoriti o parcijalno uredenim skupovima kao o pripadnim kategorijama uredaja.

Mala usmjerena kategorija je kategorija uredaja koja odgovara usmjerenom skupu. Svaka
usmjerena kategorija je ocito filtrirana.

Dakle, kategorija je mala usmjerena kategorija ako je klasa njenih objekata skup, za svaka
dva objekta i, j € I je Hom(4, j) jednoclan ili prazan skup i za svaka dva objekta ¢, j € I postoji

ke limorfizmii — kij — k.
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2.5. USMIJERENI SUSTAVI I INVERZNI SUSTAVI U KATEGORII V

2.4.3 Filtrirani kolimesi u kategorijama Set i Vect

Propozicija 2.4.3. (i) Neka je I mala filtrirana kategorija i neka je V : I — V dijagram u ka-
V(i)
po relaciji ekvivalencije zadanoj sa: V (i) 3 v ~ w € V(j) ako postoji k € I i morfizmi i > k,
j > kultakvidaje V(r)(v) = V(s)(w).

colim V' = HV(@')/ ~

el

tegoriji Set. Tada za vrh kolimesa colim V' moZemo uzeti kvocijent disjunktne unije | |,_;

v~w < 3r,se Mor(l), V(r)(v) = V(s)(w)

Ako je I usmjerena kategorija, onda su r i s jedinstveni pa pisemo i v|, = w|,. Komponente

granicnog kokonusa v;: V (i) — colim V' dane su sa

(ii) U kategoriji vektorskih prostora vrh kolimesa filtriranog dijagrama je kao skup jednak
kolimesu dijagrama shvacenog kao dijagrama u Set, sa strukturom vektorskog prostora zada-
nom na sljedeci nacin: zav € V(i) i w € V(j) i skalare o, B € k nademo objekt m u I i

morfizmer: i — mis: j — mu l te definiramo

afv] + flw] := [aV (r)(v) + BV (s)(w)],

Sto ne ovisi o izboru m, r i s. Ako je I usmjerena kategorija, desnu stranu jednakosti moZemo

pisati [ov|, + Bw|pm].

2.5 Usmjereni sustavi i inverzni sustavi u kategoriji VV

Svakom dijagramu V' : I — )V kojem je domena usmjerena kategorija moZemo pridruZiti njegov
kolimes, ukoliko postoji, a objekti V(i) intuitivno aproksimiraju vrh tog kolimesa. Dijagrami
kojima su domene sve moguce male usmjerene kategorije organiziraju se u kategoriju Ind V
usmjerenih sustava u V koja proSiruje )V u smislu da svaki objekt u V mozemo gledati kao kons-
tantni dijagram (dakle, jednak svom kolimesu) i izomorfni usmjereni sustavi imaju izomorfne
kolimese (ali ne nuzno i obratno). Naravno, moguce je da neki usmjereni sustavi ni nemaju
kolimes u V. Ako objektima V (i) pridruzimo konstantne dijagrame, dijagramu V: I — V
moZzemo pridruziti dijagram u kategoriji usmjerenih sustava. U kategoriji usmjerenih sustava
on nuzno ima kolimes ¢iji vrh je izomorfan V. Kategorija V se tako uloZi kao puna potkatego-
rija u kategoriju Ind V usmjerenih sustava u kategoriji V), koja dopusta sve filtrirane kolimese
[SGA4-1]. Sli¢no definiramo kategoriju inverznih sustava Pro) u kategoriji V, Ciji objekti

profinjuju limese funktora s domenom koja je suprotna maloj usmjerenoj kategoriji.
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U ovoj disertaciji znacajnu ulogu ¢e imati odredena puna potkategorija Ind* ) kategorije
usmjerenih sustava u )V koju ¢emo zvati kategorija filtracija u V i odredena puna potkategorija

Pro® V kategorije inverznih sustava u V koju ¢emo zvati kategorija kofiltracija u V.

2.5.1 Usmjereni sustavi u kategoriji )V

Definicija 2.5.1. Usmjereni sustav u kategoriji V' je funktor V': I — )V iz male usmjerene

kategorije I u kategoriju V.

Usmjereni sustav V' : I — ) dan je dakle ovim podacima: za svaki objekt ¢ € I usmjerene
kategorije dan je objekt V; := V(i) kategorije V i za svaki par i, j € I zakoje je i < j morfizam
¢ji = V(i — j) tako da vrijedi ¢;; = idy, za svaki i € I i ¢y; © ¢p;; = ¢y, za svaku trojku
t < j < kul. Objekte V; zovemo komponentama usmjerenog sustava, a morfizme ¢;; veznim

morfizmima. MoZemo pisati

V = ({Vitier, {¢ji: Vi = Vi}iimjemorr)
ili kraée V' = ({Vi}icr, {¢5i}).

Definicija 2.5.2. Neka su V' = ({V;}ier, {0ji}) i W = ({Wi}kes, {¢u}) usmjereni sustavi u
kategoriji V. Predmorfizam usmjerenih sustava f: V' — W je par oblika (\, {fi}icr) gdje je
A: I — Jfunkcijai {f;: Vi = W) }ier familija morfizama u V takva da vrijedi sljedeci uvjet:
za svaki morfizam ¢ — j u I postoje morfizmi A(i) — ki A(j) — k u J takvi da je dijagram

fA
Vi———— Wy
S YRAG)
N
N

®ji Wi,
7

f' e /wkk(i)
Vi ———— Wi

komutativan.

Na skupu predmorfizama s istom domenom i kodomenom uvodi se relacija ekvivalencije
~ definirana sa: (A, {fi}icr) ~ (1, {gi}ics) ako za svaki i € I postoje morfizmi A\(i) — ki

p(i) — ku J takvi da je sljededi dijagram komutativan.

Wi

V N YRAG)
N
N
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2.5. USMIJERENI SUSTAVI I INVERZNI SUSTAVI U KATEGORII V

To je zaista relacija ekvivalencije. Dokaz je poznat i dualan dokazu analogne Cinjenice za

inverzne sustave [MardSegal], I.1.1.

Definicija 2.5.3. Morfizam usmjerenih sustava je klasa ekvivalencije predmorfizama po gore

navedenoj relaciji ekvivalencije.
Ako su indeksne kategorije / 1 J jednake, za morfizam usmjerenih sustava kazemo da je po
nivoima ako postoji njegov predstavnik (A, { f;}.cs) takav da je \ = id.

Teorem 2.5.4. Svaki morfizam f: V' — W usmjerenih sustavaV: [ -V iW: J — V ekvi-
valentan je nekom morfizmu po nivoima u smislu da postoji usmjerena kategorija K, usmjereni
sustavi V': K - Vi W': K — V, izomorfizmi usmjerenih sustavaV.="V' i W ~ W' |
morfizam po nivoima f: V' — W' tako da je kompozicija V. =~ V' Lw =w Jednaka
morfizmu [V — W,
Dokaz. Dokaz je dualan dokazu u knjizi [MardSegal], 1.1.3, Theorem 3. O]

Nekasu f = (A, {fi}ier): V > Wig = (u,{9;}jes): W — Z predmorfizmi usmjerenih
sustava. Tada je

go f=(moX{guo fi: Vi— Zuagy) tier)

predmorfizam usmjerenih sustava V' i Z i zovemo ga kompozicijom predmorfizama f i g. (Do-

kaz poznat.)

Kompozicije ekvivalentnih predmorfizama su ekvivalentni predmorfizmi pa

Lema 2.5.5. Kompozicija predmorfizama inducira dobro definiranu asocijativau kompoziciju

na klasama ekvivalencije predmorfizama, tj. na morfizmima usmjerenih sustava u .

Time je definirana kategorija usmjerenih sustava u V koju ¢emo oznaciti Ind).

2.5.2 Inverzni sustavi u kategoriji )V

Definicija 2.5.6. Inverzni sustav u kategoriji V je kontravarijantni funktor V': /°? — ) iz male

usmjerene kategorije / u kategoriju V.

Inverzni sustav V' : I°? — V) dan je dakle ovim podacima: za svaki objekt 7 € I usmjerene
kategorije dan je objekt V; := V(i) kategorije V i za svaki par i, j € I zakoje je i > j morfizam
¢ji = V(i — j) tako da vrijedi ¢;; = idy, za svaki i € I i ¢y; © ¢p;; = ¢y, za svaku trojku
i = j = kul. Objekte V; zovemo komponentama inverznog sustava, a morfizme ¢;; veznim

morfizmima. MoZemo pisati
V = ({Vitier, {®5i: Vi = Vj}imj)eMorror)

ili kraée V' = ({Vi}ier, {0i})-
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2.5. USMIJERENI SUSTAVI I INVERZNI SUSTAVI U KATEGORII V

Definicija 2.5.7. Neka su V' = ({Vi}icr,{¢ji}) i W = ({Wi}kes, {¢u}) inverzni sustavi u
kategoriji V. Predmorfizam inverznih sustava f: V' — W je par oblika (\, {f;},es) gdje je
ArJ — I funkcija i {f;: Vi) — W;}jes familija morfizama u V takva da vrijedi sljedeci

uvjet: za svaki morfizam j — ¢ u J°P postoje morfizmi k — A(¢) i kK — A(j) u I°P takvi da je

dijagram
f.
Vi) ———— W,
Pk, 7
7/
s
Vk wu
AN
N
O N P
o ——— W
komutativan.

Na skupu predmorfizama s istom domenom i kodomenom uvodi se relacija ekvivalencije
~ definirana sa: (A, {f;}jes) ~ (i, {g;}jes) ako za svaki j € J postoje morfizmi k& — A(j) i

k — u(7) u I°P takvi da je sljedeéi dijagram komutativan.

Vag)

2O fi
7/
7

Vie W;
N
N
Suik %
Vi)

To je zaista relacija ekvivalencije, [MardSegal], I.1.1.

Definicija 2.5.8. Morfizam inverznih sustava je klasa ekvivalencije predmorfizama po gore na-

vedenoj relaciji ekvivalencije.

Ako su indeksne kategorije i J jednake, za morfizam inverznih sustava kaZzemo da je po
nivoima ako postoji njegov predstavnik (A, {f;};cs) takav da je A = id.
Nekasu f = (A, {fj}jes): V = Wig = (,{9k}rex): W — Z predmorfizmi inverznih
sustava. Tada je
gof = Nopgro fuky: Vawny) = Zither)
predmorfizam inverznih sustava V' i Z ([MardSegal], I.1.1). Zovemo ga kompozicijom pred-
morfizama f 1 g.

Kompozicije ekvivalentnih predmorfizama su ekvivalentni predmorfizmi pa vrijedi lema.

Lema 2.5.9. Kompozicija predmorfizama inducira dobro definiranu asocijativau kompoziciju

na klasama ekvivalencije predmorfizama, tj. na morfizmima inverznih sustava u V.
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2.5. USMIJERENI SUSTAVI I INVERZNI SUSTAVI U KATEGORII V

Dokaz. Dokaz je raspisan npr. u [MardSegal], I.1.1. [

Time je definirana kategorija inverznih sustava u ) koju ¢emo oznaciti Pro) .

2.5.3 Kofinalnost

Definicija 2.5.10. Podskup K parcijalno uredenog skupa (7, <) je kofinalan u I ako za svaki
1 € I postoji k € K takav da je ¢ < k. Kazemo da je parcijalno ureden skup kofinalnosti A ako

sadrZi kofinalan podskup kardinaliteta \ i ne sadrZi kofinalan podskup manjeg kardinaliteta.

Propozicija 2.5.11. Neka je [ — V usmjeren sustav i neka je K kofinalan u 1. Tada je usmjeren
sustav K — I — YV izomorfan usmjerenom sustavu I — V. Analogna tvrdnja vrijedi za

inverzne sustave.

Dokaz. Vidi u [MardSegal] ili, u terminima filtriranih kategorija, u [SGA4-1]. [
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Poglavlje 3

Kategorija proVect kofiltriranih vektorskih

prostora

3.1 Definicije

U prethodnom poglavlju definirani su inverzni sustav u V, predmorfizmi inverznih sustava i
njihova kompozicija, morfizmi inverznih sustava i njihova kompozicija, te kategorija inverznih
sustava u V. Kategorija inverznih sustava u V je ekvivalentna kategoriji poopéenih inverznih

sustava u ), a ona je ekvivalentna kategoriji pro-objekata u V, pa je oznaCavamo s Pro) .

3.1.1 Kategorija Pro’V kofiltracijau V

Definicija 3.1.1. Kofiltracija je inverzni sustav kod kojeg su sva vezna preslikavanja epimor-

fizmi. Morfizam kofiltracija je morfizam inverznih sustava.

Kategorija kofiltracija u kategoriji V, u oznaci Pro®V, je puna potkategorija kategorije

inverznih sustava u V, u oznaci ProV .

Definicija 3.1.2. Ny-kofiltracija je kofiltracija kod koje je indeksna kategorija kofinalnosti naj-

viSe Ny.
Kategoriju Ro-kofiltracija u kategoriji JV oznatavamo s Proy, V.

3.1.3. Kategorija V je puna potkategorija kategorije kofiltracija u V. Imamo sljede¢i niz ulaga-
nja kategorija,
V = Pro} V < Pro’V — ProV,

pri ¢emu je prvo ulaganje pridruZivanje odgovarajuce konstantne kofiltracije objektu iz V.
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Napomena 3.1.4. U definiciji kofiltriranih vektorskih prostora morat ¢emo uzeti limese Ng-
kofiltracija vektorskih prostora, jer tada e sigurno vrijediti da su projekcije iz vrha limesa

epimorfizmi. Za opcCenite kofiltracije u Vect to ne vrijedi, kao §to ¢emo uskoro vidjeti.
Lema 3.1.5. Svaki usmjeren skup kofinalnosti X posjeduje kofinalan podskup izomorfan s N.

Dokaz. Neka je I usmjeren skup kofinalnosti ¥y. Ozna¢imo s K neki njegov prebrojiv podskup
koji je u njemu kofinalan. Skup K je prebrojiv pa moZemo njegove elemente poredati u niz
(kn)nen- Induktivno ¢emo definirati strogo rastuci niz elemenata u K na sljedeci nacin.

Za pocetak definiramo j; := k;. Zatim pretpostavimo da nakon n-tog koraka imamo defini-
ran strogo rastuéi niz ji, jo, ..., J, U K takavdaje j; > k; zasvakit = 1,2, ..., n. UsljedeCem
koraku definiramo j,,; kao najmanji element u K takav da je j,11 = kni1 1 Jne1 > Jn. Gor-
nja meda za {k,. 1, j,} postoji jer je K usmjeren skup, a takva gornja meda strogo veca od j,
postoji jer bi u protivnom postojao najveci element jy i {jx} bi bio kofinalan podskup od K
kardinaliteta 1 Sto je u kontradikciji s ¢injenicama da je najmanji kardinalitet kofinalnog pod-
kupa od I jednak ¥, i da je kofinalan podskup kofinalnog podskupa kofinalan podskup. Sada je
0Cito (Jn)nen strogo rastuci niz u K koji je, zbog j, > k, za svaki n, kofinalan u /. Dokaz se

moze vidjeti i u [BourbakiSet]. O
Propozicija 3.1.6. Svaka Xq-kofiltracija nepraznih skupova ima neprazan limes.

Dokaz. Neka je kofiltracija dana sa ({V;}er, {¢;;}). Indeksni usmjereni skup te kofiltracije ima
najveci element m ili posjeduje kofinalni podskup K izomorfan s N. U prvom slucaju limes
kofiltracije je jednostavno izomorfan s V/,,, dakle neprazan, a u drugom slucaju postojanje niti
u limesu dobit ¢emo primjenom Zornove leme.

Za svaki A < K definiramo skup niti na A kao skup svih familija {v,}.c4 takvih da je
ve € V, za svaki a € A ida za svaki usporedivi par a < bu A vrijedi ¢q(vy) = v,. Ozna¢imo

skup nitina A's F4. Nauniji /' = aep(x) Fa definiramo parcijalni uredaj:
{Va}aea < {vpten < AS B A (Vae A)(v, =v)),

a elemente te unije F' zovemo parcijalne niti na /K. Skup F' je oCito neprazan. Svaki lanac u
parcijalno uredenom skupu F' ima gornju medu, naime, jedna gornja meda konstruira se tako
da se za indeksni skup A uzme unija indeksnih skupova komponenti lanca, a za nit na A unija
niti na komponentama lanca. Po Zornovoj lemi iz toga slijedi da postoji maksimalan element
skupa F', parcijalna nit {v,, };ners, M S K. Sada preostaje dokazati da je M = K. Za ovaj
korak dokaza je nuZzno da postoji takav kofinalan K izomorfan N, tj. da je I kofinalnosti .
Pretpostavimo suprotno, da je M # K. Tada postoji k£ € K koji nije element od M. Ako

postoji n € M veci od k, onda proSirimo nit sa vy := ¢, (v,). Ako pak ne postoji, onda je k
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gornja meda za cijeli M pa uzmimo za n najveci element od M i proSirimo nit s nekim v € Vj,
takvim da je ¢, (vx) = v,. Takav postoji jer je vezno preslikavanje surjekcija. Lako se vidi
da je u oba slucaja {v,, }merroqk) Zaista parcijalna nit, ¢ime dolazimo do kontradikcije. Dakle,
M = K. Nit definirana na kofinalnom podskupu K se na jedinstven nacin proSiruje do niti na
cijelom /. Dakle, limes je neprazan. Dokaz se mozZe vidjeti i u [BourbakiSet].

]

3.1.7. Kofiltracija skupova Cije su sve komponente neprazne, a ¢ija indeksna kategorija nije
kofinalnosti najvise N,, ne mora imati neprazan limes. Stovise, Henkin je dokazao u [Henkin]

sljededi teorem.

Teorem 3.1.8. Svaki usmjereni skup neprebrojive kofinalnosti indeksira neki inverzni sustav

nepraznih skupova i surjektivnih veznih preslikavanja Ciji je limes prazan skup.

Propozicija 3.1.9. Svaka kofiltracija u Vect ima limes u Vect. Ako je kofiltracija N-kofiltracija,

sve su komponente tog limesa epimorfizmi.

Dokaz. Za prvu tvrdnju vidi propoziciju 2.4.1 o egzistenciji limesa u kategoriji Vect. Dokazu-
jemo sada drugu tvrdnju. Neka je V' = ({V;}ier, {¢4;}) Ro-kofiltracija u Vect. Ako je usmjeren
skup I kofinalnosti 1, onda posjeduje najveci element m, pa je projekcija lim V' — V,, izo-
morfizam. Kako su vezna preslikavanja ¢;,,, epimorfizmi za svaki i € I, to je i svaka projekcija
7} = ¢im o w) epimorfizam. Preostaje dokazati tvrdnju za I kofinalnosti N.

Pretpostavimo dakle da je I kofinalnosti Xy. Neka je V,, proizvoljna komponenta kofiltra-
cije V i v, € V, proizvoljan element. Dokazat ¢emo da postoji nit v € lim V' takva da je
mn(v) = v,. Neka je K < I skup svih k € [ takvih da je £ > n. OCito je K kofinalan u [
i kofinalnosti 8. Definiramo sada za svaki £ € K skup Sy < Vj sa Sy := ¢;,3 (v,). Bududi
da k tome za svaku trojku usporedivih £ > [ > m u K vrijedi ¢,y © ¢ip = O, to je za
svaki par k > [ u K sa ¢y (s) = ¢u(s) dobro definirano preslikavanje ¢ : Sy — S; i ono
je surjekcija. Za definirana preslikavanja ocito takoder vrijedi ¢,,; © ¥y, = Y. Buduéi da
su vezna preslikavanja ¢,,;, surjekcije, to su svi skupovi Sy, za k € K neprazni. Iz svega toga
slijedi da je S = ({Sk}rer, {¥i}) No-kofiltracija nepraznih skupova, pa po propoziciji 3.1.6
ona ima neprazan limes u Set. Postoji dakle nit (v )ker u lim S, tj. parcijalna nit definirana na
kofinalnom podskupu K u kofiltraciji V', a ta se proSiruje do niti u limesu lim V.

[

Napomena 3.1.10. Ako kofiltracija u kategoriji Vect nije Ny-kofiltracija, ne mora biti da su

projekcije iz limesa u komponente dijagrama epimorfizmi, vidi sljedeci primjer.
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Primjer 3.1.11. Pretpostavimo da je B = ({B,}icr, {¢;:}) kofiltracija u Set Cije su sve kom-
ponente neprazne i pretpostavimo da je lim S prazan skup. Takva postoji po 3.1.8. Definirajmo
sada kofiltraciju V' = ({V;}ier, {¢ji}) u Vect ¢ije su komponente slobodni vektorski prostori
generirani komponentama kofiltracije B, V; = Free(B;), i vezna preslikavanja inducirana vez-

nim preslikavanjima kofiltracije B, v

B, = ¢ji. To je kofiltracija, limes te kofiltracije je

lim V' = {0} i projekcije nisu surjekcije.

3.1.2 Kategorija proVect kofiltriranih vektorskih prostora

Definicija 3.1.12. Kofiltrirani vektorski prostor je vektorski prostor V' zajedno s Ry-kofiltracijom

V u kategoriji Vect takvomdaje V = lim V.

Kofiltrirani vektorski prostor V' = lim V'zadan je dakle komponentama V; := V(i) u Vect,
veznim preslikavanjima ¢;;: V; — V; := V(i — j) kofiltracije u Vect, vthom univerzalnog
konusa V' u Vect nad tom kofiltracijom i komponentama konusa 7} : V' — V; koje zovemo
projekcije. Iz propozicije 3.1.9 izlazi da su sve projekcije 7} epimorfizmi.

Kad pisemo "kofiltrirani vektorski prostor V' = lim V" podrazumijevamo da je zadan taj
izomorfizam s limesom ili, ekvivalentno, da su zadane komponente 7TZV univerzalnog konusa s

vrhom V.

Definicija 3.1.13. Morfizam kofiltriranih vektorskih prostora V= limV i W = lim W, gdje
su kofiltracije dane s V' = ({V;}icr, {oi}), W = ({W;},es, {¢1;}), je svako linearno preslika-
vanje f: V — W takvo da za svaki j € J postoji ¢ € [ i linearno preslikavanje f;;: V; — W;

za koje je sljedeci dijagram komutativan:

v— I w
lﬂ'v lﬂ'w

Vi——— W

=
<

to jest, simbolima, takvo da vrijedi (Vj € J)(3i € I)(3fji: Vi = Wy)(n}V o f = friom)).

Ocito je kompozicija g o f morfizama kofiltriranih vektorskih prostora f i ¢ morfizam ko-
filtiranih vektorskih prostora. Time smo definirali kategoriju kofiltriranih vektorskih prostora
proVect. Njenu punu potkategoriju Ciji su objekti kofiltrirani vektorski prostori Cije kofiltracije
imaju kona¢no-dimenzionalne komponente oznacit ¢emo s proVectFin.

Sljedeca propozicija koristi propoziciju 3.1.9 koja kaze da su sve projekcije iz limesa Ng-

kofiltracije u kategoriji Vect epimorfizmi.
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Propozicija 3.1.14. Svaki morfizam kofiltriranih vektorskih prostora inducira jedinstveni mor-
fizam odgovarajucih Ny-kofiltracija vektorskih prostora i obratno na sljedeci nacin:

(i) Neka je f: V — W morfizam kofiltriranih vektorskih prostora, na kojima su kofiltracije
dane sV = ({Vitier, {0ki}), W = ({W;}jes, {ti;}). Definiramo skup

H(f):={fji: Vi— W|j€JZ€I7T of = fﬂow}

Tada svaki izbor podfamilije oblika { f;x:;): Vag) — W;tjes S H([) definira predmorfizam ko-
filtracija V- — W i svaka dva takva izbora definiraju ekvivalentne predmorfizme. PridruZivanje
koje morfizmu f kofiltriranih vektorskih prostora na ovaj nacin pridruZi morfizam kofiltracija
postuje kompoziciju.

(ii) Svaki predmorfizam Ro-kofiltracija { fix(; — W;ties: V. — W odreduje jedins-
tveno preslikavanje f: V — W medu limesima V x~ hm V, W = lim W tih kofiltracija takvo
da je za svaki j € J

O f f]A (©] 7T>\(]

Ekvivalentni predmorfizmi odreduju isto preslikavanje f. PridruZivanje koje morfizmu kofiltra-

cija na ovaj nacin pridruzi morfizam kofiltriranih vektorskih prostora postuje kompoziciju.

Ta dva pridruZivanja su medusobno inverzna.

Dokaz. (i) Za svaki j € J oznaCimo s K (j) skup indeksa i € I za koje postoji linearno pres-
likavanje f;;: V; — W takvo da je m}" o f = f;; om. Svaki skup K(j) je neprazan jer je
f morfizam kofiltriranih vektorskih prostora. Svako preslikavanje f;; je jedinstveno odredeno
parom (i, j) jer su projekcije 7} epimorfizmi. Dokazujemo da za svako vezno preslikavanje
Y. W; — W vrijedi da za svaka dva preslikavanja f;; i fi, iz skupa H(f) s kodomenama W

i W, postoji n € I takav da je sljedeci peterokut komutativan:

fii
s .
LV W,
¢in -
-
-
Vn - Vi
~
~
¢kn ~ flk

Vi—— W,

Neka je n € I takavdajen > ¢in > k. Na sljedeCem dijagramu su komutativni oba lijeva
bocna trokuta (konus s vthom V'), desni bo¢ni trokut (konus s vrhom W), prednji i straznji

etverokut i 7" je epimorfizam, pa je i donji peterokut komutativan.
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7rV
™

fii

v Vi———— W
Tk
Va

\,4 fie

Vi—— W,

Opsirnije, vrijedi:

Ui 0 fji© G o m, =i 0 fiom!
=om) of
= of
= firomy

= fik© Prnomy

iz Cega slijedi, zbog toga $to je projekcija 7/ epimorfizam,

¢lj © sz‘ © Gin = fik © Pin-

Za svaki j € J odaberimo A(j) € K(j). Iz prethodno dokazanog slijedi da je (A, {f\();})

predmorfizam kofiltracija V' — W 1 da su svaka takva dva predmorfizma ekvivalentna, pa

je time morfizmu f kofiltriranih vektorskih prostora pridruzen na kanonski nacin morfizam

odgovarajucih kofiltracija.

Dokazujemo da to pridruZivanje posStuje kompoziciju. Nekasu f: V — Wig: W — Z

morfizmi kofiltriranih vektorskih prostora V' = lim V., W = lim W, Z =~ lim Z. Za predmor-

fizme (A, {fix;h}): V — Wi (1, {gjuj}): W — Z odabrane na prethodni nacin vrijedi da

je njihova kompozicija
(Ao 1t 9y © Fumnwin)

predmorfizam kofiltracija V' — W takav da za svaki j € J vrijedi

\4 w Z
9in() © FuiAwG) © Taue)) = 9iuG) © Tugy © f =75 ogo f.

Svaka komponenta te kompozicije dakle lezi u skupu

H(Qof)z{hjki‘/}cﬁzj]WjZogszhjkow,‘;}
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pa je predmorfizam pridruzen kompoziciji g o f ekvivalentan kompoziciji predmorfizama pri-
druzenih f i g.

(ii) Obratno, neka je predmorfizmom (A, {f;: Vij) = W;}es) zadan morfizam kofiltracija
V — W. Dokazujemo prvo da je tada s {f; o W/‘\/(j)} jes definiran konus nad W' s vrthom V.
Za svaki vezni morfizam v;;: W; — W, postoji gornja meda n para A(l), A(j) u I takva da je

sljedeéi dijagram komutativan:

fi
—
VaG) W
PaGn_ <
_ -
Vn - ¢ZJ
Aryn " ~ "

15Y0) S SN W,

Buduci da su 7/ komponente konusa nad V' iz prethodnog slijedi

i 0 fi oy = Y0 fi 0 Gagm © Ty = fro bapm o™, = fromyy)-

Dakle, familijom {f; o W/‘\/(j)}je s je definiran konus nad W s vrhom V' pa po univerzalnom
svojstvu limesa on odreduje jedinstveno linearno preslikavanje f: V — lim W >~ W takvo da
je 77}"/ of = fjo 7T>‘\/(j) za svaki j € J. Dokazujemo zatim da ekvivalentni predmorfizmi na
ovaj nacin definiraju isti konus pa time i isto preslikavanje f. Neka je (u, {g;: V) — W;})
predmorfizam ekvivalentan gornjem predmorfizmu (A, {f;}). Za svaki j € .J postoji gornja

meda n € [ para A(j), u(j) takva da je sljedeci dijagram komutativan

Vi)
pa vrijedi f; o W/‘\/(j) = fj 0 PrGjyn © T =g;o Buyn © Ty =g;o Wl‘j(j).
Dokazujemo sada da to pridruZivanje postuje kompoziciju. Neka su (A, {f;}jes): V - W
i (i, {9k }rer): W — Z dva predmorfizma kofiltracija. Oni odreduju jedinstvena preslikavanja
figtakva da vrijedi 7} o f = f; o W)‘{(j) zasvaki je Jinf og = gyo Wl‘fgk) za svaki k € K.

Slijedi da za njihovu kompoziciju
(Ao g, {gr © fuk) trer)
za svaki k € K vrijedi
T 0gof = gromu ©f = gk © futk) © TX(uk))
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Pridruzeno jedinstveno linearno preslikavanje h: V' — Z takvo da je

T 0= gk © fuk) © TX(uik)

za svaki k € K nuzno je tada jednako g o f. Dakle, kompoziciji dva predmorfizma kofiltracija
pridruZena je kompozicija odgovaraju¢ih morfizama kofiltriranih vektorskih prostora.

Ocito je da su pridruZivanja medusobno inverzna. [

Za dva medusobno pridruzena morfizma kofiltracija V' — W 1 kofiltriranih vektorskih
prostora V' — W iz prethodne propozicije kazemo da su inducirani jedan drugim, a elemente
skupa H(f) zovemo komponente tog morfizma kofiltracija odnosno tog morfizma kofiltriranih

vektorskih prostora.

Napomena 3.1.15. Tvrdnja prethodne propozicije ne vrijedi ako umjesto kofiltracija proma-
tramo inverzne sustave vektorskih prostora, tj. objekte u Proy,Vect ili ProVect, 1 njihove li-
mese u Vect. Bez uvjeta da su vezni morfizmi epimorfizmi, ne bi nuzno vrijedilo niti da su
projekcije iz limesa epimorfizmi, pa ne bismo mogli na ovaj nacin zakljuciti da su svaka dva
predmorfizma ekvivalentna. Tada bi bilo moguce da jednom morfizmu kofiltriranih vektorskih

prostora odgovara viSe neekvivalentnih predmorfizama, kao u sljede¢em primjeru.

Primjer 3.1.16. Neka je B inverzni sustav u Set s komponentama S; = {n € N | n > i},
i € N i veznim morfizmima ¢j;: S; — S; definiranim sa ¢;;(n) = n, n € S;. OCito je S :=
({Si}ien, {¢;i}) inverzni sustav Ciji je limes lim S prazan skup. Neka je sada V' inverzni sustav
u Vect ¢ije su komponente slobodni vektorski prostori razapeti komponentama kofiltracije B i
vezna preslikavanja inducirana veznim preslikavanjima kofiltracije B. Tada je lim V trivijalni
vektorski prostor {0}. Jedino linearno preslikavanje lim V' — lim V' je identiteta. No, postoji
puno neekvivalentnih predmorfizama kofiltracija V' — V, naprimjer, predmorfizmi f*) :=

(id, { fi(k): V; — V;}) definirani na elementima baza sa fi(k)(n) =kn,n € B;.

Korolar 3.1.17. PridruZivanje koje svakoj No-kofiltraciji V' u Vect pridruzi njen limes V =
lim V' u Vect, a svakom morfizmu V. — W Rg-kofiltracija njime inducirani morfizam kofil-
triranih vektorskih prostora im'V.- — lim W je funktor koji je ekvivalencija kategorije N,-

kofiltracija vektorskih prostora i kategorije kofiltriranih vektorskih prostora:

Proy, Vect = proVect.

3.1.3 Upotpunjenje vektorskog prostora po kofiltraciji

Definicija 3.1.18. Neka je V' = ({Vi}ier, {¢;i}) kofiltracija u Vect i neka je zadan konus
{rV: V — V;} nad V u Vect s vchom V’ ¢ije su sve komponente epimorfizmi. Tada kaZemo da

je V kofiltracija na vektorskom prostoru V.
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Neka je V kofiltracija na V' iz Vect. Bududi da je V' vrh konusa nad V', postoji kanonsko
linearno preslikavanje
V > 1limV = V.
Ako je kofiltracija V' Ry-kofiltracija, 1% Jje kofiltrirani vektorski prostor koji zovemo onda upot-
punjenje vektorskog prostora V. po kofiltraciji V.

Propozicija 3.1.19. Neka su na vektorskim prostorima Vi W dane kofiltracije V- = ({V;}ier, {Oxi}),
W = ({W,}jes, {t;}). Neka je f:V — W morfizam vektorskih prostora. Definiramo skup

H(f) ={fii: Vi>W;ljeJiel,m) of = fiiom}.
Ako f ima svojstvo
(Vje J)Fie D)@ Vi - Wy (m} o f = friom)), 3.1)

onda svaki izbor podfamilije oblika {fixjy: Vi) — Witjes S H(f) definira predmorfizam

kofiltracija V. — W i svaka dva takva izbora definiraju ekvivalentne predmorfizme.

Dokaz. Dokaz je identiCan dokazu prvog dijela propozicije 3.1.14 jer nije nuzno da su pros-
tori V' i W potpuni po kofiltracijama, samo da su komponente konusa iz njih u komponente

kofiltracija epimorfizmi. [

3.1.20. Dakle, ako linearno preslikavanje f: V' — W vektorskih prostora na kojima su dane
kofiltracije V' 1 W kao u propoziciji ima svojstvo (3.1), onda inducira morfizam kofiltracija
V' — W koji zatim po propoziciji 3.1.14 (ii) inducira morfizam kofiltriranih vektorskih pros-
tora lim V' — lim W. To preslikavanje zovemo upotpunjenje preslikavanja f po tim kofiltra-
cijama:

f:V2limV > W = limW.

Lako se provjeri da to pridruzivanje V' — v, f— f postuje kompoziciju i identitetu preslikava

u identitetu. Takoder, sljedeéi dijagram je komutativan.
1% W
V w

DokaZimo sada tu tvrdnju. Za svaki j € J postoji ¢ € I i preslikavanje f;;: V; — W, takvo da je

f
—

!
_—

donji kvadrat na sljedeéem dijagramu komutativan. Desni trokut i lijevi trokut su komutativni
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jersuky: V — Viky: W — W kanonski morfizmi vrha konusa u limes, a vanjski ¢etverokut

je komutativan po prvom dijelu ove napomene i konstrukciji f u propoziciji 3.1.14.

2% rw

Dokazujemo da je tada i gornji kvadrat komutativan, tj. da vrijedi Ky o f = f o ky. To Ce
slijediti ako dokaZemo da za svaki j € J vrijedi 7er orwof = 7er o f o Ky, buduéi da je
preslikavanje u limes W jedinstveno odredeno komponentama konusa nad W. Zbog navedenih

komutativnosti kvadrata i trokuta na dijagramu vrijedi

wfvonwof=7ry0f=fﬁomv=fjio7riVOf<v=7erVof=7erVOfomv-

Tvrdnja je dokazana.

3.1.4 Kategorija proSet kofiltriranih skupova

Analogne propozicije vrijede i za Ny-kofiltracije u Set i kofiltrirane skupove. Ove definicije
su potrebne da bismo mogli definirati bilinearni morfizam kofiltracija u Vect i onda iskazati

univerzalno svojstvo tenzorskog produkta kofiltracija u Pro*Vect i proVect.

Definicija 3.1.21. Kofiltrirani skup je skup S zajedno s Ny-kofiltracijom S u Set takvom da je
S =~ lim S. Morfizam kofiltriranih skupova S = lim S iT" = lim T', gdje su kofiltracije dane
s S = ({Sitier: {tri}) 1T = ({T}}jes, {¢1j}), je svako preslikavanje f: S — T skupova sa
svojstvom

(V) € 1) i€ D)@fu: S — Tl o f = fyomd).

Propozicija 3.1.22. Svaka komponenta limesa Ny-kofiltracije skupova je epimorfizam.

Propozicija 3.1.23. Svaki morfizam Ry-kofiltracija S — T skupova inducira jedinstveni mor-
fizam S — T kofiltriranih skupova S =~ lim S i T =~ limT i obratno. PridruZivanja su

medusobno inverzna i poStuju kompoziciju.
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Dokaz. Dokaz je potpuno analogan dokazu propozicije 3.1.14 za kategoriju Vect. [

Korolar 3.1.24. PridruZivanje koje svakom kofiltriranom skupu S = 1im S pridruZi njegovu
kofiltraciju S, a svakom morfizmu kofiltriranih skupova f: S — T inducirani morfizam njihovih
kofiltracija (\,{ f;}) je funktor koji je ekvivalencija kategorije kofiltriranih skupova i kategorije
No-kofiltracija skupova:

proSet = Proy Set.

Definicija 3.1.25. Kartezijev produkt kofiltracija S = ({S;}icr, {¢i}) 1T = ({T}jes, {tj}) u
kategoriji Set je kofiltracija § x T := ({S; x Tj} (i j)erxs, {Ori X Vi5}).

Lako se provjeri da je prethodna definicija dobra, tj. da je kartezijev produkt epimorfizama

opet epimorfizam.

Definicija 3.1.26. Nekasu V', W, Z kofiltracije u Vect. Za morfizam kofiltracija VxW — Z
u Set kazemo da je bilinearni morfizam kofiltracija ako je svaka komponenta tog morfizma

bilinearno preslikavanje.

Dovoljno je da sve komponente nekog predmorfizma budu bilinearna preslikavanja, tada su

sve komponente svakog predmorfizma bilinearna preslikavanja.

Propozicija 3.1.27. Svaki bilinearni morfizam' V x W — Z Ny-kofiltracija vektorskih prostora
inducira jedinstveno bilinearno preslikavanje iz V. x W =~ limV xW u Z = lim Z koje
je morfizam kofiltriranih skupova i obratno. PridruZivanja su medusobno inverzna i postuju

kompoziciju.

Dokaz. Analogan dokazu propozicije 3.1.14 za morfizme u proVect i Prog Vect uz dodatnu

provjeru da su inducirani morfizmi bilinearni. [

Bilinearno preslikavanje V x W ~ lim V x W — Z =~ lim Z koje je morfizam kofiltriranih

skupova nazivamo jos 1 neprekidno bilinearno preslikavanje.

3.2 Tenzorski produkt na kategoriji proVect

3.2.1 Prosirenje tenzorskog produkta s } na kategoriju Pro®V

Definicija 3.2.1. Neka je (V,®, k) simetri¢na monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva epimorfizma epimorfizam. Za dvije kofiltracije V': I°? — V, W: J? — )
definiramo tenzorski produkt kofiltracija V-® W : I°? x J°°? — ) kao kompoziciju

o0 gor YWhy, oy @ Ly
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Tenzorski produkt morfizama kofiltracija V. — V' i W — W', &iji su predstavnici redom
predmorfizmi (X, { f;}ier) 1 (11, {g;},esr), je morfizam kofiltracija V @ W — V' ® W' zadan
predmorfizmom (A x pu, { f; ®9j}(i7j)€1’xJ’)'

Dakle, tenzorski produkt kofiltracija V' = ({Vi}ier, {¢ri}) 1 W = ({W;}jes, {¢01;}) zadan je

komponentama
{(Vi@Wi;}taj)erxs

1 veznim morfizmima
{Ori @Yy Vi @ W — Vie @ Wik ik js)eMor (100 x Jop)

Tezorski produkt moguce je na isti nacin definirati na cijeloj kategoriji ProV inverznih
sustava u V. Mi éemo pokazati da je prethodna definicija dobra i da je (Pro®V,®, k) simetri¢na

monoidalna kategorija, a dijelovi dokaza koji slijede impliciraju isto za kategoriju (ProV, ®, k).

Propozicija 3.2.2. Definicija tenzorskog produkta kofiltracija i tenzorskog produkta morfizama
kofiltracija je dobra, tj. vrijedi sljedece.

(i) Tenzorski produkt kofiltracija je kofiltracija.

(ii) Tenzorski produkt morfizama kofiltracija je dobro definiran morfizam kofiltracija.

Dokaz. (i) Ocito je time zadan inverzni sustav, a svaki vezni morfizam je epimorfizam jer je
tenzorski produkt dva epimorfizma u V epimorfizam.

(i1) Tvrdnja slijedi iz funktorijalnosti tenzorskog produkta. Detaljnije, neka su dane ko-
filracije V' = ({Vilier, {oni}) 1 W = ({(Wjljes {t;}) te VI = ({Vi}ier {¢;}) 1 W' =
({Wijer s {1y;}) 1 predmorfizmi f = (A {fiticr): V — V'ig = (1, {g;}jer): W — W'
Dokazujemo da je tada f®g = (A X i, { fi®9;} i j)er ) predmorfizam kofiltracija V QW —
V' @W'.

Bududi da su f i g predmorfizmi kofiltracija, za svaki par i > k u I’ postoji gornja meda p
od A(i) i A(k) u I izasvakipar j > [ u J’ postoji gornja meda r od () i p(1) u J takve da su

sljedeca dva peterokuta komutativna:

i

o ———— 14 W) — WJI
"’ < o \ )
Vi) ——5— Wi Wty ——5— W/
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Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta slijedi da je i sljedeéi peterokut komutativan:

fi®g;
Vi) ® W) :

/

V,@W, v,

VoW,

Vatt) @ Wiy —5—— Vi @ W}

Dakle, za svaki par (7, j) = (k,l) u I’ x J' postoji (p,r) u I x J tako da je prethodni dijagram
komutativan, pa je dokazano da je f ® g predmorfizam tenzorskog produkta kofiltracija.

Neka su sada dana jo§ dva predmorfizma f* = (N, {f{}icrr) 19" = (i, {g}}jesr) ekvivalentna
redom predmorfizmima f i g. Dokazujemo da je tada predmorfizam f' ® ¢’ = (N x ¢/, {f/ ®
g;-}@ j)er' =) ekvivalentan predmorfizmu f ® g.

Budu¢idaje f ~ f'ig ~ ¢/, za svaki i € I’ postoji gornja meda p od A(i) i A'(i) u I i
za svaki j € J' postoji gornja meda r od u(j) i 4/(j) u J takve da su sljedeca dva Cetverokuta

komutativna:

Vi)
|28 Vi W, Wi
m / /
)

Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta iz toga slijedi komutativnost ovog Cetverokuta:

Vi) @ W)
W %}
V,@W,
¢W %

V(i) @ W)

Wu(j )

Y )
V() W

V@ W!

Zasvaki (i,j) u I’ x J' postoji dakle gornja meda (p, ) od (A(¢), u(7)) i (N(3), ' (7)) ul x J
takva da je prethodni dijagram komutativan, tj. f’ ® ¢’ je predmorfizam ekvivalentan predmor-

fizmu f ® g.
O]

Propozicija 3.2.3. Tenzorski produkt kofiltracija u 'V je bifunktor

®: Pro’V x Pro’yY — Pro®V.
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Dokaz. Dokaz je jednostavna provjera da tenzorski produkt morfizama kofiltracija poStuje kom-
poziciju i paru identiteta pridruZuje identitetu. Detaljnije, neka su f = (A, {fi}icr): V — V7,
9= (Agtier): V! = V' d = (v {d}}jer): W — Wi h = (k. {hj}ep): W' — W
predmorfizmi kofiltracija. Dokazujemo da vrijedi
(gof)®(hod) = (g@h)o(f®d).
Kompozicije predmorfizama su g o f = (Ao p1,{g; © fu@)}) ihod = (vok,{hjod}) paje
(go )® (hod) = (Ao p,vok),{(gio fus)) ® (hj o dy;))}) Sto je jednako predmorfizmu
(A v)o(p k), {(gi®hj) o (fuw ®dujy)}) = (g®h) o (f ®d) po funktorijalnosti tenzorskog
produkta na Vect. Na kraju, tenzorski produkt dvije identitete je oCito identiteta:
(id x id, {id ®id: V; @ W; — Vi ® W} (i jjerxs)-

O

Propozicija 3.2.4. Neka je (V,®, k) simetricna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-

dukt svaka dva epimorfizma epimorfizam. Tada je kategorija kofiltracija u V, Pro®V, uz tenzor-

ski produkt kofiltracija ® simetricna monoidalna kategorija:
(Pro’V, ®, k).

Njena puna potkategorija Prog V je takoder simetricna monoidalna kategorija. Kanonska ula-
ganja
V — Pro} V < Pro’V

su jaki monoidalni funktori.

Dokaz. Neka su {aywz}, {A\v}, {pv}i{ovw} asocijator, lijevi unitor, desni unitor i simetriza-
tor za simetricnu monoidalnu kategoriju (V, ®, k). Asocijator « je prirodni izomorfizam funk-

tora pa definira izomorfizam kofiltracija cvy-w z po nivoima predmorfizmom (id, {a;w, 2, }):

VioW),)® Zy — 2 Vi@ (W; ® Z)

(¢li®¢ruj )®Unl (bli@("/}rnj@o'nl)

OV, Win Zn

Vi@W,)® Z, Vi® (W, ® Z,)
i familija {aywz} je prirodna transformacija funktora:

Va6 V(i) Zu (k)

(Vag) @ Woi)) ® Zy) Vi) ® (W) ® Zuw))
(fi®g;)Shy fi®(g;®hy)
/ / / aVi/WJ/'Z;“ / / /
(Vi@ W))® Z; Vie(W;®Z,)
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Na isti nacin lijevi unitor, desni unitor i simetrizator definiraju prirodne izomorfizme {Ay },
{pv}i{ovw}. Provjera da komutiraju pentagon asocijatora, trokut unitora i asocijatora, $este-
rokut simetrizatora 1 asocijatora i trokut simetrizatora 1 unitora svodi se na provjeru komutativ-
nosti na svakom nivou, a na svakom nivou dijagram je komutativan jer je jednak odgovarajuem
dijagramu u kategoriji V.

]

3.2.5. Tenzorski produkt V @ W dviju kofiltracija u kategoriji Vect dolazi zajedno s joS jednim

podatkom: kanonskim bilinearnim morfizmom kofiltracija V- x W — V @ W.
Lema 3.2.6. Tenzorski produkt dvaju epimorfizama u Vect (odnosno VectFin) je epimorfizam.

Dokaz. Svaki element od V' ® W’ moze se zapisati kao konacna suma jednostavnih tenzora
> v, @wy. Buduéidasu f: V — V'ig: W — W' epimorfizmi, za svaki k postoje v, € V' i
wy, € Wtakvida je f(vg) = v, 1 g(wy) = wy. OCito je (f ® g) (D, vk @ wy) = X v @ wy,.

Slijedi drugi dokaz, iz univerzalnog svojstva.

d
Vew — s VvieWw 37
—

-

VXWT)VIXW/

Ako f ® g ujednacuje par d, h,ondai V. x W — VW — V' ® W' ujednacuje par d, h,
dakle V- x W — V' x W' — V' ® W' ujednacuje par d, h. Za epimorfizme f, g vrijedi da
je f x g epimorfizam pa slijedi i da V' x W’ — V' ® W’ ujednacuje par d, h, tj. da postoji
bilinearno preslikavanje V'’ x W’ — Z takvo da je desni trokuti¢ komutativan i za d i za h. Po

univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta proizlazi d = h. [

Korolar 3.2.7. Kategorija kofiltracija u Vect, Pro*Vect, je uz tenzorski produkt kofiltracija
simetri¢na monoidalna kategorija. Njene pune potkategorije Prog Vect i Proy VectFin su ta-

koder simetricne monoidalne kategorije. Kanonski funktori ulaganja
(Vect,®, k) — (Proy Vect, ®, k)

(VectFin, ®, k) < (Proy VectFin, ®, k)

dani konstrukcijom konstantne kofiltracije su jaki monoidalni funktori.
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3.2.2 Univerzalno svojstvo tenzorskog produkta kofiltracija

Propozicija 3.2.8. Neka su V' i W kofiltracije u kategoriji Vect. Tenzorski produkt kofiltracija
V QW je kofiltracija u Vect, zajedno s bilinearnim morfizmom kofiltracija VxW — VW,
takva da za svaki bilinearni morfizam kofiltracija iz’ V- x W u Z postoji jedinstveni morfizam

kofiltracija iz V Q W u Z za koji je sljedeci dijagram komutativan.

Dokaz. Egzistencija. Ocito kanonska preslikavanja na sljedecem dijagramu ¢ine predmorfizam

kofiltracijat: V x W — V ® W u Set i svako kanonsko preslikavanje je bilinearno.

Vi x Wi ———— V@ Wi
Dij XYk @i @V

Vix W —— =V, @ Wy

Neka je g = (A X 1, {gn: Va(n) X W) — Z,}) bilinearni predmorfizam kofiltracija V' x
W — Z. Zasvaki n € K, po univerzalnom svojstvu obi¢nog tenzorskog produkta, postoji

jedinstveni morfizam h,,: Vi) ® W) — Z, takav da je sljedeCi dijagram komutativan.

gn

Dokazujemo da skup {h,}.cx definira predmorfizam kofiltracija. Zadani morfizam g je
morfizam kofiltracija pa za svaki par m < n u K postoji (k,l) u I x J takav da je (k,1) =

(A(n), u(n))i(k,1) = (A(m), u(m)) i vanjski peterokut na sljedeéem dijagramu komutira.
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Komutiraju takoder gornji i donji trokut (definicija h,, 1 h,,) 1 dva lijeva Cetverokuta (kanon-
ski morfizam ¢ je morfizam kofiltracija), a preslikavanje V;, x W; — V, ® W, je epimorfizam
pa slijedi i da unutras$nji peterokut komutira. Dakle, h = (A X i, {hy}ner) je predmorfizam
kofiltracija V Q W — Z zakoji vrijedi ho t = g.

Jedinstvenost. Dokazujemo sada da je svaki drugi predmorfizam s tim svojstvom ekvivalen-
tan ovome. Nekaje k = (ax 8, {ky: Van) X Wa(ny — Z,}) jedan takav predmorfizam. Buduci
daje kot = g, za svaki n € K postoji (p,r) € I x J koji je gornja meda od (A(n), u(n)) i

(a(n), B(n)) takav da je na sljedeem dijagramu vanjski peterokut komutativan.

Unutrasnji desni Cetverokut je komutativan jer je vanjski peterokut komutativan, gornji tro-
kut je komutativan, dva lijeva Cetverokuta su komutativna i preslikavanje V,, x W, — V, @ W,

je epimorfizam. Dakle, predmorfizam k je ekvivalentan predmorfizmu h. 0

3.2.3 Upotpunjeni tenzorski produkt

Definicija 3.2.9. Tenzorski produkt kofiltriranih vektorskih prostora V= 1mV i W = lim W
je kofiltrirani vektorski prostor V@ W := limV ® W s kofiltracijom V ® W, zajedno s
kanonskim morfizmom kofiltracija V- x W — V ® W. Tenzorski produkt morfizama f i g
kofiltriranih prostora, u oznaci f & g, je jedinstveno linearno preslikavanje medu limesima ten-
zorskih produkata kofiltracija koje je inducirano tenzorskim produktom morfizama kofiltracija

induciranih s f i g.

Tenzorski produkt V @ W kofiltriranih vektorskih prostora V' =~ limV i W =~ lim W
zovemo jos i1 upotpunjeni tenzorski produkt vektorskih prostora Vi W s obzirom na kofiltracije
ViWw.

Napomena 3.2.10. Skup jednostavnih tenzora. Neka su V' =~ limV i W = lim W kofiltri-
rani vektorski prostori, uz kofiltracije V': I — Vect 1 W: J — Vect. Zamijetimo da je tada
V ® W N,-kofiltracija na vektorskom prostoru V ® W i da je V ® W upotpunjenje vektorskog
prostora V ® W po kofiltraciji V@ W. Nekaje .: V ® W — V ® W kanonsko preslikavanje
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u upotpunjenje. Vrijedi dakle

V‘®WOL:7TZV®7TW

Tri,j Jj -

Sljededi dijagram je komutativan

VW : s VOW

~.

jer su preslikavanja u njemu inducirana morfizmima kofiltracija, a kofiltracije na V ® W i

V ® W su jednake i ti morfizmi kofiltracija ocito &ine komutativan dijagram:

VoW id s VOW

~

Dakle, jednostavan tenzor v ®@w u V ® W preslika se po ¢ u jednostavan tenzor v @w u V @ W.
Skup jednostavnih tenzora u V ® W je slika skupa jednostavnih tenzorau V ® W po ¢. Slijedi

da za svaki jednostavan tenzor v @ w u V @ W vrijedi
WXJ@W("U Quw) = 7TZV(U) ® 7TjW(w).

Propozicija 3.2.11. Kategorija kofiltriranih vektorskih prostora je simetricna monoidalna ka-

tegorija i ekvivalencija s kategorijom Ny-kofiltracija u Vect je jaki monoidalni funktor
(proVect, ®, k) = (Proy Vect, ®, k).

Dokaz. Kategorija kofiltriranih vektorskih prostora ekvivalentna je kategoriji Ny-kofiltracija u
Vect. Funktor koji je ekvivalencija medu njima pridruZuje tenzorskom produktu objekata u
Proy, Vect tenzorski produkt objekata u proVect i tenzorskom produktu morfizama u Prog Vect
tenzorski produkt morfizama u proVect. Komponente simetrizatora, asocijatora, lijevog i des-

nog unitora u proVect su upotpunjenja istih u kategoriji Vect. [l

3.2.4 Univerzalno svojstvo upotpunjenog tenzorskog produkta

Korolar 3.2.12. Neka su V =~ limV i W = lim W kofiltrirani vektorski prostori. Tada je
V @ W kofiltrirani vektorski prostor, zajedno s neprekidnim bilinearnim preslikavanjem V x
W — V®W, takav da za svako neprekidno bilinearno preslikavanje iz V- x W u kofiltri-
rani vektorski prostor Z = lim Z postoji jedinstveni morfizam kofiltriranih vektorskih prostora

VW — Z za koji je sljedeci dijagram komutativan.
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Dokaz. Egzistencija i jedinstvenost izlaze iz univerzalnog svojstva tenzorskog produkta u ka-
tegoriji Proy, Vect i ekvivalencije monoidalnih kategorija (proVect, ®, k) = (Prog Vect, ®, k).
O

3.3 Formalne sume i formalne baze

3.3.1 Formalne sume i neprekidna preslikavanja

Definicija 3.3.1. Nekaje V': I°? — Vect kofiltracija u kategoriji Vect. Formalna suma u 'V je
izraz oblika ), _, vy gdje je preslikavanje A — lim V', A\ — wv,, familija niti u lim V' takva da
je zasvakii € I skup {\ € A|m;(vy) # 0} konacan.

Sli¢no, neka je V =~ limV i neka su w: V — V; komponente univerzalnog konusa s
vrhom V' nad kofiltracijom V. Formalna suma uV = lim V je izraz oblika ), _, vx gdje je
preslikavanje A — V/, \ +— vy, familijau V takva daje za svakii € I skup {\ € A |7} (vy) # 0}

konacan.
Sljedeca tvrdnja je ocigledna.

Propozicija 3.3.2. Ako je ), _, v, formalna suma u'V, onda postoji jedinstvena nit z = (2;)ier
ulim'V takva da za svaki v € I vrijedi
5= m(vy) eV,
AeA
gdje je suma na desnoj strani, s oznakom 2, shvacena kao konacna suma po svim A € A za
koje je m;(vy) # 0. Tu nit zovemo vrijednost formalne sume ., _, v, a aproksimacije z; € V;

zovemo parcijalne sume formalne sume ), _, vy te pisemo z = Y\ _, V.

Sli¢no za formalnu sumuu V' = lim V definiramo vrijednost formalne sume i aproksimacije
formalne sume. Ako je vrijednost formalne sume »;,_, vy u V = lim V' jednaka v € V, piSemo
dakle kratko: >, _, vx = v.
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Definicija 3.3.3. Neka su V' i W dvije kofiltracije u Vect inekaje V 2 Iim Vi W = lim W.
KaZemo da linearno preslikavanje A: V' — W distribuira po formalnim sumama ako je za
svaku formalnu sumu »},_, vy u V izraz )}, _, A(vy) formalna suma u W i preslikavanje A

vrijednost formalne sume )., _, vy u V' alje u vrijednost formalne sume »;,_, A(vy) u W, Sto

A o) = D Avy).

AEA AEA

piSemo kratko

Napomena 3.3.4. Definicija linearnog preslikavanja koje distribuira po formalnim sumama je
dana za sve kofiltracije, ali sljedeca propozicija vrijedi samo za Ny-kofiltracije u Vect kako pisSe

u iskazu.

Propozicija 3.3.5. Neka su V =~ limV i W =~ lim W kofiltrirani vektorski prostori. Line-
arna preslikavanja V- — W koja distribuiraju po formalnim sumama su tocno ona linearna

preslikavanja koja su morfizmi kofiltriranih vektorskih prostora V.— W.

Dokaz. Neka je f: V' — W morfizam kofiltriranih vektorskih prostora i neka je )}, vy pro-
izvoljna formalna suma u V. Dokazujemo da je izraz ) |, f(v,) formalna suma u W i da vrijedi
F(Ooyva) = 20, f(va). Oznacimo s I i J redom indeksne kategorije kofiltracija V' i W.

Za fiksirani proizvoljan j € J postoji ¢ € I i linearno preslikavanje f;; takvo da je
W?/Of:fjioﬂly.
Skup {\ € A | 7} (vy) # 0} je konacan skup i za svaki \ vrijedi

T (f(ua) = fa(m} (v2),

pa je i skup {A € A | 7" (f(vx)) # 0} konacan skup. Dakle, izraz )}, f(v,) je formalna suma.

Zatim vrijedi

(o) = Ll (o)) = £i(D 7Y (0a),

A A

gdje je sa 2 ), 0znacena konac¢na suma svih pribrojnika koji su razli¢iti od nule. Dalje vrijedi
Lo (03) = X fialml (02) = 2w (F(0a) = m (3 F(02)-
) ) A A
Dakle, za svaki j € J je 1}V (f(3, va)) = @V (25, f(va)), 4. vrijedi

FQ o0 =D, fon).
A A

Obratno, neka je f: V' — W linearno preslikavanje koje distribuira po formalnim sumama.
Dokazujemo da tada za svaki j € J postoji ¢ € I i linearno preslikavanje fj;: V; — W; takvo
da je

o f=fion .
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Ako je I kofinalnosti 1, za svaki j moZemo odabrati isti najveci element i u I, jer je 7}’ tada
izomorfizam. Preostaje dokazati tvrdnju za I kofinalnosti N,.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji j € J takav da za svaki ¢ € [ 1 svako linearno presli-
kavanje fj;: V; — W vrijedi )" o f # f;; o m}". Fiksirajmo taj j. Za svaki i € I tada postoji
v; € V takav da je

m () =0 i (7" o f)(v;) #0.

\%4

U protivnom bi za svaka dva elementa v/, v" € (m;

TV(f(v' = ")) = 0,pabis fji(v) := 7V (f(v')) zav' € (7)) ' (v) bilo dobro definirano

J J ?
preslikavanje s gornjim svojstvom 7} o f = fj; oy’

)"'(v) zbog 7} (v — v”") = 0 vrijedilo

Neka je sada K kofinalan podskup od / izomorfan s N; takav postoji po propoziciji 3.1.5.
Za svaki ¢ € I postoji k; € K takav da je k; > 1, dakle, najviSe konacno mnogo elemenata od
K je manje od ili neusporedivo s i. Za svaki k > i vrijedi da je )’ (v;) = 0, pa slijedi da je

za svaki ¢ najvise kona¢no mnogo 7} (vy,) razli¢ito od nule. Dakle, suma Y, ;- vy, je formalna
suma u V. No, suma Y}, . f(vy) nije formalna suma u W jer je " (f(vx)) # 0 za svaki k. To

je u kontradikciji s pretpostavkom da f distribuira po formalnim sumama. [
Preslikavanja iz prethodne propozicije zovemo jos i1 neprekidnim preslikavanjima.

3.3.6. Mogu se definirati i neprekidna preslikavanja i formalne sume za vektorske prostore V'
na kojima je zadana Ny-kofiltracija. Tada vrijednosti formalnih suma nisu nuzno u V, vec su
u upotpunjenju V. Ako za takve prostore neko linearno preslikavanje A: V' — W postuje
kofiltracije na domeni i kodomeni kao u 3.1.20, Sto je ekvivalentno tome da formalne sume ¢lan
po Clan preslikava u formalne sume, onda ga je moguce prosiriti do upotpunjenja AV > W.
Kanonska preslikavanja u upotpunjenje V' — V iW — W nisu nuZno injekcije, ali to ne smeta.

U primjerima su Cesto injekcije.

3.3.2 Formalne sume i upotpunjeni tenzorski produkt

Propozicija 3.3.7. Neka su ), vy i), 2 W formalne sume u kofiltriranim vektorskim prostorima
Vi W redom. Tada je Z/\, . U\ ® wy, formalna suma u V @ W i njena vrijednost jednaka je

tenzorskom produktu vrijednosti formalnih suma Y, vy u 'V i )] , Wp u W Sto moZemo pisati

Zw@Zwu zZU,\®wu
A I A,

Dokaz. Po napomeni 3.2.10 za jednostavne tenzore u V ® W vrijedi

kratko:

WXj®W(U®w) = in(v) ®7T;-/V(w).
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Za svaki (i,7) € I x J vrijedi da je skup {(\, 1) € A x M | n/(vy) @ 7" (w,) # 0} jednak
skupu {A € A [ 7 (vy) # 0} x {p € M | 7}" (w,) # 0}. Dakle, suma 3}, , vy ®w, je formalna

ako su sume };, vy i), w, formalne, i za svaki (7, j) vrijedi:

T AV (S @Y, w) =1 (X, n) @) (X, )
=2, (03) ® X, (w,)
= 2,7 (o) @) (w,)
= qu V®W(”x\®wu)

V®W(Z>\p,v)‘ ®w#)

gdje su sume s oznakom 2 shvacene kao konacne sume svih pribrojnika koji su razliciti od
nule. Dakle, )| U ®@wy, je formalna suma i njena vrijednost jednaka je tenzorskom produktu
vrijednosti formalnih suma }, vy i >, wy.

]

3.3.3 Racunanje s formalnim sumama

Formalne sume moZemo zbrajati (odnosno €initi njihove linearne kombinacije) tako da napra-
vimo disjunktnu uniju indeksnih skupova ili, ako su indeksni skupovi jednaki, po ¢lanovima.
Jasno je da je linearna kombinacija formalnih suma (bilo po uniji indeksnih skupova ili zbraja-
nju ¢lan po ¢lan) formalna suma i da je njena vrijednosti jednaka linearnoj kombinaciji vrijed-

nosti pocetnih formalnih suma s istim koeficijentima.
Lema 3.3.8. (Lema o racunanju s formalnim sumama u kategoriji proVect.)

(i) (Tenzorski produkt formalnih suma.) Neka je )., vy formalna suma u 'V vrijednosti v i
> p Wh formalna suma u W vrijednosti w. Tada je >’ A U@y, formalna suma u'V/ QW

i vrijednost joj je jednaka v ® w. MoZemo racunati:

ZUA@)Zw“ =Zv,\®w#.
A M

At

(ii) (Grupiranje sumanada.) Neka je | U formalna suma vrijednosti v. Tada je svaka
podsuma W formalna suma i, oznacimo li njihove vrijedosti s vy := ), O 1Zraz

D5 U je formalna suma vrijednosti v. MoZemo racunati:

20 = {2y tw) = 2o

A
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(ii’) (Ekspanzija sumanada.) Obratno, neka je ) |, vy formalna suma vrijednosti v. Neka je za
svaki \ izraz . Uxa formalna suma vrijednosti vy. Tada, ako je > A Unp formalna suma,

njena vrijednost jednaka je v. MoZemo racunati:

Sin = (o) = o

A

Tockica predstavija dodatnu provjeru je li suma s desne strane takoder formalna.

Ako, dodatno, za svaki \ formalna suma 3, vy, ima svojstvo da iz w} (vy) = 0 slijedi
) (v ae) = 0 za svaki 1, onda je odmah ) WY formalna suma vrijednosti v pa ekspan-

Ziju sumanada moZemo napraviti bez te provjere. To jest, oznacimo li to svojstvo

(Vi) (YA) () (02) = 0= (Vu)(x} (van) = 0)) (%)
moZemo racunati

Z/\:UA = Z/\:(Z Unu) = /\Z:U/\;r

(iii) Ako je Y, (v\ ®w) formalna suma i w # 0, onda je i ), vy formalna suma. Oznacimo li

njenu vrijednost s v, vrijednost pocetne sume je tada v @ w. MoZemo pisati

Z(w@w z Zv,\ QU =vRw.

A

Analogna tvrdnja vrijedi za formalnu sumu ), (v @ w,) i v # 0.

(iv) (Slika po morfizmu u proVect.) Neka je ), vy formalna suma vrijednosti v. Neka je

A morfizam u proVect. Tada je ), A(vy) formalna suma i njena vrijednost jednaka je

A va) = ) Avy)
A A

(iv’) Obratno, neka je A morfizam u proVect i neka je Y, A(vy) formalna suma. Ako je ), v

A(v). MoZemo racunati:

formalna suma vrijednosti v, onda je vrijednost sume ), A(vy) jednaka A(v). MozZemo

ZA v)) Zv,\

Tockica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne strane takoder formalna.

racunati:

Dokaz. Tvrdnja (1) je dokazana u propoziciji 3.3.7. Tvrdnje (i), (ii’), (iv), (iv’) se lako dokazu
koristeci definiciju formalne sume u proVect.
(iii) Ako je w razligit od 0, postoji j € J takav da je 7}" (w) # 0. Na jednostavnim tenzorima

V®W jednak 7/ ® 7r po napomeni 3.2.10. Za svaki ¢ € [ i taj j iz konacCnosti skupa

je m;
{\e A | 7} (ux) @ )" (w) # 0} im¥ (w) # 0 slijedi konacnost skupa {A € A | 7} (vy)}. Time

je dokazano da je izraz ), v, formalna suma. [
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3.3.4 Formalne baze i upotpunjeni tenzorski produkt

Definicija 3.3.9. Neka je V' kofiltrirani vektorski prostor s komponentama {V;},c; i projekci-
jama {7} : V' — V;}ic;. Za skup B < V\{0} kaZzemo da je formalna baza od V ako postoji
podskup K < I kofinalan u I takav da za svaki k € K projekcija 7} bijektivno preslikava skup
By := B\ Ker 7, u bazu vektorskog prostora V.

Propozicija 3.3.10. Neka je V =~ lim V kofiltrirani vektorski prostor i neka je B formalna
baza od V. Tada se svaki element v € V moZe na jedinstven nacin zapisati kao formalna suma

elemenata iz B. Taj zapis zovemo zapis elementa v u bazi B.

Dokaz. Neka je kofiltracija V' = ({V;}ier, {¢;:}) i neka je K < I podskup kofinalan u [ takav
da za svaki k € K projekcija mp: V' — Vj, bijektivno preslikava By := B\ Ker m; u bazu
vektorskog prostora V.

Uzmimo proizvoljan v € V. Za k € K i b € By, ozna¢imo s tgk) koeficijent uz 7 (b) zapisa

vektora 7 (v) u bazi 7 (B ):

m(v) = > 4 m(b),

beBk

gdje je sa 2 kao i dalje u dokazu oznacena konacna suma svih pribrojnika razli¢itih od nule.
Dokazat ¢emo da vrijednost koeficijenta tl(,k) ne ovisi o k, ve¢ samo o biv.

Oznacimo za svaki b € B sa K, skup
Kb = {k e K | Wk(b) #* 0}

Ocito je b € By ako i samo ako je k € K;. Za svaki b € B skup K}, je neprazan. Doista, u
protivnom bi za neki b € B vrijedilo 7(b) = 0 za svaki k € K, §to bi zbog kofinalnosti skupa
K u I povladilo 7;(b) = 0 za svaki ¢ € I, abududi da je V = lim V, iz toga bi slijedilo b = 0
§to je u suprotnosti s B < V'\{0}.

Fiksirajmo proizvoljan by € B i neka su k, k' € Ky, proizvoljni. Dokazujemo da vrijedi
) = 1), Zak, k' € K, postoji | € K takavdajel > kil = k. Zbog m, = ¢y o m slijedi

dajeil e Ky, 1 vrijedi

m(v) = du(m(v) = ou( Y t0m®) = Y tPm(0) = 3] 17 (0).

bEBL bEBl bEBk,

Zadnja jednakost vrijedi jer za | > k vrijedi Ker m, © Ker 7, paje By, © By, i vrijedi m(b) = 0

za b € B\ By. Bududi da je zapis u bazi jedinstven slijedi t,()k) = t,()l) zasvebe Bypaizab = by.

Analogno se dokaze da za [ > £’ vrijedi t,()k,) = tl()l) za b = by. Slijedi da je za svakibe B
ték) = tl()kl) zasvakadva k, k' € K,
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pa je dobro definiran koeficijent ¢, sa
ty = tl()k) zaneki k€ K.

Otito je sada Y, tymi(b) = 74 (v) za svaki k € K. Buduéi da je za svaki k € K skup
{b € B | tym(b) # 0} konacan i K je kofinalan u I, slijedi da je za svaki i € I skup {b €
B | tymi(b) # 0} konacan, tj. izraz ), g t,b je formalna suma u V. Za svaki k € K njena
se k-ta asproksimacija podudara s 7 (v) iz ¢ega zbog kofinalnosti K u I slijedi da im se sve

aproksimacije podudaraju, tj. da je njena vrijednost jednaka v:

thb = .

Prikaz je jedinstven jer je koeficijent uz b € B odreden projekcijom na bilo koju komponentu
Vi za k € K. ]

3.3.11. Ocito je svaka formalna baza linearno nezavisan skup. (U protivhom bi 0 mogli zapisati

na dva razli¢ita nacina kao formalnu sumu vektora.)

Lema 3.3.12. Neka je ¢: Z — Z' epimorfizam vektorskih prostora i A skup kardinalnosti
strogo vece od dim Z. Neka je f: N — Z' funkcija takva da njena restrikcija f|spps pa-
rametrizira neku bazu od 7Z'. Tada postoji funkcija g: N — Z takva da njena restrikcija
Glsuppg: SUPP g — Z parametrizira neku bazu od Z i vrijedi ¢ o g = f. Za parametrizacije

baza podrazumijevamo da su bijektivne.

Dokaz. Kako su svi objekti vektorski prostori, kratki egzaktni niz0 — Ker¢p € 7 — 7' — 0
se cijepa; to znaci da postoji prerez s: Z' — Z od ¢, tj. preslikavanje takvo da je ¢ o s = idy.
Iz toga slijedi da je korestrikcija od s na sliku izomorfizam i da s(Z') @ Ker ¢ = Z. Stoga za
svaku bazu { f(\)} )0 od Z', unija baze {s(f (X))} n)20 0d s(Z') i proizvoljne baze {vq}aca
od Ker ¢ je baza od Z. 1z pretpostavke leme, card (A\suppf) > dim Ker ¢ = card A, pa bez

smanjenja openitosti moZemo izabrati A © A\suppf. Definiramo g: A — Z's

s(f(N),  f(A) #0,
g(A) = Uy, Ae A,
0, fA)=01iXi¢A

Funkcija g realizira zahtjeve iz iskaza leme. 0
Propozicija 3.3.13. Svaki kofiltrirani vektorski prostor V= lim V' posjeduje formalnu bazu B.

Dokaz. Neka je kofiltracija V' dana sa V' = ({Vi}icr, {¢;:}). U slucaju da je usmjeren skup [

kofinalnosti 1, za formalnu bazu od V' moze se uzeti praslika baze vektorskog prostora V,,, po
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|4

izomorfizmu 7,

za m maksimalan element od /. U slucaju da je usmjeren skup / kofinalnosti
Ny, bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je [ izomorfan s N, vidi lemu 3.1.5 i
propoziciju 2.5.11. Neka je A skup kardinaliteta card A > dim V. Taj kardinalitet je dovoljno
velik da se svaka baza vektorskog prostora V' 1 svakog vektorskog prostora V; moZze prikazati

kao familija {v)}ea. Za svaki i € [ definirajmo skup indeksiranih baza od V;,
Si = {f: A= V;| familija { f(\)}sea,r(n)0 je baza od V;}.
Induktivno definiramo niz skupova 7; < S; na sljedeci nacin:
T, := 5

Tip1:={f € Sit1| Gigivy o [ € T;}.
Kako je ¢;(;11) surjekcija, po lemi 3.3.12 izlazi da je (¢;i11)0—): Si+1 — S; takoder surjekcija.
Dakle T;1 = (¢i+1)0—) ' (T;) je neprazan ako je T; neprazan. Bududi da je T; = S) neprazan,
indukcijom dakle slijedi da je svaki 7; neprazan. Za svaki usporedivi par ¢ > 7 u [ definirajmo

vezni morfizam v;; := ¢j; 0 —: T; — Tj,

Vji(f)A) == @5 (f(N)).

Morfizmi 1;(;41) su oCito dobro definirani (slika je unutar kodomene) i surjekcije su, pa su dobro
definirani i surjekcije su svi vezni morfizmi ¢;; kao njihove kompozicije. Uz to, oCito vrijedi
Yrj 0 Yji = Yy Dakle
T := ({Titier, {tbji})
je No-kofiltracija u kategoriji Set.
Po propoziciji 3.1.6 o nepraznom limesu N-kofiltracije nepraznih skupova sada slijedi da
postoji nit (f;);e; € limT. Svaka takva nit zapravo definira konus nad V' u Set i time jedins-

tveno preslikavanje f: A — V takvodaje 7} o f = f;.

Ocito je familija { f(\)}xen, f(r)20 formalna baza od V.
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Propozicija 3.3.14. Ako je B formalna baza kofiltriranog vektorskog prostoraV-=1imV i B’

formalna baza kofiltriranog vektorskog prostora W = lim W, onda je familija

{b @ b/}beB,b’eB/
formalna baza kofiltriranog vektorskog prostora V@W =~ 1limV Q@ W.

Dokaz. Neka su kofiltracije dane komponentama i veznim morfizmima V' = ({V}icr, {¢ri}),
W = ({W;},es, {¢1;}) 1 neka su projekcije univerzalnih konusa lim V' i lim W oznacene stan-
dardno s {m}" }ie; i {m]" }jc;. Postoje usmjereni skupovi K i L koji su redom kofinalni podsku-
povi od 7 i J takvi da za svaki k € K projekcija mr} preslikava B\ Ker 71} bijektivno u bazu
od V}, i za svaki | € L projekcija )" preslikava B’\ Ker 7]V bijektivno u bazu od W;. O€ito je
tada K x L kofinalan podskup od I x J. Budu¢i da su formalne baze B i B’ linearno nezavisni
skupovi, familija {b ® V'}sep yep ima sve razlicite elemente pa mozemo radi jednostavnosti

dalje umjesto o familiji govoriti o skupu. Dokazujemo da za taj skup

B®B :={b®0V |be B,b € B'}

vrijedi da za svaki (k,l) € K x L projekcija WXZ&DW preslikava bijektivno skup

B® B'\Ker(m/ 2")

u bazu vektorskog prostora V;, ® W,;. Po napomeni 3.2.10 za jednostavne tenzore u V @ W
vrijedi W,KZ@QW(U Qw) = 7¢ (v) @ )V (w). Skup B ® B'\ Ker(r¥®") jednak je zbog toga
skupu
(b@b e BB | be B\Kerny, b/ € B\ Kerm"}.
Budu¢i da su familije {7} (b) }ye 5 ker i {m" (V') }yrepn Ker v redom baze vektorskih prostora
Vi 1 Wi, familija
{m (b)) ® 7TzW(b/>}‘beB\Kem,‘;, veB'\ Ker )V

je baza tenzorskog produkta Vi ® W;. Tvrdnja je dokazana. [l
Elementi upotpunjenog tenzorskog produkta su formalne sume jednostavnih tenzora.

Teorem 3.3.15. Svaki element upotpunjenog tenzorskog produkta VW = limV @ W ko-

filtriranih vektorskih prostora moZe se prikazati kao formalna suma jednostavnih tenzora, tj.

21],\@11))\.

A

formalna suma oblika

Tvrdnja vrijedi i za tenzorske produkte VW Q VP @ ... Q@ V® konacno mnogo kofiltriranih

vektorskih prostora.
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Dokaz. Posljedica prethodne tri propozicije. Napomena: tvrdnja vrijedi jer je kofinalnost in-
deksnih skupova najvise .
O]

3.3.5 Obicni i upotpunjeni tenzorski produkt

Propozicija 3.3.16. Neka su V =~ limV i W =~ lim W kofiltrirani vektorski prostori, uz
kofiltracije V : I — Vect i W: J — Vect. Tada je kanonsko preslikavanje v vrha V Q@ W
konusa nad kofiltracijom V-Q W u limes V ® W te kofiltracije injekcija:

VW - VRW.

Dokaz. Proizvoljan element tenzorskog produkta V' ® W moze se zapisati kao konacna suma
ZZ=1 v ® wg, gdje je svaki v, u V, svaki wi u W i vektori vy, ..., v, su razli¢iti i Cine
linearno nezavisan skup vektora u V. Po napomeni 3.2.10 jednostavni se tenzori po ¢ preslikaju
u odgovarajuce jednostavne tenzore, paje t(>), vi®wy) = >, vs®wy € V @ W. Pretpostavimo
da je
ka@)wk =0eVRW.
k

Neka je za svaki k, v, = . Gar€q zapis vektora vy, u formalnoj bazi od V' i wy, = Z,B barfs

zapis vektora w;, u formalnoj bazi od . Po propoziciji 3.3.7 tada je za svaki k

Z Aakbprea @ fs
a,B

formalna suma vrijednosti v; @ wg, pa je 1 njihova konacna suma formalna suma 1 vrijedi

ka®wk = Z aakbﬁket)z@fﬁ'

k ka8

Za svaki (a, 8) je podsuma ), ancbgres ® fz formalna (konacna) suma i suma ), aaibss
kona¢na suma. Grupiranjem sumanada imamo sada da je vrijednost pocetne sume u V @ W

jednaka vrijednosti formalne sume

Z(Z aakbgk)ea ® fﬂ.

a,B k

Pretpostavili smo da je ta suma vrijednosti 0. Buduci da je po propoziciji 3.3.14 {e, ® fs}ap
formalna baza od V ® W, iz prethodnog slijedi da je za svaki («, 3) koeficijent

Z aakbgk = 0.
k
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Slijedi da je za svaki 3 vrijednost sume », bg,vy, u kofiltriranom vektorskom prostoru V' jed-

naka vrijednosti sljedeéih formalnih suma:

Z bgkvk = Z bﬁk(z aakea) = Z bgkaakea = Z(Z bgkaak>€a = Z 0- €a = 0.
k k « a,k a k «@

Bududi da su vektori vy, . . . , v, razliiti i Cine linearno nezavisan skup vektora u V, iz te jedna-
kosti slijedi da za svaki 3 i svaki k vrijedi bgy = 0. Tada za svaki k imamo wy = >3 bgy. fs = 0
u W, pa je pocetna kona¢na suma ), v, ® wy jednaka Ou V ® W. [

3.3.6 Racunanje sa zapisima u formalnoj bazi

Propozicija 3.3.17. Neka je B = {e,} formalna baza kofiltriranog vektorskog prostora V. =
lim V. Neka je Y, v\ neka formalna suma u 'V vrijednosti v. Neka su vy = ) Sxa€a 2apisi
sumanada te formalne sume pomocu elemenata formalne baze B. Tada je
Z SxaCa
P el
formalna suma u V' i njena vrijednost je v. Nadalje, za svaki o je samo konacno mnogo pri-
brojnika sume ), sxq razlicito od nule i izraz
Z(Z Ska)ea
a A
je formalna suma u 'V vrijednosti v, koju zovemo zapis elementa v u formalnoj bazi B.
Dakle, sve sume elemenata od V' koje se pojavijuju u sljedecem izrazu su formalne sume,
sve sume koeficijenata koje se pojavljuju su konacne sume i sve jednakosti vrijede.

v = Z)\]v,\ = ;(Z Sra€a) = /\Z: Sxafa = Z(Z;: Sxa)€a

«

Ovdje smo s 2 opet oznacavali konacnu sumu svih pribrojnika razlicitih od 0.

Dokaz. Neka je K kofinalan podskup indeksnog usmjerenog skupa I kofiltracije V' takav da se
za svaki k € K svi elementi od B\ Ker 7} bijektivno projiciraju u bazu komponente V.

Za svakii € T je skup {\ | 7} (va) # 0} = {\ | 2, $xa7) (ea) # O} konaan. Za svaki
ke K < I1isvaki A vrijedi

Zsmwg(ea) =0 = (Va) s)\aw,g(ea) =0,

«

jer projekcija m} za k € K skup elemenata formalne baze B koje ne preslika u 0 preslika u

linearno nezavisne elemente u Vj. 1z toga slijedi da je za svaki k € K skup
{(/\7O[) | S)\aﬂ—[‘g/(ea) #* 0} = Sk
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konacan skup. Usmjereni skup K je kofinalan u [ pa ista tvrdnja vrijedi i za sve ¢ € I, tj. izraz
> Ao Srafq Je formalna suma u V. Lako se vidi da je vrijednost te formalne sume jednaka v.
Za svaki e, postoji k € K takav da je m(e,) # 0. Iz konaCnosti gornjeg skupa Sy tada
slijedi konacnost skupa {\ | sy, # 0} za svaki @ € A. Dakle, za svaki o suma ), sy,
ima kona¢no mnogo pribrojnika razli¢itih od 0 i o€ito je suma 3. (3, sxa)eq koja je nastala

grupiranjem sumanada formalna i vrijednosti v. [

Korolar 3.3.18. (Promjena formalne baze.) Neka su B = {en}o i B' = {€}3}3 dvije formalne

baze kofiltriranog vektorskog prostora V= lim V. Neka su
€q = Z ua/gelﬁ
B

zapisi elemenata formalne baze B pomocu elemenata formalne baze B’ i neka je

v = Ztaea
(0%

zapis proizvoljnog v € V pomocu elemenata formalne baze B. Tada vrijedi sljedeci niz jedna-

kosti, u kojem su sve sume elemenata od V' formalne i sve sume koeficijenata konacne.
v = Z ta€o = Z ta(Z Uapes) = Ztauaﬁe/’g = Z(Z taliag)€y
« « B a,f B«

Dokaz. Posljedica prethodne propozicije 3.3.17. [

Korolar 3.3.19. (Zapis neprekidnog linearnog operatora u paru formalnih baza.) Neka su
B = {ea}a i B" = {€}3} redom formalne baze kofiltriranih vektorskih prostora V- = lim V' i
W = lim W. Neka je A: V. — W neprekidno linearno preslikavanje. Neka je (Aapg)a,p zapis

od A u tom paru baza, tj. neka za svaki o i 3 vrijedi
Aleq) = Aapels.

Tada je za svaki vektor v = ) toeq i za svaki 5 skup {o | Aapta # 0} konacan i
Z(Z Aagta)e/lg
B «

je formalna suma u W s vrijednosti A(v).
Opsirnije, sve su sume vektora u sljedecem izrazu formalne, sve sume koeficijenata konacne

i sve jednakosti vrijede.
A@) = AN taea) = D taAlea) = D ta(D] Augel) = Y taduseh = YO0 Austa)el
o «a a B8 a,B B8«

Dokaz. Druga jednakost u nizu je distributivnost od A po formalnim sumama, a zadnje dvije

jednakosti su posljedica prethodne propozicije. 0
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3.4 Osnovne konstrukcije u kategoriji proVect

3.4.1 Koujednacitelj u kategoriji Pro”) i tenzorski produkt

Propozicija 3.4.1. Neka kategorija V ima koujednacitelje. Tada kategorija Pro®YV ima koujed-
nacitelje i vrijedi da je koujednacitelj paralelnog para morfizama kofiltracija upravo kofiltracija
Cije su komponente koujednacitelji paralelnih parova komponentnih preslikavanja. Za potkate-

goriju Prog V vrijedi isto.

Dokaz. Neka su zadane dvije proizvoljne kofiltracije

A= {(An}neh {gbmn})v B = ({(Bn}ner {¢mn})

i neka je zadan paralelan par morfizama kofiltracija predmorfizmima

f = ()\7 {fn A)\(n) - Bn}neJ)> g = ()‘7 {gn: A)\(n) - Bn}neJ)-

Predmorfizme smo odabrali tako da funkcije A budu jednake, $to moZemo jer je I usmjerena
kategorija. Odgovarajué¢e morfizme kofiltracija oznacavat ¢emo takoder s f i g.
Kategorija V ima koujednacitelje pa za svaki paralelan par f,, g, postoji njihov koujedna-
citelj h,,: B, — C,.
In

Ak(n) 3 By -—--=- +Cy,
adn

Neka je ¥y, : B, — B, proizvoljan vezni morfizam kofiltracije B. Dokazujemo da kompo-
zicija h,, o ¥, koujednacuje par f,, g,. Buduci da su f i g predmorfizmi kofiltracija, postoji
k € I takav da je ¥mn © frn © Pamik = fm © Pan)k 1 Ymn © Gn © Pa(n)k = G © Oa(myks 4. takav
da je peterokut na sljedeem dijagramu sekvencijalno komutativan. Zajednicki indeks k& smo

ovdje mogli odabrati opet jer je / usmjerena kategorija.

In b
—_— n
A 3B, ————C,
Ak ~ g gn
A~ Grmn
¢)\(m)k\ ~ Ny f'm h
Amy___ 3B ———Cy,
am

Morfizam h,,, koujednacuje f,, i g,,,, pa vrijedi

P © fin © Oamyk = P © Gim © Oam)k
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iz Cega zbog prethodnog slijedi
Pn © Ui © fr © Gaik = im © Y © Gn © PA@mk-
Vezni morfizam ¢, ), je epimorfizam pa iz toga slijedi trazena jednakost
Bom © Yn © fro = Rin © Uynn © G

Dakle, za svaki vezni morfizam ,,,, vrijedi da h,, o 1,,, koujednacuje par f,, g, pa po
univerzalnom svojstvu koujednacitelja h,, slijedi da za svaki vezni morfizam ,,,, postoji je-

dinstveno preslikavanje 7,,,,: C,, — C, takvo da je sljedec¢i kvadrat komutativan.

Bn n
I
|
’Lp"nﬂ/ I mn
|
4
Bm ? Cm

Dokazujemo da je C = ({C), }ne, {Tmn}) kofiltracija. Kompozicija 7, o 7, jednaka je 7.,

jer je odgovarajuci kvadrat za 7,,,,, komutativan i za kompoziciju vrijedi
TmlOTlnoh’n = Tmlohlowln = hmowmlowln = hmowmna

a preslikavanje s tim svojstvom je jedinstveno. Svaki vezni morfizam 7,,,, je epimorfizam jer su
Yimn 1 Ay, epimorfizmi: 1, je epimorfizam jer je vezni morfizam kofiltracije, a h,,, je epimor-
fizam jer je koujednacitelj.

Zbog komutativnosti dijagrama ocito je h = (id, {h,: B, — C,}nes) predmorfizam kofil-
tracija B — C. Njime odreden morfizam kofiltracija oznac¢imo takoder s h.

Sada dokazujemo da je konstruirana kofiltracija C' zajedno s morfizmom h: B — C ko-
ujednacitelj paralelnog para morfizama kofiltracija f, g: A — B. Uzmimo bilo koju kofiltra-

ciju D = ({Dy,}nerc, {omn}) 1 predmorfizam kofiltracija
= (u: K — J {en: Bym) = Dutner): B — D
takav da je e o f = e o g. Buduci da za svaki n € K komponenta e,, koujednaCuje f,,n) 1 gu(n)

postoji jedinstveno preslikavanje d,,: C,,y — D,, takvo da je d,, o hyn) = €,.

€n

Ty

Ax(u(n)) QS Byn)
p(n)
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Na sljede¢em dijagramu gornji i donji trokut su komutativni, lijevi i vanjski kvadrat su komuta-

tivni i preslikavanje /() je epimorfizam, pa je komutativan i desni kvadrat.

€n

Pu(n) dn
%
Byy(n) Cum) D,
Pu(m)u(n) Tu(m)u(n) Tmn
hpu(m) dm
—>
Bym) Clum) D,

€m

Dakle preslikavanja d,,: C\,,) — Dy, n € K Cine predmorfizam kofiltracija
d:= (p,{dp}nex): C — D
i vrijedi d o h = e. Dokazujemo sada da je bilo koji drugi predmorfizam
b= (k: K — J {bn: Cun) = Dy})

s tim svojstvom ekvivalentan d. Uzmimo komponentu b,,. Buduéi da je b o h = e postoji
k € J i vezni morfizmi )k 1 Yy takvi da je na sljedeCem dijagramu vanjski peterokut
komutativan. Vanjski trokut je takoder komutativan, pa slijedi i da je unutraSnji Sesterokut

komutativan.

> hn(n)
By ——— Cun)

Komutativnost desnog Cetverokuta na sljede¢em dijagramu slijedi iz komutativnosti vanjskog
Sesterokuta, komutativnosti dva lijeva Cetverokuta i Cinjenice da je hj; epimorfizam.

hyu(n)

Yu(n)k
Tu(n)k
hy bn

D,
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Dakle, predmorfizmi b i d su ekvivalentni i univerzalno svojstvo za h: B — C' je dokazano.
Koujednacitelj paralelnog para morfizama kofiltracija f, g zadan je dakle koujednaciteljima
h,: B, — C, komponentnih preslikavanja f,, g, 1 jedinstvenim morfizmima 7,,,: C,, — C,,

koji proizlaze iz univerzalnog svojstva tih koujednacitelja.

Vmn Tmn
A)\( B CYm

]

Kategorije Pro®Vect, Pro*VectFin, Proy Vect i Prog VectFin dakle imaju koujednacitelje

1 oni se konstruiraju na prethodno opisani nacin, jer Vect i VectFin imaju koujednacitelje.

Propozicija 3.4.2. Neka je (V,®, k) simetricna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva epimorfizma epimorfizam. Tada je kategorija (Pro®V,®, k) simetri¢na mono-
idalna kategorija i vrijedi sljedece: ako V ima koujednacitelje i oni komutiraju s tenzorskim
produktom, onda i kategorija (Pro®V,®, k) ima koujednacitelje i oni komutiraju s tenzorskim

produktom. Za kategoriju (Proy V, ®, k) vrijedi isto.

Dokaz. Sve tvrdnje su prethodno dokazane u propozicijama 3.2.7 i 3.4.1 osim tvrdnje da ten-
zorski produkt u Pro®) komutira s koujednaciteljima ¢im tenzorski produkt u }V komutira s
koujednaciteljima. Dokazimo sada tu tvrdnju.

Neka je h: B — C koujednacitelj paralelnog para morfizama kofiltracija f,g: A — B

konstruiran kao u propoziciji 3.4.1, uz iste oznake kao u dokazu te propozicije, za n = m,

A(n)\_/)B —C,

Axm) 3 Bp—"m

g m

Tenzorski produkt koujednaditelja h: B — C's identitetom id: D — D na kofiltraciji D ima

dakle komponente u sljede¢em komutativnom dijagramu, zan > mil > k.
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fn®id

A)\(n) & Dl - Bn & Dl
gn®id

fn@id Cn ® Dl

Vmn@0 g Tmn®0k]

Sm®id

Ay ® Dy~ 2 B,@D,—=%9 ¢, ® D,

gm®id
Svaki redak na tom dijagramu je koujednacitelj u V), a vezni morfizmi kofiltracije C' ® D Ccine
komutativne kvadrate s veznim morfizmima kofiltracije B ® D i komponentama predmorfizma
h ® id. Dakle, po konstrukciji u propoziciji 3.4.1, h ® id je koujednacitelj u Pro®V paralelnog
para f ®id, g ®id. Isti dokaz vrijedi za punu potkategoriju Prog V.
]

Korolar 3.4.3. Simetricne monoidalne kategorije Pro*Vect i Pro*VectFin imaju koujednaci-
telje i oni komutiraju s tenzorskim produktom. Simetricne monoidalne kategorije Pro}, Vect i

Pro}, VectFin takoder.

Dokaz. Kategorije Vect 1 VectFin imaju koujednacitelje i oni komutiraju s tenzorskim produk-

tom. O]

Korolar 3.4.4. Simetricna monoidalna kategorija (proVect, ®, k) dopusta koujednacitelje i oni

komutiraju s tenzorskim produktom.

Dokaz. Kategorije proVect i Prog Vect su ekvivalentne simetrine monoidalne kategorije, a

tvrdnja vrijedi u kategoriji Prog Vect. [l

3.4.2 Potprostori, jezgre i kvocijenti

Ovi rezultati ¢e nam biti potrebni poslije da dokaZzemo da kategorija Indy proVect posjeduje

koujednacitelje, te da oni komutiraju s tenzorskim produktom.

Propozicija 3.4.5. (Potprostorna kofiltracija) Neka je V' =~ 1im V' kofiltrirani vektorski prostor,
V' = ({Vitier, {¢ij}). Neka je W < V njegov vektorski potprostor. Tada kofiltracija na V'
inducira kanonsku kofiltraciju W' s kofiltrirajucim komponentama {r} (W )}c1 i veznim presli-
kavanjima koja su odgovarajuce korestrikcije restrikcija veznih preslikavanja {¢;;}. Kofiltraciju
W zovemo potprostorna kofiltracija inducirana kofiltracijom na V.

Oznacimo W = lim W. Preslikavanje W — limV = V inducirano po univerzalnom svoj-
stvu limesa konusom W — W — V. Jje injekcija i morfizam kofiltriranih vektorskih prostora.
Slika te injekcije je dakle izomorfna vektorskom prostoru W = lim W i time &ini kanonski iz-

bor upotpunjenja vektorskog potprostora W po potprostornoj kofiltraciji, onog koje je vektorski
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potprostor od V. Tu sliku cemo onda oznacavati s Wecv i vrijedit ¢e dakle W < W < V. Pot-
prostorna kofiltracija na W < V inducirana kofiltracijom na V' jednaka je W i preslikavanje
WV Jje morfizam kofiltriranih vektorskih prostora.

Ako su Z i W vektorski potprostori od V' takvi da je Z < W < V, onda je potprostorna
kofiltracija na Z inducirana kofiltracijom V na V' jednaka potprostornoj kofiltraciji na Z indu-
ciranoj kofiltracijom W na Wi vrijedi ZcWcV.

Dokaz. Neka je dakle V' =~ lim V kofiltrirani vektorski prostor, V' = ({V;}icr, {¢i;}). Neka
je W < V njegov vektorski potprostor i ¢c: W — V odgovarajuca inkluzija. Definirajmo
W; := n} (W) € V; ioznatimo s ¢;: W; — V; kanonske inkluzije. Budu¢i da je 7} (W) = W;
i 1; je injekcija, postoji jedinstveno preslikavanje 7}" : W — W; takvo da je sljedeéi dijagram

na lijevoj strani komutativan i ono je epimorfizam.

L

We————V W, —V,

| |

: :

iV ) L i Bji
: :

! |

~ u ~ 4
Wye—"" SV, W, v,

Za svaki usporedivi par i > j je ¢;(W;) = ¢ji(m) (W)) = 7} (W) = W pa postoji jedinstveno
preslikavanje 1;;: W; — W, takvo da je gornji dijagram na desnoj strani komutativan i ono je
epimorfizam. Na sljedeem dijagramu na lijevoj strani su komutativni gornji, donji i vanjski

Cetverokut, komutativan je desni trokut i ¢; je injekcija, pa je komutativan i lijevi trokut, tj.

.o .o . W _ W
vrijedi jednakost ¢;; o ;" = 7"
We—_* YV W,e—"“ sV
W»}/V 7l’ji ¢71
w M L : p L 7
I R W,V
Vi Vg P
v v ~ ~ ‘n ~

Neka je sada ¢ > 7 > k trojka u /. Na gornjem dijagramu na desnoj strani komutativna su oba
kvadrata i desni trokut, pa je komutativan i vanjski peterokut, a zbog jedinstvenosti preslikavanja

i sa svojstvom ¢y, 0 Yy = Py, © 1; 1z toga slijedi jednakost: Yy o Vj; = Py,
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Dakle, W = ({W;}ic1, {1:}) je kofitracija u Vect i familija {7} : W — W;},c; definira
konus nad kofiltracijom W s vrthom V.

Neka familija {7 : U — W,};c; definira univerzalni konus nad W. Po univerzalnom svoj-
w

%

stvu limesa U = lim W postoji jedinstveno preslikavanje ¢: W — U takvodaje 77 o) = 7

zasvakii e I.

W, —" 5V,

Iz komutativnosti lijevog donjeg trokuta i donjeg kvadrata na sljedeCem dijagramu slijedi ¢;; o

viomd =0 7rjU, pa zaklju¢ujemo da familija preslikavanja {.; o 77 : U — V;} definira konus

nad V. Iz toga po univerzalnom svojstvu limesa V' =~ lim V slijedi da postoji jedinstveno
U

i

preslikavanje ¢: U — V takvo daje 7} o ¢ = 1; 0w zasvakii € I.

Buducidaje ¢ o ¢p: W — V tada preslikavanje za koje vrijedi

W

7

) opoh =y om o =10m

iz jedinstvenosti preslikavanja s tim svojstvom slijedi ¢ = ¢ o 1. Dakle, 1) mora biti injekcija.
Dokazujemo da je ¢ injekcija. Pretpostavimo da je slika niti w = (w;);e; € U jednaka 0 € V.
Tada je ¢;(w;) = 0 € V; za svaki i € I. Bududi da su sve komponente ¢; injekcije, to mora biti
w; = 0zasvakii e I,tj. w = Ou U. Dakle, ¢ je injekcija.

Injekcija ¢: U — V je morfizam kofiltriranih vektorskih prostora predstavljen po nivoima
injekcijama W; < V;. Sliku ¢(U) < V, ¢(U) = U, oznatimo s W. Ta slika ne ovisi o izboru

limesa U. Kofiltracija na W inducirana po izomorfizmu WU je ocito W i ona je ista kao
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potprostorna kofiltracija na W inducirana kofiltracijom na V. Vrijedi W < W < V u Vect i
WV je morfizam u proVect.

Zadnja tvrdnja iz iskaza propozicije lako se provjeri: komponente i vezna preslikavanja ko-
filtracije na Z kao potprostora od W podudaraju se s komponentama i veznim preslikavanjima

kofiltracije na Z kao potprostora od V. [

Definicija 3.4.6. Za vektorski prostor V' na kojem je dana kofiltracija V' kaZzemo da je potpun
ako je kanonsko linearno preslikavanje V' — Vu njegovo upotpunjenje V =~ limV po toj
kofiltraciji izomorfizam. Ako je vektorski potprostor W' < V kofiltriranog vektorskog prostora
V' jednak svom upotpunjenju W u V, onda kaZemo da je W potpun potprostor kofiltriranog

vektorskog prostora V' .

Propozicija 3.4.7. Svaki element upotpunjenja W =~ limW vektorskog prostora W po RNg-
kofiltraciji W je vrijednost neke formalne sume u W Ciji sumandi su u slici kanonskog linearnog

preslikavanja W — w.

Dokaz. Neka je W = ({Wi}ier, {¢5:}) i oznatimo s n: W — W kanonsko preslikavanje u

upotpunjenje. Za svaki ¢ € [ vrijedi 7TZW on = m}”. Proizvoljan element v € W je nit
v = (V;)ier € W,

gdje je svaki v; € W;. Neka je K kofinalan podskup od I izomorfan N, dakle K = {ky, ko, ...}
uz k, < k,,1 za svaki n € N. Radi jednostavnijeg zapisa, uzmimo da N ne sadrzi niti jedan

indeks iz [ i oznaimo za n, m € N komponente V,, := V}, , vezna preslikavanja ¢,.,,, := ¢x, k.,
i projekcije )Y = mY, mV =¥

Dokazat ¢emo koriste¢i Zornovu lemu da postoji niz (w,,),ey elemenata od 1 takav da za
svaki n € N vrijedi 7% (w; + ws + ... + wy) = 7 (v). Za takav niz ¢e naime vrijediti da je
>, n(w,) formalna suma u W vrijednosti v.

(i) Dokazujemo prvo da postoji niz (w,,)nen elemenata od W sa svojstvom
W (wy +wy + ... +w,) =7 (v), YneN.

Neka je S skup svih nizova (w, ),y elemenata u W za koje vrijedi to svojstvo i 17" skup svih

t

konacnih nizova (w,)!,_;

elemenata u W za koje vrijedi

ﬂ,ﬁv(wl—i—wz—k...—i—wn):ﬂy(v), Vn < t.

Skup S U T je neprazan jer je 7] surjekcija. Na skupu S U T je definiran parcijalni uredaj

(Wn)nea < (W)nep < (A S B) A (Vn e A)(w, = w)).
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Ocito svaki lanac u S U T ima gornju medu pa po Zornovoj lemi postoji maksimalan element
u S u T. Taj element mora biti u .S, jer kad bi on bio konacan niz (w,),_, € T, konstruirali

bismo niz veéi od njega tako da odaberemo: w;,; € W za koji vrijedi

T (wep) = T (0) — 7 (wy + wa + L+ wy),

Sto moZemo jer je 7}, surjekcija.

(ii) Dokazujemo da za niz u W sa svojstvom 7}V (w; + wq + ... + w,) = 71'7‘?/(1)), Vn e N

vrijedi da je > n(w,) formalna suma u W vrijednosti v.

Zasvakin € N je

va(wnﬂ) = ¢n(n+1)(ﬁml(wn+l))
= ¢n(n+1) (ﬂ-ml(v) - 7Tn+1(Z:j=1 w]))

w () =) (5 wj)

= 0.

=T

iz Cega slijedi
T (wn) = duv—1)(TN_1 (wy)) = 0, za svaki N > n.

Dakle, za svaki n € N je skup {m," (w;) # 0 | j € N} konacan i vrijedi

D (m(wy)) = Y m (wy) = m (v),
J J
a bududi da je K kofinalan u /, lako se vidi da je to dovoljno da zaklju¢imo da je > n(w,)

formalna suma u W vrijednosti v. [

Propozicija 3.4.8. Neka je W vektorski potprostor kofiltriranog vektorskog prostora V. =
lim V. Tada je W potpun potprostor ako i samo ako svaka formalna suma u V' Ciji su svi
sumandi u W <V ima vrijednost u W.

Slicno, vektorski prostor W na kojem je zadana Ny-kofiltracija W je potpun ako i samo
ako sve formalne sume u W Ciji su svi sumandi u slici kanonskog preslikavanja W — W u

upotpunjenje imaju vrijednost u toj slici i kanonsko preslikavanje W — W Jje injekcija.

Dokaz. Po propoziciji 3.4.7 svaki element upotpunjenja W < V moze se zapisati kao formalna
suma u V' &iji su svi sumandi u W. Ako svaka takva formalna suma ima vrijednost u W, onda
je po tome Wew pa je W potpun potprostor. Obratno, ako je W potpun potprostor, onda
oCito svaka formalna suma u W ima vrijednost u W.

]

Korolar 3.4.9. Presjek (s V&) potpunih potprostora kofiltriranog vektorskog prostora V

k

je potpuni potprostor od V' i inkluzija (s V) <V je morfizam kofiltriranih vektorskih

prostora.

69



3.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIJI PROVECT

Propozicija 3.4.10. Neka je f: V — W morfizam kofiltriranih vektorskih prostora V= lim V'

i W = lim W. Tada je njegova jezgra kao linearnog preslikavanja
Ker f={veV | f(v) =0}

potpuni potprostor od V. To je dakle kofiltrirani vektorski prostor uz potprostornu kofiltraciju i
ulaganje Ker f — V' je morfizam u kategoriji proVect.

Dokaz. Bududi da preslikavanje f distribuira po formalnim sumama, formalnu sumu u V' ¢&iji
su sumandi u jezgri f ¢e takoder preslikati u nulu. Po prethodnoj propoziciji slijedi da je Ker f
potpun potprostor od V.

O]

Napomena 3.4.11. Nekaje f: VV — W morfizam kofiltriranih vektorskih prostora V' =~ lim V'
1 W =~ lim W. Tada slika

Imf = {f(v) |veV}

ne mora biti potpuni potprostor od . Po propoziciji 3.4.5 za upotpunjenje slike se moze
izabrati vektorski potprostor
fmfcW

ito je potpuni potprostor. Inkluzija I?Il\f — W ikorestrikcija V' — I?Il\f su morfizmi u proVect.

Propozicija 3.4.12. (Kvocijentna kofiltracija.) Kvocijent kofiltriranog vektorskog prostora V. =
lim V' po njegovom potpunom potprostoru W je kofiltrirani vektorski prostor uz niZe opisanu
kanonsku kofiltraciju i kvocijentno preslikavanje q: V- — V /W je morfizam kofiltriranih vek-
torskih prostora. Nadalje, to kvocijentno preslikavanje je koujednacitelj para koji se sastoji od
nul-preslikavanja 0: W — V' i inkluzije . W — V u kategoriji proVect.

Kanonska kofiltracija inducirana na kvocijentu V /W jednaka je

({Vi/Witier, {Tji}),

gdje je W = ({W,}ier, {0ji}) potprostorna kofiltracija na W koja je inducirana kofiltraci-
jom'V = ({Vi}ier, {¢ji}) na V, a vezna preslikavanja {;;} su jedinstvena preslikavanja medu
kvocijentima {V;/W,}ie; inducirana veznim preslikavanjima {¢;;}. Tu kofiltraciju zovemo kvo-

cijentna kofiltracija na V' /W.

Dokaz. Neka je dakle V' =~ lim V' kofiltrirani vektorski prostor, V' = ({V;}ier, {¢;i}), 1 neka je
W njegov potpuni potprostor, s induciranom kofiltracijom W = ({W;}.cr, {1;;}). Oznacimo s

t: W — V inkluziju i neka je (id, {¢;}:s) odgovarajuéi predmorfizam W — V.
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stvena preslikavanja medu vrhovima tih koujednacitelja kao univerzalnih kokonusa. Oznac¢imo

tu kofiltraciju s

V/W = ({Vi/Witier, {7ji}).

Li qi
Wi < > Vi > Vi/W;
Yji ‘d)jz Tji
W,e——2 v RN /¥l 7 14
i a7 > Vi/W;

Neka je ¢ kvocijentno preslikavanje V' — V' /W, tj. koujednacitelj u Vect para ¢, 0. Za svaki i €
I preslikavanje ¢; koujednacuje par ¢;,0: W; — V; pa, jer je lijevi gornji kvadrat na sljedecem

dijagramu komutativan, slijedi da ¢; o 7} koujednacuje par ¢, 0:

%4 w

gioT; ©OL=4(g;i0LliOT; =qo0om’

i —

0=gom oO.

Po univerzalnom svojstvu koujednacitelja V' /W, za svaki ¢ € I zbog toga postoje i jedinstvena
su preslikavanja 7;: V /W — V;/W; takvadaje 7; 0 ¢ = ¢; o m). Zbog jedinstvenosti ona ine

konus nad kofiltracijom V' /W . Budu¢i da su ¢; i w}” epimorfizmi, to je i svaki 7; epimorfizam.
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Dakle, V' /W je kofiltracijana V /IV.

L q
We syt VW
A
1 \\
RN
i o | Ti \
| \
I
~ ~ g \|
L qi |
W, VW i
I
1
!
/
Vi Dji Tii
//
~ y ~ 4 \L/
j j
W < »V Vi/W;

Dokazujemo da je taj konus s vthom V' /W univerzalan. Neka je sa {77 : U — V;/W,}ics

zadan univerzalan konus nad V /W u Vect. Po univerzalnom svojstvu limesa
Ux=limV/W

postoji jedinstveno preslikavanje ¢: V /W — U takvo daje 77 o ¢ = 7; za svaki i € I. Zbog
ekvivalentnosti kategorija Proy Vect i proVect, kofiltrirani vektorski prostor U = lim V. /W
je koujednacitelj paralelnog para ¢, 0 u kategoriji proVect i o€ito je upotpunjenje od V' /W po
kofiltraciji V' /W . Dokazat ¢emo da je ¢ injekcija i surjekcija.

W e - sV g ;
7TZVV 7TV
~ ~
N “
W; - > Vi - >
Yji bji
~ L ~ ¢
J J
W; « > Vi Vj/Wj

Preslikavanje ¢ pridruzuje elementu v + W € V /W nit (7} (v) + W;)ier. Akoje v+ W # 0
uV/W,tj.v¢ W, ondamorabitii¢(v+ W) # 0uU. Zaista, kad bi bilo ¢(v+ W) = 0, onda
bi ¢;(7) (v)) = 7i(q(v)) = Ti(v + W) = 77 (¢(v + W)) = 0 pa bi svaki 7}’ (v) bio unutar W,
tj. v bi biou W, jer je W = lim W. Dakle, ¢ je injekcija. Preostaje dokazati da je surjekcija.

Proizvoljan element u limesa U je nit oblika u = (v; + W,);cr, gdje je svaki v; € V; i vrijedi

Tii(vi + Wi) = v; + Wi, 4j. ¢ji(v;) — v; € W;. Ako dokazemo da postoji nit v/ = (v]);er u
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V =~ lim V takva da je v} € v; + W, za svaki ¢ € I, pronasli smo prasliku v + W po ¢ od niti

u. Zau = (v; + W,);er € U definiramo kofiltraciju skupova

S = ({vi + Witier, {¢;i

viJFWi})'

Svaka komponenta v; + WW; te kofiltracije je neprazan skup i svako vezno preslikavanje je surjek-

cija. Zaista, ¢ji|w, = 1 je surjekcija Wi na Wj i ¢ji(vi) — v; =: w); € W pa za svaki w; € Wj
postoji w; takav da je ¢;(v; +w;) = v; +w;, toje w; € gb;il (w; —wj). Sada po propoziciji 3.1.6
o nepraznom limesu Ny-kofiltracije sa surjektivnim veznim preslikavanjima i nepraznim kom-
ponentama slijedi tvrdnja. Dakle, ¢ je surjekcija. Slijedi: V /W =~ U je kofiltrirani vektorski
prostori V' — V /W je morfizam kofiltriranih vektorskih prostora.

U dokazu je vidljivo da je kofiltracija na kvocijentu kofiltriranog vektorskog prostora V' =
lim V' po njegovom potpunom potprostoru W = lim W koujednacitelj paralelnog para 0,
t: W — V, jer je koujednacitelj u propoziciji 3.4.1 u Proy Vect konstruiran upravo uzima-
njem koujednacitelja paralelnih komponenata po nivoima, s induciranim preslikavanjima medu
njihovim vrhovima, a koujednaditelj od 0, ¢;: W; — V; u Vect jest kvocijent V;/W;. Dakle,
zbog ekvivalencije kategorija proVect i Prog Vect, kvocijent kofiltriranog vektorskog prostora

po potpunom potprostoru je koujednacitelj u kategoriji proVect para 0,¢: W — V. [

Napomena 3.4.13. Neka su Z 1 W potpuni potprostori od V' takvi da je Z < W. Tada je Z
potpun potprostor od W i lako je provjeriti da se kvocijentna kofiltracija na W /Z podudara s
potprostornom kofiltracijom na W/Z < V' /Z koja je induciranom kvocijentnom kofiltracijom
naV/Z.

Propozicija 3.4.14. Neka je f: V — W morfizam kofiltriranih vektorskih prostora V= lim V'
W =~ limW. NekasuU < V i T < W njihovi potpuni potprostori takvi da je f(U) < T.
Tada je inducirano preslikavanje f: V /U — W /T morfizam kofiltriranih vektorskih prostora,
gdje na domeni i kodomeni podrazumijevamo kvocijentne kofiltracije inducirane kofiltracijama
naViW.

Dokaz. Neka su dane kofiltracije na V' odnosno W redom sljedece: V' = ({Vi}icr, {®ji}).
W = ({W.}ier, {%ji}). Po prethodnoj propoziciji 3.4.12 kvocijenti V' /U i W /T su kofiltrirani
vektorski prostori. Kao u dokazu te propozicije kvocijentna kofiltracija na V' /U ima kompo-
nente V;/U;, i € I, gdje je U; = 7 (U) i projekcija 7TZ-V/U2 V /U — V; /U, je inducirano preslika-
vanje medu koujednagiteljima, 7, / Y(v+U) = 7Y (v) + U;. Analogno, komponente kvocijentne
kofiltracije na W /T su W;/T}, j € J, gdje je T; = «'¥(T) i projekeija ) /" - W/T — W;/T;
je inducirano preslikavanje medu koujednaditeljima, 7r;-/v/ T(w +T) = ﬂy/(w) + 7). Neka je

morfizam f zadan predmorfizmom (A, {f;: Vi) — W;}). Za svaki j € J je sljedeci dijagram
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%74
\% w
Y) l”a

I
Wy ———— W,

komutativan.

<
~
~

Buduéidaje f(U) < T slijedi
£iUxgy) = fi(m)(0) = 7 (f(U) € 7 (T) = T

pa je dobro definirano linearno preslikavanje fj : Vi) /Ung) = W;/T; sa

fi(wj +Usiy) = fi(vy) + T

1 sljedeci dijagram komutira, jer su sva preslikavanja medu kvocijentima inducirana preslikava-

njima na prethodnom komutativhom dijagramu.

VU ! s W/T
VU /T
AJ) J
f‘.
Va@)/Ungy ===+ o W/,

Dokazali smo dakle da za svaki j € J postoji f; takav da je prethodni dijagram komutativan,

$to znadi da je f morfizam kofiltriranih vektorskih prostora. [

3.4.3 Monomorfizmi i epimorfizmi

Ova propozicija je bitna za dokaz tvrdnje da je tenzorski produkt filtracija u kategoriji proVect
opet filtracija, Sto ¢e nam biti potrebno za dobru definiranost tenzorskog produkta u kategoriji
Ind’proVect.

Propozicija 3.4.15. Morfizam u kategoriji proVect je monomorfizam u proVect ako i samo ako

Jje monomorfizam kao preslikavanje u Vect.

Dokaz. Pretpostavimo da je i: V' — W morfizam kofiltriranih vektorskih prostora koje je
injekcija kao preslikavanje vektorskih prostora. Bilo koja dva morfizma kofiltriranih vektor-
skih prostora f, g: U — V su ujedno i preslikavanja vektorskih prostora, pa ako za njih vrijedi

io f = 1o gondaslijedi f = g jer je « monomorfizam vektorskih prostora. Obratno, neka
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je i: V. — W monomorfizam u kategoriji proVect. Dokazujemo da je ¢ injekcija. Pretposta-
vimo suprotno, tj. da postoje elementi v,w € V takvi da je v # w ii(v) = i(w). Neka su
f,g: k — V linearna preslikavanja definirana s f(1) = vi g(1) = w. Ona su o€ito morfizmi u
kategoriji proVect i razliditi su, a vrijedi ¢ o f = i o g $to je u kontradikciji s pretpostavkom da

je ¢ monomorfizam u kategoriji proVect. [
Ova propozicija nije bitna za dalje izlaganje, ovdje je samo zbog potpunosti.

Propozicija 3.4.16. Morfizam u kategoriji proVect je epimorfizam u proVect ako i samo ako

Jje upotpunjenje njegove slike u Vect jednako cijeloj njegovoj kodomeni.

—

Dokaz. Pretpostavimo da je p: V' — W morfizam u kategoriji proVect i p(V) = W. Neka
je f,g: W — Z paralelan par morfizama u kategoriji proVect za koji vrijedi f op = g o p.
Svaki element v upotpunjenja m = W moZe se prikazati kao formalna suma elemenata u
p(V), v = >, vy, po propoziciji 3.4.7. Bududi da preslikavanja f i g distribuiraju po formalnim
sumama, ako se podudaraju na p(V’) moraju se podudarati na cijelom m tj. mora biti f = g.

Obratno, pretpostavimo da je p: V' — W epimorfizam u kategoriji proVect. Dokazat ¢emo
da je m = W. Pretpostavimo suprotno, tj. da m # W. Tada je kvocijent W/m netri-
vijalan vektorski prostor. Po propoziciji 3.4.12 to je kofiltrirani vektorski prostor 1 kvocijentno

preslikavanje ¢: W — W/m je morfizam u kategoriji proVect. Ocito je g o p = 0. Par

f:=1idogq, g :=00q: W — W /p(V) su tada morfizmi u proVect za koje vrijedi f # g i

f op = gopsto je u kontradikciji s time da je p epimorfizam u kategoriji proVect. [

3.4.4 Koprodukti i kolimesi u kategorijama Pro®V i proVect

Postojanje 1 konstrukcija kolimesa dijagrama u kategoriji proVect ¢ija je domena usmjeren skup
kofinalnosti N, bit ¢e potrebni za dokaz da kategorija Indy proVect dopusta koujednacitelje i da

oni komutiraju s tenzorskim produktom koji éemo na toj kategoriji definirati.

Propozicija 3.4.17. (Koprodukt u Pro®V.) Neka kategorija V posjeduje koprodukte. Tada
kategorija Pro®V posjeduje koprodukte i kategorija Progy V' posjeduje koprodukte familija in-
deksiranih skupom kardinaliteta < N,

Detaljnije, koprodukt familije {V®)}icr u Pro®V, V) = ({V;(k)}ielk’ {9255];)}), ke K, je
kofiltracija V' = ({Vi}ier, {¢ji}) konstruirana na sljedeci nacin. Indeksni usmjereni skup je

I=]]L,
keK

komponente kofiltracije su

Vii= [ [V, zai = (in)rer € 1
keK
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i vezna preslikavanja su ¢;;: V; — Vj,

Gji = H ¢§I:2k7 za usporedive i = (iy)kerc = J = (Jr)ker u 1.
keK

Komponente 1%): V) — V univerzalnog kokonusa dane su predmorfizmima kofiltracija sas-

tavljenima od kanonskih preslikavanja u koprodukte

o = (m: T L (P v [ Vi bien),

ke K

gdje je my.: I — Iy, projekcija iz produkta u komponentu, my (i) = iy za i = (ig)kex € 1.

Dokaz. Ocito je V usmjereni sustav u V), a kofiltracija je jer je koprodukt epimorfizama epi-
morfizam. Zaista, pretpostavimo da imamo dva preslikavanja «v i 5 koje [ [, fx ujednacuje i

da je svaki f; epimorfizam.

]_[ € fk @
erK Ay, L) erK By, :> C

B
T T

A, L s B,

Tada za svaki k € K vrijedi da [ [, 5 fx © ti = & o fi, ujednacuje o i 3. Budu¢i da je svaki
fx epimorfizam, slijedi da (2 ujednauje o i 3 za svaki k € K. Po univerzalnom svojstvu
koprodukta, postoji jedinstveno preslikavanje | [,_,- B — C takvo da je na komponentama
jednako a0 tP = o2, Dakle, @ mora biti jednako 3. Time je dokazano da je koprodukt
epimorfizama epimorfizam i da je V' kofiltracija.

Sada dokazujemo da je konstruirana kofiltracija V' = ({V;}icr, {¢;i}) zajedno s preslikava-
njima .®: V® -V ke K,

) = (T — I, {Lz(k): Viik) — H V;ik)}iel)
keK

koprodukt u Pro®V danih kofiltracija. Preslikavanja :(*) su ogito predmorfizmi kofiltracija.
Neka je dana kofiltracija Z = ({Z,}nes, {Tmn}) 1 neka je za svaki k € K dan predmorfizam
g® . vH - 7z

g% = e {gD: VI = Z,})

k(n
Po univerzalnom svojstvu koprodukta za svaki n € J postoji jedinstveno preslikavanje
: (k)
P [ ] Vi = 2o
keK
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takvo da za svaki k € K komutira sljedeci dijagram

()
HkEK V)\k (n)

(k)
VAk(n)
Familija morfizama {h,, },c €ini predmorfizam kofiltracija h: V' — Z $to je vidljivo iz slje-
deceg dijagrama. Za svaki vezni morfizam 7,,, i svaki £ € K postoji komponenta V,u(;]:()n m)
kofiltracije V'*) takva da je unutranji peterokut komutativan. Vanjska iscrtkana preslikavanja
su koprodukti iscrtkanih preslikavanja medu komponentama. Slijedi komutativnost vanjskog

peterokuta.

Tmn

(k)
N V(k‘) 9m y

-~ (k)
Tt~ __ Ve HkEK V)\k(m)

Ocito vrijedi daje h o t®) = ¢¥) za svaki k € K.
Sada dokazujemo jedinstvenost takvog morfizma. Pretpostavimo da postoji joS jedan pred-

morfizam e: V — Z za koji vrijedi e o 1(®) = ¢(®) za svaki k € K. Neka je e zadan familijom

k
fen: [TVl = Zutnes
keK
Promotrimo sljedeéi dijagram. Buduéi da je e o «/®) = h o (%) to postoji za svaki k komponenta
Vn(f()n) 1 iscrtkana preslikavanja iz nje na dijagramu tako da komutira vanjski Sesterokut. Ko-

produkt svih tih preslikavanja su iscrtkana preslikavanja iz [ [, K?(f()n). Budu¢i da komutira
vanjski Sesterokut, komutiraju gornji lijevi i donji lijevi Cetverokut za svaki k € K i preslika-

vanje iz koprodukta jedinstveno je odredeno preslikavanjima iz svih komponenti koprodukta,
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slijedi da komutira i unutrasnji ¢etverokut. Dakle, predmorfizmi / i e su ekvivalentni.

(k) } )
V)\k(n) L[k’EK V)\k( )

Ako su zadane kofiltracije s indeksnim skupom kofinalnosti najvise N, i ako je K prebro-
jiv, onda je ocito I kofinalnosti najvise N, pa je konstruirana kofiltracija unutar potkategorije
Prog V. O

0

Propozicija 3.4.18. (Koprodukt u proVect.) Neka je K skup kardinaliteta < W, i neka je
(VL ck familija u kategoriji proVect, V*) ~1lim V®), V) = ({V; }ie]k7 {#;i}), uz pro-
Jjekcije {ngk) VR Vi(k)}ie[k, k € K. Tada je koprodukt u Vect

V= H AR VA A T I

keK

uz kofiltraciju V- = ({V;}ier, {¢5:}) koja je koprodukt u Pro§ Vect familije {V*)} e :

I=]]

keK

Vi —H i ,zaz- (i )kex € 1

keK

bji = H ¢§k2k’ za usporedive i = (ig)rere = J = (Jr)ger u 1,
keK

i uz projekcije
7er = ngj): V>V, zat= (ig)ex €1

keK
koprodukt u kategoriji proVect familije {V*)},.x. Kofiltracija na V* jednaka je inducira-
noj kofiltraciji na V* kao potprostoru od V- pa V*) moZemo gledati kao potpun potprostor
kofiltriranog vektorskog prostora V.

Dokaz. Po propoziciji 3.4.17 V' = ({V;}ier, {¢j:}) zaista jest kofiltracija i koprodukt u katego-
riji Proj Vect familije {V'*)},cx. Buduci da su kategorije proVect i Proj Vect ekvivalentne,
preostaje dokazati da je lim V' zaista V' i da su kanonska preslikavanja +(*): V(*) — 1/ u kopro-

dukt u Vect inducirana kanonskim predmorfizmima V'*) — V" u koprodukt u Pro ,Vect.
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Kanonsko preslikavanje V' — Vu upotpunjenje je injekcija jer za svaki element v € V
razli¢it od 0 postoji komponenta V; u koju se on po projekciji ) preslika u element razli¢it od
0. Mozemo dakle gledati V' kao potprostor od V. Svaku komponentu V *) moZemo gledati kao
potprostor od V' 1 time kao potprostor od V. Pritom je ogito kofiltracija V' *) na V%) jednaka
induciranoj kofiltraciji na V' *) kao potprostoru od v, paje V) potpun potprostor od V.

Nekaje >, v) formalna sumau 1% Ciji su svi sumandi u V. Prvo ¢emo zamijeniti tu formalnu
sumu formalnom sumom iste vrijednosti ¢iji je svaki sumand unutar neke komponente V *) i svi
sumandi su iz razli¢itih komponenti i zatim zakljuciti da je takva suma nuzno konac¢na, dakle s
vrijednosti unutar V. PoCetna suma je formalna pa je skup {\ | m;(v)) # 0} konacan za svaki

1 € I. Svaki sumand vy moZe se zapisati kao direktna (konacna) suma elemenata komponenti

vk v,
Uy = Z Ug\k)

keK
U ovom dokazu kao inace sa )| oznatavamo kona¢nu sumu pribrojnika razli¢itih od 0. Za svaki

1= (ik)keK € ]]C

k < k k
() =7 O o) =Y 2P (),
k

k

Sto je direktna suma elemenata komponenti V;ik) koprodukta [ [, _x Vlik) Buduci da je ta suma
direktna imamo:
Vivy) = 0= (VE)(x® (™) = 0
7 (o) = 0= (¥h) (m (o) = 0)

Slijedi da je za svaki i € I skup {(\ k) | W}/(vg\k)) # 0} konaCan, to jest suma ), ; vg\k)

je formalna suma iste vrijednosti kao », v, a €iji su svi sumandi elementi komponenti V),
Svaka podsuma formalne sume je formalna suma pa je za svaki k suma ), v/(\k) formalna suma
uVi njeni su sumandi svi unutar jedne komponente V' *). Ozna¢imo li njenu vrijednost s v*),
buduéi da je svaki V*) potpun, vrijedi v*) € V*)_ Sada grupiranjem sumanada dobivamo da

je suma ), v®) formalna suma vrijednosti jednake prethodnima,

(k) (k) k

Zv,\ = Zv)\ = Z(ZUA ) = Zv( ).

) kA koA k
Formalna suma ), v®) sadrZi netrivijalne sumande iz najvi$e kona¢no mnogo komponenti
V() jer u protivnom bismo mogli pronaéi komponentu V; = ek V;(kk) kofiltracije tako da
se beskonacno mnogo sumanada te formalne sume projicira u netrivijalne elemente te kom-
ponente. Dakle, to je kona¢na suma elemenata od V' i time je njena vrijednost unutar V' =
11, V() paslijedi da je vrijednost pocetne formalne sume u V.

Dokazali smo time da V < V sadrzi vrijednosti svih formalnih suma sa sumandima u

V', pa je po propoziciji 3.4.8 V potpun. Time je dokazano V =~ lim V. Nadalje, lako se
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vidi da su kanonska preslikavanja (*): V/(¥) — ¥/ u koprodukt u Vect inducirana kanonskim

predmorfizmima V*) — V|

L(B)

V(%) [ Lk v (k)
”5:) ke 7%(?
A i s 1L VI
iK keK Vig

]

Napomena 3.4.19. Za koprodukt familije indeksirane skupom kardinaliteta < N, u katego-
riji proVect =~ Proy Vect moZe se uzeti i sljedeCi kofiltrirani vektorski prostor. Neka je
(V) =~ lim V®} . familija u proVect. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti
da je indeksna kategorija svake kofiltracije izomorfna s N. Indeksnu kategoriju iz prethodnog

dokaza zatim takoder moZemo zamijeniti s u njoj kofinalnom N. Definiramo:

V=] [V®™uVeet, {®:v® vy

keK
Vo= [ [V
keK
¢mn: Vn - Vma ¢mn = L[ 9251(7]%

ke K

Tada je V uz kofiltraciju ({V},}, {¢mn}) i komponente {:(¥)} koprodukt u kategoriji proVect
familije {V )}, k.

Korolar 3.4.20. Neka kategorija V ima kolimese svih dijagrama. Tada kategorija Pro®V ima
kolimese svih dijagrama, a kategorija Prog V' ima kolimese svih dijagrama cija je domena I
usmjeren skup kofinalnosti najvise N, te kolimese svih dijagrama cija domena I ima prebrojiv

skup morfizama Morl.

Dokaz. Prvatvrdnja je posljedica propozicija 3.4.113.4.17 i poznate Cinjenice da kategorija ima
sve koujednacitelje i koprodukte ako i samo ako ima sve kolimese, [MacLane]. Naime, kolimes
funktora F': I — V (u naSem slu€aju iz male kategorije /) konstruira se kao koujednacitelj u

sljede¢em dijagramu:

H(s: i—j)eMorl F<Z) : Hz’e[ F(Z) ““““““ > C
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U tom dijagramu preslikavanja v i 5 su jedinstvena preslikavanja iz koprodukta inducirana
po univerzalnom svojstvu sljedeéim preslikavanjima iz komponenti koprodukta: za s: ¢+ — j
morfizam u /

opt F(i) 5 F(i) — [ [ F(i)

i€l
B F(i) "5 F(j) - [ [ FU
iel
Lako je provjeriti da je koujednacitelj tog dijagrama upravo kolimes dijagrama F'.
Za dokaz druge tvrdnje treba samo dodatno zamijetiti da su oba koprodukta u gornjem dija-
gramu indeksirana prebrojivim skupom ¢im se usmjeren skup / kofinalnosti najvise N, zamijeni
svojim kofinalnim podskupom izomorfnim s N ili ¢im je Mor/ prebrojiv skup. Oba koprodukta

su tada unutar Proy V pa je i koujednacitelj unutar Pro}, V. [

Poznato je i lako se pokaZe da je koujednacitelj u kategoriji vektorskih prostora paralelnog

para f,g: A — B jednak kvocijentnom preslikavanju B — B/W za W = Im(f — g).

Propozicija 3.4.21. (Koujednacitelj u proVect.) Neka su f,g: A — B dva morfizma u katego-
riji proVect. Neka je B — B/W njihov koujednacitelj u Vect, W = Im(f — g). Tada je njihov
koujednacitelj u proVect jednak kvocijentnom preslikavanju B — B/ w.

Dokaz. Neka su kofiltracije na A i B dane s A = {(A,}ners {Pmn}) 1 B = ({(Bn}nes, {¥mn})
redom i neka su predmorfizmi (A, {f,.}nes) 1 (A, {gn}nes) redom inducirani morfizmima f i g.
Predmorfizmi su odabrani tako da funkcije A\ budu jednake, $to je moguce jer je I usmjerena
kategorija. Koujednacitelj u Proy Vect ta dva predmorfizma je dokazu propozicije 3.4.1 kons-
truiran po nivoima: za svaki n € J je h,: B, — (), koujednacitelj u Vect para f,, g, 1 za
svaki usporedivi par m < n je T, C,, — C,, jedinstveni morfizam koji proizlazi iz univerzal-
nog svojstva koujednacitelja h,,, tj. jedinstveni morfizam takav da je desni kvadrat na sljede¢em

dijagramu komutativan.

Axm) =B, —C,

Aoy 2 Bp—m 0

Projekcija wf(n) je epimorfizam pa je koujednacitelj h,, para f,, g, jednak koujednacitelju

tog para pretkomponiranog s ﬂ/(‘(n) na sljede¢em dijagramu: f, o ﬂ/(‘(n), Jn © ﬂ/(‘(n). Taj je par
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zbog sekvencijalne komutativnosti lijevog kvadrata na dijagramu jednak paru 72 o f, 72 o g.

Q

B
ﬂ—)\(n) ‘
B

/\}
\_% n—>Cn

Koujednacitelj u Vect tog para jednak je kvocijentnom preslikavanju
B, — Bn/1m<7rrl? of— 77;3 °g),

a vrijedi Im(7 o f — 72 0 g) = Im(7? o (f — g)) $to je jednako 72 (Im(f — g)). Dakle,

konstruirani koujednacitelj u Proy Vect po nivoima je dan kvocijentnim preslikavanjima
hn: By — By/m; (Im(f — g))

i preslikavanjima 7,,,,, induciranim medu kvocijentima preslikavanjima 1),,,,,. Po konstrukciji ko-
filtracije na upotpunjenju potprostora kofiltriranog vektorskog prostora u propoziciji 3.4.5 i po
konstrukciji kofiltracije na kvocijentu kofiltriranog vektorskog prostora po svom potpunom pot-
prostoru u propoziciji 3.4.12 vidimo da je dobivena kofiltracija ({ B,, /72 (Im(f—9)) }ne.s, {Tmn})
kvocijentna kofiltracija kofiltriranog vektorskog prostora B /Imﬁt g) i da je predmorfizam

({hn}nes) upravo predmorfizam kofiltracija induciran kvocijentnim preslikavanjem

h: B — B/Im(f — g).

Dakle, kvocijentno preslikavanje / je, uz kvocijentnu kofiltraciju na kodomeni, koujednacitelj

u kategoriji proVect para f, g. [l

Propozicija 3.4.22. (Filtrirani kolimes u proVect.) Neka je C = ({C™} e, {Gmn}) usmje-
reni sustav u kategoriji proVect, gdje je K usmjeren skup kofinalnosti najvise Ny. Neka je W

vektorski potprostor od | |, _;- C (") generiran elementima skupa
{c—e|i,jeK,ceCDeeCY (k=1i,5)(drlc) = drje))}.

Tada je potprostor W potpunu | |, C () W = W, i kolimes u kategoriji proVect tog usmje-

renog sustava jednak je | | _;- C () /W uz kanonsku kvocijentnu kofiltraciju i kanonske kompo-

nente univerzalnog kokonusa koje su kompozicija inkluzije i kvocijentnog preslikavanja,

@ < H o H ™ /W,

nek nekK

Dakle, kolimes usmjerenog sustava u kategoriji proVect jednak je kao vektorski prostor ko-
limesu tog usmjerenog sustava u kategoriji Vect. Ako je C filtracija u kategoriji proVect,

komponente univerzalnog kokonusa u kategoriji proVect nad filtracijom C' su monomorfizmi.
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Dokaz. U dokazu propozicije 3.4.20 objasSnjeno je da se kolimes u proVect konstruira kao

koujednacitelj u proVect

[Ti<;) C% #& [T C® ==mmmmmmmm- > [ Lcx C®/Im(a — B)

Pritom koristimo ¢injenicu da je koprodukt u proVect kao vektorski prostor jednak koproduktu
u Vect, koja je dokazana u propoziciji 3.4.18, 1 opis koujednacitelja u proVect koji je dan u

propoziciji 3.4.21. Preslikavanja « i 5 dana su komponentama: za svaki par¢ < ju K

gy CV 500 - ]_[ c Bicj: CV W o H o

ke K keK

Potprostor Im(« — /) generiran je dakle skupom
{c—cl|i,je K i<jceCY eeCY ¢i(c)=e}.
Lako se vidi da je taj potprostor onda generiran i nesto veéim skupom
{c—el|i,je K, ceCD eecCY (k=i 7)(dri(c) = drile))}

to jest jednak W.

Dokazujemo sada da je W = Im(a — ) potpun ako je C usmjeren sustav u proVect. S tom
svrhom pretpostavimo bez smanjenja opcenitosti da je indeksni usmjereni skup tog usmjerenog
sustava jednak N, za slucaj da je kofinalnost od K jednaka X,. U slucaju da je manja, tvrdnja
slijedi trivijalno. Neka je >}, w, formalna suma u W ¢iji su svi sumandi u W. Lako se vidi da

je potprostor W generiran skupom
{C( ) (k+1 ‘ ke N c (k) c C(k (k+1) c C«(k+1 ¢(k+1)k(c(k)) _ e(kz—i—l)}‘

Svaki sumand w) je kona¢na suma takvih generatora, pri cemu generatore koji dolaze iz istog
para C®) C*+1) moZzemo zbrojiti zbog jedinstvenosti veznog morfizma ®k+1)k- Dakle, svaki
sumand w) moZemo zapisati kao ovakvu konacnu sumu takvih generatora:

(CE\I) . (2)) + (CE\Q) . (3)) + .+ (C(NA) . 6E\NA+1)).

wx = € € A

Kao u dokazu propozicije 3.4.18 o koproduktu u proVect zakljuujemo: (i) iz m;(wy) = 0
(= + ) =0, L m(—=eM™ + ™) = 0, m(eMTY) = o0, (i) iz

toga zatim slijedi da je sljede¢a suma formalna i vrijednosti jednake pocetnoj:

k k
Z( ()—I-Cg\)),

Mk

slijedi wl(c/\ ) =10,
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(1)

pri Cemu je svaki e, ’ = 0, a iz toga (iii) da su sljedece podsume formalne:

Zc)\ , Z +CE\)),..., Z(—e&k) +cg\k)),...

A

te da je ovo formalna suma vrijednosti jednake pocetnoj:

2= + ).
koA
Oznacimo vrijednost formalne sume ), cf\l) s ¢ e CW, Vezni morfizam ¢, distribuira po
formalnim sumama pa jei;, 65\2) =D ¢21(c/\ ) = ¢o1(cM)) formalna suma. Ozna¢imo njenu
vrijednost s ¢, O¢ito je ¢V — e e . Dalje zaliuquemo daje >, cA ) formalna suma jer
je jednaka zbroju po ¢lanovima formalnih suma ), (— ! 2 e 5 ) > /\(e 3 ) Daljim analognim

zaklju€ivanjem na kraju dobivamo da je poCetna formalna suma vrijednosti

Zw,\ — @) 4 (P —e®) 44 (B ety

pri éemu je svaka razlika ¢®) — e+ u I, a iz toga, sli¢no kao u dokazu propozicije 3.4.18
o koproduktu u proVect, da ta suma mora biti konacna. Dakle, poCetna formalna suma ima
cm,

Bududi da je tada kolimes u proVect kao vektorski prostor jednak kolimesu u Vect, kom-

vrijednost u WW. Po propoziciji 3.4.8 TV je potpun potprostor od [ [,
ponente univerzalnog kokonusa su injekcije, jer su u Vect injekcije po propoziciji 3.1.9. Te
komponente su onda monomorfizmi u proVect po propoziciji 3.4.15.

]

3.4.5 Tenzorski produkt monomorfizama je monomorfizam

Propozicija 3.4.23. Upotpunjeni tenzorski produkt dvaju monomorfizama u kategoriji proVect
odnosno proVectFin je monomorfizam. Jezgra upotpunjenog tenzorskog produkta f ® g mor-
fizma f i monomorfizma g u proVect odnosno proVectFin je upotpunjeni tenzorski produkt

Jezgre morfizma f i domene monomorfizma g.

Dokaz. Nekasu f: V — Zig: W — T monomorfizmi kofiltriranih vektorskih prostora.
Dokazat éemo da je f ®id monomorfizam, gdje je id: W — W identiteta. Analogno bi se
dokazalo da je id ® g monomorfizam, iz Cega bi slijedilo da je f®g = (f®id) o (Id®g)
monomorfizam.

Neka su {eq }a, {€3}5 formalne baze redom za V' i W. Tada je {e, ® €3} (a,5) formalna baza
za V. ® W po propoziciji 3.3.14. Pretpostavimo da je v € V ® W takav da je (f ®id)(v) = 01

neka je izraz ), 5lapea ® e’ﬁ formalna suma s vrijednosti v.
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Tada je za svaki [ izraz ), t,5€, takoder formalna suma. Zaista, za proizvoljan fiksirani
f postoji j takav da je 7" (e};) # 0. Za svakii € I je skup {a | tasm) (ea) ® 7}V (€j) # 0}
konacan, pa jer je 7" (e};) # 0 mora biti skup {c | tos7} (€q) # 0} konacan.

Oznacimo sada za svaki 3 s vg vrijednost te formalne sume ) t.ge,. Tada je . 508 ® €
takoder formalna suma i vrijednost joj je jednaka vrijednosti poCetne sume. Preslikavanje f ®id
distribuira po formalnim sumama pa je 0 = >, f(vs) ® €. Postoji j takav da bazu od W Cine
slike po 7} elemenata baze {ez} s koji se ne preslikaju u 0 i takav da je 7" (e;) # 0. Buduéi

da je tada

Ml (flug) @7t () = 0,
B

a skup svih 7" (e};) # 0 je linearno nezavisan, proizlazi da je m; (f(vs)) = 0. To vrijedi za
svaki k, pa je f(vg) = 0. Iz toga slijedi vz = O jer je f monomorfizam i monomorfizmi u
proVect su injekcije po propoziciji 3.4.15.

Sli¢no se dokazuje druga tvrdnja propozicije. Neka je f morfizam V' — Z u proVect i g

monomorfizam W — 7" u proVect. Dokazujemo da je

Ker(f &) = Ker(f) © .

Vrijedi f®¢g = id®g o f®id, a po prethodnome dokazanom id ® ¢ je monomorfizam. Jez-
gra monomorfizma je trivijalna pa je Ker(f ®g) = Ker(f ®id). Dovoljno je dakle dokazati
Ker(f ®id) = Ker(f)® W. O¢ito je Ker(f) @ W < Ker(f ®id). Dokazujemo Ker(f ®id)
Ker(f)®W. Jednako kao u dokazu prethodne tvrdnje zakljuci se da za svaki v € V@ W,
v = >,;05 @ e, takav da je (f®id)(v) = 0 vrijedi f(vg) = 0 za svaki 8. Dakle, vrijedi
Ker(f®id) < Ker(f)Q@W.

[
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Poglavlje 4

Kategorija indVect filtriranih vektorskih

prostora

4.1 Definicije

U poglavlju prije prethodnog definirani su usmjereni sustav u V, predmorfizmi usmjerenih sus-
tava i njihova kompozicija, morfizmi usmjerenih sustava i njihova kompozicija, te kategorija
usmjerenih sustava u V. Kategorija usmjerenih sustava u V je ekvivalentna kategoriji poopce-
nih usmjerenih sustava u V, a ona je ekvivalentna kategoriji ind-objekata u ), pa je oznaCavamo
s IndV.

4.1.1 Kategorija Ind’V filtracijau V

Definicija 4.1.1. Filtracija je usmjereni sustav kod kojeg su sva vezna preslikavanja monomor-

fizmi. Morfizam filtracija je morfizam usmjerenih sustava.

Kategorija filtracija u kategoriji V je puna potkategorija kategorije usmjerenih sustava IndV

¢iji su objekti filtracije u V. Oznacavamo je s Ind*V.
Definicija 4.1.2. Ny-filtracija je filtracija ¢ija je indeksna kategorija kofilnalnosti najvise N.
Kategoriju No-filtracija u kategoriji V oznatavamo s Indy, V.

4.1.3. Kategorija V je puna potkategorija kategorije filtracija u ). Imamo sljede¢i niz ulaganja
kategorija
V — Indy V — Ind’V — IndV,

pri ¢emu je prvo ulaganje pridruZivanje odgovarajuce konstantne filtracije objektu iz V.
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Propozicija 4.1.4. Svaka filtracija u Vect (odnosno VectFin) ima kolimes u Vect. Sve su kom-

ponente kolimesa filtracije monomorfizmi.

Dokaz. Neka je V' = ({V;}ier, {¢;:}) filtracija u Vect. Za prvu tvrdnju vidi propoziciju 2.4.3
o egzistenciji filtriranih kolimesa u Set i Vect. Dokazujemo drugu tvrdnju. Oznacimo s
ti: V; — colim V' komponente univerzalnog kokonusa. Pretpostavimo da za v, w € V; vri-
jedi ¢;(v) = ¢;(w). Po propoziciji 2.4.3 to vrijedi ako i samo ako postoji k € [ takav da je
ori(v) = ¢ri(w). Bududi da je svaki vezni morfizam filtracije injekcija, slijedi v = w. Dakle,

svaka je komponenta univerzalnog kokonusa injekcija. [

4.1.4.1. Cesto piSemo za 1;(v) € colim V' umjesto [v] jednostavno v.

4.1.2 Kategorija indVect filtriranih vektorskih prostora

Definicija 4.1.5. Filtrirani vektorski prostor je vektorski prostor V' zajedno s Ny-filtracijom V'

u Vect takvom daje V' = colim V.

Filtrirani vektorski prostor V' = colim V' zadan je dakle komponentama V; := V' (i), veznim
preslikavanjima ¢;;: V; — V; := V(i — j) filtracije, vchom univerzalnog kokonusa V' nad tom
filtracijom i komponentama kokonusa ¢} : V; — V. Po propoziciji 4.1.4 sve su te komponente

kokonusa monomorfizmi, a zovemo ih injekcije.

4.1.5.1. Ovdje nije nuZno da se ograni¢imo u definiciji na Ny-filtracije. Svi teoremi u ovom
poglavlju vrijede za cijelu kategoriju filtracija u Vect. Ogranicenja su tu samo zbog toga $to su
takva ograni¢enja nuzna za kategoriju kofiltriranih vektorskih prostora. Naime, bez ograni¢ava-
nja na Ny-kofiltracije ne vrijedi nuzno da je limes kofiltracije neprazan i ne vrijede mnogi nuzni
teoremi. OgraniCenja su ovdje u svrhu simetrije: dual filtriranog vektorskog prostora bit ¢e ko-

filtrirani vektorski prostor i obratno. Za sve te kategorije vrijedit ¢e teoremi koje priZeljkujemo.

Definicija 4.1.6. Morfizam filtriranih vektorskih prostora V= colim V' 1 W = colim W, gdje
su filtracije dane sa V' = ({V;}icr, {0xi}), W = ({V}}jes, {11;}), je svako linearno preslikava-
nje f: V — W takvo da za svaki 7 € [ postoji j € J i linearno preslikavanje f;;: V; — W; za

koje je sljedeéi dijagram komutativan:

%
]
Vi

to jest, simbolima, takvo da vrijedi (Vi € I)(3j € J)(3f;i: Vi = W;)(t] o fi = for)).

!
_—

W
fii e

%

~
<
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Ocito je kompozicija g o f morfizama filtriranih vektorskih prostora f i ¢ morfizam filtiranih
vektorskih prostora. Kategoriju filtriranih vektorskih prostora i morfizama filtriranih vektorskih
prostora oznacavamo s indVect. Njenu punu potkategoriju filtriranih vektorskih prostora cije
filtracije su objekti kategorije Indy, VectFin, tj. imaju kona¢no-dimenzionalne komponente, 0z-

nac¢avamo s indVectFin.

Propozicija 4.1.7. Svaki morfizam filtriranih vektorskih prostora inducira jedinstveni morfizam
odgovarajucih Xy-filtracija vektorskih prostora i obratno na sljedeci nacin:

(i) Neka je f: V — W morfizam filtriranih vektorskih prostora i neka su filtracije na njima
dane s V = ({Vi}icr, {oni}), W = ({W;}jes, {¢1;}). Definiramo skup

H(f) :={f: Vi>Wjliel jeJ /o f=fou}.

Tada svaki izbor podfamilije oblika {fruyi: Vi — Wiutier S H(f) definira predmorfizam
filtracijaVV— W i svaka dva takva izbora definiraju ekvivalentne predmorfizme. PridruZivanje
koje morfizmu f filtriranih vektorskih prostora na ovaj nacin pridruzi morfizam filtracija postuje
kompoziciju.

(ii) Svaki predmorfizam Ro-filtracija { fru)i: Vi = Wi bier: V. — W odreduje jedinstveno
preslikavanje f: V — W medu kolimesima V =~ colimV, W =~ colim W tih filtracija takvo

da je za svaki1 € 1
L%) © f)\(i)i =fo LZV-

Ekvivalentni predmorfizmi odreduju isto preslikavanje f. PridruZivanje koje morfizmu filtracija
na ovaj nacin pridruzi morfizam filtriranih vektorskih prostora postuje kompoziciju.

Ta dva pridruZivanja su medusobno inverzna.

Dokaz. (i) Za svaki ¢ € I oznaCimo s K (i) skup indeksa j € J za koje postoji linearno pres-
likavanje fj;: V; — W; takvo daje ¢} o f;; = f o. Svaki skup K(7) je neprazan jer je f

morfizam filtriranih vektorskih prostora. Svako preslikavanje f;; je jedinstveno odredeno parom
W
J

kavanje ¢, : V; — Vj, vrijedi da za svaka dva preslikavanja f;; i f;; koja pripadaju skupu H (f)

(4, 7) jer su komponente kokonusa ¢;” monomorfizmi. Dokazujemo da za svako vezno presli-

s domenama V; i V}, postoji n € J takav da je sljedeci peterokut komutativan:

fik
Vp———— W,
~
\\wnj
\\
Y
¢k2 hWn
///
//"pnl
vi— D w, T
i—— W,
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Neka je n € J takavdajen > jin > [. Nasljedeem dijagramu su komutativna oba desna
bocna trokuta (kokonus s vchom W), lijevi bo¢ni trokut (konus s vthom V'), prednji i straznji

etverokut i .V je monomorfizam, pa je i donji peterokut komutativan.

V—eW

OpéSirnije, vrijedi
w W ,
Ly © Ui © fi © Pri = 1" © fir © P
= foul oo
= foil
= 1,0 0tn; 0 fji

i /" je monomorfizam pa slijedi

Y1 © fi © Pri = ¢nj o fji-

Za svaki ¢ € [ odaberimo \(:) € K(i). Iz prethodno dokazane tvrdnje slijedi da je
(A, {fxq)i}) predmorfizam filtracija V' — W. Takoder, prethodno dokazana tvrdnja za k = i
pokazuje da su svaka takva dva predmorfizma ekvivalentna. Time je morfizmu f filtriranih vek-
torskih prostora pridruZen na kanonski nacin morfizam odgovarajucih filtracija. Dokazujemo
sada da to pridruZivanje poStuje kompoziciju. Neka su f: V — Wi g: W — Z morfizmi
filtriranih vektorskih prostora V' =~ colimV, W =~ colim W i Z =~ colim Z. Za predmor-
fizme (A, {fr@)i}): V — Wi (1, {guwyr}): W — Z odabrane na prethodni nacin vrijedi da
je njihova kompozicija

(10 A g © Fraid)

predmorfizam filtracija V' — Z takav da za svaki ¢ € [ vrijedi
05@(@')) O Gur@)AG) © fagyi =g o LY\[&) o fa@i =gofo %V-
Komponente tog predmorfizma nalaze se dakle unutar skupa
H(gof)={hw:Vi—Zy | tf ohgi=go foui},
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pa je predmorfizam pridruZen kompoziciji go f ekvivalentan kompoziciji predmorfizama pridru-
zenih f i g. Dakle, kompoziciji morfizama filtriranih vektorskih prostora g o f bit ée pridruzena
kompozicija odgovarajuc¢ih morfizama filtracija.

(ii) Obratno, neka je dan morfizam V. — W filtracija V. = ({Vi}ics, {01ri}) i W =
({W;}jes, {ti;}) svojim predstavnikom (A, { f;: V; — W(;)}). Dokazujemo da je tada s

{L%) o fir Vi— Whier

definiran kokonus nad V' s vthom W. Za svaki vezni morfizam ¢y;: V; — Vj postoji gornja

meda n para A(7), A(k) u J takva da je sljedeci dijagram komutativan.

T
Vi————— Wi
TS Pnaw
S
Pri N w.,,
/ PR N0
Vi————— W@

Budu¢i da su ¢} komponente kokonusa nad W iz prethodnog slijedi
L%i) o frodr = LE/ o ?ﬂm(k) o fro b = LZLV o wm(z’) ofi= L%) o fi.

Dakle, familijom {L%) o fi}ier je definiran kokonus nad V' s vchom W pa po univerzalnom
svojstvu kolimesa ona odreduje jedinstveno linearno preslikavanje f: V =~ colimV — W

takvo da je za svaki i € [
fou = LK‘&‘) o fi.

Ocito je f morfizam filtriranih vektorskih prostora. Uz to, vrijedi da je f; € H(f) za svaki
1 € I paiz toga i jedinstvenosti preslikavanja f s tim svojstvom slijedi da je ovo pridruZivanje
inverzno prethodnom pridruZivanju.

Dokazujemo sada da ekvivalentni predmorfizmi na ovaj nacin definiraju isti kokonus i time
isto preslikavanje f. Neka je (1, {g;: V; — Wy }) predmorfizam ekvivalentan f. Za svaki

i € I postoji gornja meda n para A(i), (i) € J takva da je sljedeéi dijagram komutativan

Wi
/ ~ \wnk(i)
S
Vi W
x » )
W)
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pa vrijedi
L%) ofi= LXV 0 Ynr@) © fi = LTVLV O Ynu(i) © Yi = b,%-) © Gi-
Dakle, ekvivalentni predmorfizmi filtracija definiraju isto preslikavanje filtriranih prostora. Time
je na kanonski nacin svakom morfizmu filtracija pridruzen morfizam odgovarajuéih filtriranih
vektorskih prostora.
Dokazujemo sada da to pridruZivanje postuje kompoziciju. Neka su (A, {fi}ics): V > W

i(p,{9j}jes): W — Z dva predmorfizma filtracija. Oni odreduju jedinstvena preslikavanja f

Z

i g takva da vrijedi f o1} = [,Klfi) ofiigod) = L

o g;. Slijedi da za njihovu kompoziciju

(10 A {gaqi) © fitier)

za svaki ¢ € [ vrijedi
Lia) © 9@ © fi=go o fi=go foul.

Pridruzeno jedinstveno linearno preslikavanje h: V' — Z takvo da je L/f( @) ©9AG) © fi=hod)
za svaki ¢ € [ nuZno je tada jednako g o f. Dakle, kompoziciji dva predmorfizma filtracija
pridruZena je kompozicija odgovarajucih morfizama filtriranih vektorskih prostora.

PridruZivanja su ocito inverzna. ]

Za dva medusobno pridruzena morfizma filtracija V' — W 1 filtriranih vektorskih prostora
V' — W iz prethodne propozicije kaZzemo da su inducirani jedan drugim. Elemente skupa
H(f) zovemo komponente tog morfizma filtracija odnosno tog morfizma filtriranih vektorskih

prostora.

Korolar 4.1.8. PridruZivanje koje svakoj Xo-filtraciji V' u Vect pridruZi njen kolimes colim V' u
Vect, a svakom morfizmu X-filtracija V. — W njime induciran morfizam filtriranih vektorskih
prostora colim' V. — colim W je funktor koji je ekvivalencija kategorije Ny-filtracija vektorskih

prostora i kategorije filtriranih vektorskih prostora:
Indy, Vect = indVect.

Potkategorija Ny-filtracija u VectFin ekvivalentna je potkategoriji filtriranih vektorskih pros-

tora s konacno-dimenzionalnim komponentama,
Indy, VectFin = indVectFin.

4.1.9. Zamijetimo da postoji kanonsko ulaganje kategorija Vect — indVect (vektorski prostor
s konstantnom filtracijom) i zaboravni funktor indVect — Vect (zaboravlja filtraciju). Oba
funktora su vjerna, tj. injekcije na skupovima morfizama. Sli¢no je s ulaganjem VectFin —

indVectFin i zaboravnim funktorom indVectFin — Vect.
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4.1.3 Kategorija filtriranih skupova

Analogne propozicije vrijede i za Wy-filtracije u Set i filtrirane skupove. Ove definicije su

potrebne da bismo mogli definirati bilinearni morfizam filtracija u Vect.

Definicija 4.1.10. Filtrirani skup je skup S zajedno s Ny-filtracijom S u Set takvom da je
S = colim S. Morfizam filtriranih skupova S =~ colim S 1T = colim T, gdje su filtracije dane
s S = ({Sitier, {ok:}) 1T = ({T;}jes, {t0i;}), je svako preslikavanje f: S — T skupova sa

svojstvom

(VieI)3je ) fju: Si — T)(f ol =L o fi).

Propozicija 4.1.11. Svaka filtracija skupova ima kolimes u Set. Svaka komponenta kolimesa

filtracije skupova je monomorfizam.

Propozicija 4.1.12. Svaki morfizam X-filtracija S — T skupova inducira jedinstveni morfizam
S — T filtriranih skupova S = colim S i T' = colim T' i obratno. PridruZivanja su medusobno

inverzna i postuju kompoziciju.
Dokaz. Dokaz je potpuno analogan dokazu propozicije 4.1.7 za kategoriju Vect. [

Korolar 4.1.13. PridruZivanje koje svakom filtriranom skupu S = lim S pridruZi njegovu filtra-
ciju S, a svakom morfizmu filtriranih skupova f: S — T inducirani morfizam njihovih filtracija

Jje funktor koji je ekvivalencija kategorije filtriranih skupova i kategorije Ny-filtracija skupova,
indSet =~ Indy, Set.

Definicija 4.1.14. Kartezijev produkt filtracija S = ({S:}icr, {ori}) 1T = ({Tj}jes, {t;}) u
kategoriji Set je filtracija S x T' := ({S; % T} jyerx.t, {Pri X Vi;}).

Lako se provjeri da je prethodna definicija dobra, tj. da je kartezijev produkt monomorfi-

zama opet monomorfizam.

Definicija 4.1.15. Neka su V, W 1 Z filtracije u kategoriji Vect. Za morfizam filtracija
V x W — Z u Set kaZemo da je bilinearan ako su sve njegove komponente bilinearna presli-

kavanja.

Dovoljno je da sve komponente nekog predmorfizma budu bilinearne da bi komponente

svakog predmorfizma bile bilinearne.
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4.2 Tenzorski produkt na kategoriji indVect

4.2.1 ProsSirenje tenzorskog produkta s V na kategoriju Ind*V

Definicija 4.2.1. Neka je (V,®, k) simetri¢na monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva monomorfizma monomorfizam. Za dvije filtracije V: [ — V, W:J — V

definiramo tenzorski produkt filtracija V@ W : I x J — V kao kompoziciju
IxJ Y yy &y

Tenzorski produkt morfizama filtracija V.— V' i W — W', {iji su predstavnici redom pred-
morfizmi f = (X, {fi}ier) 19 = (14, {gj}jes), je morfizam filtracija V@ W — V' ® W' zadan
predmorfizmom f ® g := (A x 1, { fi ® g;}(ijerx.y)-

Dakle, tenzorski produkt V' @ W filtracija V' = ({V;}ier, {oki}) 1 W = ({W;}ies, {¢15})

zadan je komponentama

{Vi®@ W} jerxs

1 veznim morfizmima
{0k @ Ui Vi@ W — Vie @ Wit ik j—l)eMor(1x.7) -

Na isti na¢in moZe se definirati tenzorski produkt na cijeloj kategoriji Ind V usmjerenih
sustava u V. Mi éemo pokazati da je prethodna definicija dobra i da je (Ind* V', ®, k) simetri¢na

monoidalna kategorija, a dijelovi dokaza koji slijede impliciraju isto za kategoriju (Ind V, ®, k).

Propozicija 4.2.2. Definicija tenzorskog produkta filtracija i morfizama filtracija je dobra, tj.

vrijedi sljedece.
(i) Tenzorski produkt filtracija je filtracija.
(ii) Tenzorski produkt morfizama filtracija je dobro definiran morfizam filtracija.

Dokaz. (i) OCito je time zadan usmjereni sustav, a svaki vezni morfizam je monomorfizam jer
je tenzorski produkt dva monomorfizma u V monomorfizam.

(i1) Tvrdnja slijedi direktno iz funktorijalnosti tenzorskog produkta. Detaljnije, neka su
dane filtracije V' = ({Vi}ier, {01i}) i W = ({W;} e, {i5}) te filtracije V! = ({V/}hier, {};})
i W' = ({(Wj}jer, {1;}). Neka su dana dva predmorfizma f = (A, {fi}ier): V — V'i
g = (1, {g;}jes): W — W' Dokazujemo da je tada f ® g = (A x p, {f; ® gj}@ijyerx)
predmorfizam filtracija V@ W — V' @ W’.
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Bududi da su f i g predmorfizmi filtracija, za svaki par ¢ < k u [ postoji gornja meda p od
A7) 1 AM(k) u I i za svaki par j < [ u J postoji gornja meda  od (7)1 p(1) u J' takve da su

sljedeéa dva peterokuta komutativna:

bi
Ve—"—V{w_ W —=—=Wy
m‘ m‘
Dk Vp/ V5 W;
/ 1A
Vi——— W Wj———W.05

Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta iz toga slijedi komutativnost ovog peterokuta:

fL®g
Vi @ Wi ———— V{,, @ Wy,

Sty Sy

Dri®@Yi; VZD/ & W;

oA SV

/ /!
Vi@ Wi =557 Vaw ® Wai

Za svaki par (7,7) 1 (k,1) u I x J postoji dakle gornja meda (p, ) od (A(7), (5)) i (Mk), u(1))
u I’ x J’ takva da je prethodni dijagram komutativan, tj. dokazano je da je f ® g predmorfizam

filtracija.

Neka su sada dana jos dva predmorfizma f* = (X', {fi}ic1) i 9" = (¢, {9} }jes) ekvivalentna
redom predmorfizmima f i g. Dokazujemo da je tada predmorfizam f' ® ¢’ = (N x ¢/, {f/ ®

95} (i.jyerx) ekvivalentan predmorfizmu f ® g.
Buduéidaje f ~ f'ig ~ ¢, zasvaki i € I postoji gornja meda p od A(7) i (i) u I’ i
za svaki j € J postoji gornja meda r od p(j) i p/(j) u J' takve da su sljedeca dva Cetverokuta

komutativna:

Vi) /
v v

Vit

!/
Wi
/ m
W; W
x / %’(3)
Wu’ )
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Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta iz toga slijedi komutativnost ovog Cetverokuta:

Vi ® W)

y L2 ®¥ruis)
! !/
@ W; Vo, @ W
M o (5O ()

Vi ® W)

Vi

Za svaki par (i, j) I x J postoji dakle gornja meda (p, ) od (A(7), u(5)) 1 (N (4), i/ (7)) takva
da je prethodni dijagram komutativan, tj. f* ® ¢’ je predmorfizam ekvivalentan predmorfizmu

[f®g.
O

Propozicija 4.2.3. Tenzorski produkt filtracija u 'V je bifunktor
®: Ind*V x Ind*V — Ind*V.

Dokaz. Dokaz je jednostavna provjera da tenzorski produkt morfizama filtracija postuje kom-
poziciju i paru identiteta pridruzuje identitetu. Detaljnije, neka su f = (A, {fi}ics): V — V/,
9= (W Agitier): V! > V", d = (v {dj}jes): W — W'ih = (5,{lj}jer): W — W

predmorfizmi filtracija. Dokazujemo da vrijedi
(gof)@(hod)=(g@h)o(f@d).

Kompozicije predmorfizama su go f = (1o A, {gr@ © fi}) ihod = (kowv, {hyj od,;}) paje
(g0 f)® (hod) = (1o A r o). {(gre) © fi) ® (hugs) © d;)}) Sto je jednako predmorfizmu

(1, 1) o (A1), {{gai) ® hwiiy) © (fi ® dj)}) = (g @) o (f @ d).
Na kraju, tenzorski produkt dvije identitete je ocCito identiteta,

(id x id, {id ®id: V; @ W; — V; @ W} jperxs)-
O

Propozicija 4.2.4. Neka je (V,®, k) simetri¢na monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva monomorfizma monomorfizam. Tada je kategorija filtracija u V, Ind®V, uz

tenzorski produkt filtracija ® simetricna monoidalna kategorija:
(Ind*V, ®, k).

Njena puna potkategorija Indy, V je takoder simetricna monoidalna kategorija. Kanonska ula-
ganja
V — Ind} V < Ind*V

su jaki monoidalni funktori.
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Dokaz. Neka su {aywz}, {A\v}, {pv} i {ovw} asocijator, lijevi unitor, desni unitor i sime-
trizator za simetri¢nu monoidalnu kategoriju (V, ®, k). Asocijator « je prirodni izomorfizam

funktora pa definira izomorfizam filtracija ayw z po nivoima predmorfizmom (id, {av,w,z, }):

AV, W Zn,

VieW,)® Z, Vi@ (Wn®Z,)

(01: @V )®Tni D1 @Y ;j®Tn1)

ViW.Z

V,i@W;)® Z —% i@ (W, ® Zi)

i familija {aywz} je prirodna transformacija funktora:

Oy 1 yas!
iVi%k

(Vi @Wj)® 7,

VieW;® %)

(fi®g;)®hx fi®(g;®hy)

Vn) Wa(s) Zv (k)
_

(Vae) @ Wo) ® Zuw) Vi) ® (W) ® Zuw)

Na isti nacin lijevi unitor, desni unitor i simetrizator definiraju prirodne izomorfizme {Ay },
{pv}i{ovw}. Provjera da komutiraju pentagon asocijatora, trokut unitora i asocijatora, $este-
rokut simetrizatora 1 asocijatora i trokut simetrizatora i1 unitora svodi se na provjeru komutativ-
nosti na svakom nivou, a na svakom nivou dijagram je komutativan jer je jednak odgovarajuem
dijagramu u V.

]

4.2.5. Tenzorski produkt V' @ W dviju filtracija u kategoriji Vect dolazi zajedno s jo$ jednim

podatkom: kanonskim bilinearnim morfizmom filtracija V. x W — V Q W.
Lema 4.2.6. Tenzorski produkt dva monomorfizma u Vect (odnosno VectFin) je monomorfizam.

Dokaz. Nekasu f: V — V'ig: W — W’ monomorfizmi u Vect. Pokazat ¢emo da su f ® id
iid ® g monomorfizmi, iz ¢ega Ce slijeditidajei f ® g = (f ®id) o (id ® g) monomorfizam.
Dovoljno je dokazati da je f ® id monomorfizam, dokaz za id ® ¢ je analogan.

Neka je {e,}aca baza vektorskog prostora V' i {e’ﬂ} sep baza vektorskog prostora . Dakle,
{ea ® 6}3}(a,ﬁ)eAxB jebazaod V ® W. Neka je v proizvoljan element od V ® W,

v = Z Sapa @ € = Z(Z S5apCa) ® €5 = ng ® €.
a 5

o,p g

Pretpostavimo da je (f ® id)(v) = 0. Dokazujemo da tada vrijedi v = 0. Vrijedi
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0= (f@id)(v) = ), F(a) @€y = 3, ) tase] @y
B B v

"

gdje je > g€’ zapis od f(vg) u bazi (€]),er vektorskog prostora V’. Buduéi da je onda
{€! ® e}(s,1)eBxr baza vektorskog prostora V' ® W slijedi da je za svaki (3, ) koeficijent
tsy = 0. Dakle, za svaki 8 je f(vg) = .. tsye; = 0. Bududi da je f monomorfizam, iz toga
slijedi da je svaki vg nulvektor pa je i poCetni vektor v = )| 508 ® e} nulvektor. [

Korolar 4.2.7. Kategorija filtracija u Vect, Ind*Vect, je uz tenzorski produkt filtracija sime-
tri¢na monoidalna kategorija. Njene pune potkategorije Indy Vect i Indg VectFin takoder. Ka-
nonski funktori ulaganja

(Vect,®, k) — (Indy Vect, ®, k)

(VectFin, ®, k) < (Indy VectFin, ®, k)

dani konstrukcijom konstantne filtracije su jaki monoidalni funktori.

4.2.2 Tenzorski produkt na kategoriji ind Vect

Lema 4.2.8. Neka su V i W usmjereni sustavi u kategoriji Vect i V =~ colimV, W =

colim W njihovi kolimesi u Vect. Tada je
colim(V ® W) = colim V ® colim W.

Posebno, ako su V. = colimV, W =~ colim W filtrirani vektorski prostori, tj. V i W V-
filtracije, vrijedi colim(V QW) =V @ .

Dokaz. Neka su usmjereni sustavi dani sa V' = ({Vi}ier, {¢i}), W = ({Wj}jes, {t;}). Ten-

zorski produkti komponenti univerzalnih kokonusa
{1} ® L]W: Vi@W; = VWl jerxs
definiraju kokonus s vthom V' ® W nad usmjerenim sustavom
VW = ({V;®W;lijerxs; {on @ i;}),
pa odreduju jedinstveno preslikavanje ¢: colim(V ® W) — V. ® W takvo da je
gbOLij = L}/®L}/V,
gdje su sa ¢;; oznaCene komponente kolimesa V; ® W; — colim(V ® W).
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Dalje u dokazu koristimo propoziciju 2.4.3 u kojoj je opisan filtrirani kolimes u kategoriji
Vect. Svaki element kolimesa colim V' ® W je klasa ekvivalencije oblika [ Y] v ® wy] za neki

vektor Y vy, ® wy, iz neke komponente V; ® W;. Buduci da je ¢ o 1;; = 1} ® 1} vrijedi da je

S v @wi]) = Y [on] ® [wy],

gdje su [vg] 1 [wg] s desne strane klase ekvivalencija od vy, i wy, kao elementi colim V' i colim W
redom. Dokazat ¢emo da je ¢ injekcija i surjekcija.
Pretpostavimo da je > [vx] ® [wg] = 0. Zapisimo svaki [wy] kao linearnu kombinaciju

linearno nezavisnih vektora koji razapinju ljusku skupa {[wg]},
[wi] = > agelz].
t

Tada je

Z[“k] ® [wp] = Z Z ape|ve] @ [2] =0
k t

iz Cega zbog linearne nezavisnosti vektora {[z]}; slijedi da je za svaki ¢

Z et [Uk] = 0.

Dakle, postoji komponenta V;; i predstavnici v, € Vi klasa [vg]| redom takvi da je

Z gy, = 0.

k
Neka su z; predstavnici klasa [ z;], svi u istoj komponenti .. Tada slijedi da je u V;y ® Wy
ZZ ), ® 2z = 0.
t k
Oznacimo za svaki k s wj, sumu ), oy, 2. Tada je [wy] = [wg] 1 vrijedi
Z v}, @ wj, = 0.
k

Uz otprije poznato [vg]| = [v}] slijedi [vx ® wy] = [v}, ® w}] i
Dok @ wi] = Y vh ®wj] = 0.
k: k:

Dakle, ¢ je injekcija.

Sada dokazujemo da je preslikavanje ¢ surjekcija. Svaki element tenzorskog produkta
colimV & colim W je oblika > [vx] ® [wy], gdje sve reprezentante v, moZemo pronaci u
istom V; 1 sve reprezentante w;, u istom IW;. OCito je ovaj element tada slika po ¢ klice
> vk ® wy]. O
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Lema 4.2.9. Nekasu f:V — V'ig: W — W’ morfizmi filtriranih vektorskih prostora induci-
rani predmorfizmima njihovih filtracija (X, {f;}icr): V. — Vi (1, {g}jes): W — W'. Tada
Je morfizam filtriranih vektorskih prostora VW — V' Q W' induciran tenzorskim produktom
predmorfizama filtracija (A x p, {f; ® g;}) jednak f ® g.

Dokaz. Za svaki (i,j) € I x J postoji (\(2), (7)) € I' x J' takav da postoji preslikavanje

fi ® g; za koje je sljedeci dijagram komutativan.

®
Vew —'% L yview
LZV®L}/V LY’@L;V,
fi®g;

VioW; Vi) @ Wi

Zaista, za svaki ¢ € I postoji A(7) € I’ i za svaki j € J postoji pu(j) € J' takvi da postoje

preslikavanja f; i g; za koja su sljedeca dva dijagrama komutativna:

VR A v/ W W
L v/ LW w’
(3 L'L J L]
fi / 95 !
Vi———— V)\(i) Wj——" Wu(j)

1 po funktorijalnosti tenzorskog produkta slijedi komutativnost gornjeg dijagrama. 1z jedinstve-
nosti morfizma induciranog na filtiranim vektorskim prostorima s tim svojstvom, slijedi da je

taj morfizam jednak f ® g. ]

Definicija 4.2.10. Tenzorski produkt filtriranih vektorskih prostora V. =~ colmV 1 W =

colim W je filtrirani vektorski prostor
VW =colmV W

s filtracijom V ® W, zajedno s kanonskim morfizmom filtracija V- x W — V Q@ W. Tenzorski
produkt morfizama f i g filtriranih vektorskih prostora je f ® g, jedinstveno linearno preslika-
vanje medu kolimesima filtracija koje je inducirano tenzorskim produktom morfizama filtracija

induciranih s f i g.
Definicija je dobra zbog prethodne dvije leme.

Propozicija 4.2.11. Kategorija filtriranih vektorskih prostora je uz tenzorski produkt filtriranih

vektorskih prostora simetricna monoidalna kategorija

(indVect, ®, k).
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Njena puna potkategorija indVectFin je njena simetricna monoidalna potkategorija. Kanonski
funktori ulaganja
Vect — indVect

VectFin < indVectFin

su jaki monoidalni funktori. Kanonski zaboravni funktori
(indVect, ®, k) — (Vect, ®, k)

(indVectFin, ®, k)—(Vect, ®, k)

su jaki monoidalni funktori.

Dokaz. Kategorija filtriranih vektorskih prostora ekvivalentna je kategoriji Ny-filtracija u kate-
goriji Vect. Funktor koji je ekvivalencija medu njima preslikava tenzorski produkt filtriranih
vektorskih prostora u tenzorski produkt odgovarajucih filtracija i tenzorski produkt morfizama
filtriranih vektorskih prostora u tenzorski produkt morfizama filtracija. Tenzorski produkt filtri-
ranih vektorskih prostora je obicni tenzorski produkt vektorskih prostora, a komponente sime-

trizatora, asocijatora, lijevog i desnog unitora u indVect su iste kao u Vect. [

4.3 Konacne sume i filtrirane baze

Definicija 4.3.1. Neka je V' =~ colim V filtrirani vektorski prostor, V' = ({V;}icr, {¢;:}). Neka
sut) : V; — V injekcije u vrh univerzalnog kokonusa. Kazemo da je podskup B < V filtrirana
baza od V' ako postoji kofinalan podskup K usmjerenog skupa [ takav da za svaki k € K vrijedi
da je (1)) "' (B) baza vektorskog prostora V.

4.3.1.1. Ocito je filtrirana baza filtriranog vektorskog prostora V' =~ colim V' ujedno i baza

vektorskog prostora V.
Propozicija 4.3.2. Svaki filtrirani vektorski prostor posjeduje filtriranu bazu.

Dokaz. Neka je V' =~ colim V filtrirani vektorski prostor, V' = ({V;}icr, {¢ji}). Neka je S;

skup baza vektorskog prostora V;, za ¢ € I. Na skupu

|Jsi=:5

iel
definiramo parcijalni uredaj: za B; € S; 1 B; € S; kazemo da je B; < Bj ako je ¢ < j ibaza B;
je prosirenje linearno nezavisnog skupa ¢;;(B;). Za dvije usporedive baze po tom parcijalnom

uredaju kazemo da su kompatibilne.
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Usmyjeren skup 7 je kofinalnosti 1 ili Ny. U prvom slucaju tvrdnja propozicije lako slijedi.
Promotrimo sada drugi slucaj. Po propoziciji 3.1.5 postoji kofinalan podskup K od I izomorfan
s N, dakle K = {ky, ks, ...}, gdje je k,, < kn41 za svaki n € N. Promotrimo skup uredenih

parova
T:={(L,f: L—>S)|Lc K,(Y\eL)(f(\) €Sy, VA, ue L)(f(N)if(u) kompatibilne)}.

Svaki uredeni par (L, f) € T predstavlja izbor medusobno kompatibilnih baza nekih kompo-
nenti iz skupa komponenti {V, | k € K}.

Na skupu 7" definiramo parcijalan uredaj: (L, f) < (N,g) akoje L < N izasvaki A € L
vrijedi f(A) = g(A). Skup T je ocito neprazan i vrijedi da svaki lanac u 7" ima gornju medu.
Naime, za lanac {(L;, f;) | j € J} njegova gornja meda je (L, f), gdje je L = {J;c,; L; i
funkcija f: L — S zadanajes f(\) = f;(\) za A € L;. Lako se vidi da je f dobro definirana
idaje (L, f) € T. Po Zornovoj lemi iz toga slijedi da postoji maksimalan element skupa T,
(M,h: M — S). Skup M < K je beskonacan, jer u protivnom bi imao najveéi element
k. € M i linearno nezavisan skup ¢y, . k. (h(k,)) mogli bismo prosiriti do baze By, ., te time
nadi element veci od maksimalnog elementa (M, h). Dakle, M je beskonacan podskup skupa
K izomorfnog s N, iz Cega slijedi da je M kofinalan u K, a budu¢i da je K kofinalan u /, to je
1 M kofinalan u /.

Oznatimo s B,, bazu h(m) vektorskog prostora V,,, zam € M. Nekaje B := |, _.s tr(B)-
Lako se vidi da je tada B filtrirana baza od V. [

4.4 Osnovne konstrukcije u kategoriji indVect

4.4.1 Monomorfizmi i epimorfizmi
Ove dvije propozicije nisu nuzne za daljnje izlaganje, ovdje su zbog potpunosti.

Propozicija 4.4.1. Morfizam u kategoriji indVect je monomorfizam u indVect ako i samo ako

Jje monomorfizam kao preslikavanje u Vect.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je ¢: V' — W morfizam u kategoriji indVect koji je monomo-
fizam kao preslikavanje u Vect. Neka je f,g: Z — V paralelan par morfizama u kategoriji
indVect takav da vrijedi i o f = 7 o g. Bududi da je svako to preslikavanje ujedno i morfi-
zam u kategoriji Vect, slijedi da mora biti f = g. Obratno, pretpostavimo da je :: V' — W
monomorfizam u kategoriji indVect. Dokazat ¢emo da je ¢ injekcija kao preslikavanje u Vect.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dva razli¢ita elementa v, w € W takva da je i(v) = i(w).

Definiramo paralelan par linearnih preslikavanja f,g: k — Wsa f(1) = vig(l) = w. Ta
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preslikavanja su o¢ito morfizmi u indVect i vrijedi f # g, $to je u kontradikcijisio f =10g1

¢injenicom da je ¢ monomorfizam u ind Vect. [

Propozicija 4.4.2. Morfizam u kategoriji indVect je epimorfizam u indVect ako i samo ako je

epimorfizam kao preslikavanje u Vect.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je p: V' — W morfizam u indVect koji je epimofizam kao
preslikavanje u Vect. Neka je f,g: W — Z paralelan par morfizama u indVect takav da vrijedi
fop = gop. Bududi da je svako to preslikavanje ujedno i morfizam u Vect, slijedi da mora biti
f = g. Obratno, pretpostavimo da je p: V' — W epimorfizam u kategoriji indVect. Neka je
f,g: W — Z paralelan par morfizama u Vect takav da vrijedi f op = gop. Prostor Z moZzemo
shvatiti kao filtrirani vektorski prostor s trivijalnom filtracijom i, budu¢i da je on kodomena
preslikavanja f i g, preslikavanja f i g o€ito definiraju morfizme u kategoriji indVect. Slijedi
daje f =g.

[

4.4.2 Koujednacitelj u kategoriji Ind*Vect i tenzorski produkt

Propozicija 4.4.3. Za svaka dva morfizma f,g: V. — W Xq-filtracijaV: 1 -V, W: J -V
postoji usmjeren skup K i filtracije V": K — Vi W": K — V zajedno s izomorfizmima
filtracija V- = V" W =~ W tako da je oba morfizma filtracija V" =V — W =~ W"

moguce predstaviti predmorfizmima po nivoima.

Dokaz. Po propoziciji 3.1.5 moguce je pronaci kofinalne podskupove usmjerenih skupova [
i J izomorfne s N. Tako dobivamo filtracije V: N — | — Vi W': N — J — V koje

su po propoziciji 2.5.11 izomorfne filtracijama V' 1 W, a €iji je indeksni usmjereni skup N.

Komponente i vezna preslikavanja dobivenih filtracija neka su

V' = ({Vé}neNa {Omn}), W’ = ({WA}”EN’ {Ymn})-

Neka su morfizmi filtracija f’, ¢': V' — W’ dobiveni od morfizama f i g pretkomponiranjem
i postkomponiranjem s izomorfizmima filtracija V' =~ V, W >~ W', Predstavimo za poCetak

morfizme f’ i ¢’ redom nekim predmorfizmima

()\a {fqlm V?é - W;\(n)}TLGN% (Nﬁ {gq/@ V'r; - W;L(n)}neN)

Sada induktivno nalazimo paralelne komponente f”, ¢ morfizama f’ i ¢’ na sljede¢i nacin.
U prvom koraku neka je 7(1) najmanja gornja meda za A(1) i u(1) i definiramo paralelan par

komponenti

fU=dpanm o i, 91 = Yuua) © 91-
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Pretpostavimo sada da imamo vec¢ odabrane paralelne parove [, g/: V' — W}, za sve i =
1,2,...,n—1,takve daje n(i) > n(j) ¢imje: > j,zai, j = 1,2,...,n— 1. Zan € N postoji
najmanja gornja meda 7(n) od u(n), A(n) takva da je n(n) > n(n — 1) pa definiramo sljedeéi

par paralelnih komponenti sa

!/

f = Yare) © fas - Gn = Yumutn) © 9n-

Tako smo dobili par predmorfizama

(777 {fr/L/ V?é - Wé(n)}nGN)v (7]7 {QZ Vr/L - Wé(n)}HEN)

koji predstavljaju f’i ¢/, a imaju paralelne komponente i funkcija n: N — N je strogo rastuca
funkcija. Strogo rastucoj funkciji usmjerenih skupova odgovara funktor pripadnih usmjerenih
kategorija. Funkcija n dakle definira kofinalni podskup indeksnog usmjerenog skupa filtracije
W', pa mozemo filtraciju W' zamijeniti izomorfnom filtracijom W’ = W' on =~ W’'. Pos-
tkomponiranjem konstruiranih predmorfizama (7, {f/},en) 1 (1, {9 }nen) s tim izomorfizmom
W' =~ W, dobivamo trazene predmorfizme po nivoima

(d, {£: Vo = Wilknew), (i, {g s Vi = Wiinen)

n

koji predstavljaju paralelne morfizme filtracija V' = V' =2V - W =~ W' =~ W".
O

Propozicija 4.4.4. Neka je V kategorija Vect ili VectFin. Tada kategorija Ind*Y ima koujedna-
citelje. Ako je paralelni par morfizama filtracija predstavljen paralelnim parom predmorfizama
po nivoima, koujednacitelj tog paralelnog para morfizama filtracija je filtracija cije su kom-
ponente kvocijenti koujednacitelja paralelnih parova komponentnih preslikavanja po jezgrama

preslikavanja u kolimes koujednacitelja. Tvrdnja vrijedi i za punu potkategoriju Indy, V.

Dokaz. Po propoziciji 4.4.3 dovoljno je dokazati da koujednacitelj postoji za dvije proizvoljne
filtracije s jednakom indeksnom kategorijom I i paralelnim parom morfizama predstavljenim
predmorfizmima po nivoima.

Neka su zadane dvije filtracije u kategoriji V,

A= ({An}neh {¢mn})a B = ({Bn}nGD {wmn})

i neka je zadan paralelan par morfizama filtracija predmorfizmima po nivoima

f = (ld, {fn An - Bn}ne[>7 g = <1d7 {gn: An - Bn}ne])~
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Kategorija )V ima koujednacitelje pa za svaki n € I za paralelan par f,,, g,, postoji koujednacitelj
hy: B, — C,.

Neka je m < n proizvoljan par usporedivih elemenata u /. Dokazujemo da kompozicija

B © Yy koujednacuje par f,,, g,,. Morfizam h,, koujednacuje par f,, g, pa vrijedi

hnofno¢nm:hnogno¢nmu

iz Cega, jer su f i g predmorfizmi filtracija, slijedi A, © Yy © fin = hp © Y © G-

[ I
n———0Up

/Is
|
|
|

Q

Ay

adn
Pnm Yrm
Jm

Am

Tnm

_—

|
B '
m Cm

Q

gm

Za svaki vezni morfizam ),,,,, dakle vrijedi da h,, o v,,,,, koujednacuje par f,,, g,, pa po univer-
zalnom svojstvu koujednacitelja h,, slijedi da za svaki 1,,,, postoji jedinstveno preslikavanje
Tam : Cm — C, takvo da je desni kvadrat na prethodnom dijagramu komutativan.

Dokazujemo da je ({C),}ner, {Tnm}) usmjereni sustav u V (ali nije nuzno i filtracija). Na
sljede¢em dijagramu su komutativni lijevi trokut i oba kvadrata pa je komutativan i vanjski
peterokut. Zbog jedinstvenosti preslikavanja 7, sa svojstvom 7, o hy = h,, 01, iz toga slijedi
jednakost T, © T = Tin.

B, ——(,

'¢' nm Tnm
wnk B m —_—> Om

wmk Tmk

Sada ¢emo usmjereni sustav zamijeniti filtracijom. Neka je C' = colim,, C}, u Vect. Ozna-
¢imo s k¢ : C,, — C komponente tog univerzalnog kokonusa. Tada su Ker ¢ € V, kvocijenti
C,/Ker k¢ € V i sva preslikavanja Ker s¢ — C, i ¢,: C, — C,/Ker ¢ su morfizmi u V.

Ocito tada za svaki n € I postoji jedinstveno preslikavanje 1 : C,,/Ker K¢ — C u Vect takvo
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da je sljedeci dijagram komutativan i to preslikavanje je injekcija.

C
X
N
N
N LC
KC h NS
N
N
Cp ——o

C,/Ker x¢

n

Bududi da je 7,,, (Ker k%) < Ker k¢ postoji jedinstveno preslikavanje 7., takvo da kvadrat na

sljede¢em dijagramu komutativan, a buduéi da vrijedi Stovise Ker k¢ = 7.1 (Ker k%) ono je
injekcija.

C

4.1)
kS Cn —C]'n> Cn/ Ker K,g

/I\

|

|

Tnm | TYnm
|
|

Crp ——— C,/ Ker 5¢

3Q

Vrijedi Yin © Yam = Vims j€r je zbog komutativnosti lijevog trokuta i oba kvadrata na slje-

decem dijagramu komutativan i cijeli vanjski peterokut, a v, je jedinstveno preslikavanje sa
SVOJStVOM Vg © G = Gk © Thm-

c

%
Cy —Ck / Ker k§;
Tkn

Ykn

Tkm

Cp ———— Cy/ Ker k¢

’7” m

Crp ——— Cp/ Ker k<

Dakle, C := ({C,,/ Ker kC}, {7m}) je filtracijau V.

daje k¢ =

C = 1Y 0 ym © qm $to zbog jedinstvenosti preslikavanja (& sa svojstvom k¢ = 1 o g,

Na sljedecem dijagramu je komutativan gornji kvadrat, donji kvadrat i lijevi trokut, pa slijedi
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povlagi 1S o 7, = (& Dakle, {15} su komponente kokonusa s vchom C' nad tom filtracijom.

C C

Tnm IYnm

C

Crp ———— Cy/ Ker &y,

Dokazujemo da je taj kokonus univerzalan. Neka je (G, {:%}) drugi kokonus u Vect nad fil-
tracijom ({C,/Ker 1S}, {Vum}). Tada je (G, {.€ o q,}) kokonus nad filtracijom ({C,.}, {Tnm})

pa postoji jedinstveno preslikavanje z: C' — G takvo da je 2z o k¢ = 1% o ¢,,. Bududi da je
k¢ = 1% 0 q, i q, je epimorfizam slijedi z o1& = 1. Dakle, postoji preslikavanje z: C' — G

c _

n —

1. Takvo preslikavanje je jedinstveno, jer svako preslikavanje 2': C — G
a c

n n

takvodaje zot

za koje vrijedi 2’ 0 1& = 1% vrijedii 2/ o k 1& o g,, pa ono mora biti jednako jedinstvenom
takvom preslikavanju z.

Ocito je ¢ := (id,{q,}) predmorfizam usmjerenih sustava, pa je g o h = (id, {g, o h,})
predmorfizam filtracija. Dokazat éemo da je ¢ o h: B — C koujednacitelj paralelnog para
f,9: A— B.

In
A, 2B, fin C, I C,/ Ker k¢
gn

Uzmimo bilo koju filtraciju D = ({D,,}nes, {0mn}) u V i predmorfizam kofiltracija
e=(u: I — J{en: By = Dymytner): B — D
takav da je e o f = e o g. Budu¢i da za svaki n € I komponenta e,, koujednacuje par f,, g,
postoji jedinstveno preslikavanje d,,: C,, — D, takvo da je d,, o h,, = ey,.
fn

Ay, 3 By, o Cy = Cn/ Ker Hg D)
gn

dn
€n

Neka je d: C' — D preslikavanje medu kolimesima inducirano predmorfizmom (u, {d,}).
Svaki element od Ker k¢ < C,, se preslikavanjem d o k¢ preslika u 0 € D, pa je, zbog ko-

mutativnosti vanjskog Cetverokuta na sljede¢em dijagramu, d,,(Ker x¢) < Ker Lf(n), atoje {0}

106



4.4. OSNOVNE KONSTRUKCIE U KATEGORII INDVECT

jer je D filtracija. Dakle, postoji i jedinstveno je preslikavanje 7,,: C,,/ Ker x& — D) takvo

da je donji trokut na sljedecem dijagramu komutativan. Preslikavanje r,, je morfizam u V.

C D
K o)
C,— 50,/ Kerkl - - - - + D)
dn,

Dokazujemo da je r := (u, {r,}) je predmorfizam filtracija. Za svaki usporedivi par m < n,
na sljedecem dijagramu su vanjski cetverokut, lijevi kvadrat, gornji i donji trokut komutativni i

preslikavanje g, je epimorfizam, pa je 1 desni kvadrat komutativan.

dn

qn C Tn
Cn _— CTL/ Ker /{n _— D,U'(n)
Tnm TYnm Onm

c, —m C,./ Ker k€ ™ D yim)

dm

Ocito je r o g o h = e. Dokazimo sada da je svaki drugi takav predmorfizam ekvivalentan r.
Neka je p = (v, {p,}) neki drugi predmorfizam takav da je p o ¢ o h = e. Tada postoji gornja
meda [ € J od p(n), v(n) takva da je 0,(,) © €, = T1u(n) © Pn © ¢y © Iy, tj. vanjski Sesterokut na
sljedeéem dijagramu je komutativan.

€n

//\

i Cn o O/ Ker k) ——— Dy

m))
Pn Dl
D)

Gornji Cetverokut na dijagramu je komutativan i g,, o h,, je epimorfizam pa iz prethodnoga slijedi

By,

da je komutativan i desni Cetverokut. Dakle, predmorfizmi r i p su ekvivalentni. Time je dokaz

dovrsen.
O
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Propozicija 4.4.5. Neka je kategorija V jednaka Vect ili VectFin. Tada u simetricnoj mono-
idalnoj kategoriji (Ind°V, ®, k) koujednacitelji komutiraju s tenzorskim produktom. Za njenu
potkategoriju (Indy V, ®, k) vrijedi isto.

Dokaz. Neka je filtracija C = ({C,,/ Ker ¢}, {Vm}) zajedno s predmorfizmom
qoh=(d,{g,oh,}): B—C

koujednacitelj paralelnog para f, g: A — B morfizama filtracija koji su predstavljeni predmor-
fizmima po nivoima konstruiran kao u dokazu propozicije 4.4.4. Pritom su C), vrhovi koujed-
naditelja paralelnih komponenata f,,, g,, preslikavanja 7,,,,, su preslikavanja inducirana medu
koujednaciteljima, k¢ su preslikavanja iz C,, u kolimes C' usmjerenog sustava ({C}, {7 }) U

kategoriji Vect, a ¥y, su preslikavanja inducirana medu kvocijentima.

A, Q B, o Cy, = C,/ Ker Hg
‘ | ’yTLT’L
A B G Ko

Tenzorirajmo taj dijagram s identitetom na proizvoljnoj filtraciji D = ({D;}, {ow}). Zelimo

pokazati da je dobivena filtracija

C®D = ({(C/ Ker ) ® Di}, {Yum ® o1 })

zajedno s predmorfizmom (¢ o h) ®id = (id, {(¢, ®1d) o (h, ®id)}) koujednaditelj paralelnog
para f ®id, g®id: AQ D - B® D.

fn®id .
ha®id n®id
A®Di I B.®D ~—C,® D — (C/Ker 5) ® Dy
gn®id
¢nm®‘7lk d’nm@alk Tnm®alk ’Ynm@a'lk
fm®id hm®id ®id
m K1 qm QI
An®Dy 1B, ®Dy Cn ® Dy ——— (C,,/ Ker 6€) ® Dy,
gm®id

Buduci da u kategoriji V koujednacitelji komutiraju s tenzorskim produktom, prva tri ¢lana u
svakom redu opet ¢ine dijagram za koujednacitelj u V. Kolimes usmjerenog sustava s kompo-
nentama {C,, ® D,} je C' ® D, gdje je D kolimes filtracije ({D;}, {oy}), po propoziciji 4.2.8.
Po konstrukciji u propoziciji 4.4.4 vrh koujednacitelja paralelnog para f ® id, g ® id bila bi
filtracija

({(C® Di)/ Ker w27} A7 i)
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zajedno s predmorfizmom {q,,; o (h, ® id)} kao na sljede¢em dijagramu.

fn®id /
—_— hn®id In,1

A,®D 3B, @D ——C, Q@D ———— (C, ® D)/ Ker "

gn®id
Prm@0k Ym0k Tnm&®0 1k /Y':Lm,lk

fm®id hm®id Dy

An®Dy By ®Dy—25C, ® Dy ——"— (C\, ® Dy)/ Ker 658
g7n®1d

Preslikavanje /{TCL?D u kolimes C' ® D jednako je ¢ ® (P, gdje je «P: D; — D komponenta
univerzalnog kokonusa nad filtracijom D. Zbog toga Sto su komponente univerzalnog kokonusa

u kolimes filtracije u Vect monomorfizmi, zaklju¢ujemo da je
Ker /£0®D Ker K, ® D;.

Buduci da u Vect koujednacitelji komutiraju s tenzoriranjem, a kvocijent je poseban oblik ko-

ujednacitelja, to je (C,,/ Ker ) ® D, kanonski izomorfno s

(C, ® Dy)/(Ker k& ® D)) = (C,, ®Dz)/KernC®D

!

an1
Co® D 2 (G, [ Ker k€)@ Dy ——=—— (C, @ Dy)/ Ker k08P
@ @ -
Cin ® Dy =225 (Cy/ Ker 5G) ® D ——— (Cu ® D)/ Ker 5557

e

/
qm,k

Direktnom provjerom na elementima vidi se da ti izomorfizmi medu komponentama zajedno
¢ine izomorfizam filtracija koji komutira u trokutu s predmorfizmima filtracija {q;, ;} i {¢, ®id}.

Bududi da tada taj izomorfizam komutira u trokutu s predmorfizmima
{gns 0 (ha ®id)},  (qoh) ®id = {(¢. ®id) o (h, ®id)}
zakljuCujemo da je i filtracija C @ D = ({(C,/Ker ) ® Di}, {Vnm ® o1}) zajedno s pred-
morfizmom (¢ o h) ® id koujednacitelj paralelnog para f ® id, g®id: AQ D - B® D.
]
Korolar 4.4.6. Simetri¢na monoidalna kategorija (indVect, ®, k) posjeduje koujednacitelje i

oni komutiraju s tenzorskim produktom.

Dokaz. Kategorije indVect i Indj Vect su ekvivalentne simetricne monoidalne kategorije, a

tvrdnja vrijedi u kategoriji Indy, Vect. ]
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4.4.3 Potprostori, jezgre, slike i kvocijenti

Ove propozicije nisu potrebne u daljnjem izlaganju, ovdje su zbog potpunosti. Dokazivane su
na nacin koji bi se mogao poop¢iti na kategoriju indproVect, ali u kategoriji indproVect ove

konstrukcije nisu bile nuZne za dalje rezultate.

Propozicija 4.4.7. Neka je V = colim V filtrirani vektorski prostor i neka je W < V njegov
vektorski potprostor. Tada je na W inducirana kanonska potprostorna filtracija W uz koju je
W = colim W filtrirani vektorski prostor i injekcija W — V' je morfizam filtriranih vektorskih

prostora.

Dokaz. Neka je filtracijana V danasa V' = ({Vi}icr, {¢;:}). Injekcije u vrh kokonusa oznaCene
sus {t/: Vi = V}ir. Definirajmo komponente

W= (1) V) 2 Vi

7

i oznacimo pripadne inkluzije sa ¢;: W; — V;, te inkluziju WuVs¢: W — V.
Budu¢i da je za svaki i po konstrukciji ¢/ (W;) < W dobro je definirano preslikavanje

Vo Wi — W za koje je sljedec¢i kvadrat komutativan i takvo preslikavanje je jedinstveno jer je
v

¢ injekcija. Ono je takoder injekcija, jer su ¢; 1 ¢; injekcije.

We—————V
AN
I
I
ig ¥
I
:
I
L

Vi

T

~

Za svaki usporedivi par ¢ < j u [ vrijedi
D) W) = (] 00:) 7 (W) = 65 (o)1 (W)) = 65! (W)

iz Cega slijedi ¢;;(W;) < W;. Zbog toga su dobro definirana preslikavanja ¢;;: W; — W; takva

da su sljede¢i kvadrati komutativni:

W S BN 1%
AN
I
I
I
Vi | bji
:
I
| y
W; —— V;
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Takva preslikavanja su jedinstvena jer je ¢; injekcija i oCito su injekcije, jer su preslikavanja ¢; 1

¢j; injekcije. Za kompoziciju 1y,; o ¥;; vrijedi

L O Wi 0y = Ppj © 1 0P = Prj © Py O Ly = Ppi O Ly

pa zbog jedinstvenosti preslikavanja 1y; s istim svojstvom slijedi vy o ©;; = ;. Dakle,
W = ({Wi}ier, {¥j:}) je filtracija u Vect. Na sljedeem dijagramu su komutativni gornji, donji
1 vanjski Cetverokut, komutativan je desni trokut i ¢ je injekcija, pa je komutativan i lijevi trokut,
tj. W je vrh kokonusa {¢V : W; — W },c; nad filtracijom W,

4 AN

Dokazujemo da je taj kokonus univerzalan. Neka je U vrh univerzalnog kokonusa nad W, s
komponentama {/V: W; — Uli;. Iz univerzalnog svojstva kolimesa slijedi da tada postoji
preslikavanje ¢: U — W takvo da je ¢ o 1 = 1}V. To preslikavanje je nuzno injekcija. Zaista,
pretpostavimo da je ¢(u) = ¢(u’) za dva elementa u, v’ € U. Postoji indeks i € [ takav da su u
i/ u slici komponente W; po .V, tj. postoje w, w’ € W; takvidaje oY (w) = uidy (w') = «'. No
tada je jednakost ¢(u) = ¢(u’) jednaka o1V (w)) = ¢(AY(w")), . IV (w) = o}V (w'). Buduéi
da je ¢}V injekcija, slijedi w = w’ paiu = u'. Preslikavanje ¢ je i surjekcija. Zaista, za svaki
element w € W vrijedi da je «(w) € V, pa bududi da je V' =~ colim V, postoji i € I takav da je
t(w) u slici komponente V; po ). Po definiciji je tada w u slici komponente W; po ¢}V, a buduéi
daje ¢ oV = slijedi da je w u slici od ¢.

Dakle, W =~ colim W je filtrirani vektorski prostor. Na kraju iz ranije pokazanoga slijedi

da je « morfizam filtriranih vektorskih prostora, jer mu odgovara morfizam filtracija (id, {;}).
[

Korolar 4.4.8. Jezgra Ker f = {v € V | f(v) = 0} i slika Imf = {f(v) | v € V} mor-
fizma f: V' — W filtriranih vektorskih prostora su filtrirani vektorski prostori uz potprostorne
filtracije i inkluzije Ker f — V iImf — W su morfizmi filtriranih vektorskih prostora. Kores-

trikcija f|: V. — Imf je morfizam filtriranih vektorskih prostora.
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Propozicija 4.4.9. Kvocijent filtriranog vektorskog prostora po njegovom vektorskom potpros-
toru je uz induciranu kanonsku kvocijentnu filtraciju filtrirani vektorski prostor i kvocijentno

preslikavanje je morfizam filtriranih vektorskih prostora.

Dokaz. Neka je V' =~ colim V filtrirani vektorski prostor, V' = ({V;}ier, {¢;i}). Neka je W
njegov potprostor, s poprostornom filtracijom W' = ({W,}er, {¢j;}). Ozna¢imos c: W — V
inkluziju i neka je (id, {¢;}:cs) inducirani predmorfizam W — V.

Po propoziciji 4.4.4 koujednacitelj para morfizama filtracija . = (id, {+;}) 1 0 = (id, {0}) je
filtracija €ije su komponente kvocijenti koujednacitelja parova ¢;, 0 po jezgrama preslikavanja u
kolimes tih koujednacitelja i vezna preslikavanja jedinstvena preslikavanja medu tim kvocijen-
tima. Slijedeci dokaz te propozicije ozna¢imo inducirani usmjereni sustav ¢ije su komponente

kvocijenti s
VW = ({Vi/Wilier, {7ji})
i filtraciju koja je vrh koujednacitelja s

K = ({Ki}ier, {7i})-

Ovdje je K; = (V;/W;)/Ker kX, a preslikavanja x5 : K; — K su preslikavanja u kolimes
K = colim V' /W u kategoriji Vect.

We———V
AN AN
w 14
L L
J L J hj
W < >V N
AN AN AN
1/)11 ¢ji Tji Vi
v L v h: g v
Wt Vi — s VW, — s K

Neka je h kvocijentno preslikavanje V' — V /W, tj. koujednaditelj u Vect para ¢,0. Za
svaki j € I, zbog gornjeg lijevog komutativnog kvadrata na dijagramu, kompozicija L}/ oh
koujednacuje par ¢;, 0 pa postoje i jedinstvena su preslikavanja 7;: V;/W; — V /W takva da je
Tjoh; =ho L}/. Zbog jedinstvenosti ona ¢ine kokonus nad usmjerenim sustavom V' /W pa po
univerzalnom svojstvu kolimesa postoji jedinstveno preslikavanje ¢: K — V /W takvo da je
¢o mf = 1jzasvaki j € I. Ozna¢imo s e: V' — K inducirani morfizam izmedu kolimesa: ¢ je

morfizam filtriranih vektorskih prostora i za svaki 7 € [ vrijedi

vV _ K , L= K .
eoL; =1 Oq]Oh]—lij o h;.
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hy

Lj
Wj' )V}'

Zbog ekvivalentnosti kategorija Indy Vect i indVect, filtrirani vektorski prostor K = colim K
je zajedno s morfizmom e koujednacitelj paralelnog para ¢, 0 u kategoriji indVect. Budu¢i da
onda e koujednacuje par ¢,0 u Vect, a h: V' — V /W je koujednacitelj tog para u kategoriji
Vect, postoji jedinstveno preslikavanje ¢: V /W — K takvo daje o h = e. Zasvaki j € T
vrijedi

wogbOH]KOhj =1orTjoh; :thOL;/ zeOL}/ = K/]I-{Ohj,
Sto povlaci

¢o¢on§(=m§(zasvakijel,

jer je svaki h; epimorfizam. Bududi da je inducirano preslikavanje iz vrha kokonusa u vrh

kolimesa jedinstveno, slijedi ¢ o ¢ = id. Za svaki j € [ takoder vrijedi
¢OQ/JOhOL}/ zqﬁoeoa;/ =¢O/£JKOhj =T1j0h; = hoa;/,

tj. vrijedi
gpotpohor] =7j0h;=hou zasvakije I.
Bududi da je inducirano preslikavanje iz vrha V' kolimesa u vrh V /I kokonusa nad V' jedins-
tveno, slijedi ¢ o 1) o h = h, a budu¢i da je h epimorfizam, slijedi ¢ o 1) = id. Dakle, vrijedi
V/W = K = colim K.
]

Napomena 4.4.10. Moguce je da je usmjereni sustav V /W u dokazu vec filtracija i da nije
potrebno koristiti kvocijentiranje po jezgrama, ali ovako je izloZen zbog lakSeg poopcavanja na
kategoriju indproVect. Naravno, postoji mogucnost i da u kategoriji indproVect kvocijentira-

nje nije nuzno.
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Poglavlje 5

Kategorija indproVect

filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora

Cilj ovog poglavlja je izgraditi simetri¢nu monoidalnu kategoriju (indproVect, ®, k) koja ¢e
kao pune potkategorije sadrzavati kategorije (indVect, ®, k) i (proVect, ®, k). Tako éemo moéi
na sustavan nacin kombinirati obi¢an tenzorski produkt s upotpunjenim tenzorskim produktom
i definirati naprimjer djelovanja topoloskih algebri na obi¢ne algebre. Dokazat ¢emo da ka-
tegorija indproVect dopusta koujednacitelje i da oni komutiraju s tenzorskim produktom, za
Sto ¢e nam biti potrebne mnoge prethodno dokazane propozicije o osnovnim konstrukcijama u

kategoriji proVect.

5.1 Definicije

Prisjetimo se da je zaboravni funktor proVect — Vect vjeran, to jest
Hompro\/ect(v7 W) — HomVect(V7 W)

je injekcija za svaka dva kofiltrirana vektorska prostora V' =~ lim V i W =~ lim W. Linearna
preslikavanja u slici tog funktora zovemo neprekidnim linearnim preslikavanjima, ili kazemo

za njih da postuju kofiltraciju na domeni i kodomeni.

Definicija 5.1.1. Filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor je vektorski prostor V' zajedno s Ng-
filtracijom V' u kategoriji proVect takvom da je V' = colim V' u kategoriji Vect, gdje smo pri

uzimanju kolimesa filtraciju u proVect shvatili kao filtraciju u Vect.

5.1.2. Po propoziciji 3.4.15 monomorfizmi u kategoriji proVect su monomorfizmi u Vect, pa
filtraciju u proVect mozemo gledati kao filtraciju u Vect. Po propoziciji 4.1.4 slijedi da su sve

injekcije u kolimes ovakve filtracije monomorfizmi u Vect i time i u proVect.
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5.1.3. Po propoziciji 3.4.22 kolimes filtracije V' u proVect jednak je kao vektorski prostor ko-
limesu u Vect, pa bismo ovdje mogli definirati V' kao kolimes u proVect. Time bismo osim
zadane filtracije kofiltracija na V' dobili i kofiltraciju na V', no ta nam informacija nece biti po-
trebna, jer ¢e morfizmi medu filtrirano-kofiltriranim vektorskim prostorima automatski poStivati

tu kofiltraciju. To Ce biti vidljivo nakon dokaza propozicije 5.1.5.

Filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor V' = colim V' zadan je dakle filtriraju¢im kompo-
nentama V; := V(4) u kategoriji proVect, veznim preslikavanjima ¢;;: V; — V; := V(i — j)
filtracije koja su monomorfizmi u proVect, vrthom univerzalnog kokonusa V" u kategoriji Vect i
komponentama tog kokonusa 7} : V' — V; koje su morfizmi u Vect.

Svaka od komponenti V; je kofiltrirani vektorski prostor, to jest ima kofiltrirajuée kompo-
nente V¥, k € K; i vezna preslikavanja ¢!*: V¥ — V! koja su epimorfizmi u kategoriji Vect.
Dakle, ukratko,

V = colim V; = colim lim V}*
el i€l keK;

gdje su 1 kolimes 1 limes uzeti u Vect, a vezna preslikavanja u filtraciji medu komponentama V;

su neprekidna preslikavanja i injekcije.

Definicija 5.1.4. Morfizam filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora V. =~ colmV i W =
colim W, gdje su filtracije dane s V' = ({Vi}ier, {Ori}), bmW = ({W;}ies, {¢1;}), je svako

linearno preslikavanje f: V' — W takvo da
(Vie I)(3j € J)(3f;i: Vi — W, neprekidno linearno preslikavanje)(f o} = L;-/V o fji)-

v—1 ow

A 4

i -
Vi-----= AR > Wj
N ki NA

l Jv k
‘/; ___________ ) W]

Sjetimo se da je linearno preslikavanje f;; neprekidno onda kad
(Vke K;)3le LA v - Wh(fH om) = m) o f)
gdje smo s K; i L; oznacili indeksne kategorije kofiltracija na 1V; odnosno V;.
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Time smo definirali kategoriju filtriranih-kofiltriranih vektorskih prostora i oznacit ¢emo je

s indproVect. Dalje dokazujemo da je indproVect ekvivalentna kategoriji Indy, proVect.

Propozicija 5.1.5. Svaki morfizam filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora inducira jedins-
tveni morfizam odgovarajucih N-filtracija kofiltriranih vektorskih prostora i obratno na sljedeci
nacin:

(i) Neka je f: V — W morfizam filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora V =~ colim V'
i W = colim W, na kojima su filtracije u kategoriji proVect dane sa V.= ({V;}icr, {®ri}),
W = ({W;}jes, {¢1;}). Definiramo skup

H'(f) := {fji € Homyproveet (Vi, W) i€ I, j € J, fou] =1 o fji}.

Tada svaki izbor podfamilije oblika { fyuyi: Vi — W) tier © H'(f) definira predmorfizam fil-
tracija V. — W u proVect i svaka dva takva izbora definiraju ekvivalentne predmorfizme. Pri-
druZivanje koje morfizmu [ u indproVect na ovaj nacin pridruzi morfizam filtracija u proVect
postuje kompoziciju.

(ii) Svaki predmorfizam Xo-filtracija (A, {fr@i: Vi = Wi tier): V. — W kofiltriranih
vektorskih prostora odreduje jedinstveno preslikavanje f:V — W medu kolimesima V =

colimV, W = colim W tih filtracija u kategoriji Vect takvo da je za svaki i € 1
fo LZ‘*/ = L%) o fagyi-

Ekvivalentni predmorfizmi odreduju isto preslikavanje f. PridruZivanje koje morfizmu filtracija
u proVect na ovaj nacin pridruzi morfizam u indproVect postuje kompoziciju.

Ta dva pridruZivanja su medusobno inverzna.

Dokaz. Dokaz je istovjetan dokazu propozicije 4.1.7 za kategoriju indVect. Jedina razlika je

Sto su ovdje sve komponente predmorfizama filtracije neprekidna linearna preslikavanja. [

5.1.6. Propozicija bi vrijedila i kad bismo definirali filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor kao
kolimes u kategoriji proVect, pa bismo filtrirano-kofiltrirane vektorske prostore mogli gledati
kao objekte u kategoriji proVect na kojima je zadana filtracija u proVect 1 morfizme filtrirano-
kofiltriranih vektorskih prostora kao morfizme u proVect koji poStuju tu filtraciju. Tako ne
gledamo jer je na temelju iskaza prethodne propozicije vidljivo da je skup morfizama medu dva
objekta u oba slu¢aja jednak, pa su kategorije jednake i informacija o kofiltraciji na V' nam je

nepotrebna.

Za medusobno pridruzene morfizam filtracija V. — W kofitriranih vektorskih prostora i
morfizam filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora V' — W iz prethodne propozicije kazemo
da su inducirani jedan drugim. Elemente skupa H'(f) zovemo komponente tog morfizma fil-

tracija odnosno tog morfizma filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora.
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Korolar 5.1.7. PridruZivanje koje svakoj Ro-filtraciji V' u proVect pridruZi njen kolimes colim V'
u kategoriji Vect, a svakom morfizmu V.— W Xq-filtracija u proVect njime induciran morfi-
zam filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora colim V- — colim W je funktor koji je ekviva-
lencija kategorije Ny-filtracija kofiltriranih vektorskih prostora i kategorije filtrirano-kofiltriranih
vektorskih prostora:

Indg, proVect = indproVect.

Potkategorija Ciji su objekti N-filtracije u kategoriji proVectFin ekvivalentna je potkatego-
riji filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora s komponentama koje su kofiltrirane konacno-

dimenzionalnim vektorskim prostorima:
Ind}, proVectFin = indproVectFin.
5.1.8. Zamijetimo da postoji kanonsko ulaganje kategorija
indVect — indproVect

(filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor s trivijalno kofiltriranim komponentama), kanonsko ula-
ganje kategorija

proVect — indproVect

(filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor koji je trivijalno filtriran) i zaboravni funktori
indproVect — indVect — Vect

(prvi zaboravlja kofiltracije na komponentama, a sljedeci zaboravlja filtraciju) koji su vjerni,
tj. injekcije na skupovima morfizama. Kategorije indVect i proVect su dakle pune potka-
tegorije od indproVect. Sli¢no je s ulaganjima kategorija indVectFin < indproVectFin,

proVectFin < indproVectFin i zaboravnim funktorom indproVectFin — indVect — Vect.

5.2 Tenzorski produkt na kategoriji indproVect

Tenzorski produkt filtracija u proVect 1 morfizama filtracija u proVect dan je u definiciji 4.2.1
gdje je opisan tenzorski produkt filtracija u simetricnoj monoidalnoj kategoriji u kojoj je ten-
zorski produkt svaka dva monomorfizma monomorfizam, nakon ¢ega je pokazano da je on
dobro definiran i da je bifunktor. U proVect je tenzorski produkt svaka dva monomorfizma
monomorfizam po propoziciji 3.4.23. Slijede podsjetnik i1 oznake. Tenzorski produkt filtracija
V = ({Viticr, {oxi}) i W = ({W;}jes, {t1;}) u kategoriji (proVect, ®, k) je filtracija

VOW = ({V;QW;}ijerx, {0k @i;}).
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5.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJI INDPROVECT

Tenzorski produkt morfizama filtracija f: V' — Vi g: W — W’ zadanih redom predmorfiz-
mima (\, {f;}ier) 1 (14, {g;}jes) je morfizam filtracija V ® V' — W ® W’ zadan predmorfiz-

mom
(A X 1, {[i ® g} i jyerxs)-
Propozicija 5.2.1. Kategorija filtracija u proVect, Ind’proVect, je uz tenzorski produkt filtra-

cija ® simetricna monoidalna kategorija:
(Ind*proVect, ®, k).
Njena puna potkategorija Indg proVect je takoder simetricna monoidalna kategorija. Kanon-
ska ulaganja
(proVect, ®, k) — (Ind}, 0pro\/'ect,®, k) — (Ind*proVect, ®, k)
su jaki monoidalni funktori.

Dokaz. U propoziciji 3.4.23 je dokazano da je tenzorski produkt monomorfizama u proVect
monomorfizam, pa po propoziciji 4.2.4 slijedi da se tenzorski produkt & na proVect proSiruje
do tenzorskog produkta na Indg proVect i ulaganje (proVect, ®, k) — (Indg proVect, ®, k) je

jaki monoidalni funktor. O

Definicija 5.2.2. Tenzorski produkt filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora V' =~ colim V' i

W = colim W je filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor
VW :=colimV W

s filtracijom V ® W u proVect. Tenzorski produkt morfizama f i g filtrirano-kofiltriranih
vektorskih prostora je f ® g, preslikavanje medu filtrirano-kofiltriranim vektorskim prostorima

inducirano tenzorskih produktom odgovarajucih predmorfizama.

Propozicija 5.2.3. Kategorija filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora je uz tenzorski produkt

filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora simetricna monoidalna kategorija
(indproVect, ®, k).

Njena puna potkategorija indproVectFin je njena simetricna monoidalna potkategorija. Ka-

nonski funktori ulaganja

(proVect, ®, k)

T

(Vect, ®, k) (indproVect, ®, k)

T

(indVect, ®, k)
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5.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJI INDPROVECT

su jaki monoidalni funktori.

Dokaz. Kategorija indproVect ekvivalentna je kategoriji Indy proVect. Funktor koji je ekvi-
valencija medu njima preslikava tenzorski produkt filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora u
tenzorski produkt odgovarajucih filtracija i tenzorski produkt morfizama filtrirano-kofiltriranih
vektorskih prostora u tenzorski produkt morfizama filtracija. Komponente simetrizatora, asoci-
jatora, lijevog i desnog unitori u indproVect inducirane su predmorfizmima ¢ije su komponente
odgovarajuéi simetrizatori, asocijatori, lijevi unitori i desni unitori u proVect. Lako se vidi da

su navedena ulaganja kategorija jaki monoidalni funktori. [

5.2.1 ProSirenja preslikavanja

Sljedece propozicije govore o proSirenju linearnih preslikavanja medu obi¢nim tenzorskim pro-
duktima koja postuju filtracije i kofiltracije do preslikavanja medu tenzorskim produktima filtrirano-

kofiltriranih prostora.

Propozicija 5.2.4. Neka su V =~ colimV i W =~ colim W objekti u indproVect. Kanonski
morfizam filtracija V@ W — V @ W u Vect inducira linearno preslikavanje V@ W —
V @ W koje je injekcija, kanonski morfizam filtriranih vektorskih prostora:

VW — VW
Slika jednostavnog tenzora v @ w € V@ W je jednostavni tenzorv @ w e V QW.

Dokaz. Neka su filtracije zadane s V' = ({Vi}ier, {¢ri}) 1 W = ({W;}jes, {¢1;}). Kanonski
morfizam filtracija V@ W — V @ W u Vect je odreden predmorfizmom &ije su komponente

kanonska preslikavanja tenzorskog produkta u upotpunjeni tenzorski produkt:

Vi@ W, — 5 Vi @W,

¢k¢®¢zj] ]dm QY

V@ W; —= V;@W,

Prethodni dijagram je komutativan po 3.1.20 jer su ¢; ® ; upotpunjenja preslikavanja ¢;; ®
1y, dakle to je zaista predmorfizam filtracija. Sada taj predmorfizam filtracija inducira odgova-
raju¢i morfizam filtriranih vektorskih prostora koji je injekcija jer je induciran medu filtriranim

kolimesima u Vect i sve komponente predmorfizma su injekcije:

VW —— VW

Vi, W VW
L ®tj ] ]Lz:,j

V@ W) —= VoW,
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Zadnja tvrdnja je posljedica Cinjenice da je slika jednostavnog tenzora v ® w € V' ® W’ po
kanonskoj inkluziji V' @ W’ < V' ® W' jednostavni tenzor v @ w € V' ® W’ koja je dokazana
u 3.2.10. O

U napomeni 3.1.20 dana je definicija kofiltracije na vektorskom prostoru, upotpunjenja vek-
torskog prostora po kofiltraciji i upotpunjenja preslikavanja medu takvim vektorskim prostorima

koja postuju kofiltracije na domeni i kodomeni, §to ¢e biti potrebno za sljedecu propoziciju.

Propozicija 5.2.5. Neka su V, W, U, T objekti u indproVect. Ako linearno preslikavanje
f: VW — U®T postuje filtracije i kofiltracije na sljedeci nacin: za svaku komponentu
Vi ® W; filtracije na domeni postoji komponenta Uy, ® 1, filtracije na kodomeni i preslikavanje

fi.; medu njima za koje sljedeci dijagram komutira

VoW —L s UueT

Ve, W Uy, T
L ®Lj Lk ®Ll

view, — L U.eT

i takvo da poStuje kofiltracije na domeni V; @ W; i kodomeni U, ® T, tada se f proSiruje do
preslikavanja f u indproVect

vew — 1 sueT

T I

Veow — L sueT

Preslikavanje f Jje inducirano predmorfizmom Cije su komponente upotpunjenja gore navedenih
komponenti f; ; preslikavanja f koje postuju kofiltracije:

vew —L s ueT

w2 W
N fi’j N
VieW; ————— U, ®1T;
Analogna tvrdnja vrijedi za domenu i kodomenu koje su obicni tenzorski produkti konacno

mnogo faktora.

Dokaz. Oznalimo filtracije u proVect na V', W, U, T redom sa V, W, U, T'. Promatrajudi te
filtracije kao filtracije u Vect, vektorske prostore V@ W i U ® T' moZemo gledati kao filtrirane
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vektorske prostore. Preslikavanje f je tada o¢ito morfizam filtriranih vektorskih prostora i takvo
da postoji predmorfizam (A x p, {fi;: Vi®@W; = Uxuj) ® T jy}): VOW — U ®T koji
ga predstavlja, a Cije sve komponente poStuju kofiltracije na domeni 1 kodomeni.

N fi/"/ A
Vi @ Wy : > Up ® Ty

Vi @ Wy — Up @ Ty

T T

VoW, — 5 U,

N

N fij .
Vi@ W; > Un®T;

Sve te komponente moguée je po 3.1.20 upotpuniti i vezna preslikavanja filtracija V Q W i
U ® T u proVect su upotpunjenja odgovarajucih veznih preslikavanja filtracija VW i U T

u Vect. Budu¢i da upotpunjavanje poStuje kompoziciju,
(A {fig: Vi@W; = Uiy @ Ty })

je predmorfizam filtracija V ® W — U ® T u proVect. Taj predmorfizam inducira preslikava-
nje f filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora V ® W — U ® T. Na sljedecem dijagramu za
svaki par (7, j) € I x J komutativni su lijevi i desni (po prethodnoj propoziciji 5.2.4), te donji,

unutrasnji i vanjski ¢etverokut.

Vew ! s URT

Vew VW Ue,T U®Tr
Bé Ly ®; Ly, ®u vy s

%@VVJ'L)U/C@TI

LN

VW, fs » UpOT,

Preslikavanja u donjem Cetverokutu na prethodnom dijagramu su komponente morfizama filtra-
cija na sljede¢em dijagramu. Dakle ti morfizmi filtracija na sljede¢em dijagramu takoder Cine

komutativni ¢etverokut, pa inducirani morfizmi medu kolimesima tih filtracija ¢ine komutativan
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Cetverokut, gornji Cetverokut na prethodnom dijagramu.

5.3 Dualnost u kategoriji indproVect

Pridruzivanje koje svakom objektu V' iz Vect pridruZuje njegov dual, tj. vektorski prostor nje-
govih linearnih funkcionala V* = Homvye. (V) k), a svakom morfizmu A: V' — W vektorskih

prostora dualni morfizam A*: W* — V* A(f) = f o A, je kontravarijantan funktor
()*: Vect — Vect.

Za svaki V iz VectFin vrijedi V** = V' i taj izomorfizam je prirodni izomorfizam. Slijedi da je

korestrikcija restrikcije tog funktora na kategoriju kona¢no-dimenzionalnih vektorskih prostora
()*: VectFin — VectFin

antiekvivalencija kategorija.
Lako se provjeri da funktori ( )*: Vect — Vect, ( )*: VectFin — VectFin prevode svaki

monomorfizam u epimorfizam i svaki epimorfizam u monomorfizam.

Propozicija 5.3.1. Neka je D:V — V kontravarijantan funktor koji prevodi monomorfizme u
epimorfizme i epimorfizme u monomorfizme. Tada su formulom Do— definirani kontravarijantni
funktori Ind*V — Pro®V i Pro®V — Ind*V. Ako je k tome D o D prirodno izomorfan id, onda
su obje kompozicije ovih funktora, Ind*Y — Pro’V — Ind’V i Pro’Y — Ind*V — Pro’V,

prirodno izomorfne identiteti. Analogna tvrdnja vrijedi za Indy, )V i Prog V.

Dokaz. OCcito se svaka filtracija preslika u kofiltraciju i obratno. Lako se vidi da se svaki pred-
morfizam filtracija preslika u predmorfizam kofiltracija i obratno, te da se ekvivalentni pred-
morfizmi preslikaju u ekvivalentne predmorfizme i da se poStuje kompozicija predmorfizama.
Dalje, ako je D o D prirodno izomorfan identiteti, onda za svaki morfizam filtracija V. — W
izomorfizmi filtracija Do DoV — V, Do Do W — W, koji dolaze od prirodne transforma-
cije D o D = id, ¢ine komutativan Cetverokut s morfizmom filtracija V- — W i morfizmom

filtracija Do DoV — DoDoW dobivenim po funktoru DoD. Sli¢no vrijedi za kofiltracije. [
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Korolar 5.3.2. PridruZivanje koje filtraciji V. = ({V,}ier, {¢;:}) pridruZi kofiltraciju
V* = ({(Vi*Vier, {055 = (01)"})
i predmorfizmu filtracija (\,{ fi}icr): V. — W pridruZi predmorfizam kofiltracija
A A Yier): W= VE

Jje kontravarijantan funktor

Ind*Vect Pro®*Vect.

Analogno se definira kontravarijantan funktor

Ind®*Vect Pro®*Vect.

«

*kO—

Obje kompozicije sljedeca dva kontravarijantna funktora su prirodno izomorfne identiteti.

*O

Ind*VectFin Pro®VectFin

Propozicija 5.3.3. Za filtrirani vektorski prostor V' = colim V vrijedi
lim V* =~ Hominaveet (V, k)
i za kofiltrirani vektorski prostor W = lim W vrijedi
colim W* =~ Homy,ovect (W, k).

Dokaz. Nekaje V = ({Vi}ier, {¢ji: Vi — V;}). Vezna preslikavanja ¢;; su inkluzije. Tada je
V* = ({Vi*Vier, {051 V;* — V;*}) i vezna preslikavanja su operatori restrikcije funkcionala.
Ocito svaki funkcional f: V — k definira nit (f;);c; u lim; V;* svojim restrikcijama f;: V; —
V' — k. Obratno, svaka nit (f;);c; u lim; V.* definira funkcional f: V' — k na sljede¢i nalin:
za v € V postoji V; takav da je v € V; i definiramo f(v) := f;(v). To pridruZivanje ne ovisi o

izboru komponente V;. PridruZivanja su medusobno inverzna. Dakle,
lim V* =~ Homveet (V, k) = Hominavees (V k).

Dokazimo sada drugu tvrdnju. Neka je W = ({W,}ics, {¢i;: W; — W;}). Vezna presli-
kavanja 1;; su surjekcije. Tada je W* = ({W/ }ics, {05;: Wi — W}) i vezna preslikavanja

su injekcije. Svaki funkcional f: W — k koji je morfizam u proVect ima svojstvo da postoji

i € J takav da je f jednak kompoziciji W — W, — k projekcije 7" i nekog funkcionala
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fi: Wi — k. Time funkcional f definira element nekog W*, dakle i kolimesa colim; IW;*. Ele-
ment kolimesa pritom ne ovisi o odabiru komponente I¥;. Obratno, svaki element kolimesa je
funkcional f;: W; — k na nekoj komponenti W; i kompozicijom W — W; — k definira funk-
cional f koji je o€ito morfizam u proVect. Definirani funkcional ne ovisi o odabiru komponente

W;. Ta pridruZivanja su medusobno inverzna pa zakljucujemo da je
colim W* =~ Homovect (W, k).
O]

Lema 5.3.4. Kontravarijantan funktor ( )*: VectFin — VectFin je jaki monoidalni funktor

simetricnih monoidalnih kategorija.

Dokaz. Postoji prirodan izomorfizam (V ® W)* =~ V* @ W* te izomorfizam k* =~ k koji

zadovoljavaju koherencije s asocijatorom te lijevom i desnom jedinicom. [

Propozicija 5.3.5. (Dualnost monoidalnih kategorija indVectFin i proVectFin.) Kontravari-

Jjantni funktori
*kO0—

(Indg VectFin, ®, k) (Prog VectFin, ®, k)

i njima inducirani kontravarijantni funktori

7 HomindproVect(_vk)”
. . - . A
(indVectFin, ®, k) (proVectFin, ®, k)
7 Hornindpro\/ect(_’k)77
su jaki monoidalni funktori. Kompozicije tih funktora (koje imaju smisla) su izomorfne iden-
titeti i definiraju dualnost kategorija Ind}, VectFin i Pro}, VectFin te kategorija indVectFin i

proVectFin.

Dokaz. Funktori iz iskaza propozicije su kontravarijantni po propoziciji 5.3.2. Neka su dani
objekti V, W u Ind} VectFin. Budu¢i da su komponente {Vi}ic; i {W;}es tih filtracija
konac¢no-dimenzionalne, to su kona¢no-dimenzionalne i komponente {M@Wj}(i, jerx . filtracije
V ® W. Po prethodnoj lemi postoje prirodni izomorfizmi komponenti (V; @ W;)* =~ V*® W,
a oni zajedno Cine izomorfizam kofiltracija (V ® W)* ~ V* @ W*. Lako se vidi da su ti
izomorfizmi kofiltracija komponente prirodnog izomorfizma i da on zadovoljava koherencije s
asocijatorom i lijevom i desnom jedinicom. Ti prirodni izomorfizmi dalje induciraju prirodne
izomorfizme medu odgovaraju¢im kofiltriranim vektorskim prostorima koji takoder zadovolja-
vaju te koherencije.

S druge strane, krenuvsi od dva objekta V', W u Proy OVectFin, na isti nacin se pokaze da
postoji prirodni izomorfizam filtracija (V ® W)* =~ V* @ W* i da oni induciraju prirodne

morfizme medu odgovarajuéim filtriranim vektorskim prostorima.

124



5.4. FORMALNE SUME U INDPROVECT

Inducirani funktori medu indVectFin i proVectFin oznaCeni su sa ” Homingprovect ~ U SVje-
tlu propozicije 5.3.3 u kojoj je pokazano da za filtrirani vektorski prostor V' =~ colim V' vrijedi
lim V* =~ Homjyqveet (V; k) 1 za kofiltrirani vektorski prostor W = lim W vrijedi colim W* ~
HomproVect(VVy k?) O

U odjeljku 9.4 ¢emo dokazati da je dual R* = Homye (R, k) unutra$nje Hopfove algebre u
indVectFin unutra$nja Hopfova algebra u proVectFin i da se kanonsko sparivanje medu njima

prosiruje do sparivanja R* ® R — k u indproVect.

5.4 Formalne sume u indproVect

U 4.3.1 je definirana filtrirana baza, u 4.3.2 je dokazano da svaki filtrirani vektorski prostor
posjeduje filtriranu bazu, u 3.3.1 je definirana formalna suma u proVect i u 3.3.9 formalna baza
u proVect, te je u 3.3.13 dokazano da svaki kofiltrirani vektorski prostor posjeduje formalnu

bazu.

Definicija 5.4.1. Izraz ) T, je formalna suma u V iz indproVect, V = coliIm V.., ako pos-
€

\%4
n

toji n € I takav da: za svaki « vrijedi T, € ¢} (V,,) iizraz ) (uV)"'(T,) je formalna suma u
kofiltriranom vektorskom prostoru V;,. Tada kazemo da je formalna suma » 77, unutar kom-

ponente V/,.
Ocito svaka formalna suma u V' iz indproVect ima vrijednost u V/, jer ima vrijednost u V,.

Definicija 5.4.2. Kazemo da linearno preslikavanje A: V' — W distribuira po formalnim su-
mama u 'V iz indproVect ako je za svaku formalnu sumu ) 7T,, u V, izraz )  A(T,) formalna

suma u W i vrijednost joj je jednaka A(D Tv).

Lema 5.4.3. Ako je A morfizam u indproVect, onda A distribuira po formalnim sumama.
Dokaz. Ocito. [
5.4.4. Obrat prethodne leme ne vrijedi.

5.4.5. Vektorski prostor V' moZemo gledati kao trivijalno kofiltrirani vektorski prostor. Izraz
>\ Vx je formalna suma u vektorskom prostoru V" ako je konaéno mnogo sumanada razli¢ito od
0. Izraz ), v, je formalna suma u filtriranom vektorskom prostoru W ako postoji komponenta
W, koja sadrzi sve sumande i izraz je formalna suma u W, a to je opet ako je konacno mnogo
sumanada pocetne sume razli¢ito od 0. Dakle, formalne sume u indproVect generaliziraju

kona¢ne sume u Vect, konacne sume u indVect i formalne sume u proVect.
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Propozicija 5.4.6. Svaki element tenzorskog produkta M, ® M>® . ..® M, konacho mnogo

filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora je formalna suma jednostavnih tenzora.

Dokaz. Jednostavna posljedica analogne propozicije 3.3.15 za tenzorski produkt u kategoriji
proVect. [

5.4.1 Racunanje s formalnim sumama

Lako se vidi da lema 3.3.8 o raCunanju s formalnim sumama u kategoriji proVect vrijedi i za

formalne sume u kategoriji indproVect.
Lema 5.4.7. (Lema o racunanju s formalnim sumama u kategoriji indproVect.)

(i) (Tenzorski produkt formalnih suma.) Neka ), vy formalna suma u V vrijednosti v i
> . Wy formalna suma u W vrijednosti w u kategoriji indproVect. Tada je >’ A ON @ wy
formalna suma u'V-® W i vrijednost joj je jednaka v ® w. MoZemo racunati:

Zw@Zwu =Zv,\®wu.
A H

A

(ii) (Grupiranje sumanada.) Neka je A Ua formalna suma vrijednosti v. Tada je svaka
podsuma W formalna suma i, oznacimo li njihove vrijednosti s vy = Y, U 12raz

2.\ Uy je formalna suma vrijednosti v. MoZemo racunati:
PILVEDIOITHEDILY
At P A

(ii’) (Ekspanzija sumanada.) Obratno, neka je ) |, vy formalna suma vrijednosti v. Neka je za
svaki \ izraz . Uxa formalna suma vrijednosti vy. Tada, ako je > A Unp formalna suma,
njena vrijednost jednaka je v. MoZemo racunati:

2,00 = 25, 0) = 2 ow
A Ap Ap
Tockica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne strane takoder formalna.

Ako, dodatno, za svaki \ formalna suma ), v, ima svojstvo da iz 7/ (vy) = O slijedi
v

7 (x) = 0 za svaki pi, onda je odmah Y, , vy, formalna suma vrijednosti v pa ekspan-

ziju sumanada moZemo napraviti bez te provjere.

(iii) Ako je ), (vy ®w) formalna suma i w # 0, onda je i ), vy formalna suma. Oznacimo li

njenu vrijednost s v, vrijednost pocetne sume je tada v @ w. MoZemo pisati

Z(w@w) wzf (Zw)@w =v®w.
)

A

Analogna tvrdnja vrijedi za formalnu sumu ), (v @ w,) i v # 0.
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(iv) (Slika po morfizmu u indproVect.) Neka je ), vy formalna suma vrijednosti v. Neka je

A morfizam u indproVect. Tada je ), A(vy) formalna suma i njena vrijednost jednaka

A oa) = D A(vy)

(iv’) Obratno, neka je A morfizam u indproVect i neka je ), A(vy) formalna suma. Ako je

je A(v). MoZemo racunati:

2., U formalna suma vrijednosti v, onda je vrijednost sume ), A(vy) jednaka A(v).

DA = A vy

A

MoZemo racunati:

Tockica predstavija dodatnu provjeru je li suma s desne strane takoder formalna.

Dokaz. (1) Lako slijedi iz analogne propozicije 3.3.7 o tenzorskom produktu formalnih suma u
kategoriji proVect i definicije formalne sume u kategoriji indproVect.

(i1), (i1*), (i), (iv), (iv’) Lako slijede iz leme 3.3.8 o racunanju s formalnim sumama u
proVect, definicije formalne sume u indproVect, ¢injenice da morfizmi u indproVect poStuju
filtracije 1 da su komponente tih morfizama morfizmi u proVect koji zbog toga distribuiraju po

formalnim sumama. [

Primjer 5.4.8. Neka je >, , A(vy)B(w,) formalna suma u unutraSnjoj algebri (R, yir, vr) u
indproVect, gdje je konkatenacija skraceni zapis za asocijativni produkt ;1 p elemenata. Neka

su A i B neki morfizmi u indproVect ¢ija je kodomena R. Promotrimo sljedeci racun.

S0 A2 Blu) = 5,5 Aln) Blw,))  (srupiranie)
=2, (2 A(va))B(w,)  (distributivnost i dokaz ) A(vy) f.s.)
=2, AR va)B(w,)  (distributivnost A i dokaz 3, vy f.s.)
= A2\ vx) 2, B(w,)  (distributivnost i dokaz };, B(w,) f.s.)
= A2\ va)B(2, wy,) (distributivnost B idokaz ), w, f.s.)

Ukratko, dovoljno je dokazati da su )| o W iy, ) Ux formalne sume, tada formalnost svih ostalih

suma slijedi iz toga $to su A, B i pip morfizmi u indproVect.

5.4.9. Mi neemo definirati pojam baze opéenito za objekte u indproVect, ali za tenzorski
produkt objekta R u indVect i objekta H u proVect moZe se definirati skup takav da se svaki
element objekta R ® H moZe prikazati na jedinstven nac¢in pomocu elemenata tog skupa kao
formalna suma u R® H u indproVect. Naime, lako se vidi da je za filtriranu bazu { D, } 44 0d
R i kofiltriranu bazu {eg}gep od H skup {D, ® €s}(as)eaxp takav skup za RQ H. Analogno

vrijedi naravno za tenzorski produkt H ® R.
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5.5 Osnovne konstrukcije u kategoriji indproVect

5.5.1 Koujednaditelj u kategoriji Indy proVect i tenzorski produkt

Dokaz sljedeceg teorema je slican dokazu teorema 4.4.4 s istom tvrdnjom za )V = Vect, samo
ovdje treba pazljivije provjeravati jesu li konstruirani morfizmi u kategoriji proVect i koristiti

propozicije o osnovnim kategorijskim konstrukcijama u proVect.

Teorem 5.5.1. Neka je V kategorija proVect = Proy Vect. Tada kategorija Indy V ima koujed-
nacitelje. Ako je paralelni par morfizama filtracija predstavljen paralelnim parom predmorfi-
zama po nivoima, koujednacitelj tog paralelnog para morfizama filtracija je filtracija cije su
komponente kvocijenti koujednacitelja paralelnih parova komponentnih preslikavanja po jez-

grama preslikavanja u kolimes tih koujednacitelja.

Dokaz. Zbog propozicije 4.4.3 bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da dvije pro-
izvoljne filtracije imaju jednaku indeksnu kategoriju [ i da je paralelni par morfizama predstav-
ljen predmorfizmima po nivoima.

Neka su dakle zadane dvije filtracije u kategoriji V,

A = ({Antner, {omn}), B = ({Bn}ner, {¥mn})

i neka je zadan paralelan par morfizama filtracija predmorfizmima po nivoima

f = (ld, {fn An - Bn}ne])a g = (1d> {gn: An - Bn}nel)-

Kategorija V ima koujednacitelje po korolaru 3.4.4 pa za svaki paralelan par f,, g, moZemo

odabrati koujednacitelj h,,: B,, — C,,.

Neka je m < n proizvoljan par usporedivih elemenata od /. Dokazujemo da kompozicija

R © Yy koujednacuje par f,, g,,,. Morfizam h,, koujednacuje par f,, g, pa vrijedi

hnofno¢nm:hnogno¢nma

iz Cega, jer su f i g predmorfizmi kofiltracija, slijedi h,, © Y © frn = A © Ypm © G-

[
hn
n—>Cn
/I\
|
|
|
|
|

Q

Ay

an
Pnm Yrm
fm

A

Tnm

_—

hm
m m

Q

gm
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Dakle, za svaki vezni morfizam ,,,,, vrijedi da h,, o ¥, koujednacuje par f,,, g,, pa po univer-
zalnom svojstvu koujednacitelja h,, slijedi da za svaki v,,,, postoji jedinstveno preslikavanje
Tom . Cm — C), takvo da je desni kvadrat na prethodnom dijagramu komutativan.

Dokazujemo da je ({C,}ner, {7mm}) usmjereni sustav u ) (ali nije nuzno i filtracija). Na
sljede¢em dijagramu lijevi trokut, gornji i donji kvadrat su komutativni pa je 7,z © Tgn: Cr —
C,, preslikavanje za koje je vanjski kvadrat komutativan, a buduci da je takvo preslikavanje

jedinstveno, slijedi Tx,, © Trm = Tin-

Yrm Tnm
Yk Bm _— Cm TnmOTmk

wmk Tmk

Sada ¢emo usmjereni sustav zamijeniti filtracijom. Neka je C' = colim,, C), u kategoriji V =
proVect, on postoji prema propoziciji 3.4.22. Ozna¢imo s xC: C, — C komponente tog
univerzalnog kokonusa. Tada su potprostori Ker k¢ < C,, i kvocijenti C,,/Kerx¢ objekti u V
i preslikavanja Kemg — C,iq,: C, — C’n/Kemg su morfizmi u V, prema lemi 3.4.10 i
propoziciji 3.4.12. Za svaki n € [ sada postoji jedinstveno preslikavanje
&2 C/Ker k€ — C

takvo da je sljedeci dijagram komutativan i to preslikavanje je morfizam u V (vidi propoziciju
3.4.14) i injekcija.

Q

c, ——— n/ Ker k¢

Bududi da je 7,,,, (Ker k%) = Ker k¢, postoji jedinstveno preslikavanje 7, takvo da je kvadrat
na sljede¢em dijagramu komutativan, a buduci da vrijedi $tovise Ker k¢ = 7.1 (Ker x¢), ono

je injekcija.
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3Q

3Q

K C, — C,/ Ker /fg
/I\

Tnm Ynm

|
Cop ————+ C/ Ker 5,

Inducirano preslikavanje ,,, je takoder morfizam u V, prema propoziciji 3.4.14. Vrijedi jed-
nakost Y, © Yum = Yim, eI j& zbog komutativnosti lijevog trokuta i oba kvadrata na sljedeéem
dijagramu komutativan i cijeli vanjski peterokut, a v, je jedinstveno preslikavanje sa svoj-

StvOom Yim © @m = Gk © Thm,-

c
_—
Ch — Cy, / Ker kf;
Tkn Ykn
e | Cp ———— O,/ Kerk

Tnm TYnm

Crp ——— O/ Ker k¢

Dakle, C := ({C,,/ Ker kS }, {nm}) je filtracijau V.

Na sljedecem dijagramu je komutativan gornji kvadrat, donji kvadrat i lijevi trokut, pa slijedi

da je k¢ = 1% o Ym © ¢ $to zbog jedinstvenosti preslikavanja (& sa svojstvom k¢ = (€ o q,,
povladi 1% o 7, = 1&. Dakle, {:} su komponente kokonusa s vchom C' nad tom filtracijom.
C C
Ky '

Tnm Ynm
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Dokazujemo da je taj kokonus univerzalan. Neka je (G, {:}) drugi kokonus u V nad filtracijom

({C/ Ker (&}, {Vum}). Tada je (G, {t% o g, }) kokonus nad filtracijom ({C},}, {Tnm}) pa postoji

jedinstveno preslikavanje z: C' — G takvo da je z o k¢ = 1% o ¢,,. Buduéi da je k¢ = 15 o ¢,

i ¢, je epimorfizam slijedi z 0 (& = 1. Dakle, postoji preslikavanje z: C — G takvo da je
z0.1¢ =18, Takvo preslikavanje je jedinstveno, jer svako preslikavanje 2': C' — G za koje
c c

vrijedi 2’ 0 1& = 1% vrijedii 2’ o kK¢ = 1% o ¢, pa ono mora biti jednako jedinstvenom takvom
preslikavanju z.

Ocito je g := (id, {g,}) predmorfizam usmjerenih sustava, pa je g o h = (id, {g, © h,})
predmorfizam filtracija. Dokazat éemo da je ¢ o h: B — C koujednacitelj paralelnog para
fig: A— B.

In
A, 3B, fin Ch 0,/ Ker k¢
gn

Uzmimo bilo koju filtraciju D = ({D,}nes, {0mn}) u V i predmorfizam kofiltracija
e=(u: I — J{en: By = Dym)tner): B— D

takav da je e o f = e o g. Budu¢i da za svaki n € [ komponenta e,, koujednacuje par f,, g,

postoji jedinstveno preslikavanje d,,: C,, — D, takvo da je d,, o h,, = ey,.

Ch " O/ Ker 1 Dy

dn
€n

Neka je d: C' — D preslikavanje medu kolimesima u proVect inducirano predmorfizmom
(1, {d,}). Svaki element od Ker ¢ < C,, se preslikavanjem d o ¢ preslika u 0 € D,
pa je, zbog komutativnosti vanjskog Cetverokuta, d,(Kerxy) < Keru . Po propoziciji
3.4.22 komponente Li’(n): D,y — D univerzalnog kokonusa u proVect nad filtracijom D
u proVect su monomorfizmi, pa je Ker Ll?(n) = {0}. Dakle, postoji i jedinstveno je preslika-
vanje 7, C,,/ Ker ¢ — D,,(n) takvo da je donji trokut na sljedeCem dijagramu komutativan.

Preslikavanje r,, je morfizam u V po lemi 3.4.14.

C D

131



5.5. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORII INDPROVECT

Sada dokazujemo da je r := (p, {r,,}) predmorfizam filtracija. Za svaki usporedivi par m < n,
na sljedeem dijagramu su vanjski Cetverokut, lijevi kvadrat, gornji i donji trokut komutativni i

preslikavanje ¢, je epimorfizam, pa je 1 desni kvadrat komutativan.

dn

C

[/ RN C,/Ker k€ —"— D)

Tnm Ynm Onm

Cn — O/ Ker k€ — D)

dm

Ocito je r o g o h = e. Dokazimo sada da je svaki drugi takav predmorfizam ekvivalentan 7.
Neka je p := (v, {p,}) neki drugi predmorfizam takav da je p o g o h = e. Tada postoji gornja
meda [ € J od p(n), v(n) takva da je 0,() © €n = Olu(n) © Pn © Gn © Iy, tj. vanjski Sesterokut na

sljedeéem dijagramu je komutativan.

€n

Ch

C/ Ker k] ———— Dy

m
Pn Dl
%
Dl/(n)

Gornji Cetverokut na dijagramu je komutativan i g,, o h,, je epimorfizam pa iz prethodnoga slijedi

hn an

da je komutativan i desni Cetverokut. Dakle, predmorfizmi r 1 p su ekvivalentni. Time je dokaz

dovrsen. O]

Teorem 5.5.2. U kategoriji Indg Proy Vect = Indy proVect i kategoriji Indy, Prog, VectFin =

Indy, proVectFin tenzorski produkt komutira s koujednaciteljima.

Dokaz. Nekaje f, g: A — B paralelni par morfizama filtracija u proVect. Kao u dokazu pro-
pozicije 5.5.1, pretpostavimo bez smanjenja opCenitosti da su indeksne kategorije te dvije fil-
tracije jednake: A = ({A,}ners {Omn}), B = ({Bn}ner, {¥mn}) 1 morfizmi su predstavljeni pa-
ralelnim morfizmima po nivoima: f = (id, {f,: A, — Bu}ner)> 9 = (id, {gn: An — Bp}ner)-
Neka je filtracija C = ({C,,/ Ker S }ner, {Ynm}) zajedno s predmorfizmom (id, {g,, © Ay, }ner)
koujednacitelj u proVect paralelnog para f, g konstruiran kao u dokazu te propozicije. Pri-

tom su h,: B, — C,, koujednacitelji paralelnih komponenti f,, g,: A, — B,, preslikavanja
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Tom: Cp — C,, su preslikavanja inducirana medu vrhovima tih koujednacitelja, x¢: C,, — C
su komponente univerzalnog kokonusa nad usmjerenim sustavom ({C}, },es, {Tnm}) u proVect,
¢n: C,, — C,/Ker k¢ su kvocijentna preslikavanja, a 7,,,, preslikavanja inducirana medu kvo-

cijentima, uz sljede¢i komutativni dijagram iz dokaza te propozicije.

AnQBn s Oy s C / Ker 5§
‘ | Ynm
A 3 By, —m s Oy — ",/ Ker k€

(i) Tenzorirajmo taj dijagram s identitetom na proizvoljnoj filtraciji D = ({D;}ics, {oi}) u

proVect. Zelimo pokazati da je dobivena filtracija
C®D = ({(Cn/Ker £5) ® Di}nnyerxts {ynm @ o)
u proVect zajedno s predmorfizmom
(goh)®id = (id, {(g, ®id) o (h, ®id): B, ® D; — (C,,/Ker s5)® D;})

koujednaditelj paralelnog para f ®id, ¢®id: AQ D — B® D.

fn ®id by ®id ®id
~ —_— N n 1 il dn 1
A, 9D, IB,®D—"———C,®9 D ————(C,/Kers)® D,
gn®id
Snm R o Ynm ® o, Tnm & o, FYrm ® o1k
fm ®id i o
A  — A m X1 A gm K1
A& Dy, Bpn® Dy —m29 0 & D, —mC . (C,/KerkC) & Dy,
gm®id

(ii) Konstruirajmo sada koujednaditelj paralelnog para f ®id, g ®id morfizama filtracija
slijedeci korake konstrukcije iz dokaza propozicije 5.5.1.

Buduc¢i da po korolaru 3.4.4 propozicije 3.4.2 u proVect koujednacitelji komutiraju s tenzor-
skim produktom, prva tri ¢lana u svakom redu na prethodnom dijagramu opet ¢ine koujednaci-
telj u proVect. Lako se vidi, zbog komutativnosti tog dijagrama, da su preslikavanja 7,,,,, ® oy,
jednaka jedinstvenim preslikavanjima induciranim medu vrhovima koujednacitelja. Time je

prvi dio konstrukcije koujednacitelja morfizama filtracija dovrSen i imamo usmjereni sustav

({Cn ® Dl}(n,l)eIxJ7 {Tnm ®01k})
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u proVect koji nije nuzno filtracija. Dalje, ozna¢imo s colim,, ; C,, ® D; vrh kolimesa u proVect
tog usmjerenog sustava. On je po propoziciji 3.4.22 jednak vrhu kolimesa u Vect tog usmje-
renog sustava, pa ova oznaka neée izazvati zabune. Oznacimo komponente tog univerzalnog
kokonusa sa

H;chf - C,QD;, — Colilm C,® Dy,
n,

komponente su naravno morfizmi u proVect. Po konstrukciji koju slijedimo, vrh koujednacite-

lja paralelnog para f ®id, g ®id je dakle filtracija

{(Co®Dy)/ Ker 657 Y nwerscas Vomar})

u proVect zajedno s predmorfizmom (id, {g;, ;© (h, ®1id)} (n,erx.s) kao na sljedecem dijagramu.
Pritom su ¢;, , kvocijentna preslikavanja, a 7, ;. preslikavanja inducirana medu kvocijentima u
proVect.

fa®id ’

A,8D 2 B,®D "0, @ D —""— (C, & Di)/ Ker 5GP

gn ®id
A N ~ ’
(bn'm ®ok wnm ®ok Tnm @ Ok ’ynm,lk

fm ®id q

An®Dy 7 Bnu®Dy—mC9 0, @ Dy —t 5 (C, & D))/ Ker €8

gm®id

Sva navedena preslikavanja su morfizmi u proVect, kako je objaSnjeno u samoj konstrukciji
koujednacitelja koju slijedimo.
(iii) Usporedimo sada komponente dva predmorfizma po kojima se prethodne dvije kons-

trukcije razlikuju: kvocijentna preslikavanja u (i1)
@ Ca®Dy — (C,®Dy)/Ker k7
1 tenzorske produkte kvocijentnih preslikavanja s identitetom u (i)
¢n ®id: C, ® D; — (C,,/ Ker k&) ® D;.

Po propoziciji 3.4.12 kvocijent kofiltriranog vektorskog prostora po potpunom potprostoru je
koujednacitelj inkluzije i nul-preslikavanja. Dakle, kvocijentno preslikavanje g, ; je koujedna-

Citelj paralelnog para: nul-preslikavanja 0 i inkluzije n5 [ : Ker {7 — C,, @ D;.

Mot
™ N q 1 A
—_— n,
Kers(P — 7 C,@ D ————— (C,®Dy)/Ker k57

0
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Iz istog razloga kvocijentno preslikavanje ¢,, je koujednacitelj paralelnog para: nul-preslikavanja

01 inkluzije n$: Ker k¢ — C,,.

1y
KerkC =2 C,—2 C,/Kers¢
0
Po korolaru 3.4.4 tenzorski produkt komutira s koujednaciteljima u proVect pa iz prethodnog
slijedi da je ¢, ®id koujednacitelj od n¢ ®id, 0:
17 ®id

Kermﬁ@Dl 2 C, QD
0

@i (C/Ker k%) & D,
Dokazat ¢emo da je
Ker(k%)® D; = Ker k&P

n,l
iz Cega Ce slijediti da su preslikavanja g, ; i g» ® id koujednacitelji istog para morfizama: 7757 D=
nf ®id, 0. Time ¢e onda biti jasno da su filtracije konstruirane u (i) i (ii) izomorfne.

(iv) Dokazujemo prvo Ker (P < Kerx{ ® D;. Oznatimo s D = colimy; D; vrh, a s
tP: Dy, — D komponente univerzalnog kokonusa u proVect nad filtracijom D = ({D;}ic7, {ou.}).
Veé¢ smo s C' = colim,, C,, oznacili vrh i s /@g: C, — C komponente univerzalnog kokonusa
u proVect nad usmjerenim sustavom ({C, }.e1, {7nm}). Tenzorski produkt C' ® D je tada vrh
kokonusa nad usmjerenim sustavom ({C,, ® Di}mpersgs {Tnm ® oy }) 1 komponente tog koko-
nusa su {k¢ ®:P}. Po univerzalnom svojstvu kolimesa nad tim usmjerenim sustavom pos-
toji jedinstveno preslikavanje € u proVect takvo da je sljedeéi dijagram komutativan za svaki
(n,0)el x J.

colim,,; C,, ® Dy ----------2-—--—-——- » (colim,, C,,) ®(colim; D;)
Cn ® Dl

Iz toga slijedi da je Ker & = Ker (kS ®1”). Po propoziciji 3.4.22, komponente ¢;” univerzal-

nog kokonusa nad filtracijom u proVect su injekcije, pa po propoziciji 3.4.23 slijedi
Ker(k¢ ®17) = (Ker ) ® D;.

Dakle vrijedi Ker x5 < Ker xS ® D;. Preostaje dokazati da je Ker k5 ® D; < Ker 5 7.

(v) Dokazujemo sada Ker k¢ ® D; < Ker mgf . Proizvoljan element tenzorskog produkta
Ker k¢ ® D; moZe se zapisati kao formalna suma jednostavnih tenzora u Ker k¢ ® D;. Zbog
toga i distributivnosti /@i{’ po formalnim sumama dovoljno je dokazati da za svaki jednos-

tavni tenzor ¢ ® d u Ker k¢ ® D; vrijedi f@fff (c®d) = 0. U sljedece dvije tvrdnje koristimo
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propoziciju 3.4.22 u kojoj je opisan filtrirani kolimes u proVect. Komponenta x je sljedeca

kompozicija inkluzije v$: C,, — | [, C, i kvocijentnog preslikavanja:

kC: Cp HC” — (H Cn)/W = co}}mC’n

gdjeje W = W vektorski potprostor od | [, C;, generiran skupom
(v8(e) —vC(e) | n,mel,eeCy e € Chp,(Ip=n,m)(rm(e) = Tm(e)}.

Vrl]edl da je ¢ € Kerx? ako i samo ako je v%(c) € W. Sli¢no éemo oznaditi injekcije
I Dl — ]_[l Dl.
Analogno komponenta k¢P je kompozicija inkluzije IJCD C,®D, — 1], (C’n®Dl) 1

kvocijentnog preslikavanja:

ST Coa@ Dy [ [(Co®@Dy) — ([ [(Co®Dy)/W" = colim(C;, ® D)

n,l n,l

gdje je W’ = W’ vektorski potprostor od [1..(Cn ® D;) generiran skupom

{viP(e) —vSR(E) I n,mel ke JeeCo®Dy e € Cp® Dy,
(3p = n,m)(3r =k, D) (7o ®@ 1) (€) = (Tom @ 0vi) (€'))}-
Ocito je ¢ @ d € Ker k5 ako i samo ako je v (c® d) € W'
Neka je ¢ ® d dakle pr01zvolJan Jednostavm tenzor u Ker ¢ ® D;. Dalje u dokazu nekoliko

puta koristimo ¢injenicu da je obican tenzorski produkt uloZen u upotpunjeni tenzorski produkt

Sto je dokazano u propoziciji 3.3.16. Zamijetimo da je
c®deC,®D, < C,®D.

Vrijedi ¢ € Ker k¢ pa je v%(c) jednak kona¢noj sumi generatora od W:

SRV CABETACA R (A

tj. takvih da za svaki s postoje ps = ng, m, takvi da je 7,,,, (€s) = Tp.m, (€5). Dalje je

N

K OO) = (U (e) - D@l @e [ [Guo] [ D
i vrijedi

HCn®HDl = HCn®Dz c HCn®Dl7
n l n,l n,l
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pa piSemo
N
v (0) @1 (d Z (es) @uP(d) — o5 () @ v (d GHC@)DZ

Zasvakin € I, € J je korestrikcija restrikcije

1 Cn®D
|gn®lD, L CL,®D; — L[Cn ® D,

n,l

jednaka tenzorskom produktu
V»,?@VlD: Cn®Dl - ch®HDl = L[On®Dl
n l n,l

Zbog toga moZemo prethodnu jednakost zapisati:

N

Die@d) = Z Des@d) — 1S (e.@d) e [Cn@Dic [ [C.® D,

s=1 n,l n,l

Sada se vidi da je (7., ® o) (es ®d) = (Tp,m, ®oy) (e, ®d) za svaki s paje svaki sumand u toj

sumi generator od W’. Slijedi v/¢ P(c®d) e W, tojest c®d € Ker kCP. Dokaz je dovrsen. [J

Korolar 5.5.3. Simetri¢na monoidalna kategorija (indproVect, ®, k) posjeduje koujednacitelje

i oni komutiraju s tenzorskim produktom.

Dokaz. Kategorije indproVect i Indj proVect su ekvivalentne simetricne monoidalne katego-
rije, a tvrdnja vrijedi u kategoriji Indy, proVect.
O]

5.5.2 Ujednacitelj u kategoriji Ind*V
Ova propozicija nije nuZna za daljnje izlaganje.

Propozicija 5.5.4. Neka kategorija V dopusta ujednacitelje. Tada kategorija Ind®YV dopusta
ujednacitelje i ujednacitelj paralelnog para morfizama je filtracija cCije su komponente ujedna-
Citelji komponenti tog paralelnog para i vezni morfizmi jedinstvena inducirana preslikavanja

medu njima.

Dokaz. Zbog propozicije 4.4.3 bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da dvije pro-
izvoljne filtracije imaju jednaku indeksnu kategoriju [ i1 da je paralelni par morfizama predstav-

ljen predmorfizmima po nivoima. Neka su dakle zadane dvije filtracije u kategoriji V,

= ({Andner, {Omn}), B = ({Bu}ner, {'mn})
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i neka je zadan paralelan par morfizama filtracija predmorfizmima po nivoima

f = (1d7 {fn An - Bn}ne[) i g = (1d7 {gn: An - Bn}ne[)'

Za svaki paralelan par f,,, g, mozemo odabrati ujednacitelj h,,: C,, — A, u kategoriji V.

fn

Neka je m < n proizvoljan par usporedivih elemenata od /. Bududi da tada ¢,,,,, o h,, ujednacuje

par fr., gm, vrijedi
fmo¢mnohn:wmnofnohn:¢mnognohn :gmo¢mnohn>

pa po univerzalnom svojstvu ujednacitelja postoji jedinstveni morfizam 7, : C,, — C,, u kate-

goriji V takav da je ¢, © hyy = Ry © Ty

N Im
— Ay

O

g

By,

3
3
—emm ey

dm Um
h Jn
I N An

O

By,

adn
Budu¢i da je svaki ujednacitelj h,, monomorfizam i vezna preslikavanja ¢,,,, filtracija su mo-
nomorfizmi, slijedi da je i 7,,,,, monomorfizam u V. Na sljedeem dijagramu su dva unutrasnja
kvadrata komutativna i desni trokut je komutativan, pa je komutativan i vanjski peterokut, $to

zbog jedinstvenosti preslikavanja 7, sa svojstvom h; o 73, = ¢y, © hy, povlaci 7y, © Typ = Tip-

o, — M4

Dakle, C := ({C),}ner, {Tmn}) je filtracijau Vi ocito je h = (id, {h,}) predmorfizam filtracija.
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Dokazat éemo da je h: C — A ujednaditelj para f, g: A — B u kategoriji Ind*)). Neka
je D = ({Dp}nes, {omn}) filtracijau V i neka je

e=(u:J—=1I{en: Dy — Aymytnes): D — A

predmorfizam filtracija takav da je f o e = g o e. Tada po univerzalnom svojstvu ujednacitelja

postoje jedinstveni morfizmi r,,: D,, — C,,y u V za koje vrijedi hy ) 0 = €5,.

Fum)
T uu(n)
Dy 222 > Cutm) —— Auy 3 Buw
9u(n)
Dokazujemo da je r := (u,{r,}) predmorfizam filtracija. Na sljedecem dijagramu je komu-

tativan desni kvadrat, vanjski Cetverokut, gornji i donji trokut i /.,y je monomorfizam, pa je

komutativan i lijevi kvadrat.

€m

T

Dy = Cum) ——— Auw)

Omn Tmn Pmn

n )
Dy ——— Cym) ——= Aum)

€n

Ocito je h or = e. Dokazimo sada da je svaki drugi takav predmorfizam ekvivalentan r. Neka
je p = (v, {pn}) neki drugi predmorfizam takav da je i o p = e. Tada postoji gornja meda [ € [

od p(n) i v(n) takva da je vanjski peterokut na sljedeéem dijagramu komutativan.

hu(n)
Con) Ay
\\\\ Pru(n)
Pn \\\/\
Ay
T
, 77 B
Tn p(n) -
Dy —— Cu(n) — = Au(n)

€n

Bududi da su na sljedeCem dijagramu komutativni vanjski peterokut, donji trokut, dva unu-
traSnja desna Cetverokuta i h; je monomorfizam, slijedi da je komutativan i unutrasnji lijevi

cetverokut, tj. predmorfizam p ekvivalentan je predmorfizmu 7.
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V(n)

¢lu(n)
Tiv(n)
n C M 3 A

7-l,u,(n

Pru(n)
D, —™ Ol n) —> A

Time je dokaz dovrSen.
]

Napomena 5.5.5. U prethodnom poglavlju nije dokazano Sto je ujednacitelj u proVect, ali to

je vjerojatno jednostavno Ker(f — g) <— A za paralelni par f, g: A — B u proVect.
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Poglavlje 6
Algebra u monoidalnim kategorijama

Definicija monoidalne kategorije dana je u 2.2.1 i simetricne monoidalne kategorije u 2.2.2. U
ovom poglavlju definiramo neke tipove algebarskih struktura u monoidalnim kategorijama: mo-
noide (algebre), komonoide (koalgebre), bialgebre, module nad algebrama, komodule nad koal-
gebrama, bimodule, Yetter-Drinfeldove module, te neke osnovne konstrukcije s njima. Ponekad
se naglaSava da su to internalizirane varijante tih pojmova u opéim monoidalnim kategorijama
rijeCju unutarnji, dakle unutarnji modul za razliku od obi¢nih modula u kategoriji vektorskih
prostora, unutarnji monoid za razliku od obi¢nih monoida u kategoriji skupova. Za neke od tih
konstrukcija, posebno za tenzorski produkt bimodula, potrebno je da je monoidalna kategorija

simetri¢na ili da dopusta koujednacitelje koji komutiraju s tenzorskim produktom.

6.1 Algebra, koalgebra, bialgebra, Hopfova algebra

6.1.1 Definicija monoida (algebre) i morfizma monoida

Definicija 6.1.1. Monoid (sinonim: algebra) u monoidalnoj kategoriji V = (V,®, k, a,l,7) je
trojka (A, i, 1) u kojoj je A objektuV,apu: A® A — A (mnoZenje u monoidu) i n: k — A

(jedinica monoida) su morfizmi u V koji zadovoljavaju sljedeca dva aksioma:

(1) asocijativnost

AQARA-TZNU A A

idA®ml lm

A®A A

m
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(i1) aksiom jedinice

ida®n nNRid 4

ARk AR A

|

A

E® A

lle
lle

koji su zapisani pomocu komutativnih dijagrama.

U slucaju kad je £ polje i V monoidalna kategorija k-vektorskih prostora s jedinicnim objek-
tom k i tenzorskim produktom &y, monoid u VV zovemo i k-algebra (pri ¢emu podrazumijevamo

asocijativnu k-algebru s jedinicom).

Definicija 6.1.2. Morfizam monoida f: (A, p,n) — (A, 1/,n') je morfizam f: A — A’ uV

koji zadovoljava
po(f@f)=Ffou,  fon=rn"

Propozicija 6.1.3. (Tenzorski produkt monoida) Neka su (R, ugr,ng) i (S, ps,ns) monoidi u
simetri¢noj monoidalnoj kategoriji V = (V,®, k,a,l,r, 7). Tada je (RRS, pires, Nres), gdje je
Lres = (Lr @ ps) o (Idr ® T5,r ®idg), Nres = (MR @ns) ol ",

takoder monoid u V.

Svejedno je uzimamo li lijevu ili desnu jedinicu u prethodnoj propoziciji jer u monoidalnoj
kategoriji vrijedi [, = r;: k ® k — k. Dokaz je standardan, vidi [Kelly]. U apstraktnoj

Sweedlerovoj notaciji mnoZenje i jedinica iz prethodne propozicije su
(res) - res)=re®ss, lres = 1r® 1g,

pa takvo mnoZenje Cesto zovemo mnoZenjem po komponentama.

6.1.2 Definicija komonoida (koalgebre) i morfizma komonoida
Dualni pojam, komonoid u (V,®, k, a, [, ) je monoid u kategoriji suprotnoj kategoriji V, ali s
"istim” tenzorskim produktom M ® N°P = (M ® N)°P.

Definicija 6.1.4. Komonoid (sinonim: koalgebra) u monoidalnoj kategoriji V = (V, ®, k, a,l, )
je trojka (C, A ¢€) u kojoj je A: C — C' ® C morfizam u V zvan komnoZenje (koprodukt),

e: C — k morfizam u V zvan kojedinica i takva da su sljede¢i dijagrami komutativni:

(1) koasocijativnost

c— 2 o0c—29C copo)eC
AJ/ laC,C,C
C®RC ooa CRCRC0)
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(i1) aksiom kojedinice

e

Ako je V monoidalna kategorija k-vektorskih prostora, komonoid u V zovemo i k-koalgebra.

Definicija 6.1.5. Morfizam komonoida f: (C, A e) — (C', A’ €) je morfizam f: C — C"u
V koji zadovoljava

(f@floA=Aof,  of=c¢
Sto je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji f(cq))®f(c@)) = f(c)1)y®[f(c) ), te € (f(c)) = €(c).

Komonoid u monoidalnoj kategoriji k-vektorskih prostora (ili opCenitije, k-modula gdje je
k komutativan prsten) zove se k-koalgebra. (Ko)monoid u monoidalnoj kategoriji R-bimodula,

gdje prsten s jedinicom 2 moZe biti nekomutativan, zove se R-(ko)prsten.

6.1.3 Sweedlerova notacija i apstraktna Sweedlerova notacija

6.1.6. Sweedlerova notacija za koalgebre. Neka je (C, A €) komonoid u kategoriji vektorskih
prostora (tj. k-kolagebra). Vrijednost A(c) je oblika Y, a; ® b; € C' ®; C. Sweedler predlaze

notaciju c(1y = a, ¢(2) = b iindeks i izostavlja:

Ac) = Z c1) Q ¢(2)

Iteracije oznaCava ovako: c(1)() := (0(1))(1) itd. Tako se aksiom koasocijativnosti moZe zapisati

na sljedeci nacin:

Z cy) D cye) D ce) = Z c) @ ¢2)1) @ ¢2)(2) =+ Z c1) @ c(2) ® ¢(3),

a aksiom kojedinice na sljedeci:

D eleaye) = ¢ = Y cayelew)-

6.1.7. Apstraktna Sweedlerova notacija. Sweedlerovu notaciju Cesto koristimo, zajedno s
generickim elementima, i u opcoj monoidalnoj kategoriji. Detaljnije, neka su A, B, C, ...
oznake objekata u monoidalnoj kategoriji 1 Zelimo linearno zapisati niz identiteta medu morfiz-
mima s fiksiranom domenom i kodomenom koje su neki monoidalni produkti objekata A, B,
C, ... 1jedini¢nog objekta. Tada, oponasajuci racun s elementima u modulima, izaberemo po

jedan simbol odgovarajuceg tipa u svakom od tenzorskih mnozitelja i morfizme primjenjujemo
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na apstraktni simbol. Npr. aksiom asocijativnosti mnoZenja p o (id ® ) = p o (u®id) pisSemo
pla, p(a’ya”)) = p(u(a,a’),a”) s generickim simbolima a, a’, a” tipa A, Cak i ako objekt A
nije skup i stoga a, a’, " ne moZemo interpretirati kao elemente od A. Takvo pisanje je u redu
ukoliko na izrazima primijenjujemo samo transformacije koje odgovaraju identitetima medu
morfizmima. Naime, iz takvog izraza lako dobijemo natrag identitet eliminacijom generickih
simbola u svakoj strani jednakosti. Na genericke simbole moZemo primijeniti Sweedlerovu no-
taciju koja tada ne oznacava sumu i nazivamo je apstraktna Sweedlerova notacija. Aksiomi
kao €(c(1y)c(2) = cidalje vrijede (zanemarujuci pisanje koherencija, koje se mogu umetnuti, no
tada su racuni s elementima nepregledni jer koherencije imaju po nekoliko argumenata koji tako
postanu vezani u notaciji; u ovom primjeru tako r¢(e(c1)) ® ¢2)) = ¢, gdjejerc: C®k — C
komponenta u C' desnog unitora). Kod apstraktne Sweedlerove notacije moramo paziti da ko-

ristimo samo identitete medu morfizmima u toj monoidalnoj kategoriji.

6.1.8. Osim obi¢ne Sweedlerove notacije koja oznacava konacne sume i apstraktne Sweedle-
rove notacije koja ne oznacava stvarne sume ve¢ kompozicije morfizama, na nekoliko mjesta
u ovoj disertaciji koristimo i formalnu Sweedlerovu notaciju u kojoj se podrazumijeva suma-
cija u smislu formalnih suma. U tom posljednjem slucaju treba paziti da kod transformacija u
raCunu stalno dobivamo formalne sume i identitete medu formalnim sumama (za to moramo ko-
ristiti morfizme koji distribuiraju po formalnim sumama ili koristiti identitete medu formalnim

sumama i druge opravdane transformacije).

6.1.4 Konvolucijsko mnoZenje i dualne gebre u Vect

Slijededi Serrea [Serre] algebre, koalgebre i bialgebre kolektivno moZemo zvati gebrama.
Ako je (C,A,€) k-koalgebra i (A, u,n) k-algebra, onda skup k-linearnih preslikavanja
Homy (C, A) ima strukturu k-algebre s obzirom na konvolucijsko mnoZenje * dano s

frg:=po(f®g)eA
i jedinicu n o e. Algebru Homy,(C, A) zovemo konvolucijska algebra.
Ako je (C, A, €) k-koalgebra, onda njen algebarski dual C* = Homy(C, k) vidimo kao
poseban slucaj konvolucijske algebre. U apstraktnoj Sweedleovoj notaciji, za f, g € C*, ce C,

(f-9)(c) == fle))glc),

gdje je simbolom - oznaceno odgovaraju¢e mnozZenje elemenata.
Ako je (A, u,n) kona¢no-dimenzionalna k-algebra, onda je A* k-koalgebra jer je kanonsko

preslikavanje A* ®; A* — (A®y A)* tada izomorfizam. Naime, za f € A*, a, a’ € A definicija
A(f)la®d’) := f(a-a).
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odreduje A(f) € (A®x A)* =~ A* ®; A* pa imamo preslikavanje A: A* — A* ®; A*. Ako

k-algebra A nije konacno-dimenzionalna, onda A* ®j; A* 2 (A® A)*.

6.1.5 Definicija bialgebre

Bimonoid (sinonimi: bialgebra, bigebra) je objekt B u simetri¢noj monoidalnoj kategoriji koji

istovremeno ima strukturu monoida i komonoida, zajedno s kompatibilnosti koja suStinski ko-

risti simetriju 7p p u toj monoidalnoj kategoriji.

Definicija 6.1.9. Bialgebra je petorka (B, u,n, A, €) u kojoj je (B, i,n) monoid i (B, A, €)

komonoid sa svojstvima:

(i) kompatibilnost mnoZenja i komnoZenja

ARQA

B®B B®B®B®B
lidB®TB,B®idB
" BRB®B®B
lu@u
B 2 B®B

(i) kompatibilnost mnoZenja i kojedinice

BRB—2 Lk

‘| =

B . k

(i11)) kompatibilnost jedinice 1 komnoZenja

k——=—k®k

)| |

(iv) kompatibilnost jedinice i kojedinice

3
—
e

koja su dana komutativnim dijagramima.

U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji ta svojstva su redom:

145



6.1. ALGEBRA, KOALGEBRA, BIALGEBRA, HOPFOVA ALGEBRA

@) (be)ay ® (be)(z) = baycr) @ bayce)
(i) €(bc) = €(b)e(c)
(i) A(lp) =1p® 15

(lV) 6(13) = 1k

Primijetimo da gornji uvjeti kompatibilnosti znace da su A i ¢ morfizmi monoida pri cemu
je struktura monoida na B ® B dana mnoZenjem po komponentama kao u propoziciji 6.1.3.
Ekvivalentno, ti uvjeti kompatibilnosti znae da su p i n morfizmi komonoida, pri ¢emu je

struktura komonoida na B ® B sli¢no inducirana po komponentama strukturom komonoida B.

6.1.10. Komutativnost i kokomutativnost. Neka je V' simetricna monoidalna kategorija sa
simetrijom 7 = {T4p: A® B — B ® A}, p. Tada za monoid (A, u,n) u V kazemo da je
komutativan ako je jt o 744 = p, a za komonoid (C, A, €) kaZemo da je kokomutativan ako
je T7cc o A = A. Bimonoid je komutativan ako je promatran kao monoid komutativan, te

kokomutativan ako je promatran kao komonoid kokomutativan.

6.1.6 Definicija Hopfove algebre i primjeri

Definicija 6.1.11. Hopfova algebra (H, p,n, A, €) u simetri¢noj monoidalnoj kategoriji V je

bialgebra na kojoj postoji morfizam S: H — H u V), koji zovemo antipod, za koji vrijedi
po(S®idy)oA=noe=po(idg ®S)oA,
Sto je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji
S(hayhe) = e(h)lm = ha)S(he).
Ako za bialgebru H antipod postoji, on je jedinstven.

6.1.12. Posljedice aksioma za Hopfovu algebru su sljedece. Antipod S je antihomomorfi-
zam algebri i koalgebri, S: H®»* — H. Ako je H komutativna ili kokomutativna, onda je
S? = idy. Hopfovu algebru H u kategoriji k-vektorskih prostora zovemo i Hopfova k-algebra.
Ako je Hopfova k-algebra H kona¢no-dimenzionalna, onda je S € Homy(H, H) bijektivan.

Primjer 6.1.13. Grupovna algebra kG diskretne grupe G je kokomutativna Hopfova algebra.
Kao vektorski prostor, kG je skup linearnih kombinacija elemenata grupe G s koeficijentima iz
k. MnoZenje na kG je linearno proSirenje mnozZenja na grupi, koje stoga opéenito nije komuta-
tivno, a jedinica je 1. Ono je komutativno ako i samo ako je GG abelova grupa. KomnoZenje i

kojedinica su linearna prosirenja preslikavanja na elementima g € G zadanog sa
Alg) =g®g,  elg) =1
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Postoji antipod i on je linearno prosirenje preslikavanja koje je na elementima g € G dano sa
S(g)=97".

Zaa =3}, qa,91ad =3 ;a,gukGproduktjea-a’ =3, (D cqagn-1an)g pase kG
ponekad zove konvolucijska algebra.

Primjer 6.1.14. Algebra k(G) funkcija na konacnoj grupi G je komutativna Hopfova algebra.
Zbog konacnosti grupe G, k(G) = {f: G — k} je kona¢no-dimenzionalan vektorski pros-
tor. MnoZenje je dano mnoZenjem po toCkama, pa je k(G) komutativna algebra s jedinicom.

KomnoZenje i1 kojedinica zadani su s

A(f)(g,h) = flgh),  e(f) = f(la)-

KomnoZenje A(f) € Fun(G x G, k) = Fun(G, k) ® Fun(G, k) je komutativno ako i samo ako

je G komutativna. Antipod je zadan s

(SH)(g) = flg™).

Ako je grupa G konac¢na, Hopfovoj algebri kG dualna je Hopfova algebra k(G). Zaista,
elementi od k(G), dakle funkcije na G, jednoznac¢no se prosiruju do k-linearnih funkcija na kG,
a one su upravo elementi algebarskog duala (kG)* i lako se vidi da su im strukture Hopfovih

algebri dualne.

Kao poopcenje od k(G) u kojem umjesto kona¢nih gledamo algebarske grupe, regularne

funkcije na algebarskoj grupi G nad poljem k ¢ine Hopfovu algebru O(G).

Primjer 6.1.15. Hopfova algebra regularnih funkcija O(G) na afinoj algebarskoj grupi G.
Neka je k polje. Afina k-visestrukost M je skup nultocki nekog skupa polinoma u n-dimenzio-
nalnom afinom k-prostoru A™, za neki m. Ti polinomi generiraju ideal I, u k-algebri O(A™)
polinomijalnih funkcija na A™, koja je izomorfna algebri polinoma u m varijabli s koeficijen-
tima iz k,

O(A™) = k[2*,... 2™].

Topologija Zariskog na M je topologija u kojoj su zatvorene upravo podviSestrukosti od M, a to
su oni podskupovi M’ < M koji su takoder k-visestrukosti u ambijentnom A™. Morfizam afinih
k-visestrukosti f: M — N, M < A™, N < A" je preslikavanje f: M — N koje je regularno,
a to za afine mnogostrukosti znac¢i da postoji globalno preslikavanje f : A — A" koje je
dano n-torkom polinomijalnih funkcija i €ija je restrikcija f |as = f. Regularna preslikavanja
M — A! zovemo regularnim funkcijama na M. Algebra regularnih funkcija s mnoZenjem po
tockama je dakle
O(M) = O(A™)/1).
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Produkt u kategoriji k-viSestrukosti M x N je skup M x N < A™ x A" ~ A"™*" g
induciranom strukturom k-viSestrukosti iz A™*". Lako se vidi da su morfizmi f: M — N

afinih k-viSestrukosti u prirodnoj bijekciji s homomorfizmima k-algebri
[f=(=0[): O(N) - O(M)

danim pretkompozicijom s f te da postoji kanonski izomorfizam k-algebri
O(M x N) =~ O(M) ®; O(N),

prirodan u M i N. Preslikavanja M — O(M), f — f*, se prosiruju do jake monoidalne antie-
kvivalencije Kartezijeve monoidalne kategorije k-viSestrukosti i kategorije konac¢no generiranih
k-algebri bez nilpotentnih elemenata s monoidalnim produktom ®;, (koji je tamo kategorijski
koprodukt).

Po Nullstellensatzu, ako je k algebarski zatvoreno polje, morfizmi k-viSestrukosti iz aps-
traktne tocke = u M u bijekciji su s tockama od M kao skupa. Pripadni dualni homomorfizmi
k-algebri O(M) — k =~ O(x) su evaluacijski funkcionali u danim to¢kama ev,: f — f(p).
Jezgre tih funkcionala su maksimalni ideali u O(M) i svi maksimalni ideali se pojavljuju na taj
nacin. Tockama od M dakle odgovaraju maksimalni ideali od O(M).

Afina algebarska k-grupa je grupa G u kategoriji afinih k-viSestrukosti nad poljem k. Mor-

fizam mnoZenja m: G x G — (G dakle odgovara homomorfizmu k-algebri
A:=m*: OG) - OGxG)=0(G)®O(G)
koji je komnoZenje, kojedinica je dana s
e: O(G) =k, [ f(e)
gdje je e € G jedinica, a antipod je dan s

(Sf)g)=flg™"), geG, feO(G).

Time algebra funkcija O(G) postaje Hopfova k-algebra. Svaka komutativna Hopfova k-algebra
koja je konacno generirana kao k-algebra i nema nilpotentnih elemenata izomorfna je O(G) za
jedinstvenu algebarsku k-grupu G. Stovise ta korespodencija se prosiruje do antiekvivalencije
kategorija.

Poseban slucaj afinih algebarskih k-grupa su linearne algebarske grupe. Linearna alge-
barska grupa je Zariski zatvorena podgrupa grupe G L, (k), dakle podgrupa od G L, (k) koja
je skup nultocki nekog skupa regularnih funkcija na GL,, (k). Algebru regularnih funkcija na

G L, (k) moZemo opisati naprimjer na sljedeéi nac¢in. Ako promatramo G L,, (k) kao podskup od
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.....

ponente matrice M i matrice M !, onda je O(G L, (k)) izomorfna kvocijentu algebre polinoma
u varijablama u; ﬂ§- zai, j = 1,...,n po idealu generiranom sa Zj uéﬂi — i i Zj ﬂﬁui — 01,
zai, k =1,...,n, pri Cemu su funkcije u] i u] definirane za M € GL, (k) sa u’(M) = M; te
a;(M )= (M ‘1)§. Gornji indeks je ovdje indeks retka, a donji indeks stupca matrice.

Svaka afina algebarska grupa nad algebarski zatvorenim poljem je izomorfna nekoj linearnoj
algebarskoj grupi ([JantzenAGr], str. 51). Svaka linearna algebarska grupa nad poljem C ima
kanonsku strukturu Liejeve grupe. Naime, GL,(C) je Liejeva grupa, svaki Zariski zatvoren
podskup je ujedno zatvoren u topologiji mnogostrukosti (jer su polinomi neprekidne funkcije
pa je skup nula kao inverzna slika po polinomu nule u polju zatvoren skup) i svaka zatvorena

podgrupa Liejeve grupe je Liejeva grupa.

Primjer 6.1.16. Proizvoljna komutativna Hopfova k-algebra kao Hopfova algebra globalnih
prereza strukturnog snopa afine grupovne k-sheme. Kategorija afinih algebarskih k-visestrukosti
se netrivijalno ulaze u vecu kategoriju afinih k-shema.

Sjetimo se da je spektar Spec A skup prostih ideala k-algebre A s topologijom Zariskog Cija
je baza dana glavnim otvorenim skupovima Uy, 0 # f € A koji se sastoje od onih prostih ideala
koji ne sadrze f. Na tom skupu zadaje se jedinstveni snop k-algebri Ogpec 4 takav da je na
glavnim otvorenim skupovima Ogpec 4(Uy) = A[f 1] i restrikcija s Ogpec 4(Uy) na Ospec 4(Uy)
je kanonski homomorfizam k-algebri A[f~'] — A[g™'] kad f dijeli g.

Uzimanje spektra A — Spec A se proSiruje do antiekvivalencije kategorije Com;” komuta-
tivnih k-algebri i najmanje pune te zatvorene na izomorfizme potkategorije kategorije topolo-
Skih prostora opremljenih snopom lokalnih k-algebri; tu potkategoriju zovemo kategorija afinih
k-shema Aff;,

Com;” =~ Affy.

Svaka afina k-shema (X, Ox) je dakle po definiciji izomorfna spektru neke komutativne k-
algebre, naime algebre globalnih prereza snopa Ox. Ukoliko je ta algebra kona¢no generirana
i bez nilpotenata tada je moZzemo zapisati kao k[z',... x™]/I); za neku k-visestrukost M u
A™. Njene tocke su u kanonskoj bijekciji sa zatvorenim tockama afine sheme X, a sve tocke
od X odgovaraju svim ireducibilnim podvisSestrukostima od M. Te korespodencije se proSiruju

do netrivijalnog ulaganja kategorije afinih k-viSestrukosti AffVar, u kategoriju afinih k-shema,
AffVar, — Affy,

1 to ulaganje je kompatibilno s ulaganjem dualne kategorije kona¢no generiranih komutativnih
k-algebri bez nilpotenata u kategoriju svih komutativnih k-algebri.
Ukoliko komutativna k-algebra ima strukturu Hopfove k-algebre, po dualnosti se ta struk-

tura prenosi do strukture grupe u kategoriji afinih k-shema, odnosno afine grupovne k-sheme.

149



6.1. ALGEBRA, KOALGEBRA, BIALGEBRA, HOPFOVA ALGEBRA

Ulaganje kategorije afinih k-viSestrukosti u afine k-sheme inducira ulaganje kategorije algebar-

skih k-grupa u kategoriju afinih grupovnih k-shema,
Grp(AffVary) < Grp(Affy),

i to ulaganje na dualnoj strani odgovara ulaganju kategorije kona¢no generiranih Hopfovih k-
algebri bez nilpotenata u kategoriju svih komutativnih Hopfovih k-algebri. Za razliku od alge-
barskih k-grupa koje se gledaju nad poljem k, k-sheme i grupovne k-sheme promatramo nad
proizvoljnim prstenom k.

Komutativni Hopfovi k-algebroidi poopcuju dalje ovaj primjer kao struktura na komutativ-

noj k-algebri koja po dualnosti odgovara strukturi grupoida na afinoj k-shemi.

Primjer 6.1.17. Hopfova algebra reprezentativnih funkcija Rep(G) na kompaktnoj topoloskoj
grupi G. Neka je G kompaktna topoloska grupa. Oznacimo s C'(G,C) algebru neprekidnih
funkcija na G s vrijednostima u C. Za funkciju f € C(G, C) kazemo da je reprezentativna ako
je skup njenih lijevih translacija po svim elementima od G konano-dimenzionalan vektorski

potprostor od C'(G, C), gdje je lijeva translacija za g funkcije f definirana sa
h— f(g~'h), hed.

Lako se vidi da je f reprezentativna ako i samo ako se pojavljuje kao komponenta matrice neke
kona¢no-dimenzionalne kompleksne reprezentacije grupe . Naime, ako je 7: G — GL,(C)
reprezentacija od G, iz w(g~'h) = 7w(¢g~")m(h) imamo 7;;(¢g7 h) = X, mk(g™)mr;(h) Sto
pokazuje da se za svaki ¢ funkcija h — m;;(g~"h) moZe prikazati kao linearna kombinacija
neprekidnih funkcija iz konac¢nog skupa {my; | k,j € {1,...,n}}. Obratno, svaki kona¢no-
dimenzionalni potprostor od C' (G, C) definiran tako reprezentativnom funkcijom je o€ito inva-
rijantan s obzirom na djelovanje lijevim regularnim translacijama grupe G na C'(G, C).

Lako se vidi da je algebra Rep((G) Hopfova C-algebra, uz standardni koprodukt, kojedinicu

1 antipod za algebru funkcija na grupi,

A(f)(g.h) = flgh),  e(f)=f(le),  (SHl9) = flg™),

za f € Rep(G) i g, h € G. [Khalkhali] str. 33.

Ako je G Liejeva grupa, algebra Rep((G) je podalgebra algebre glatkih funkcija C*(G,C) s
vrijednostima u C. Naime, svaki neprekidni homomorfizam Liejevih grupa je automatski glatko
preslikavanje, pa je svaka neprekidna kona¢no-dimenzionalna reprezentacija Liejeve grupe i

time svaka reprezentativna funkcija glatka. [Timmermann] str. 33.

Primjer 6.1.18. Univerzalna omotacka algebra U (g) Liejeve algebre g je kokomutativna Hop-

fova algebra. Po definiciji [BourbakiLie, Helgason, CannWeinst], univerzalna omotacka algebra
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U(g) Liejeve algebre g je kvocijent tenzorske algebre T(g) = @,=09%" po dvostranom idealu

I generiranoms t ®y —y @z — [x,y| zaz, y € g,

To je asocijativna algebra i kanonsko preslikavanje i: g — U(g), inducirano prirodnom ink-
luzijom g < 7'(g), je univerzalno u smislu da se svako linearno preslikavanje a: g — A ¢ija
je kodomena asocijativna algebra i za koje vrijedi a([x,y]) = a(x)a(y) — a(y)a(z) na jedins-
tveni nacin faktorizira kroz 4. Koriste¢i univerzalno svojstvo od U (g) lako se vidi da su dobro
definirani i jedinstveni homomorfizmi algebri A: U(g) — U(g) ® U(g) i e: U(g) — k, te

antihomomorfizam algebri S: U(g) — U(g), odredeni sa
AX) =19 X+X®1, e(X) =0, S(X)=-X,

za X € g. Zatim se provjeri da je (U(g), A, ¢, .S) kokomutativna Hopfova algebra. Ona je ko-
mutativna ako i samo ako je g abelova Liejeva algebra i tada je U(g) jednaka S(g), simetri¢noj
algebri od g. [Khalkhali]

Za kona¢no-dimenzionalnu Liejevu algebru g, elementi X" --- X5 za ay,...,q, = 0,
gdje je X1, ..., X, baza Liejeve algebre g, Cine bazu vektorskog prostora U(g) po Poincaré-

Birkhoff-Wittovom teoremu.

Primjer 6.1.19. Algebarski dual U(g")* univerzalne omotacke algebre U(g") je unutrasnja
Hopfova algebra u kategoriji proVectFin, dualna Hopfovoj algebri U (g”) u indVectFin. Alge-
bra J* (G, e) formalnih funkcija oko jedinice Liejeve grupe G &ija je Liejeva algebra g’ njoj je
izomorfna unutrasnja Hopfova algebra u kategoriji proVectF'in.

Algebarski dual U(g”)* moZemo shvatiti i u terminima formalne geometrije na Liejevoj
grupi G ¢ija je Liejeva algebra gl. Sjetimo se da je svaka Liejeva grupa G ujedno analiticka
mnogostrukost sa strukturom grupe za koju su mnoZenje i inverz analitiCka preslikavanja. Ana-
liticke funkcije na GG (i globalne i one definirane na okolini jedinice ¢) odredene su svojim redom
oko jedinice e. Po teoremu E. Borela [EBorel] svaki red potencija Taylorov je red neke glatke
funkcije oko 0. Formalna funkcija oko tocke e na analitickoj mnogostrukosti M je klasa ekvi-
valencije parova (U, f) gdje je U > e domena otvorene karte oko e i f: U — R glatka funkcija
pri ¢emu su dvije funkcije u istoj klasi ako i samo ako imaju jednake Taylorove redove u e u
nekoj karti. Ta relacija ekvivalencije ne ovisi o izboru karte jer su prijelazi medu kartama anali-
ticki. Formalne funkcije u e ¢ine algebru J* (M, e) s obzirom na aritmetiku formalnih redova.
Nas zanima sluaj kad je M = G i e je jedinica Liejeve grupe G. Algebra J*(G, e) formalnih
funkcija oko jedinice Liejeve grupe GG izomorfna je upotpunjenoj simetri¢noj algebri S‘(g*),

a algebra analitickih funkcija njena je podalgebra. Algebra U(gl) je Hopfova algebra lijevo
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invarijantnih diferencijalnih operatora na Liejevoj grupi (G, ona je beskona¢no-dimenzionalna i

filtrirana stupnjem diferencijalnog operatora, dakle objekt u indVectFin. Sparivanje
() U(g")®J*(G,e) > R

je definirano kompozicijom djelovanja diferencijalnog operatora na funkciju i evaluacije rezul-
tata u jedinici e, to jest (D, f) := D f(e); to sparivanje poistovjecuje dualnu algebru od U (g*)
s algebrom formalnih funkcija oko jedinice J*(G, ). Vise detalja je u pododjeljku 9.6.5.

Mi ¢emo, na temelju propozicije 5.3.5 o dualnosti u kategoriji indproVect, pokazati da
je U(g")* unutrasnja Hopfova algebra u proVectFin dualna Hopfovoj algebri U(g*), vidi is-
kaz propozicije 9.4.3. Time dakle J*(G,e) =~ U(g")* postaje unutra$nja Hopfova algebra u
proVectFin, dualna Hopfovoj algebri U (g).

Primjer 6.1.20. Kvantizirana univerzalna omotacka algebra U,(g) za konaéno-dimenzionalnu
kompleksnu poluprostu Liejevu algebru g je Hopfova algebra. Definicija kvantne grupe U, (sl5)
dana je u pododjeljku 9.9.1.

6.2 Modulii komoduli

Definicija 6.2.1. (Unutarnji) lijevi modul nad monoidom (A, j1,m) u monoidalnoj kategoriji
V = (V,®,k,a,l,r) je par (M, v) gdje je M objektuViv: AQ M — M morfizam (koji

nazivamo lijevo djelovanje monoida A na objekt M) takav da vrijedi
vo(ida®v)oasam =vo(p®idy): (AQA) QM - M

UV o (n@ldM> = lMI k‘@M — M.
Desni modul nad (A, uu,m) je par (N,¢) gdje je N objekti &: N ® A — N morfizam (koji
nazivamo desno djelovanje monoida A na objekt V) takav da vrijedi

Eo(E®idy) =Co(ldy®@p)oanaa: ( N®A)®A—-N

Eo(ldv®n)=ry: N®k — N.

Lijevi (odnosno desni) modul nad bimonoidom (B, p,n, A, €) u simetri¢noj monoidalnoj kate-

gorijiV = (V,®, k, a,l,r,7) je (odnosno desni) modul nad monoidom (B, 1, n).

6.2.2. Ponekad je, posebno u racunima, korisno za lijevo djelovanje monoida koristiti simbol »
i za desno djelovanje simbol « (ponekad s dodatnim modifikatorima, npr. donjim ili gornjim in-

deksima). Naime, ti simboli ¢e u racunima s (generickim) elementima slijediti sintaksu binarne
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operacije, dakle »(n, h) pisat ¢emo n » h. U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji gore navedena

svojstva su redom, za lijevi modul:
ar(a' »m) = (ad’) »m, la»m=m
i za desni modul:
(nea)<«d =n<(ad), n<ly=n.
KomnozZenje A u bialgebri B omogucava da tenzorski produkt B-modula bude B-modul,

tj. omogucava definiciju tenzorskog produkta u kategoriji 5-modula.

Definicija 6.2.3. Neka je (B, i, 1, A, €) bialgebra u simetri¢noj monoidalnoj kategoriji V. Ten-
zorski produkt desnih B-modula (M, vy ) ® (N, vy) je desni B-modul (M ® N, vyen) u kojem
je vmen kompozicija (zapis je bez asocijatora)

idy®7N, B®idp
—

MON®B ™M Mo N® BQ B M®B®N®B"™EN M@ N,

Sto je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji,zam e M,ne N,be B,
(m®mn) «b=(m<«bqy) @ (n<by)),
gdje smo sva djelovanja, vy, vy, Vygn 0znacili simbolom «.

Sli¢no, kojedinica e bialgebre B definira strukturu desnog B-modula na jedini¢cnom objektu

k koju nazivamo desni trivijalni B-modul , naime
vp =710 (id; ®¢€): k® B — k
gdje je rx: k ® k = k koherencija jedinice. U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, za A € k,
be B,toje
A<b = \e(b).

Time kategorija desnih 5-modula postaje monoidalna kategorija kojoj je jedinicni objekt trivi-
jalni B-modul.

Sli¢no se za bialgebru B definira tenzorski produkt lijevih B-modula i trivijalni lijevi B-
modul, $to éemo navesti u sljedecoj propoziciji.
Propozicija 6.2.4. Neka je B bialgebra u simetri¢noj monoidalnoj kategoriji (V,®, k, a,l,r,T).
Tada je kategorija lijevih B-modula uV monoidalna kategorija. Naime, ako su vy;: B M —

Mivy: B&® N — N lijeva B-djelovanja, tada je formulom (bez pisanja asocijatora)
(VM®VN) O (idB®TB7M®idN) o) (A@ld]\/[@ld]\[) B®M®N — M@N,

dano lijevo B-djelovanje na tenzorskom produktu M ® N, a jedinicni objekt je trivijalni B-
modul koji je dan objektom k s djelovanjem B ® k Gl g Rk > k.
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U slucaju kad je V kategorija vektorskih prostora, ako je B Hopfova algebra, onda uz pomo¢
njenog antipoda S na dualu M* = Homy (M, k) H-modula M dobivamo strukturu "dualnog"
modula sa: (h» f)(m) := f(S(h) »m) ako je modul lijevi, odnosno (f « h)(m) = f(h<S(m))
ako je desni, za h € H, f € M*, m € M. Dakle reprezentacije Hopfove k-algebre Cine
monoidalnu kategoriju s dualima.

Komoduli nad koalgebrom su pojam dualan pojmu modula nad algebrom.

Definicija 6.2.5. Neka je (C, A, €) koalgebra u monoidalnoj kategoriji V = (V,®, k,a,l, ).
Lijevi C-komodul je par (M, \) gdje je M objektuViA: M — C'® M morfizam (koji zovemo

lijevo kodjelovanje) takav da komutiraju dijagrami

M A COM

)\l lidc@)\

COM——— (CRC)IM ————— C R (CR® M)

ARid s ac,c,M
A
M————CQM
\ le®ldM
=1
M

Desni C-komodul je par (N, p) gdje je N objektuVip: N - N ® C morfizam (koji zovemo

desno kodjelovanje) takav da sljedeci dijagrami

N P N®C

Pl lp@idc

~

-1
an.c,c

N—" \N®C

\ lid}v@e

N®E

komutiraju.

6.2.6. Za kodjelovanja se proSiruje Sweedlerova notacija, gdje ¢lan s oznakom () pripada mo-
dulu. Za desna kodjelovanja tako piSemo p(n) = > np) ® np, a za lijeva kodjelovanja
A(m) = Y m_1] ® mpo;. Prvi i drugi aksiom desnog komodula su tada (koherencije su za-

nemarene u notaciji)
Z njo] @ Ny  npje) = Z nojfo] ® n[o][1] @ N1y =: Z njo] ® Ny @ npg),
n[o]e(n[l]) =n,
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a prvi 1 drugi aksiom lijevog komodula
Z m-1j(1) @ m[-1j(2) ® Mo} = Z m[-1] ® Myoj[-1] ® M[o][0] =: Z m—2] @ m[-1) ® Mo,
e(m[,l])m[o] =m.

6.2.7. Ako je (B, u,n, A, ¢€), onda je kategorija lijevih B-komodula takoder monoidalna uz

djelovanje na tenzorski produkt objekata dano s
(M, M) @ (N, Ay) i= (M QN, (p®idy ®idy) o (idg ® Tar, 5 ®1dn) © (A ® Aw)),
ili, u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, s
Avgn (Mm@ n) = m_yn—1 ® mg ® njo-

Kategorija desnih B-komodula takoder je tada monoidalna uz djelovanje na tenzorski produkt

objekata dano s
(M, pa) @ (N, pn) = (M N, (idy ®idy @ ) o (idpy @ 7.8 ®1dg) o (pr ® pi)),

Sto je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji

pPueN(m@n) = mig @ nj ® mpun.

6.3 Hopfovo djelovanje i poludirektni produkt

Neka je B bialgebra u simetricnoj monoidalnoj kategoriji V. Algebru u monoidalnoj kategoriji
lijevih (desnih) B-modula zovemo lijevom (desnom) B-modulnom algebrom, a pripadno B-

djelovanje Hopfovim B-djelovanjem na tu algebru, kako je opisano u sljedecoj definiciji.

Definicija 6.3.1. Neka je (A, 4, n4) algebrai (B, ug,np, A, €) bialgebra u simetri¢noj mono-
idalnoj kategoriji V. Desno djelovanje «: A ® B — A je desno Hopfovo djelovanje (sinonim:
A je desna B-modulna algebra) ako dijagrami

idaga®A ida®74,B®idp

ARA®B ARARB®B ARB®AR®B
1@4
1A A®A
[
A®B - A
k@ B—1%2 L Ag B
e |
A®kT>A
komutiraju.
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U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, uvjeti da je desno djelovanje Hopfovo mogu se zapi-

sati,zaa,a € A, b, b € B, kao
(aa’) < b = (a < b(l))(a’ ) b(g))
la<b=¢(b)ly

Definicija 6.3.2. Poludirekini produkt (engl. (smash product) Bt A bialgebre (B, g, np, A, €)
i desne B-modulne algebre (A, 114,74) u simetriénoj monoidalnoj kategoriji V sa simetrijom 7

je monoid B§A = (B ® A, psa, npsa) u V gdje je morfizam mnoZenja ppy4 kompozicija

(BO®A)®(B®A)
idpga®AR®ida
(B®A)®((B®B)® A)
idp®74,p®idp®id 4
BRBRAR®BX®A
pB®(«®ida)
B®(A® A)

idp®ua

B®A

1jedinica npza = np ® na (bez pisanja koherencija).
Definicija mnoZenja 1 jedinice u poludirektnom produktu moZze se u apstrakinoj Sweedlero-
VOj notaciji zapisati
(bfa)(b'da’) = by t(a « biy))d', a,a’ € A, b,b' € B,
1psa = 1pHla,

gdje (radi naglasavanja) piSemo afb := a ® b. Primijetimo podalgebre 1564 =~ Ai Bl = B.
Sli¢no definiramo lijevo Hopfovo djelovanje »: B ® A — A i poludirektni produkt AfB, u

apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji
b (ad’) = (b > a) - (b > @)
brly=c¢€(b)la
(atd)(a'th") = a(bay » a')tbe)b, a,a’ € A,b,/ € B

MnozZenje na poludirektnom produktu At B (odnosno BfA) je definirano upravo tako da prosi-
renje Hopfovog djelovanja B na A i djelovanja A na A induciranog mnozenjem bude djelovanje
AfB na A (odnosno BfA na A).

156



6.4. HOPFOVO SPARIVANIJE, HEISENBERGOVO UDVOJENJE

6.4 Hopfovo sparivanje, Heisenbergovo udvojenje

Definicija 6.4.1. Hopfovo sparivanje dviju Hopfovih algebri A i H u simetricnoj monoidalnoj

kategoriji V = (V,®, k, a,l,r,7) je morfizam { , ): A® H — ku) sa svojstvima:

{ab,h) = {a®b, Ah),
(A, hy = €(h),
(Aa,h®g) = a, hg),
e(a) = <a, 1n),
(Sa,h) ={a,Sh).
u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, za a, b € A, h, g € H, pri Cemu je sparivanje A ® A i

H ® H inducirano sparivanjem po komponentama.

Drugim rijeCima, mnozenje na H je formalno dualno komnozZenju na A, mnoZenje na A

formalno dualno komnoZenju na A i antipodi su im medusobno dualni.

6.4.2. Neka je sada A konacno-dimenzionalna Hopfova k-algebra. Tada je njen k-linearni dual
A* = Homy(A, k) Hopfova k-algebra na jedinstveni nalin takav da je kanonsko sparivanje
()i A® A* — |k, (a, f) = f(a), Hopfovo sparivanje. Iz osnova linearne algebre znamo da je
to sparivanje nedegenerirano u obje varijable. MnoZenje u A* definirano tako tada nije nuzno

standardno mnoZenje funkcionala po to¢kama. Tada moZemo definirati Hopfova djelovanja
CARAT 5 A i AQAT - AF
u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji sa:

d« [ ={dny, fde), dv f= fod, f))-

Budué¢i da je sparivanje nedegenerirano moZemo reci da je prvo djelovanje Hopfovo djelovanje
odredeno jedinstveno sa: {d « f,g) = {d, fg) za svaki g € A*, a drugo Hopfovo djelovanje
odredeno jedinstveno sa: {e,d > f) = {ed, f) za svaki e € A.

Definicija 6.4.3. Heisenbergovo udvojenje kona¢no-dimenzionalne Hopfove k-algebre A je
poludirektni produkt A*gA s obzirom na desno Hopfovo djelovanje « Hopfove algebre A* na A

kao iznad:
fid - gie = fgmyi(d <« g@)e = fanyilday, 9@2))de

u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, za f, g € A*, d, e € A. Isti produkt na A* ® A dobije se

od lijevog djelovanja > od A na A* definiranog iznad jer je:
flday » 9)tdye = fga){day, 9@))idee = f90)Kda), 9e2))de = fgmi(d« ge)e
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Propozicija 6.4.4. Neka su A i H Hopfove algebre u simetricnoj monoidalnoj kategoriji V i
neka je {,): A® H — k Hopfovo sparivanje u V. Tada su morfizmi u'V

<ARH—>A > AQH > H

definirani kao kompozicije

CAQH2%Y N0 Ao HYT Y Ao Ho A 2 MU tod =5 4

o AQH 2 Ao HoH " Y oA H " ok —= 3 H

tj. u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, za d € A, f € H, sa:
d« f=Ldny, fHde),  dvf=fudd fo)

redom desno i lijevo djelovanje u V. Ta djelovanja definiraju isti poludirektni produkt H4{A.

6.5 Yetter-Drinfeldovi moduli i modulne algebre

U ovom odjeljku koristimo apstraktnu Sweedlerovu notaciju bez napominjanja.

Definicija 6.5.1. Neka je H bialgebra u simetri¢noj monoidalnoj kategoriji V. Desno-lijevi
Yetter-Drinfeldov modul nad bialgebrom H je objekt M u V koji je desni H-modul uz desno
djelovanje «: M @ H — M 1 lijevi H-komodul uz lijevo kodjelovanje p: M — H ® M, u
apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji m — m_i] ® m[o, takav da zadovoljava Yetter-Drinfeldov

uvjet kompatibilnosti:
heg)(m < hay) -1 ® (m < hay)o) = m-nha) @ (mp) « hey),  he Hme M.

6.5.2. Objekti kategorije desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebrom H u 'V su
desno-lijevi Yetter-Drinfeldovi moduli, a morfizmi te kategorije su morfizmi desnih //-modula
1 lijevih H-komodula. Ona je monoidalna kategorija uz tenzorski produkt u V i djelovanje i
kodjelovanje H na tenzorske produkte objekata definirano na sljedeci nacin. Desno djelovanje

H na tenzorski produkt M ® N i jedini¢ni objekt & definirano je sa:
M®N®H —> M®N, (m®n)«h=(m<«h@)®(n<«hy),

k‘@HHkZ, 1k<h=€(h)1k

a lijevo kodjelovanje H na M ® N i k sa:
MN —> HQM®N, m®an[_1]m[_1]®m[0]®n[O]
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k— H®Ek, Iy —» 1p®1y

Lako se provjeri da ta preslikavanja zadovoljavaju aksiome za djelovanje odnosno kodjelova-
nje. Kodjelovanje ovdje nije definirano kao standardno kodjelovanje u monoidalnoj kategoriji
lijevih H-komodula, vec je redoslijed faktora m[_;) i nj_;; ovdje obrnut. Uz ovako definirano

kodjelovanje lako se vidi da je tenzorski produkt M ® /N desno-lijevi Yetter-Drinfeldov modul:

ha((m@n) « b)) @ (m®&n) « h)po =

= hi((m < hay) ® (n< b)) ® (M <« ha)) @ (n < hz))o) =

= h)(n < b)) -1y (m < h)) - @ (m < b)) @ (0 < hez))poy = @)
= np-11h) (m < ha))-1 ® (M« b)) @ (o) < hez) = (i)
= np-ym-11ha) @ (mpo) < hiz) ® (o) < hes)) =

= (m®n)-1ha) ® (M 1)) « hz))

pri ¢emu smo u (i) koristili Yetter-Drinfeldovo svojstvo od N (sa h(2) umjesto 1) i u (ii) Yetter-
Drinfeldovo svojstvo od M. Uz standardno definirano kodjelovanje to ne bi vrijedilo. Ta mo-

noidalna kategorija ima predpleteniCastu simetriju (engl. pre-braiding)
Tun: MON — N® M, Tun(Mm@n) = (n«m_1]) ® m.
Lako se vidi da je svaki 7/ v zaista morfizam desnih /7-modula 1 lijevih /-komodula.

6.5.3. Algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebrom H u si-
metricnoj monoidalnoj kategoriji V je dakle algebra M u )V uz mnoZenje pp: M @ M — M i
jedinicu 1y, : k — M koji su morfizmi u toj kategoriji Yetter-Drinfeldovih modula. Detaljnije,

mnoZenje 1 jedinica su morfizmi desnih /7-modula u V:
(m-m') «h = (m<hq)- (m «he)

Iyy«h=1,«<h=¢lh)l
to jest desno djelovanje « je Hopfovo djelovanje, i morfizmi su lijevih H-komodula u V:

(m-m")_1) ® (m - m') o) = m[_yym-1) @ mpoym

Ilp®ly =1g®1y.
Ta algebra je pletenicasto-komutativna ako vrijedi pups © Tarar = fiar to jest ako je

m-m’ = (m' «mp_y)) - myy,

gdje je T predpleteniCasta simetrija u toj kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula.
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Napomena 6.5.4. Pretpostavimo da je M desni H-modul i lijevi H-komodul u simetri¢noj
monoidalnoj kategoriji V. Ako je (i) pripadno desno djelovanje «: M ® H — M Hopfovo dje-
lovanje, onda je dobro definiran poludirektni produkt HfM i moZemo pripadno kodjelovanje p
gledati kao morfizam p: M — HfM. Koriste¢i mnoZenje na algebri HgM sva dosad navedena
svojstva mozemo zapisati u kraéem obliku kako slijedi. (ii) Desno-lijevo Yetter-Drinfeldovo

svojstvo od M nad H je:
hey - p(m < h@y) = p(m)-h, meMheH.

Ako je M algebra u V uz mnoZenje pps 1 jedinicu 7y, uvjet da je ona (iil) pletenicasto-

komutativna mozemo zapisati ovako:
m-m'=m'«<p(m), mmeM

1 zatim, ako vrijedi prethodno svojstvo, uvjet da je (iv) py, morfizam lijevih H-komodula u V

mozZemo zapisati ovako:
p(m-m') = p(m') - p(m), m,m'e M.

Za algebru M u V koja je desni H-modul i lijevi H-komodul dovoljno je provjeriti (1), (ii),
(ii1), (iv) redom da se utvrdi da je ona desno-lijeva pleteniCasto-komutativna Yetter-Drinfeldova

modulna algebra nad H u V.

Analogno se definira kategorija lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebrom
H, kako slijedi.

Definicija 6.5.5. Neka je H bialgebra u simetricnoj monoidalnoj kategoriji V. Lijevo-desni
Yetter-Drinfeldov modul nad bialgebrom H je objekt M u V koji je lijevi H-modul uz lijevo
djelovanje »: H ® M — M i desni H-komodul uz desno kodjelovanje p: M — M ® H, u
apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji m +— mjq ® my), takav da zadovoljava Yetter-Drinfeldov

uvjet kompatibilnosti:
(hay » mpoy) ® hiympy = (h) » m)jo] ® (h2) » m)iha

6.5.6. Objekti kategorije lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebrom H u 'V su
lijevo-desni Yetter-Drinfeldovi moduli, a morfizmi te kategorije su morfizmi lijevih H-modula
1 desnih H-komodula. Ona je monoidalna kategorija uz tenzorski produkt u V i djelovanje i
kodjelovanje H na tenzorske produkte objekata definirano na sljedeci naCin. Lijevo djelovanje

H na tenzorski produkt M ® N i jedini¢ni objekt & definirano je sa:
HIMR®N - M®N, h»(m®n) = (ha)»m)® (he) »n),
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H@kﬁk’, h'lkzﬁ(h)lk

a desno kodjelovanje H na M ® N i k sa:
MRON > MN®H, m®n'—>m[o]®n[0]®n[1]m[1]

k—k®H, Iy — 1, ® 1y

Kodjelovanje ovdje nije definirano kao standardno kodjelovanje u monoidalnoj kategoriji desnih
H-komodula, vec je redoslijed faktora myy) i np;j ovdje obrnut. Ta monoidalna kategorija ima

predpleteniCastu simetriju

Tun: MON - NQ M, Tyn(m®n) = np & (npy »m).

metricnoj monoidalnoj kategoriji V je dakle algebra M u V uz mnoZenje pp: M Q@ M — M i
jedinicu 7y, : k — M koji su morfizmi u toj kategoriji Yetter-Drinfeldovih modula. Detaljnije,

mnoZenje 1 jedinica su morfizmi lijevih //-modula u V:
h»(m- m/) = (h(l) »m) - (h(g) »m’)

hola=h»1l,=c¢€h)ly
to jest lijevo djelovanje » je Hopfovo djelovanje, i morfizmi su desnih H-komodula u V:

!

(m-m) ® (m - m)y = mig ® mig) & mpymp

1y ®1pg =1y ®15.

Ta algebra je pletenicasto-komutativna ako vrijedi jips © Tyr pp = pias 10 jest ako je

Napomena 6.5.8. Pretpostavimo da je M lijevi H-modul i desni H-komodul u simetri¢noj
monoidalnoj kategoriji V. Ako je (1) pripadno lijevo djelovanje »: H ® M — M Hopfovo dje-
lovanje, onda je dobro definiran poludirektni produkt M fH i moZemo pripadno kodjelovanje p
gledati kao morfizam p: M — Mt H. Koriste¢i mnoZenje na algebri M#H sva dosad navedena
svojstva mozemo zapisati u kraéem obliku kako slijedi. (ii) Lijevo-desno Yetter-Drinfeldovo

svojstvo od M nad H je:
h-p(m) = p(h@y»m)-hq, meMheH.
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Ako je M algebra u V uz mnoZenje 1 i jedinicu 7, uvjet da je ona (iii) pleteni¢asto-komutativna
mozemo zapisati ovako:

m-m'=pm)r»m, mmeM
1 zatim, ako vrijedi prethodno svojstvo, uvjet da je (iv) 4 morfizam H-komodula u V moZemo

zapisati ovako:

p(m-m') = p(m’) - p(m), m,m' e M.

Za algebru M u V koja je lijevi H-modul i desni H-komodul dovoljno je provjeriti (i), (ii),
(iii), (iv) redom da se utvrdi da je ona lijevo-desna pleteni¢asto-komutativna Yetter-Drinfeldova

modulna algebra nad H u V.

6.6 Tenzorski produkti nad unutrasnjim monoidom

6.6.1 Tenzorski produkt nad bazom

Definicija 6.6.1. Neka je V = (), ®, k) monoidalna kategorija koja dopusta koujednacitelje i
neka oni komutiraju s tenzorskim produktom. Neka je (R, j,7) monoidu V, p: N® R — N
desno R-djelovanje i \: R® M — M lijevo R-djelovanje. Tenzorski produkt desnog (unu-
tarnjeg) R-modula (N, p) i lijevog (unutarnjeg) R-modula (M, \) je koujednacitelj (s vrhom
N ®gr M)

pQid s

NRRRQM — INQM — s NQr M (6.1)
idy®.

Monoid R Cesto zovemo baza tenzorskog produkta ®r. Da bismo razlikovali tenzorski
produkt ® z od monoidalnog produkta u V, zovemo ga i tenzorski produkt nad monoidom R (ili
bazom R). U dijagramu (6.1) N ®g M oznacava vrh koujednacitelja koji je samo objekt u V

bez dodatnih djelovanja. Taj vrh takoder smatramo tenzorskim produktom nad monoidom R.

6.6.2 Unutrasnji bimoduli

Neka su R, S monoidi u monoidalnoj kategoriji V = (V,®, k, a,l,r).

Definicija 6.6.2. R-S-bimodul je trojka (M, vy, vs) takva da je M objekt u V, par (M, vg) je
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lijevi R-modul, (M, vg) desni S-modul i djelovanja vy i vs komutiraju u smislu da dijagram

vr®idg

(ROM)® S M®S
Y//

aR,M,S M
%

komutira.

6.6.3 Tenzorski produkt unutrasnjih bimodula

Malo viSe paZnje moramo posvetiti tenzorskom produktu nad monoidom modula s bimodu-
lom, bimodula s modulom ili bimodula s bimodulom, u nekoj monoidalnoj kategoriji V. Da
bi dodatno djelovanje na bimodulu, koje nije iskoriSteno u tenzorskom produktu modula, indu-
ciralo djelovanje na tenzorskom produktu modula potrebno je da koujednacitelji komutiraju s
tenzorskim produktom u smislu definicije 2.2.5.

Neka je dakle R = (R, g, ngr) monoid u V i neka su Ng = (N, <) te gM = (M, ») redom
desni i lijevi R-modul u V. Tada je tenzorski produkt (N, <) ®g (M, ») modula koujednacitelj

uy
a®id pr

NR®M_— I N®M— NpQ®g rM. (6.2)

ldN®D

Naravno, taj koujednacitelj ne mora uvijek postojati. Obi¢no sam vrh koujednacitelja takoder
zovemo tenzorskim produktom i ozna¢avamo pojednostavljeno N ®pr M.

Neka je S = (.5, s, ns) monoid u Vi neka je g Mg = (M, >R, <g) unutrasnji R-S-bimodul
u V. To znadi da djelovanja v g i <g komutiraju u smislu da >zo(Idg®<g) = <g0(rr®idg): R®
M ® S — M. Pretpostavimo da monoidalni produkt u ¥V komutira s koujednaciteljima. To
znaci da ako tenzoriramo dijagram za koujednacitelj (6.2) sa S zdesna, dobit ¢emo dijagram za
koujednacitelj, pa moZemo Kkoristiti njegovo univerzalno svojstvo. Ukoliko tenzorski produkt
(N,<g) ®g (M, »g) postoji, tada njegov vrh ima desno djelovanje v od S dano univerzalnim

svojstvom koujednacitelja:

1®idy®idg
N®RM®S  NOM®S— Np®prrM®S
. l id v ®>®ids l l
idyor®<s ) idy®«<g v
A@®id s
ldN®D
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Time dobivamo desni unutrasnji S-modul Ny ®r rMg u V. Analogno, promatrajuci dodatno
lijevo (P, up, np)-djelovanje na N, tenzorski produkt unutra$njeg P-R-bimodula p Ng i unu-
traSnjeg R-S-bimodula i Mg postaje unutrasnji P-S-bimodul p N ®r Mg = pNr ®r rMs.
Ukoliko je A monoid u monoidalnoj kategoriji V' s koujednaciteljima koji komutiraju s
tenzorskim produktom tada kategorija A-bimodula (4} 4, ®4, A) i preslikavanja bimodula ima

strukturu monoidalne kategorije.
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Poglavlje 7
Unutarnji bialgebroid i Hopfov algebroid

Ovo poglavlje bavi se internalizacijom pojmova bialgebroida 1 Hopfovih algebroida. Ova di-
sertacija je uglavnom posvecena razradi neke klase unutarnjih Hopfovih algebroida u kategoriji
indproVect filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora.

Najprije, radi motivacije (i objaSnjenja nekih pojmova iz uvoda disertacije) obradujemo po-
jam grupoida i njegovog poopcéenja u monoidalnim kategorijama, unutarnjeg grupoida. Naime,
dualni objekt grupoidu, kogrupoid u simetricnoj monoidalnoj kategoriji komutativnih k-algebri
je komutativni Hopfov algebroid nad komutativnom bazom. Komutativan bialgebroid je gotovo
komutativan Hopfov algebroid, jedino mu nedostaje jedan strukturni morfizam, antipod.

Nekomutativno poopéenje su asocijativni k-bialgebroidi iz [Lu], ¢ija aksiomatika je dalje
raspravljana u [Xu, BrzMil, BohmHAIg, SS]. U drugom odjeljku razradujemo internaliziranu
verziju tog pojma (prema G. Bohm [Bohmlnt]) u kontekstu simetricne monoidalne kategorije s
koujednaciteljima koji komutiraju s tenzorskim produktom. Na toj internalizaciji bialgebroida
u treCem odjeljku baziramo novu definiciju internaliziranog Hopfovog algebroida. Opravdanje
same definicije zahtijeva neSto viSe paznje nego u kategoriji vektorskih prostora, gdje je defini-
ciju simetri¢cnog Hopfovog algebroida razvila G. Bohm [BohmAlt, BohmSzlach] ispravljajuéi

neke nedostatke nesimetricnih Hopfovih algebroida prema J-H. Lu [Lu].

7.1 Grupoidi i unutarnji grupoidi

Ovaj odjeljak nije koriSten u formulaciji i dokazivanju novih rezultata u disertaciji, ali pripada
pojmovlju koje motivira koncept Hopfovih algebroida. Naime, kona¢no generirani komutativni
Hopfovi k-algebroidi bez nilpotenata su unutarnji kogrupoidi u kategoriji konacno generira-
nih komutativnih algebri bez nilpotenata, odnosno Cine kategoriju dualnu kategoriji grupoida u
kategoriji afinih k-viSestrukosti.

Pojam grupoida je u matematiku uveo H. Brandt [Brandt] 1927. godine kao skup s asoci-
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jativnom parcijalno definiranom binarnom operacijom koja zadovoljava niz aksioma. Modernu
definiciju, internalizaciju i geometrijske primjene razvio je C. Ehresmann. Slijedi moderna

definicija.

Definicija 7.1.1. (Diskretan) grupoid je mala kategorija u kojoj je svaki morfizam invertibilan.

Morfizam grupoida je funktor. Diskretni grupoidi i njihovi morfizmi Cine kategoriju
Gpd = Gpd(Set).

Ako je GG diskretan grupoid njegovi objekti ¢ine dakle skup GGy i morfizmi skup GG;. Svakom
morfizmu f iz G; moZemo pridruziti njegovu domenu dom( f) i kodomenu cod( f), $to definira
preslikavanja dom, cod: G; — Gy. Skup svih parova (g, f) € G1 x G koji su kompozabilni,

tj. za koje vrijedi cod(g) = dom(f), je povlak G; x ¢, G1 dan univerzalnim konusom

b2
Gl XGO Gl S G1

n| lmd

_—
Gl dom GO

Dakle, kompozicija je preslikavanje m: Gy x¢, G1 — Gy, m(g, f) = g o f. Uveli smo novi

simbol m jer ¢emo koristiti kompoziciju preslikavanja m s drugim preslikavanjima.

Propozicija 7.1.2. Grupoid G je odreden sedmorkom (Gg, G1,dom, cod, m, 1,1), gdje je Gg
skup objekata (ili jedinica) grupoida, G, skup morfizama grupoida, dom: G| — Gq funk-
cija uzimanja domene, cod: G; — G funkcija uzimanja kodomene, m: Gy xg, G — G1,
(9, f) — g o f funkcija kompozicije, 1: Gy — G, x — id, funkcija uzimanja identitete i
i: Gi — Gy, f — [7! funkcija uzimanja dvostranog inverza. Ta strukturna preslikavanja

zadovoljavaju sljedece identitete

mo (m xg, idg,) = mo (idg, Xg, m): G1 xg, G1 Xg, G1 — G4, (7.1)
codop; =codom, domopy =domom, (7.2)

domol =1idg,, codol =idg,, (7.3)

mo (idg, Xg, 1) =idg, =mo (1 xg, idg,), (7.4)

uz identifikacije G1 x¢, Go = G1 = Gy x¢, G1, te zahtjeve za funkciju uzimanja inverza 1,

domoi = cod, codoi = dom, (7.5)
(id,z) (3,id)
Gl ———— G xg, G —— G (7.6)
Gy
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Definicija 7.1.3. Grupoid u kategoriji C' je sedmorka (Gg, G1,dom, cod, m,1,4) u kojoj su
Gy, G objekti u C, postoje povlaci Gy x¢g, G11G1 x¢, G1 X, Go, adom, cod: G; — G,
m: G1 xg, G1 = G1,1: Gy — G1i1: Gy — G sumorfizmi u C koji zadovoljavaju iden-
tite (7.1), (7.2), (7.3), (7.4), (7.5), (7.6) u kategoriji C'. Morfizam grupoida u C,

F = (Fy, F1): (Go, G1,dom, cod,m, 1,7) — (Gy, Gy, dom’, cod’,m', 1",i'),

je par morfizama Fy: Gy — Gy, Fi: Gy — G u C koji komutiraju sa strukturnim morfizmima
u smislu da vrijedi dom’o ', = Fyodom, cod’ o F} = Fyocod, Foom = m/oFy, Fiol = /0 F

ii o F} = F} oi. Grupoidi u C i njihovi morfizmi ¢ine kategoriju
Gpd(C).

Osim diskretnih grupoida, tj. grupoida u Set, poznati geometrijski primjer Cine Liejevi
grupoidi. Liejev grupoid se moZe definirati kao unutarnji grupoid u kategoriji glatkih mno-
gostrukosti. Kategorija glatkih mnogostrukosti nema ujednacitelje nekih glatkih preslikavanja
pa ne dopusta ni povlake proizvoljnih parova morfizama s istom kodomenom. Ipak, povlaci
G1 x¢, G (i iteracije) postoje ako su dom i cod submerzije. Stoga Liejev grupoid obi¢no defi-
niramo pomocu podataka Gy, G1, dom, cod, m, 1,7 kao gore s dodatnim zahtjevom da su dom

i cod submerzije.

Definicija 7.1.4. Kategorija komutativnih Hopfovih k-algebroida (Gpd(Com;"))? je katego-
rija suprotna kategoriji grupoida u kategoriji Com;” suprotnoj kategoriji komutativnih algebri

nad ¢vrstim poljem k. Komutativni Hopfov k-algebroid je objekt u kategoriji
(Gpd(Com;"))°P.

U algebarskoj geometriji se kategorija Com,” obi¢no identificira s jednom geometrijskom
kategorijom, kategorijom afinih k-shema Aff;, vidi primjer 6.1.16. Ekvivalencija kategorija

koja realizira tu identifikaciju je dana funktorom spektra komutativnog prstena
Spec: Com,” =~ Affy.

Funktor Spec prebacuje tenzorski produkt algebri u kategorijski produkt, a tenzorski produkt
nad baznom algebrom u povlak Spec(B ®4 B) =~ SpecB Xgpeca SpecB. Dakle, kategorija
komutativnih Hopfovih k-algebroida je dualna kategoriji grupoida u kategoriji Aff;, a ponekad
se tako 1 definira. Ukoliko je Hopfov algebroid konacno generiran bez nilpotenata, moZzemo
umjesto s afinim k-shemama raditi s afinim k-viSestrukostima, vidi primjer 6.1.15.

Morfizme k-algebri koji po dualnosti k-algebri i afinih k£-shema (odnosno k-viSestrukosti)

odgovaraju strukturnim morfizmima zvat éemo o = dom®, § = cod*, A = m*, ¢ = 1* i
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T = ¥, a projekcijama povlaka su dualni morfizmi 1y, ®p, idg, = pi, idy, Qm, 1a, = p5 koji
su injekcije koprodukta u Comy. Sjetimo se da su ti dualni morfizmi dani pretkompozicijom,
npr. cod® = — o cod.

Eksplicitnije, u terminima kategorije Comy, (usporedi [Ravenel]), komutativni Hopfov al-
gebroid je dan podacima (H;, Hy, o, 5, A, €, 7) gdje su Hy, H; € Comy, komutativne k-algebre
s mnoZenjima my,, my, 1 jedinicama 1y, 1y, a o, f: Hy — Hy, A: Hy — H; Qpu, Hi,

e: Hy — Hy, 7: Hy — H; morfizmi komutativnih k-algebri koji zadovoljavaju identitete

(A ®p, idy,) o A = (idy, ®u, A) o A: Hy — H; ®u, H; ®p, Hi, (7.7)
B®u, 1y, =AofB, 1g, Qu,a=Aoaq, (7.8)
eoa=1idy,, €of=1idy,, (7.9)

(idy, ®m, €) oA =idy, = (e ®p, idp,) 0 A, (7.10)

gdje su identificirani vektorski prostori [ ®p, Hy = H, = Hy®pn, H,, te zahtjeve za antipodno
preslikavanje 7,

Toa=0, To0of=a, (7.11)

H, (7.12)

/ lA\
Hl Hl ®H0 H1 H

mp, o(id®T) mp, o(T®id)

1

Primijetimo da je kod komutativnih Hopfovih algebroida 7 izomorfizam komutativnih algebri.

7.2 Unutarnji bialgebroid

U ovom odjeljku V = (V,®, k,a,l,r,7) je fiksirana simetri¢cna monoidalna kategorija koja
dopusta koujednacitelje koji komutiraju s tenzorskim produktom ® u smislu definicije 2.2.5. Te

pretpostavke su potrebne da bi mogli definirati pojam unutra$njeg bialgebroida.

7.2.1 Pripremne leme

U sljede¢em nizu lema u svakoj sljedecoj lemi koristit ¢e se: notacija uvedena u prethodnim

lemama i izmedu lema, te svojstva objekata tako oznacenih dokazana u prethodnim lemama.

7.2.1. Neka su (L, pp,mp) i (H, g, ng) monoidi u V. Kako koujednacitelji komutiraju s ten-

zorskim produktom, dobro je definirana monoidalna kategorija L-bimodula (. V1, ®p, L).
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Lema 7.2.2. Neka su o: L — H, 3: L°° — H morfizmi monoida u'V za koje vrijedi

pr o T o (@® B) = pr o (a® B). (7.13)

Tada je H unutarnji L-bimodul preko lijevog djelovanja py o (o ® idy) i desnog djelovanja
pr © g o (idg ® B).

Dokaz. Dokazujemo prvo da je pg o (o ® idy) lijevo djelovanje. Imamo

pr o (@® (py o (a®idy))) = pu o ((pr o (@ ® a)) @idy)
= pn o ((aopr)@idy)
gdje smo u prvoj liniji koristili asocijativnost sy, a u drugoj da je aw morfizam monoida. Dalje,
za kompatibilnost sa jedinicom 7y primijetimo py o ((von) ®idy) = py o (Mg ®idy) = ly.
Sli¢no se dokaze da je pu © 7y iy © (idy ® [5) desno djelovanje.

Na kraju treba provjeriti da lijevo i desno djelovanje komutiraju, tj. da je

pro (@@ (protrro (idg®p))) =puotauo (pro(a®idy))®B) : LOH®L — H

Lijeva strana je jednaka ppy o (uy ® idy) o (¢ ® f®1idy) o (idy, ® 7a,1). Desna strana je
jednaka g o (8@ (un © (0 ®1dn))) © Trem,.L $t0 je p © ((nm © (6 @ @) ®idy) © Tren.L
pa pretpostavka 7.13 svodi to na py o ((ug o (a® 8) o 71 1) ®idy) o Trgm L $to je jednako
pr o (py®idy) o (a®B®idy) o (1, ®idy) o Trem, L. Jednakost lijeve i desne strane izlazi

sada iz (TL,L®idH)O7—L®H,L ZidL®TH7L. ]

7.2.3. Za v i (3 kao u prethodnoj propoziciji oznadimo s & i 3 kompozicije:

I—2 kLM He H L— 5Lk He H

a 5

U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji to je: a(l) = 1y @ a(l) i (1) = () ® 15.

7.2.4. Ozna¢imo s ppey = (pp @ pg)o (dy @ Tyn ®idy) i Nuen = Ny @nw) ol,;l. Tada
jeprema 6.1.3 (H ® H, pugu, Mg ) monoid u V.

7.2.5. Neka je 7 kanonsko preslikavanje H @ H — H @ H, tj. koujednacitelj
HQRL®H H®H—"-HQ®, H

za L-bimodul H. Lako se vidi da je tada 7 takoder koujednacitelj paralelnog para morfizama
pron © (0 ®idugn), pren © (B ®idugn),

a®id
LOHQH) (HIH)QHQH) ™ H®H —"HQ, H
Aid
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Lema 7.2.6. (i) Postoji jedinstveni p takav da je sljedeci dijagram komutativan:

HPHRH

(H®H)®Q®HR®H)——— (H®H)

| e |

(HRLH)®@(H®H)---"--+(H®, H)

(ii) Taj jedinstveni p je desno djelovanje.

Dokaz. Jedinstvenost proizlazi iz razmatranja sljedeceg dijagrama.

LOHQH)®(HQH)— 2" | & (H® H)
a®id®id £ )B@id@id a@m(/ \)B@id
(HOH)®HH)®(H®H) —2"" . (H@ H)® (H® H)
;,LH®H®id J/»‘H@H
(H® H)® (H® H) e (H® H)
Jﬂ@id lﬂ'
(H,H)® HQH)-----2 - -5 (H®, H)

Vertikalna preslikavanja desno na dijagramu Cine dijagram za koujednacitelj 7, a vertikalna
preslikavanja lijevo na dijagramu ¢ine dijagram za koujednacitelj 7 ® id, jer u kategoriji V
koujednacitelji komutiraju s tenzorskim produktom. Gornji pravokutnik sekvencijalno komu-
tira zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta i srednji jer je pggm asocijativan, pa slijedi da
T o ey koujednacuje paralelni par vertikalnih preslikavanja lijevo na dijagramu. Zbog toga
postoji jedinstveni p, iz univerzalnog svojstva koujednacitelja 7 ® id.

Dokazimo sada da je p desno djelovanje.

(HLH) ® (HOH) ® (HOH) —=— (H@,H) ® (HRH)
TRid®id ®id
(HH)® (HOH)® (HOH) """ (HeH)® (HQH)
id®urgH duugH HH®H P
(HOH) ® (HQH) ren (HRH)
T®id T
(H® H)Q (HOH) (H®LH)

p

Komutativnost unutrasnjih pet cetverokuta proizlazi iz asocijativnosti od e, definicije od p
i funktorijalnosti tenzorskog produkta, a 7 ®id ®id je epimorfizam, pa je komutativan i vanjski

Cetverokut.
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(HOH) @k —2"" . (HoH)® (HQH) — """ 3 (HQH)
lﬂ®id lw@id lﬂ'
(HOpH) @k —2"" . (He, H)® (HOH) —— (HRLH)

Komutativnost gornjeg trokuta, unutra$njih etverokuta i vanjskog ¢etverokuta prozlazi iz kom-
patibilnosti mnozenja i jedinice u monoidu H ® H, funktorijalnosti tenzorskog produkta, defini-
cije pitoga da je desni unitor u kategoriji prirodna transformacija. Uz to 7 ®id je epimorfizam,

pa komutira i donji trokut. ]

7.2.7. Neka je dalje ; H; opremljen strukturom komonoida (H, A, €) u monoidalnoj kategoriji
L-bimodula. Dakle, A: H — H ®;, H je koasocijativan morfizam L-bimodulaicec: H — L je

kojedinica za A, takoder morfizam L-bimodula.

Lema 7.2.8. Neka p koujednacuje par A® & i A ® f3:

H®L

lA@d
id®a

(HorH)® L (HOH)® (HOH)
id®B lp
(H®LH)

Tada postoji jedinstveni \ takav da je sljedeci dijagram komutativan.

id®m

H@(H@H) H@(H@LH)
A@idl :)\
(HOH)® (HQH) ————— (H®r H)
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Dokaz.
H® (H®LH)
id@ﬂ'\ N
/——Hd®d®id id®urgH b N
HR®L®(H®H) H®(HRH)® (HRH) H®(H®H)
d®A®Id AN
ARid®id ARid®id A®id '
id®amid @
(HR,H)® L® (HRH) (H H)® (HRH) ® (H®H§ —>H(H®LH) ®(H®H)
id®ARid //
/
pRid p . /
v Ve
(HoLH)® (HQH) & (H®LH)

Bududi da u V koujednacitelji komutiraju s tenzorskim produktom, id ® 7 je koujednacitelj
preslikavanja na gornjem rubu dijagrama. Iz pretpostavke leme slijedi da p ® id koujednacuje
prA®a®idi A® [ Qid. Dijagram za to je stepenicasti lijevi rub dijagrama. Tri pravokut-
nika komutiraju zbog funktorijalnosti ® i toga da je p djelovanje (gornji lijevi sekvencijalno).
Slijedi da p o (A ® id) koujednacuje horizontalna preslikavanja na gornjem rubu dijagrama. Po

univerzalnom svojstvu koujednacitelja 7 ®id zbog toga postoji jedinstveno preslikavanje A. [

Lema 7.2.9. Preslikavanja A\ ® id i id ® p komutiraju.

Dokaz.
ARid®id
H®(HQH)® (HRQH) (H®LH)® (HRH)® (HRQH)
pQid
H®H® H)Q (HQH) Aeid (H® H)® (HQH)
duHrQH P POUHRH
H® (H®,H) A (HQ,H)
d®m p
A®id
H® (HRH) (Ho,H)® (HQH)
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Komutiraju gornji Cetverokut (definicija za A, tenzoriranje zdesna s id), desni Cetverokut (p je
djelovanje), vanjski cetverokut (funktorijalnost tenzorskog produkta), donji Cetverokut (defini-
cijaod M) i lijevi Cetverokut (definicija od p, tenzoriranje slijeva s id) 1 id®7®id je epimorfizam,

pa komutira i centralni ¢etverokut (komutativnost A ® id sa id ® p). OJ

Lema 7.2.10. Ako vrijedi

Aong =7 onNpen (7.14)
to jest komutativan je dijagram
k L H
nH®Hl lA
(HOH) ———— (H®LH)
i za morfizam X vrijedi
Aopug =Xo(idyg ® A) (7.15)
to jest komutativan je dijagram
H®H £ H

= lA

onda je morfizam \ lijevo H-djelovanje na H ®;, H.

U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji ta se dva uvjeta mogu zapisati: A(ly) = 1y ® 1y
1 A(h @ hiyy ® hiy)) = A(hN), za h, i/ € H. U kategoriji vektorskih prostora drugi uvjet je
naprosto A(hh') = h(l)h’(l) R h(Q)h’(2) za sve h,h' € H, ali dobra definiranost desne strane

jednakosti zahtijeva dodatne gornje aksiome.
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Dokaz.
HOH®HOH) —2"% . @ (H®, H)® (HRH) (7.16)
1d®id®m id®p
id®A
H®H®(H®LH) H®(H®LH)
pHeH®Id HHE@HE®Id A A®id
H®(HQLH) A (H®LH)
id®m p
ARid
HQH® (HQH) (H®,H)Q (HOH)

Komutiraju gornji ¢etverokut (definicija od A, tenzoriranje slijeva s id), donji ¢etverokut (defi-
nicija od ), lijevi Cetverokut (funktorijalnost tenzorskog produkta), desni ¢etverokut (komuta-
tivnost A ®id sa id ® p) i vanjski Cetverokut (uvjet na A i A tenzoriran zdesna s id) i id ®id Q@ 7

je epimorfizam, pa komutira i centralni ¢etverokut (aksiom asocijativnosti za djelovanje za \).

(HQH)® (HQH) —2 (HQH)
k® (HQH) — e ® (HQH) —=%  (Ho H)® (HQH) |«
id®m id@m P
k@ (HeLH) —"% He(HeyH) A (H®LH)

(7.17)

Komutiraju vanjski Cetverokut (prirodnost lijeve jedinice monoidalne kategorije), gornji trokut
(aksiom jedinice za mnoZenje (g ), Unutrasnji gornji Cetverokut (uvjet na A i 7y tenzoriran
zdesna s id), unutrasnji donji lijevi Cetverokut (funktorijalnost tenzorskog produkta), unutrasnji
donji desni Cetverokut (definicija od \), unutrasnji desni Cetverokut (aksiom asocijativnosti za
djelovanje p) i id ® 7 je epimorfizam, pa komutira i donji trokut (aksiom jedinice za djelovanje
za \). ]
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Lema 7.2.11. Obratno, ako je X lijevo djelovanje, onda vrijede
Aong =7 onNpeH
Aopg =Mo(idy ® A).

Dokaz. Promatrajmo ponovno dijagram (7.16). Ako je komutativan centralni Cetverokut, iz
komutativnosti ostala Cetiri unutarnja Cetverokuta slijedi komutativnost vanjskog cetverokuta,
a to je traZeno svojstvo za A i \ tenzorirano s id. Koriste¢i jedinicu nygy 1 Cinjenicu da je
ona monomorfizam, moZemo iz toga dobiti komutativnost etverokuta za to trazeno svojstvo
Aopuyg =XAo(idg ®A).

Promatrajmo sada ponovno dijagram (7.17). Ako je komutativan donji trokut, komutativan
je 1 unutrasnji gornji Cetverokut, a to je traZeno svojstvo A o ng = T © Nygy tenzorirano
s id. Koriste¢i jedinicu nygy 1 €injenicu da je ona monomorfizam, moZemo iz toga dobiti

komutativnost Cetverokuta za to traZzeno svojstvo. [

Dakle, pokazalo se da je svojstvo A o ny = 7 o npgy ekvivalentno aksiomu jedinice za
djelovanje za A, a svojstvo A o uy = Ao (idy ® A) ekvivalentno aksiomu asocijativnosti za

djelovanje za \.

Korolar 7.2.12. H ®;, H je unutarnji H-(H ® H )-bimodul s obzirom na djelovanja \ i p.

7.2.2 Definicija unutrasnjeg bialgebroida

U sljedece dvije definicije kategorija ) je simetricna monoidalna kategorija (V, ®, k,a,l,r, T)

koja dopusta koujednacitelje i takva da oni komutiraju s tenzorskim produktom.

Definicija 7.2.13. Neka je L = (L, pup,n) monoid u V. Unutrasnji lijevi L-bialgebroid u

kategoriji V dan je sa sljede¢im podacima:
(i) monoid (H, pg,ny)uV

(ii) morfizmi monoida a: L — H, : L°° — H za koje vrijedi iy o Typ o (a ® B) =

p o (@ ® )

(iii) komonoid (H, A, €) u monoidalnoj kategoriji L-bimodula (;V,®y, L), gdje je H unu-
tarnji L-bimodul preko lijevog djelovanja sy o (e ®id ) 1 desnog djelovanja juy o T g ©

(idyr ® ).
koji zadovoljavaju sljedece uvjete:
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(i) Jedinstveno desno djelovanje p za koje je sljedeci dijagram komutativan:

(HQH)® (HQ H)—2 . (H® H)

| |

(HR,H)QH®H)---"--+(H®, H)

zadovoljava uvjet
po(A®B®ny) o (idp ®r.') = po(AQny®@a)o (idy ®1;1),

pri ¢emu su 7y, i [;, komponente desne i lijeve jedinice monoidalne kategorije V, tpgn
mnoZenje u monoidu (H ® H, ipeu, Nuen ) inducirano s py po komponentama i 7 pres-
likavanje u koujednacitelju H  H — HQp H.

(i1) Jedinstveno preslikavanje A\ (usporedi lemu 7.2.8) za koje je sljedeci dijagram komutati-

van

H@(H@H) id®m

H® (H®LH)

|
A@idl I'A
4

(HO,H)® (HRH) —— (H®L H)

p

je lijevo djelovanje. Ekvivalentno, vrijedi:

Aong =monpen
Aopug = Mo (idg ® A)
gdje je nuou: k — H ® H jedinica u monoidu (H ® H, ipgu, NHew ) inducirana s ny.
(ii1) Vrijedi
€0NH =1L
€oppy o (idy ®(aoe)) =€opuy =eopyo(idy®(Boe))

« zovemo morfizam izvora 1 B morfizam ponoraindexmorfizam ponora. Time je definicija do-

vrsena.

Definicija je dobra zbog prethodno dokazanih pripremnih lema.

U kategoriji vektorskih prostora, uvjet (i) je uvjet da je slika koprodukta unutar Takeuchi-
jevog produkta, a uvjet (ii) da vrijedi A(ly) = 1y ®; 1y i A(hR) = h(l)h’(l) Q1 h(Q)h’(Q),
$to je dobro definirano zbog (i). Uvjet (iii) u toj kategoriji je €(1y) = 11 i e(ha(e(h’))) =
e(hh') = e(hB(e(h'))), ili ekvivalentno, preslikavanje dano s h » [ = e(ha(l)) i preslikavanje
dano s h »' [ = e¢(hf3(1)) su lijeva djelovanja.
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Definicija 7.2.14. Neka je (R, g, nr) monoid u V. Unutrasnji desni R-bialgebroid u katego-

riji V dan je sa sljede¢im podacima:
(i) monoid (H, pg,ng)uV

(ii) morfizmi monoida a: R — H, f: R°® — H za koje vrijedi g o g o (@ ® 5) =
pi o (a® B)

(iii) komonoid (H, A, €) u monoidalnoj kategoriji R-bimodula (grVg, ®g, R), gdje je H unu-
tarnji R-bimodul preko desnog djelovanja py o (idy ® ) i lijevog djelovanja iy o 7y g1 ©
(B®idg).

koji zadovoljavaju sljedece uvjete:
(i) Jedinstveno lijevo djelovanje p za koje je sljedeci dijagram komutativan:

(HQH)® (HQH)— , (H® H)

|ser |-

(HOH)®(H®rH)---"--+(H®zH)

zadovoljava uvjet
pom®BOA)o (' ®idy) = po(a®@nu @A) o (ry' ®idy),

pri ¢emu su rr i [r komponente desne i lijeve jedinice monoidalne kategorije V, g
mnozenje u monoidu (H ® H, iggn, Nuen ) inducirano s 1y po komponentama i 7 pres-
likavanje u koujednacitelju H @ H — HQrH.

(i1) Jedinstveno preslikavanje A za koje je sljedeci dijagram komutativan

(HRH)® H €4 (HepH)® H
id®Al :)\
3

(HRH)® (HRrH) —— (H®grH)

p

je desno djelovanje. Ekvivalentno, vrijedi:
A ONyg = mTOo 7]H®H

Aopug =Xo(A®idy)
gdje je nueu: k — H ® H jedinica u monoidu (H ® H, ipgu, NHew ) inducirana s ny.
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7.3. UNUTARNII HOPFOV ALGEBROID

(ii1) Vrijedi
€0NH = TR
copgo((aoe)®idy) =€eouy =copugo((foe)®idy)

Time je definicija dovrSena.

Da je definicija dobra moZe se dokazati nizom lema analogno dokazanim pripremnim le-
mama. U kategoriji vektorskih prostora, uvjet (i) je uvjet da je slika koprodukta unutar Takeuc-
hijevog produkta, a uvjet (ii) da vrijedi A(ly) = 1y ®g 1y i A(hR) = hayh(yy ®r bl
§to je dobro definirano zbog (i). Uvjet (iii) u toj kategoriji je e(1y) = 1g i e(a(e(h))h') =
e(hh') = €(B(e(h))h’), ili ekvivalentno, preslikavanje dano s  « h = ¢(a(r)h) i preslikavanje

dano s r < h = ¢(5(r)h) su desna djelovanja.

7.3 Unutarnji Hopfov algebroid

7.3.1 Pripremne leme

Neka su dani monoidi R 1 L u simetricnoj monoidalnoj kategoriji V s koujednaciteljima koji

komutiraju s tenzorskim produktom.

Lema 7.3.1. Neka je Hy = (H, pg,ng, o, Br, Ar, €r) lijevi unutrasnji L-bialgebroid i neka
je struktura R-bimodula na H dana mnoZenjem zdesna komutirajucim morfizmima monoida
Br: R® — H, ag: R — H. Ako vrijedi

ar o€ o Br = Br, Broe€roar = ag,

onda je A1, morfizam R-bimodula.

Analogno, za desni unutrasnji R-bialgebroid Hr = (H, jig, My, ar, Br, AR, €g) sa struktu-
rom L-bimodula na H danom mnoZenjem slijeva komutirajuc¢im morfizmima monoida 3;,: L°® —
H, ap: L — H, ako vrijedi

aro€ro P = pr, Broeroar = ar,
onda je A g morfizam L-bimodula.

Dokaz. Dokazat cemo da je Ay, morfizam desnog R-modula, dokaz da je on morfizam lijevog

R-modula provede se analogno. Sli¢no se obje tvrdnje dokazu za A g. Dokazujemo

AL O g © (ldH®OzR) = VRO (AL®1dR)
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gdje je v desno R-djelovanje na H ®; H koje je po definiciji tenzorskog produkta desnog
L-modula i L-R-bimodula inducirano desnim R-djelovanjem pupy o (idy ® ag) na H, to jest

jedinstveno preslikavanje v takvo da je
vro (1, ®idg) = 7 o (idg ® (ug o (idy ® agr))).
U dokazu ¢emo imitirati sljedeci racun s elementima. U pocetku imamo:
Ap(h-an(r) £ 7 Ar(h) - Ar(an(r)

1 zatim ra¢unamo
Ap(ar(r) € Ap(Br(ec(ar(r))))
D AL(Brler(ar(r)) - 1n)
Y AL(1g) - er(ar(r))
© (1y @1 1n) - ex(ar(r))
Q1 @1 (Buler(ar(r) - 1)
@ 1y ®r ag(r)
te uvrstimo u prvu jednakost:
"Ap(h) - Ap(ar(r))” ="Ap(h) - (L ®p ar(r))” E Ap(h) - ag(r).

Pritom su izrazi pod navodnicima zapravo redom

Ah® Ap(agr(r)))
Ah® 1y @z ar(r) = p(As(h) ® 1y ® an(r)).
Dakle, redom ¢emo u sljedeCem racunu koristiti sljedece.
(i) A je lijevo djelovanje: A o ug = Ao (idy ® Ap),
(ii) jednakost iz iskaza leme ar = Srepar,

(iii) aksiom jedinice g o (idy @ ny) o1y = idy,

(iv) Ar je morfizam desnih L-modula: Ay o py o (6 ®idy) o 7y = v o (AL ®1idy),
gdjejev,: H®, H® L — H ®; H desno djelovanje inducirano desnim djelovanjem
pro(fr®idy)oty,: HRQL — H,

(v) Aje lijevo djelovanje pa za jedinicu vrijedi Ap ony = 7 ongey = 7m0 (Mg ®ny) o l,;l,

(vi) po definiciji desnog djelovanja v;, pomoc¢u gore navedenog desnog djelovanja vrijedi:
vpo(mp®idy) = mp o (idy ® (ug o (B ®idgy) o 7h,1)),
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(vii) jednostavan racun napravljen ispod glavnog racuna koji koristi aksiom jedinice pp o

(idg @ nu) = ru,

(viii) po definiciji od Aje: Ao (idy ®@ 7)) = po (AL ®idy ®idy),

(ix) dodatni ra¢un napravljen ispod glavnog racuna koji koristi da je vy jedinstveno preslika-
vanje za koje je vg o (17 ® idg) = 7 o (idg ® (um o (idg ® ag))) i Cinjenicu da po

definiciji od p vrijedi p o (7, ® idygn) = 7L © LueH-

Racunamo dakle:

Apopgo (idy ® ag)

@)

idy ® (AL o g o (B ®idp) o (epar @ na) o r5))

o (i

o (i

o (i

o (i

(i

o (

o (

o (idy ® (vp o (AL ®idy) o (nu ® erag) o lz"))
o (idy ® (v o ((Ap o i) ® erar) o lz'))

o (idy ® (v, o ((7 © NueH) ® €Lagr) © l_l))
o (idy ® (v, o (7, ®idy) o (Muewr @ erar) o lz'))

o (idg ® (vp o (m, ®idy) o (ng @ N @ epag) o (I, @idg) o I5"))

o (idg ® (77 o (idg @ (g o (B ®idy) o T 1)) © (N @ R erar) o (I ®idg) o Izh))
(ide ® (1 0 (N ® (ar o lr)) o (I ®idg) o I3"))

(idy ® (7 0 (N ® (ar o lg)) o (idk ®1R") o I5"))

(idy ® (7 0 (nu @ ar) o 1))

(idy ® 1) o (idy ® ((nir ® ar) 0 1))

(AL ®idy ®idy) o (idy ® ((ny ® ag) o I5"))

o (idug,u ® (N ® ag) o l5")) o (Ap ®idg)

= vgpo (AL ®idg)

@)

(AL
(
(
(
(
(
(
idy @ (Apopugo(Br®idy) ot o (Mg ® €Lar) o Tr © 7”}_21))
(
(
(
(
(
(
(
(

O

180



7.3. UNUTARNII HOPFOV ALGEBROID

Pritom je jednostavan racun za korak (vii) napravljen ovdje:

(idg @ (pm o (B ®idy) o Ta,r)) © (N @ N @ €Lag)
=1 ® (g o (Br ®idy) o Thp o (Nu @ eLar))
=1 ® (g o (fr ®idy) o (eLar @) © Th.r)
=nu @ (pm o (Breror ®Nu) © Tk R)
=1 ® (g o (Ap ®Npr) © Tk R)
(

=nu ® (rg o (agr ®idg) o 7 )

(
(
(
=1 ® (g o (Idg ® N ) o (ar ®idy) © Tk r)
(
=1 ® (R O TR © Tk R)

(

=nu ® (agolg)
Na kraju opravdanje za korak (ix) slijedi ovdje. Dokazujemo da je
po (idug,un ® (N ® ag) o lp")) = vg.
Preslikavanje vy je jedinstveno preslikavanje za koje vrijedi
vro (7, Qidg) = 7 0 (idy @ (uu © (idu @ ar))),
pa dokazimo da za p o (idyg, g ® ((ng @ ag) o l5')) vrijedi isto. Ratunamo
po (idug,u ® (N @ ag) o lp")) o (1, @idg)

=po(r, ®idpen) o ([duer ® Ny ® ar) o (idyer @ I5")

=77 0 pen © (ldyey @ N @ ag) o (Idygy ® lf_gl)

=70 (ppg ®pm)o (idy @y ®idy @ ag) o (idy @ Thi ®idg) o (idy ®idy ® lél)

=T © (T’H ® (IuH o (ldH ®O[R)) o (ldH ®7—H,k ®1dR) o (ldH ®1dH ®ll_%1)
=Ty O (ldH ® (ll,H (¢] (ldH @ CER)D o (TH ®1dH ®1dR) o (ldH ® TH7]§ ® ldR) o (ldH ®1dH @ l}_%l)

Preostaje dokazati ovu tvrdnju s unitorima:
(TH ® ldH ® 1dR) o (ldH ® TH k ® 1dR) o) (1dH X ldH ® l]_%l) = 1dH (029) ldH ® ldR

a ona lako slijedi iz aksioma simetricne monoidalne kategorije. U

7.3.2 Definicija unutrasnjeg Hopfovog algebroida

Definicija 7.3.2. Unutrasnji Hopfov algebroid nad L i R u kategoriji V dan je sljede¢im po-
dacima: lijevi unutras$nji L-bialgebroid H; = (H,py,nu,ar, B, AL, €r), desni unutra$nji
R-bialgebroid Hr = (H, g, nNm, Or, Br, AR, €r) i antihomomorfizam algebri 7: H — H

(antipod) koji zadovoljavaju sljedece uvjete:
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@
apo€Lofr=Pr, ProeLoar = ag, (7.18)
aro€ro Py =pL, Proeroar =ay,
(i1)
(Ap®pidy) o Ap = (idy ®r AL) 0 Ag (7.19)
(AL ®ridy) o Ag = (idy ®r Agr) 0 Ap (7.20)
Tenzorski produkt A; ®p idy je dobro definiran jer je A, prema lemi 7.3.1 morfizam
R-bimodula.
(iii)
TofL = ay, To PR =ap
u@/Lo(T@)idH)oAL:ozRoeR (7.21)

lie, o(idy ®T) o Ar = apoep
gdje je pg,,: H ®z H — H mnoZenje u R-prstenu (H, jgy , avg) inducirano s pp i
te, : H &, H — H mnoZenje u L-prstenu (H, P, » «y) inducirano s py, a kompo-
zicije preslikavanja su dobro definirane jer su dobro definirana sljedeca preslikavanja

Lema 7.3.3. U svakom L-bialgebroidu je e¢;, o o;, = idy, = €, o Br. Slijedi i da su oy o€y i

Br, o €1, idempotentni.

Dokaz. Jednakost id;, = €, o a;, dokazat ¢emo imitirajuéi ovaj racun s elementima
GL(C(L(Z)) = EL(OéL(l) : 1]-[) =1- €L<1H) =1- 1L = l,

dakle, koristit éemo (zdesna nalijevo) (i) aksiom jedinice p, o (id, ® 1) o r;l = idy, (i1)
kompatibilnost kojedinice s jedinicom €7, o ny = 1, (iii) zahtjev da je ¢, morfizam lijevih
L-modula, €7, o g o (o ® idy) = ppo (id ®er): L® H — L te (iv) aksiom jedinice
g o (idg @ ny) o ry' = idy. Radunamo:

id, € o0 (id, @nr) ory '

D 1o (id, @ (e, o ng)) o rp !

= ppo(id,®ep) o (id, @nu)ory’

W e, ougo (ar ®idp) o (idg @) o1y’

= €7,0 iy © <05L®7]H) ori1
= e 0 pr o (idg @ nu) o (ar @idy) oyt
ul erorg o (ap ®idg) orp?

= €1, 0.
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U zadnjem koraku koristimo prirodnost desnog unitora 7.

Za dokaz jednakosti id;, = €, o §, imitirat ¢emo ovaj racun s elementima

EL(BL(Z)) = EL(ﬂL(l) . 1H) = EL(lH) = 1L =1

dakle, koristit éemo (zdesna nalijevo) (i) aksiom jedinice py, o (9, ® idy) o l;l = idy, (i)
kompatibilnost kojedinice s jedinicom e, o ny = 7, (iii) zahtjev da je ¢, morfizam desnih
L-modula, €, 0 py o (B, ®idy) oty = pp o (e, ®idy): H® L — L te (iv) aksiom jedinice

g o (idg @ ny) o ry' = idy. Radunamo:

idp £ iy o (np@idy) ol
Do ((epony) ®idy) o l; !
= pup o (e, ®idy) o (g ®@idy) o I
@ er, o pp o (B ®idg) ot o (ny ®idg) o l;!
= ez opugo (B ®idy) o (id, ®ng) o Thp ol

(
= epopupo (B ®idy) o (idp ®@ng)ory!
(BL@nu)ory'

= e oy o (idy ®ny) o (B ®@idy) ory!

ul eroryo (fr®idg) o 7’21

:ELO/,I,HO

= €1, 0 fL.
[
Korolar 7.3.4. € o B1,: L°? =~ R je izomorfizam s inverzom €y, © aug.
Dokaz. ELOéRERﬁL = GLﬁL = ldL 1 ERﬁLELOéR = €EROR = ldR ]
Korolar 7.3.5. ¢; o fg: R°® =~ L je izomorfizam s inverzom eg o o,
Dokaz. eraperfr = €rfr = idrierfrepay = ey = idy. O
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Poglavlje 8

Konstrukcija unutrasnjeg skalarnog

proSirenja

8.1 Teorem o skalarnom proSirenju

Cilj ovog poglavlja je dokazati sljedeci teorem 1 opisati strukturu tog Hopfovog algebroida.

Teorem. Neka je H unutrasnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect s bijektivnim antipo-
dom. Neka je R unutrasnja pletenicasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna
algebra nad H u toj kategoriji. Tada je poludirektni produkt Hf R unutarnji Hopfov algebroid

nad R°P i R u toj kategoriji (uz odgovarajuce formule koje slijede).

Takve Hopfove algebroide zovemo skalarnim proSirenjima. Sada slijedi pojednostavljeni
pregled cijelog dokaza, a nakon toga ¢e biti proveden dokaz kroz nekoliko propozicija. Pritom

nece biti potpuno praen ovaj pojednostavljeni minimalni plan.

(i) Neka je R pletenicasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad
H uz desno djelovanje «: R® H — R i lijevo kodjelovanje p: R — H ® R. Definiramo
preslikavanja:

ar: R— HER
y— luty
Br: R°® — HER
y = p(y) = vy
Ag: HiR — HIR®p HER
fly = foilr ® fio)lly
€r: HIR - R
foy —e(f)y
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

Tada je Hr = (HiR, tutr, @R, Br, AR, €r) desni bialgebroid nad R u indproVect.

(i1) Oznacimo s L algebru R°® i neka je ¢: L — R odgovaraju¢i antiizomorfizam algebri.
Definiramo preslikavanja:
ap: L — HiR

2 p(¢(x)) = d(x)_1ytd(2)o
Br : L® — HiR

x = d(x)jo) « S7 ()1
A, : HYR — HRG®; HiR

Jty = folilr® feo)ly
er : HIR— L

[ty — o~y « (S*ymSK))

Tada je H; = (HiR, pusr, o, Br, A, €r) lijevi bialgebroid nad L i L°P u indproVect,
Sto ¢emo dokazati koristeéi izomorfizam iz dijela (v) s lijevim bialgebroidom L{H iz

dijela (iv) za koji je priprema dio (iii).

(iii) Tada je L pleteniCasto-komutativna lijevo-desna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad

H uz lijevo djelovanje »: H ® L — L definirano sa

frai=97"(o(x)«Sf)

1 desno kodjelovanje definirano sa
z = 2 @ = ¢ (6(2)[0) @ ST (d(2)-1).

(iv) Definiramo preslikavanja analogno:

ap: L— LtH
x— xfly
Br: L°° — L§H

T p(x) = )0y
A, : LEH — LtH &, LiH

i — 2 fo) @ 1t f)
e LtH — L

[ — e(f)x

Tada je H}, = (L8H, prsm, oo, Br, Ar, €r,) lijevi bialgebroid nad L u indproVect.
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

(v) Definiramo ®: L{H — HfR sa

O wfif = p(d(2)) - filr = Srio(r) - filg.

To preslikavanje je izomorfizam algebri.

Po tom izomorfizmu, sve formule od H’ odgovaraju svim formulama od H, pajei H

lijevi bialgebroid, izomorfan # .

(vi) Definiramo antipod:
7: (HER)® —> HER
[ty = ypo - Sy Sf

Dokazemo da je 7 antihomomorfizam koriste¢i izomorfizam .
(vii) Tadaje H = (Hp, Hr, ) Hopfov algebroid u indproVect.

U propozicijama ¢e osim ovoga biti istodobno obradena i analogna verzija s usporedbom desnog
bialgebroida Hr ~ H{R i H; =~ LtH i dane formule za te bialgebroide.

Slijedi lijevo-desna verzija prethodnog teorema.

Teorem. Neka je H unutrasnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect s bijektivnim antipo-
dom. Neka je L unutrasnja pletenicasto-komutativna lijevo-desna Yetter-Drinfeldova modulna
algebra nad H u toj kategoriji. Tada je poludirektni produkt Lt H unutarnji Hopfov algebroid
nad L u toj kategoriji (uz odgovarajuce formule navedene iznad), koji zovemo skalarno prosi-

renje.

8.1.1 Lijepi lijevi i desni bialgebroidi

Lema 8.1.1. Neka je (R, pig, Nr, <, p) unutrasnja pletenicasto-komutativna desno-lijeva Yetter-
Drinfeldova modulna algebra nad unutrasnjom Hopfovom algebrom H u kategoriji indproVect.
Tada je kodjelovanje

p: R— HiR

antihomomorfizam algebri:
ef—1tero) - Y-ty = (we)—nive)o

Tvrdnja teorema vrijedi i za unutrasnju lijevo-desnu pletenicasto-komutativnu Yetter-Drinfeldovu

modulnu algebru L nad H i pripadno kodjelovanje \ i poludirektni produkt L{H.
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

Dokaz.

e-jfteqo) - Y-ty = e-y-218(ego) « Y1)y
er-11Y[-18Y[0efo]
(ye)[,l]jj(ye)[o]

Druga i treca jednakost vrijede zbog svojstva pletenicaste-komutativnosti i toga §to je R mo-

dulna algebra. Analogno se dokaZe tvrdnja za L nad H. 0

Najprije cemo dokazati da lijevo-desne i1 desno-lijeve Yetter-Drinfeldove modulne algebre

daju na jednostavan nacin lijeve i desne bialgebroide.

Propozicija 8.1.2. Neka je (H, j1,m, A, €, S) unutrasnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom. Neka je (R, pig, g, <, p) unutrasnja pletenicasto-komutativna desno-
lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H u toj kategoriji.

Definiramo preslikavanja:

ar: R— HER

y— lyfy
Br: R — HiR

y = p(y) = Y-ty
Agp: HtR — HiR®r HER

fiy — fo)ilr ®r fio)ly
en: HER— R

fly — e(f)y

Tada je Hr = (HER, pusr, R, Br, AR, €r) desni bialgebroid nad R u kategoriji indproVect.

Dokaz. (i) Ocito je sa ar(y) = 14y definiran homomorfizam algebri. Dokazujemo da je sa

Br(Y) = y-1iypo
definiran antthomomorfizam algebri. Vrijedi
Br(ye) = (ye)-ni(ye)p
= e[-11Y[-118Y[0)€[o]
jer je R pleteniCasto-komutativna algebra nad H. Zatim imamo
Br(e)Br(y) = er—1teo) - Y-15Yo)
= ep-ny-21£(ep) < ¥-1)¥0)
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

a to je jednako gornjem jer i nad H ima svojstvo pleteniCaste-komutativnosti:
(x < d[_l])d[o] = dx

Dokazujemo dalje da slike preslikavanja o, 1 §; komutiraju. To opet izlazi iz toga Sto je R

pletenicasto-komutativna algebra nad H:

Lty - ef_ufiefo] = e—xf(y « e[—1))eo
_1]ﬁe[0]y
= er-nfep) - luty

HtR je dakle R-R bimodul uz ovako definirana djelovanja:
y djeluje zdesna na fte = fte - ar(y) = fey
y djeluje slijeva na fie = ftie - Br(y) = fie - y-ufye = fy-uiyoe
(i) Zatim dokazujemo da je (R Ht Rg, AR, €gr) komonoid u (g Mg, ®r, R). Za
Ar(fty) = fo)ilr ®r fo)ly
er(fy) = e(f)y

koasocijativnost koprodukta jednostavno slijedi iz koasocijativnosti koprodukta u /7. Aksiom

kojedinice takoder vrijedi jer lako se vidi:
fayilr - ar(er(fi)ty)) = fty
foty - Brer(f0)ilr)) = fiy

Lako se provjeri da su oni morfizmi R-bimodula:

Ar(fie-ar(y)) = foilr ®r fio)fiey
Wilr ®r fiofe - ar(y)

Ar(fe- Br(y)) = f)y-281lr ®r f)y-1ty0
= foy-1ilr ®r f(2) ﬁe Br(y[o))
= fayyr-nile - ar(y) ®r fiote
= fo)ilr - Br(y) ®r f(2)te

er(fie - ar(y)) = e(f)ey
= er(fte) -y
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er(fte- Br(y)) = e(fy—1))vioe
= ¢(f)ye
=y -er(fte)

(iii) Dokazujemo sada da A g ima svojstvo

ar(y) - filr ®r feoyte = foylllr ®r Br(y) - fo)te

Desna strana jednaka je

f#lr ®r Y1ty - fioyfle = fa)ilr ®r yi-11f) by « fi3))e

Lijeva strana jednaka je

Laty - fo)ilr ®r fiyfe = f)i(y « f2)) ®r fia)te
= filr - ar(y « f2)) ®r fi3)de
= filr ®r fz)e - Br(y <« f2))
= filr ®r f3)8lr - Br(y « fi2)) - Lute

gdje zadnja jednakost vrijedi jer slika od Sz komutira sa slikom od ag. Jednakost te dvije strane

izlazi iz desno-lijevog Yetter-Drinfeldovog uvjeta:
foy (v« fa)rn® Y« fa)o = y-1f0) ® (Yo < fi2)

foflr - Bry < fa)) = yi-ufoio « f)

(iv) Lako se provjeri da Ay ima svojstvo
Ar(fty - gte) = foyflr - 9)ilr ®r fi2)8y - 92)te

Ar(fiy - gfie) = Ar(fg)i(y < 92))e)
= fy9milr ®r f2)92) 8y« g@))e
= flle - 9)ile ®r fi2)ty - 92)fie

(v) Na kraju dokazujemo da je ei desni karakter.
cr(1mfilr) = 1r

GR(fﬁy : gjje) = ER(QR(ER(fﬂ?/)) -gﬁe)
er(f1y - gte) = er(Br(er(fy)) - gte)
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Te tvrdnje je lako provjeriti kako slijedi.

er(fiy - gte) = er(fa iy < 92))e)
=e(fa) (Y« g2))e
=e(f)y<g)e

eL(ar(er(fiy)) - gte) = ep(e(f)1uty - gte)
= e(fle(lu)(y« g)e
=e(f)y<g)e

cr(Brler(fy)) - gie) = eL(e(f)y-ntyp - 9te)
= e(f)e(yr-1) (Yo « 9)e
= e(f)y<g)e
Dakle, HiR je desni bialgebroid nad R.
O]

Propozicija 8.1.3. Neka je (H, i, n, A, €, S) unutrasnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom.

Neka je (L, jip, n, », \) unutrasnja pletenicasto-komutativna lijevo-desna Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nad H u toj kategoriji.

Definiramo preslikavanja

ap: L — LtH
x— xfly
Br: L°® — LiH

z — Nx) = rgfirn

i f — x2ifo) ®r 128 f)
€r, . LtH — L

o f — e(f)x

Tada je M, = (LYH, pirgm, o, Br, Ar, €1) lijevi bialgebroid nad L u kategoriji indproVect.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu propozicije 8.1.2. (i) OCito je sa a,(z) = zfly definiran

homomorfizam algebri. Dokazujemo da je sa

Br(x) = zpyfzp
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definiran antthomomorfizam algebri. Vrijedi
Br(zd) = (zd)o)f(xd))
= Z(o)d[o) 1))
jer je L pleteniCasto-komutativna algebra nad H. Zatim imamo
Br(d)Br(z) = diytdpy - zoytan)
= dyoy(dpy > 210 b2
a to je jednako gornjem jer L nad H ima svojstvo pletenicaste-komutativnosti

efo)lepy » ) = we

Dokazujemo dalje da slike preslikavanja o, i 57, komutiraju. To opet izlazi iz toga Sto je L

pletenicasto-komutativna algebra nad H:

dioydpy - 281 = dyoy(dpy > 2)dpz)
= wdjo)fidp)
= o1y - djoyidp
Dakle, L§H je L-L bimodul uz ovako definirana djelovanja:

x djeluje slijevana dif = ay(z) - dif = zdif

X djeluje zdesna na dﬁf = ﬂL(a:) : dﬂf = [L’[O]ﬁl‘[l] : d]jf = dib‘[g]ﬁl'[l]f
(ii) Zatim dokazujemo da je (Lt H, Ap, €1) komonoid u ; M. Za
Ap(zff) = 28 fo) QL 1Ll fo)

er(wff) = e(f)x

koasocijativnost koprodukta jednostavno slijedi iz koasocijativnosti koprodukta u . Aksiom

kojedinice takoder vrijedi jer lako se vidi:

ap(ec(@ifay)) - 1eife) = 24f
Brler(1rif2)) - 28fa) = zif

Lako se provjeri da su oni morfizmi L-bimodula.

Ap(ar(z) - dif) = xdifo) ®r 1Ll f2)
= ap(v) - difa) @ 1rife
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Ap(Br(x) - dif) = dwyoirn fo) O 108r12) fi2)
= Br(zp)) - dif) Qr Ll fio)
= dffo) @ ar(z) - 1oizrp fo)
= di foy ®r Br(x) - 1Lif2)

er(ap(z) -dif) = e(f)xd
=z - er(dif)

en(Br(x) - dif) = e(wpy f)dog
= e(f)dx
=ep(dif) o

(iii) Dokazujemo sada da Ay ima svojstvo

difay - Br(x) ®r 18 f2) = difo) ®r 1ok fie) - ar(z)

Lijeva strana jednaka je

di fay - zoyfrp) ®r 1ot f2) = d(fo) » 2j0)8f2)zn @ 18 f3)

Desna strana jednaka je

difay ®r Letfio) - 2l = dif) @ (f2) » )8/ (3)
= dif) ®r ar(fio) » ) - 1oif3)
= Br(fio) > @) - dif)y ®r 18 f3)
= dfly - Bi(fo) » ) - 108f0) ®r 1LEf(s)

gdje zadnja jednakost vrijedi jer slika od 37 komutira sa slikom od a;,. Jednakost te dvije strane

izlazi iz lijevo-desnog Yetter-Drinfeldovog uvjeta:
Bi(foy» ) - 18fa) = (fo) » zo)ifern
(iv) Lako se provjeri da Ay, ima svojstvo
Ap(zff - dig) =zt fa) - diga) r 18 fe2) - 1Lige2)

Ap(ztf - dig) = Ar(z(fay » d)if2)9)
= z(fa) > Dif90) @ 1t fi)9e)
= 2 fq) - diga) ®r 10t fe) - 1olg)

(v) Na kraju dokazujemo da je €y, lijevi karakter.
er(1c8ly) = 1
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er(dif - efg) = er(dif - ar(er(etg)))
er(dif - etg) = er(dif - Brer(etg)))

Te tvrdnje je lako provjeriti kako slijedi.

eL(dif - etg) = er(d(foy » €)tf(2)9)
= e(f9)d(fa) »e)
= e(g)d(f »e)

eL(dif - ap(ep(efg))) = er(def - e(g)efln)
= e(g)e(Lu)d(f »e)

e(g)d(f »e)

er(dif - Brlecletg))) = er(dif - e(g)epofery)
= e(g)e(eq)d(f » efo)

Dakle, L{H je lijevi bialgebroid nad L.

8.1.2 Izomorfizam lijevog i desnog poludirektnog produkta

Zatim Zelimo povezati desni bialgebroid H{R i lijevi bialgebroid L{H za L. = R°P tako da na

kraju oni zajedno ¢ine Hopfov algebroid.

Propozicija 8.1.4. Neka je (H, j1,m, A, €, S) unutrasnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom.

Neka su R, L = R°P dvije unutrasnje algebre u kategoriji indproVect i oznacimo s ¢: L —
R odgovarajuci antiizomorfizam algebri.

(i) Ako je (R, jir, nr, <, p) unutrasnja pletenic¢asto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nad H u toj kategoriji, onda je L unutrasnja pletenic¢asto-komutativna lijevo-
desna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H uz lijevo djelovanje »: H® L — L defini-

rano sa
fra=¢"(d(x)«Sf)
i desno kodjelovanje definirano sa
x = 2 @ ap) = ¢ (¢(2)[0) ® ST () [-1y).
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Obratno, ako je (L, up,np, >, \) unutrasnja pletenicasto-komutativna lijevo-desna Yetter-
Drinfeldova modulna algebra nad H, onda je R unutrasnja pletenicasto-komutativna desno-
lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H uz na jednak nacin kao gore definirane veze

djelovanja i kodjelovanja: desno djelovanje «: R® H — R definirano je sa
HST fra) =1y« f.

i lijevo kodjelovanje sa
O(p) @ S(zpy) = Yjo) @ Y1y

Tada vrijedi sljedece:
(ii) Preslikavanje ®: LiH — HYR definirano sa

®: 2ff — p(o(x)) - filr = Sepie(z) - filr
Jje izomorfizam algebri. Njegov inverz dan je sa
fry = 1t fS(yrny) - ¢ (o) il = 108 fS% () - o)fla

gdje je sa x oznacen element od L takav da je ¢(x) = y.
(iii) Preslikavanje 7: Ht R — HH{R definirano sa

7 fiy = Yo - S*(ypn)Sf
i preslikavanje 7': Lt H — LiH definirano sa
T atf > SFSH(ap) - 2
su antihomomorfizmi algebri i za njih vrijedi
70D =>0qo7.
Dokaz. (i) Nekasux € Liye Rtakvidajey = ¢(x). Zadano je
2o @2y = ¢ (yjo) ® S (1))

fra=9¢"'y«Sf)
Ekvivalentno,
¢(10) @ S(wpy) = Yoy ® Y1)
(ST fra)=y<f.

Lako se pokaze da djelovanje i kodjelovanje H na R time definira djelovanje i kodjelovanje H

na L i obratno.
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(a) Dokazujemo prvo da L zadovoljava lijevo-desni Yetter-Drinfeldov uvjet:

(fr2) o @ (f » 2)py = (fro) > 2p0) ® feyzy S~ ()

ako R nad H zadovoljava desno-lijevi Yetter-Drinfeldov uvjet:

W< N ® (y« g = S~ (fe)y-nfa) ® Yoy « fe2)

Krenimo od tog uvjetaza Sf iy = ¢(x):
(0(x) « S ® (6(x) « SF)oy = STH(SF)) (@)1 (S ) ® ((a)o « (Sf)2))
(@(x) « SF)-11 @ (¢(x) « SF)oy = fryo(2)(-115(fi3) @ (D(2)0) « S(fi2)))
O(f » )1 @ O(f » 2)jo) = fyS((2))) S (f3)) ® (d(z(0)) « S(f2)))
S((fr2)m) @ o((f » 2)pa) = fyS((#)n)S (i) ® b fi) » 2po))

Djelujemo zatim sa S~ ® ¢! i zatim s 75 1, i rezultat je

(f > 2)poy ® (f > 2)py = (fi > 7)) ® oz S~ (f)

Sve jednakosti u dokazu su ekvivalentne, dakle, vrijedi i obratno da iz lijevo-desnog Yetter-
Drinfeldovog uvjeta za L slijedi desno-lijevi Yetter-Drinfeldov uvjet za R.
(b) Dokazujemo da je L modulna algebra. Buduéi da je R desno-lijeva Yetter-Drinfeldova

modulna algebra nad H vrijedi:
(ye) « f=(y«fay)le< fiz))
(ye)-11 ® (ye)po) = er-ny1-11 ® Yjojepol
(b1) Uzmimo prvi uviet za Sf,y = ¢(z), e = ¢(d):
(d(x)(d)) « Sf = (d(x) « (Sf) 1) (d(d) « (Sf)z)

¢(dr) « Sf = (¢(x) « S(fi2)))(¢(d) « S(fw)))
O(f » dz) = ¢(fi2) » 2)(fr) » d)
¢(f » dx) = &((fa) » d)(fe) » @)
Djelujemo s ¢! i imamo traZeni uvjet za L nad H:
fr(dz) = (fa)»d)(f) » z)

(b2) Uzmimo sada drugi uvjet

(ye)-11 ® (ye)jo) = e-119[-11 ® Y[oj€po]
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(9(2)9(d))[—1) ® (¢(z)(d)) 10 = D(d)[-118(2)[-1) ® ¢()[0)¢(d) o)

(¢(dx))[-1) ® (¢(dx)) o) = S(dp1))S(xay) ® d(w(oy)d(dfoy)
S((dz)y) @ ¢((dx)jg) = S(zpydpy) ® ¢(djoyrio))

i djelujmo na njega sa S~ ® ¢! i zatim s 7 1. Dobit ¢emo traZeni uvjet za L nad H:
(dz)po) ® (dz)py = djoyj0) ® dpje)

U oba dokaza je slijed ekvivalentnih jednakosti, dakle, vrijedi da iz analognih uvjeta za L nad
H slijede uvjeti za R nad H.

(c) Provjeravamo svojstvo pletenicaste komutativnosti od L nad H:
rpoy(zpy »e) = ex
Krenimo od pletenicaste komutativnosti od R nad H:

(d«y—1))ypo) = yd

Neka je e € L takav da je ¢(e) = d. Zamijenimo y sa ¢(z) i d sa ¢(e).

(¢(e) « S(zpy))o(zpo)) = dlex)
(@2 > €)d(zp0) = P(ex)
¢y () > €) = plex)
zp)(xp) > e) = ex

Sve ove jednakosti su ekvivalentne, pa takoder iz pleteniCaste komutativnosti od L nad H
obratno slijedi pleteni¢asta komutativnost od R nad H.

(ii) Dokazujemo da je ®(ztf - dig) = ®(zff) - P(dfg) za generiCke elemente zff, dig €
L{H. Vrijedi

( J—uio(@(fa) » ) - fo)98lr
(z) [~ (2)0) - (f) » d)—nio(f) » Do - fro98lr ()
(z) [~y (2)0) - filr - O(d)—yyio(d)[o - 98lR (ii’)
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gdje smo u koraku (i”) koristili da je ¢ antiizomorfizam algebri i da je koakcija antthomomorfi-

zam algebri §to je dokazano u lemi 8.1.1:

(ey)-ui(ey)io) = y-118ypo) - e-11teqo

a u koraku (i1’) smo koristili jednakost

O(f) » A)—ulio(f) > Doy - fo) = fo(d)—ntd(d) o

koja je ekvivalentna desno-lijevom Yetter-Drinfeldovom uvjetu na sljedeci nacin. Jednaka je
(@(d) « S(fy))-uf(e(d) « S(fay)io) - fo) = F(d)[—11E¢(d) o)

S(fay))(d(d) « S(f2))-118(P(d) « S(f2)))o1 - f3) = ¢(d)[-1180(d)o)
S(f)(@(d) « S(f2))-nt(o(d) « S(fi)) o) = A(d)-nyid(d)joy - Sf
(SF)@(@(d) « (SHa))-nie(d) « (S = ¢(d)-nie(d)o - Sf

Time je dokazano je da je ® homomorfizam algebri LfH i HfR. Lako se provjeri da je njegov

inverz definiran formulom

foy = 18fS(yr-1y) - ¢~ (ypo) 81 = 18£S%(zpy)) - 2ol

gdje je sa x oznacen element od L takav da je ¢(z) = y.
(ii1)

(a) Provjeravamo podudarnost 71 7.

O(7'(z2f)) = 2(S(f)S* () - (o))

jer je

Znamo da je
Ot f) = vty - f = y-f 0o « fi)

T(f1y) = ypo; - S*(y-1)S(f)
Provjeravamo
T((21f)) = Ty fo) iy « f2)

= (Y10 « f2) 1015 (Y101 « f2) =) S (Y-11.f )
(%)
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Po desno-lijevom Yetter-Drinfeldovom uvjetu vrijedi:

(W0 « f) -1 ® (o) « f) @ y-11 ® fay = S~ (fw)yr-1f2) ® (Yo « fi3)) @ y-2 ® f

pa slijedi zamjenom prve dvije komponente, primjenom id ® S* ® upyr 1 zatim primjenom

id®id® S na taj uvjet i na kraju mnozenjem svih komponenti i uvrStavanjem u gornju jednakost

(#+) = (yjo) « fe3)) - S*(S™H (f)vi-nf2) - S(y-21f))

= (< f)S(fi2)

=S(f) -y

= ®(r'(24f))
(b) Dokazujemo sada je je 7': LtH — LtH, 7': xff — SfS*(xp)) - 2[o) antthomomorfizam.
Najprije uo¢imo da je

O(7'(atf)) = D(SFS*(2p) - apo) = Sf -y

zay = ¢(z), jer je @~ (y) = S*(xp) - x)- Slijedi

7'(2tf) = 7 (S fHg(@))

Sada iz toga Sto su ¢ i S antithomomorfizmi i ¢ izomorfizam algebri lako slijedi da je 7 antiho-

momorfizam:

Dakle, 7/ je antihomomorfizam

T'(wff - dig) = 7'(dig) - T'(21f),

aiztogazbog T = P o7 o d slijedidajetoiT: HiR — HER, 7: zff — SfS*(xp)) - 2.
O

8.1.3 Nelijepi bialgebroidi pomo¢u lijepih

Sada mozemo povudi strukturu lijevog bialgebroida sa LfH na HfR i strukturu desnog bial-
gebroida sa HR na L{H pomocu izomorfizma & tih algebri, a na kraju ¢emo dokazati da te

strukture zajedno s definiranim antipodima 7 odnosno 7’ ¢ine Hopfov algebroid.
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Propozicija 8.1.5. Neka je (H, p,n, A, €, S) unutrasnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom.

Nekaje (R, jir, nr, », p) unutrasnja pletenic¢asto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nad H u toj kategoriji. Oznacimo s L algebru R°® i neka je ¢: L — R odgo-
varajuci antiizomorfizam algebri.

Definiramo preslikavanja:

ag, . L — HﬂR
z = p(d(x)) = ¢(x)[-1110(2) 0]
BL : LP — HﬁR
z = ¢(z)j0) « ST P(2) [
Ay : HiR — HiR®; HiR
iy = folilr ®r fio)fy
er : HIR — L
fty = ¢~y « (S?y-1yS 1))
Tada je Hy, = (H4R, piusr, o, Br, AL, €1) lijevi bialgebroid nad L u indproVect.
Dokaz. U propoziciji 8.1.4 je dokazano da je L nad H pleteniCasto-komutativna lijevo-desna

Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz lijevo djelovanje »: H ® L — L definirano sa

frai=¢"(o(x)«Sf)

i desno kodjelovanje definirano sa

x> 2 @) = ¢ (o)) @ S (p(a)[-1))

izomorfna kao algebra sa HfR po izomorfizmu ®: L{H — H{R definiranim sa

O: atf — p(op(x)) - filg = Sio(z) - filr,

a u propoziciji 8.1.3 je za LiH uz formule

o, L — L4H
x— xily
By . L — LtH
x> Az) = 2z
A, . LEH — LEH &p LtH
Jix — zif1) ®r 12t fio)
¢, L{H — L
ftz v e(f)
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dokazano da je lijevi bialgebroid H’, nad L.

Dokazat ¢emo da po izomorfizmu @ sve formule od H’, odgovaraju svim formulama od H,
pa ¢e slijediti da je i H, lijevi bialgebroid, izomorfan # .

I dalje koristimo oznake = € L iy € R za par generickih elemenata za koje vrijedi y = ¢(x).

Izomorfizam ® podalgebru H od L#{H preslikava identi¢no u podalgebru H od H{R:
(14f) = fu1

za genericki element f € H.

Provjeravamo sada podudarnost oy, s o/ i 81 s 7.

P(af,(v)) = ¢(x4l) = S(zp)io(r)) = o(2)[—1i0(7)0) = Y-11tye) = an()

(B () = D(zpfizp)) = S(zp))id(z) - 22 = ¢(z(0)) « 2y = Yoy « S~ (y-17) = Br(z)

Dakle, dobro je definirano preslikavanje ® ®, ®: L#H ®; L#H — R#H ®; R#H.

Sada provjeravamo podudarnost €/ i €y..
er(fty) = ¢~ (ypor « (S*(y-1)S(f))) = (FS(y-11)) » dlypor) = (FS*(zpy)) » wpop

en(@tf) = e(f)x
e (@7 (fty)) = e, (fS*(zpy) - 2po) = (fS?(zp)) » xpo) = e (fHy)

Provjeravamo podudarnost Ay, i A’ .
(®®r )(AL(2£f)) = (@1 @) (28 f1) ®r 18f(2) = yi-118yp) - f) ®r finil

Q(2ff) = Y-y - f

Ap(®(ztf)) = AL(?J[fl]ﬂ?/[o] - f)
= Ar(y-ufwbyo « f)
= Y2/l Q1 y-11f )iy « fi3))
= Y-21f i ®L Y-y - fo)
= (%)
Sto je, buduci da je
ar(r) = Y-y
Br(@) = yo) « S~ (Y-1)
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jednako
(%) = (g1 « S~ (1)) y-af il @ fr2)
= y-uly - fo) L fo)
= (2 ®r ©)(AL(z8f))

Dokazali smo da se sve formule za H/ podudaraju s odgovarajué¢im formulama za H,.
Slijedi da je H, lijevi bialgebroid, izomorfan H/ .
O]

Propozicija 8.1.6. Neka je (H, j1,m, A, €, S) unutrasnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom.

Neka je (L, juip, ny, <, \) unutrasnja pletenicasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nad H u toj kategoriji. Oznacimo s R algebru L°® i neka je ¢: L — R odgo-
varajuci antiizomorfizam algebri.

Definiramo preslikavanja:

arp: R— LiH

y = S*(o7 W)y - 07 (W)
Br: RP — L4H

y— ¢ ' (y)ily
Ag: LEH — L{H ®@r L4H

i f — 2 fa) Qr 11 f2)
€r: LEH — R

vif = (S7HS) > x)

Tada je Hr = (LEH, ptrsm, ar, Br, Ag, €r) desni bialgebroid nad R u kategoriji indproVect.

Dokaz. U propoziciji 8.1.4 je dokazano da je R nad H pleteniCasto-komutativna desno-lijeva

Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz desno djelovanje «: R® H — R definirano je sa
(ST fra)=1y«f
i lijevo kodjelovanje sa
¢(po) ® S(zp)) = Yjo ® Y11
izomorfna kao algebra sa L§ X po izomorfizmu ®: L{H — H{R definiranim sa
®: zff = p(d(x)) - filr = Szpio(z() - filr,
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a u propoziciji 8.1.2 je za Hf R uz formule
o R— HiR
y+— luly
Br: R® — HiR
y = p(y) = Y-y
A% HiR — HiR®p HiR
fty — fyilr ®r fio)ty
€r: HIR > R
foy — e(f)y
dokazano da je desni bialgebroid ‘H’, nad R.

Dokazat ¢emo da po izomorfizmu ® formule od H’, odgovaraju formulama od #x pa ce
slijediti da je i i desni bialgebroid, izomorfan #H/;.
I dalje koristimo oznake = € L iy € R za par generickih elemenata za koje vrijedi y = ¢(x).

Izomorfizam ® podalgebru H od L#{H preslikava identi¢no u podalgebru H od H$R:
O(1rtf) = filr

za generiCki element f € H.

Provjeravamo sada podudarnost ap s o'y 1 Bg s Bg.
O~ (aR(y) = @7 (1uty) = S(y-1)) - ¢~ (ypo) = S* () - 0] = ar(y)
®(Br(x)) = ©(2fln) = S(zp))io(z) = ¢(2)-1id ()0 = Y-118Y0) = Br(@)
Dakle, dobro je definirano preslikavanje ® ®p ¢: LiH ®r Lt H — RiH Qr RiH.
Sada provjeravamo podudarnost €, i €x.
er(atf) = (ST (f) ra) =dlz)« f=y<f
er(fty) = e(f)y
er(®(z8f)) = er(y-ntyp - f) =y« f
Provjeravamo podudarnost A g i Aly.
(®®r ®)(Ar(2tf)) = (® ®r ®)(28f(1) ®r 11f(2))
= Y-utypo) - fo) ®r fr2)
= Y-Sy « fi2) ®r fia)
= y—yfoyiar(y « fo) ®r fi3)
= yi-11/) ®r f3)8r(Y10) <« f2))
= yi-1.f0) ®r f3) Wiy < f2) -1 (o) « fe2))1o)
= (¥)
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pa po desno-lijevom yetter-Drinfeldovom uvjetu slijedi da je to jednako

(*) = y—21f) ®r Y112 W) « f3))
= Y21/l ®r Y11ty - fio)

(z8f) = y-uftypo - f
racunamo
AR(CI)(:EHJC» = AR(y[—lﬂjy[O] : f)
= Ar(y-u S « f2))
= Y21/ ®r y-11/ 2 8(Y0) « f3))
= Y21 f )il ®r Y-ty - fr2)
Dokazali smo da se formule za H’, podudaraju s odgovarajué¢im formulama za Hp. Slijedi

da je H g desni bialgebroid, izomorfan /.
[

8.1.4 Hopfovi algebroidi

Sada mozemo dokazati da lijevi i desni bialgebroid na H§R zajedno s prije uvedenim 7 Cine

Hopfov algebroid.

Teorem 8.1.7. Neka je (H, 1, n, A, €, S) unutrasnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom. Neka je (R, jir, R, <, p) unutrasnja pletenicasto-komutativna desno-
lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H u toj kategoriji. Oznacimo s L := R i
odgovarajuci antiizomorfizam s ¢: L — R.

Definiramo preslikavanja:

arp . R— HtR arp . L — HiR
y— lgty z = p(p(x)) = o(x)—1yid ()0
Bp: R® — HiR B, : L — HIR
y — p(y) = Y11y x = d(x)jo « ST ()1
Ap: HiR — HiRG®p HAR A, . HYR — HiR®, HiR
fty — folflr ®r fio)ly iy — foilr ®r fio)ty
€r: HER - R e HiR — L
fiy = e(f)y fty — o7 (ypo « (S*y-11Sf))

7 (HER)® — HER
[y — oy - Py Sf
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Tada je (HER, H, Hr, T) unutrasnji Hopfov algebroid u kategoriji indproVect s lijevim bial-
gebroidom H;, = (HiR, pmyr, o, Br, AL, €r) nad L i desnim bialgebroidom Hr = (HHR,
HH$R, OR, 6R7 ARv ER) nad R.

Dokaz. U propozicijama 8.1.2 1 8.1.5 je dokazano da su Hg 1 H;, desni odnosno lijevi bialge-
broid nad R odnosno L i u propoziciji 8.1.4 da je 7 antihomomorfizam.
(1) Dokazujemo prvo jednakosti
apoerofr=Pr, PrLo€Loar = g,
aro€ro P =pL, Proepoan=ar.

Prvu, trecu i Cetvrtu jednakost je lako dokazati.

ar(en(Br(y)) = arler(y-1iypo))

Dokazujemo sada drugu jednakost.

Brler(ar(y)))) = Brlec(luly))
= B¢~ (ypoy « S?y-11))
= (Ypoy « S?yr-1)io) « S~ W0y « S*Y-1) (-1
= (%)
Koristeci desno-lijevi Yetter-Drinfeldov uvjet imamo:
(e<g) @S (et g)-1) =€« g @S (S 9p)y-190)
= e g2 ®S (91)S (Y1) (93)

Sada primjenimo desno djelovanje na lijevu i desnu stranu i imamo:

(e<g)« S (exg)—1 = e (925 (9a)S " (y-11)S*(93)))
= e« (S M y-11)52(9))
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Primjenom toga za e = yjo; i ¢ = S?(y[_1]) ra¢unamo dalje

(*) = Yoy « (S~ (y[=11)S*(y-21))
= luty
= ag(y)

(i1) Lako se vidi da vrijedi:
(Ap®pid) o A = (Id®r AL) 0 Ag
(AL ®rid) o Agp = (id®gr Ar) 0 AL
Naime, obje strane prve jednakosti na generickom elementu ffy jednake su:
foilr ®r fo)lilr L fi3)ly

a obje strane druge jednakosti:

Jilr ®rL fo)lr ®r f3)8y
(1i1) Na kraju dokazujemo
To B =arp, ToBr=ag
’M®IL @) (T@ld) OAL = R O €ER

p@/Ro(id@T)OAR:aLoeL

T(BR(Z/)) = T(Z/[—1]ﬂy[o])
= Yoy - S (Y[-1)S (y—27)
=y = ar(y)

7(BL(y))

7(yo) « S~ (Y1)
T(Y-nty) - S~ (Y1-2)))
Yi-31 Yo+ S*(Yr-11) S (y-2))
y[fl]ﬂy[o] = OéL(y)

Ovdje je pugr, mnoZenje u R-prstenu (H, figy, r), monoidu u kategoriji (r M, ®%, R) u kojoj
je lijevo i desno djelovanje na H dano mnoZenjem s ap slijeva i zdesna, inducirano s juy.
Analogno, /g, je mnoZenje u L-prstenu (H, P, » O 1), monoidu u kategoriji (M, ®/L, L)u
kojoj je lijevo 1 desno djelovanje na [/ dano sa mnoZenjem s «, slijeva i zdesna, inducirano s
11.. Kompozicije preslikavanja su dobro definirane jer je zbog prethodno dokazana dva svojstva

od 7 dobro definirano:
T®id: HiR®; HiR — HifR®) HiR
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id®7: HIR®r HiR — HiR®), HiR

Prva jednakost se lako provjeri na generickom elementu ffy:

e, (T ®@1d)(AL(f1y))) = S(fw) fety = e(f)1uly = ar(er(fiy))

a za drugu je potrebno koristiti Yetter-Drinfeldov uvjet:

tey, ((d @ T)(Ar(f1Y))) = e, ((d @ T)(f1)ilr ®r f2)8y))
= fay - v - S*(y-1)S (fi2)

ap(er(fty) = ar(é™ (ypo) « (S*(y—11)Sf)))
= p(ypor « (5*(y1-171)Sf))

Sto je po desno-lijevom Yetter-Drinfeldovom uvjetu jednako:

= S7HS*(y1—21) S (f1)))yr-11(S* (yr—a1) S (f3))E (wpoy « (S*(y1—37)S (f(2))))
= fyS*(y1=2)) S (fi3) 8 (o) « (S*(y1—31)S(f(2)))
= fay - Yoy - S*(y-11)S(fe2)

Slijedi i lijevo-desna verzija prethodnog teorema.

Teorem 8.1.8. Neka je (H, i, n, A, €, S) unutrasnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom. Neka je (L, jip,nr, », \) unutrasnja pletenicasto-komutativna lijevo-
desna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H u toj kategoriji. Oznacimo s R := L°P i
odgovarajuci antiizomorfizam s ¢: L — R.

Definiramo preslikavanja:

ap . L — LtH an: R— LtH

r— rily y— 5?0 (W) - o Wio
B, : L — L4H B : R — LiH

x = Nx) =z y— ¢ ()il

i f — 2t fo) ®r 128 f) rif — xifn) ®r 1ot f2)
er, . LtH — L €er: LtH — R

zif —e(f)z aff — o(S7(f) »2)

T: (L4H)® — LtH
i f — SfSZx[l] “ T[]
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Tada je (LEH, Hp, Hr, T) unutrasnji Hopfov algebroid u kategoriji indproVect s lijevim bi-
algebroidom H;, = (LYH, prsm, oo, Br, A, €r) nad L i desnim bialgebroidom Hp = (LiH,
[LtH s OR, PR, AR, €r) nad R.

Dokaz. 1z prethodnog dokazanog slijedi da je to Hopfov algebroid izomorfan Hopfovom alge-
broidu iz teorema 8.1.7.
O]

Slijedi tablica u kojoj su ukratko navedene sve formule koje se pojavljuju u prethodnim
propozicijama. Postoje dva istaknuta antiizomorfizma medu L — R koja proizlaze iz strukture
Hopfovog algebroida, naime ¢ = € o oy, s inverzom ¢! = €, 0 By, te it = €r o [, s inverzom
p~! = € o ag. Ovdje su kao u prethodnim propozicijama ti antiizomorfizmi koristeni da se
povezu formule za prikaze Hopfovog algebroida kao HR i LiH. Izomorfizam te dvije algebre,
tj. veza ta dva prikaza iste algebre, vidljiva je iz tablice usporedujuéi preslikavanja s lijeve i
desne strane, naprimjer: © = xf§ly = o (v) € LiH jednak je ar(x) = ¢(x)—nfio(x) € HIR

iimajuéinaumudaje 1.8f € LiH jednak filr € HiR.

LEH

HER

lijevi bialgebroid nad L

ar(x) = ztly

lijevi bialgebroid nad L, pomocu ¢
ar(¢™' () = Y-y

Br(z) = zfzy B (y)) =y « S~ (Y1)
Ap(xtf) = 28 fa) @1 12 fe2) AL(fty) = follr ®rL fioylly
er(ztf) = e(f)x er(fly) = ¢_1(y[0] < (52(9[—1])5(f)))
desni bialgebroid nad R, pomocu ¢  desni bialgebroid nad R
agr(p(r)) = S*(zp)) - 20 ar(y) = luty

Br(¢(z)) = 24ly Br(y) = yr-ntyp

Ag(zff) = 28fq) ®r 128 f2) Ar(fiy) = fotilr ®r fio)fly
er(zif) = o(S7H(f) » 2) er(fiy) = e(f)y

antipod antipod

T(@8f) = S(f)S*(zpy) - 20 T(fty) = ypoy - S*(y1-11)S(f)
T f) = STHS) - o dep) “H(fty) =y - STH(S)

Ovdjeje ¢ = egoay, ¢~ =€ 0 PR, ¢: L — R antiizomorfizam

Alternativno, formule za drugi bialgebroid moZemo zapisati i pomocu gore navedenog y kao u

sljedecoj tablici. Dijelovi ove dodatne tablice mogu zamijeniti dijelove gornje tablice u kojima
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su formule zapisane pomocu ¢.

LiH HiR

desni bialgebroid nad R, pomocu po  lijevi bialgebroid nad L, pomocu p
ar(p(r)) = wpien) ar(™(y)) = ypo - S*(y-u)
Br(u(x)) = S anm) » zp) B~ (y) = Luty

Ar(ztf) = zif0) ®r Lrife) Ar(fty) = fo#lr QL fio)fy

er(@ff) = p((S(f)S*(zy)) »2p)  ex(fily) = p~ (y <« S7(f))

Ovdjeje u = ego 81, p~t =€, 0oap, u: L — R antiizomorfizam

Zamijetimo da su u dodatnoj tablici formule za desni bialgebroid nad R pomocu j: analogne
formulama u osnovnoj tablici za desni bialgebroid nad R pomocu ¢ i sli¢no za formule za lijeve

bialgebroide pomocu ¢ i p.

Napomena 8.1.9. Dokazi teorema i propozicija u ovom poglavlju lako se prevode u apstrak-
tnoj Sweedlerovoj notaciji na dokaze analognih teorema i propozicija u kojima je kategorija
indproVect zamijenjena proizvoljnom simetricnom monoidalnom kategorijom koja posjeduje
koujednacitelje koji komutiraju s monoidalnim produktom. Posebnu paZnju pritom treba dati
samo izrazima oblika A(h) - A(R'), jer rad s njima ukljucuje identitete koji sadrZe djelovanja A
1 p iz definicije 7.2.13 unutarnjeg bialgebroida, vidi dokaze lema u odjeljku 7.3. Ovdje to nije
bilo potrebno jer je koprodukt A(h) € ‘H ®4 H uvijek bio u racunu predstavljen s w4 (h') za
neki ' € H ® H, gdje smo s ‘H oznacili poludirektne produkte L{H i HfR, s A algebre L i R,
a sy, kanonsku projekciju H @ H — H @4 H.
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Poglavlje 9

Dualne Hopfove algebre,
Yetter-Drinfeldove modulne algebre i

skalarna prosirenja u indproVect

U ovom poglavlju bavimo se pitanjem kada za unutrasnje Hopfove algebre R 1 H u Hopfovom
sparivanju u kategoriji indproVect vrijedi da je R nad H unutra$nja pletenicasto-komutativna
Yetter-Drinfeldova modulna algebra u kategoriji indproVect. U prethodnom poglavlju je do-
kazano da svaka takva Yetter-Drinfeldova modulna algebra (uz bijektivnost antipoda Hopfove
algebre H) vodi na strukturu Hopfovog algebroida na poludirektnom produktu HfR. Pritom
nas najviSe zanimaju sparivanja Hopfovih algebri iz dualnih potkategorija indVect i proVect,
te Heisenbergova udvojenja R*f R u toj kategoriji za R iz kategorije ind VectFin.

Hopfovo sparivanje, Hopfovo djelovanje i poludirektni produkt u indproVect definirani su

u odjeljcima 6.3 1 6.4 poglavlja Algebra u monoidalnim kategorijama.

9.1 Pregled rezultata i metoda

Rezultate smo dobili za Hopfova sparivanja R® H — k koja su nedegenerirana u drugoj vari-
jabli, $to naravno ukljucuje kanonsko sparivanje R ® R* — k i primjer Heisenbergovog udvo-
jenja R*fR za Hopfovu algebru R u indVectFin. U dokazu sljedeéeg teorema 9.3.10 smo
koristili injektivnosti odredenih linearnih preslikavanja 7y, 71 i 72, koje ne bi mogle vrijediti
da sparivanje nije nedegenerirano u drugoj varijabli. Ipak, dodatno su nadeni primjeri u kojima

sparivanje nije nedegenerirano u drugoj varijabli.
Teorem A. Neka su R i H unutrasnje Hopfove algebre u indproVect i neka je «: RQ H — R

209



9.1. PREGLED REZULTATA I METODA

desno Hopfovo djelovanje u indproVect takvo da je T koji je definiran u napomeni 9.2.2
7-2 H ® H ® R — HomindprOVect<R ® Ra R)7

TO @M @r)([d®d) =) (d<«hy)(d <« hy)r

A
injekcija.

Tada ako postoji morfizam p: R — H ® R u indproVect za koji vrijedi uvjet:
pro («®idg) o (idr®p) = pr o TrR
to jest
"< p(r)=rr', zasver,r' € R,

vrijedi da je p lijevo kodjelovanje i R je uz djelovanje « i kodjelovanje p unutrasnja pletenicasto-
komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nad H u indproVect.

Nadalje, taj p je jedinstveno takvo kodjelovanje.
Injektivnost linearnog preslikavanja 75 dokazali smo
(i) u slucaju Hopfovog sparivanja R i H iz potkategorija indVect i proVect: koristeéi slo-

Zeniju propoziciju s anihilatorima, uz dodatne dovoljne uvjete na koprodukt Hopfove

algebre R,

(i1) u sluc¢aju Hopfovog sparivanja R iz indVectFin sa R* iz proVectFin (Heisenbergovo
udvojenje R*{R), te opCenitije sa H iz proVect: koristeci jednostavnije dokaze s uvede-

nim kanonskim elementima.

9.1.1 Hopfove algebre iz potkategorija indVect i proVect

OpiSimo sada prvi slucaj. Dokazan je sljedeci teorem.

Teorem B. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVect, H unutrasnja Hopfova algebra
u proVect i neka je {,): R®Q H — k Hopfovo sparivanje medu njima u indproVect koje
je nedegenerirano u drugoj varijabli. Neka R ima filtrirajuce komponente {R,},cN, | skup

generatora kao vektorskog prostora za koji vrijedi:

(Ao) za svaki generator r € Ry postoji r' € R koji nije djelitelj nule takav da je Ag(r)—r®r’ €

(A,) za sve n € N, za svaki generator r € R,, postoji ' € R koji nije djelitelj nule takav da je
Ap(r)—r®r' e R,_1 ® R+ Anihgp(H) ® R
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Tada ako postoji morfizam p: R — H ® R u indproVect za koji je
"< p(r)=rr', zasver,r' € R,

onda je p lijevo kodjelovanje i R je uz djelovanje « i kodjelovanje p unutrasnja pletenicasto-
komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nad H u indproVect.

Nadalje, taj p je, ako postoji, jedinstven takav morfizam i jedinstveno takvo kodjelovanje.

Zamijetimo su zahtjevi (Ag) i (A,) poopCenja sljedecih zahtjeva:
(Al) zasven € N, zasvakir € R, vrijedi Ag(r) —7®lpe R,_-1 ®R

koji su zadovoljeni naprimjer za univerzalnu omotacku algebru U(g) i za povezane strogo fil-

trirane Hopfove algebre, te poopcenja sljedecih zahtjeva:
(AJ) zasvaki generator r € R, postoji ' € R koji nije djelitelj nule takav da je Ag(r) = r @1

(A”) zasve n € N, za svaki generator r € R,, postoji ' € R koji nije djelitelj nule takav da je
AR(T’) — 7’@7“/ € Rn,1 @R

za koje Ce se pokazati da su zadovoljeni naprimjer za U,(sly), uz standardnu filtraciju koja je

¢ini objektom u ind Vect koji nije unutar ind VectFin.

9.1.1. Pregled pomo¢nih rezultata. Dokazano je da svaki morfizam A ® B — C uindproVect
definira linearno preslikavanje B — Homidprovect (4, C'), $to je koristeno za definiciju potreb-
nih linearnih preslikavanja koja slijede. Koriste¢i filtriranu bazu od R i formalnu bazu od H
pokaze se da su, ako je sparivanje nedegenerirano u drugoj varijabli, linearna preslikavanja

definirana u napomeni 9.2.2:

S1: H® R — Homiyaprovect (R, R), 81 (Z hy®ry)(d) = Z<d, hoora,
) X

82 : H® H ® R - HomindproVect(R® Ry R)a
S$:) @By @ra)(d®@d') = > (d, hyy{d', By
A A
injekcije. To je ucinjeno u pododjeljku 9.3.1. Zatim se koriste zahtjevi (Ag) i (A,) da bi se
preslikavanja 77 i 72 na nekim pogodnim kvocijentima prikazala pomocu injekcija S; i Sy i na
temelju toga dokazala injektivnost 77 1 75. To je uéinjeno u pododjeljcima 9.3.219.3.3, gdje su
pripremne propozicije i glavna sloZenija propozicija s anihilatorima koja pokazuje injektivnost

linearnog preslikavanja 7s.
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9.1.2 Heisenbergovo udvojenje Hopfove algebre iz ind VectFin

Opisimo sada drugi slucaj. Heisenbergovo udvojenje, poludirektni produkt A*# A, definirano je
za konacno-dimenzionalne Hopfove algebre A. Ovdje ¢e Heisenbergovo udvojenje biti defini-
rano opcenitije za sve Hopfove algebre R koje su filtrirane kona¢no-dimenzionalnim kompo-
nentama, tj. objekti u indVectFin. Naime, za takve Hopfove algebre vrijedi da je njihov dual R*
unutrasnja Hopfova algebra u proVectF'in i da je njihovo sparivanje morfizam u indproVect,
vidi odjeljak 9.4.

Za Hopfove algebre R iz indVectFin koje imaju bijektivan antipod, dokazali smo da je
linearno preslikavanje 7 injektivno i zatim pronasli jednostavan nuzan i dovoljan uvjet za pos-

tojanje preslikavanja p iz teorema A.

Teorem C. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVectFin s bijektivnim antipodom.
Tada postoji kodjelovanje p: R — R* ® R takvo da je R nad R* desno-lijeva pletenicasto-
komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz sparivanjem inducirano djelovanje «: R®
R* — R ako i samo ako je orbita svakog elementa Y € R po adjungiranim djelovanjima od R

potprostor konacne dimenzije. To kodjelovanje je tada jedinstveno.

Nakon toga je u primjerima pokazano da uvjete teorema zadovoljavaju univerzalna omo-
tacka algebra U(g) kona¢no-dimenzionalne Liejeve algebre g, Sto ¢e voditi na skalarno prosi-
renje U(g)*1U(g) koje se moze kao algebra poistovjetiti s algebrom formalnih diferencijalnih
operatora J*(G, e)tU(g). Takoder, dokazano je da je uvjet teorema zadovoljen za kvantnu

grupu U, (sly) promatranu kao Hopfovu algebru u indVectFin.

9.1.2. Pregled pomo¢nih rezultata. Ovdje upravo konac¢na-dimenzionalnost komponenata od
R 1 bijektivnost antipoda (koja je inace zadovoljena za sve kona¢no-dimenzionalne Hopfove
algebre) omogucava definiciju odredenih kanonskih elemenata i njihovu upotrebu. Naime, po-

kaze se da je mogude definirati kanonske elemente
K, L: End(R) - R*®R

koristedi filtriranu bazu (D,,),, od R i njoj dualnu formalnu bazu (e, ), od R*, koja ne bi bila for-
malna baza da nisu komponente konaéno-dimenzionalne. Oni su unutar skupa veéeg od R* ® R,
ali opet unutar kategorije, jer je taj skup jednak tenzorskom produktu R*® R = R* ® R, gdje

je sa R oznaceno da je na R zaboravljena filtracija. Kanonski element K i njegov inverz S su

K: End(R) » R*®R,  K(¢) =) ea® (Do)

Si: R*QR—End(R),  Si(Q ha®ra): d—> ) {d, hyyry
A A
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te kanonski element £ i njegov inverz 7

L: End(R) > R*®R,  L(¢) = . eaS " (es) ® Dyo(D,)
a,p

Ti: R*"®R - End(R),  Ti(Q ha®ra): d> Y (d«hy)ry.
A A
Cilj je pomocu kanonskih elemenata dokazati da su 77 i 75 injekcije. U oba slucaja se lako
dokaze da je 31 oK = idgna(r) 1 7] oL = idgnq(r). ali teZe da su obratne kompozicije identitete,
to jestda su SiTh injekcije. Zatim se na analogan nacin dokaZe pomocu dvostrukog kanonskog
elementa M da je 75 injekcija. Pritom su S Th prosirenja reprezentacija Sy, 77 (dviju struktura
algebre na) R* ® R na veéi tenzorski produkt R* & R koji je i dalje u kategoriji, ali nije algebra
u kategoriji. Analogno je Ts prosirenje od 75. Tako se pokaZe da je 75 injekcija, Sto je jedan

uvjet teorema A. Dalje se koriste¢i opet kanonske elemente pokaze da se preslikavanje
Lu:=L(¢y): R— R*®R, Ooy: L —YZ

korestringira do traZenog morfizma p: R — R*® R to¢no onda kad su orbite elemenata od
R po adjungiranom djelovanju konacne dimenzije, ¢ime se zadovolji drugi uvjet teorema A.

Pritom ta veza s adjungiranim djelovanjem dolazi iz formule

Si(L(py)): Z > S™MZw)Y Zy.

9.1.3 Hopfove algebre iz potkategorija ind VectFin i proVect

Sada opiSimo opcenitiju verziju drugog slucaja sa H u proVect umjesto R*, koji se nadovezuje

na prethodno.

Teorem D. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVectFin s bijekivnim antipodom. Neka
je H unutrasnja Hopfova algebra u proVect u Hopfovom sparivanju { ,): RQH = R® H — k
s R uindproVect koje je nedegenerirano u drugoj varijabli. Tada postoji kodjelovanje p: R —
H1R uz koje je R nad H pletenicasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra sa spa-
rivanjem induciranim djelovanjem «: R® H — R ako i samo ako je Lu(R) < Ht{R < R*{R.

Na temelju ovog teorema ¢e slijediti da je U(g)™™"4U (g) skalarno prosirenje nad U(g) za
odredenu Hopfovu algebru U (g)™" < U(g)* koju dobijemo ekplicitno izra¢unavsi generatore
i strukturna preslikavanja najmanje Hopfove algebre H < U(g)* takve da je Lu(R) < HtR.
Takoder, buduci da ée iz tih eksplicitnih racuna biti jasno da je U(g)™™ Hopfova algebra u
kategoriji Vect < proVect, direktno Ce slijediti da je i U(g)°4U(g) skalarno proSirenje nad
U(g) za reducirani dual U(g)° < U(g)*.
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Takoder, imamo i geometrijski definirane primjere O(Aut(g))iU (g) i O™"(G)4U(g), kod
kojih pak sparivanje nije nedegenerirano u drugoj varijabli, ve¢ je Cinjenica da je U(g) nad
O™"(@F) i nad O(Aut(g)) Yetter-Drinfeldova modulna algebra dokazana direktno koristeci
nadeni opis generatora i strukturnih preslikavanja tih Hopfovih algebri.

Takoder, za U,(sly) je analizirano kako se mogu upotrijebiti kanonski elementi ¢ak i kada

U,(sly) gledamo sa standardnom filtracijom, kao objekt u indVect koji nije u indVectFin.

9.2 Reprezentacije

Propozicija 9.2.1. Neka je f: A® B — C morfizam u indproVect. Tada je za svaki b € B li-
nearno preslikavanje T (b): A — C definirano sa: T (b)(a) = f(a®b) morfizam u indproVect.
Dakle, morfizam f: A® B — C u indproVect definira linearno preslikavanje

T:B— HomindprOVect(Aa C)
Za formalnu sumu ), by = bu B i a € Avrijedi da je ), (T (bx)(a)) formalna suma u C'i

T(®)(a) = T, 0a)(@) = Y (T(ba)(a))
A

A

pa je, ako je B tenzorski produkt objekata, preslikavanje T jedinstveno odredeno svojom vri-
Jjednosti na jednostavnim tenzorima.

Analogno je za svaki a € A definiran morfizam B — C u indproVect ¢ime je definirano
linearno preslikavanje A — Homiyaproveet (B, C) i ono je odredeno svojim vrijednostima na

Jjednostavnim tenzorima.

Dokaz. Neka su komponente od A, B, C redom {A;}ier, {B;}jes. {Ci}rex. Lako se vidi
da je T (b) zaista morfizam u indproVect. Naime, za svaki ¢ € I, j € J postoji filtrirajuca
komponenta C, takva da postoji morfizam f; ;: A; ® B; — C}, u proVect koji je komponenta
morfizma f: A®Q B — C. Buduéi da se b nalazi u nekoj filtrirajuc¢oj komponenti B;, za svaki
i postoji k takav da postoji linearno preslikavanje 7;(b): A; — Ci, Ti(b)(a) = fij(a®D), za
koje vrijedi 7 (b) o 1 = 1§ o T;(b).

Preslikavanje f; ; je morfizam u proVect pa distribuira po formalnim sumama, dakle i for-
malnim sumama oblika (D, ay) ® b = >}, (ay ® b) (tenzorski produkt formalnih suma je for-
malna suma po lemi 5.4.7) iz ¢ega slijedi da linearno preslikavanje 7;(b) distribuira po formal-
nim sumama ) |, ay, tj. da je ono takoder morfizam u proVect. Time je pokazano da je linearno

preslikavanje 7 (b) morfizam u indproVect. Vrijedi

TO b)) = fla® (Y b)) = FO a®by) = D fla®by) = >.(T(ba)(a))

A
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jer je tenzorski produkt formalnih suma formalna suma i f distribuira po formalnim sumama.
[

9.2.2. Po propoziciji 9.2.1 desno Hopfovo djelovanje «: RQ H — R Hopfove algebre H u

indproVect na Hopfovu algebru R u indproVect definira linearno preslikavanje
76: H — HomindproVect(Ra R)7 76(}7') cd—d<h
i desno djelovanje T := «: RQ(H#R) — R definira linearno preslikavanje

Ti: HER — Homiaproveet (R, R),  Ti() hara): d — d« (D hafira) = D (d « hy)ra.
A A A

Bududi da HiR djeluje na R, preslikavanje 7; je antihomomorfizam algebri.
Analogno, sparivanje ( , >: R® H — k objekata R i H u indproVect definira linearno
preslikavanje
So: H — Homipaproveet (R, k),  So(h): d — {d, h)

i morfizam S; u indproVect dan kompozicijom R® H® R _o®dn ® R—— R definira

linearno preslikavanje
Sl : H® R— HomindprOVect(Ra R)7 Sl (Z h’)\ ® T,\) cd Z<d7 h,\>7‘,\.
A A

Po toj propoziciji preslikavanja su dobro definirana formulama s formalnim sumama s desne
strane i odredena su svojim vrijednostima na jednostavnim tenzorima.

Dodatno ¢emo definirati primjenom iste propozicije 9.2.1 dva preslikavanja koja ¢e nam biti
potrebna u dokazu glavnog teorema 9.3.10.

Morfizam 75 u indproVect dan kompozicijom

idr ® TR, ®iduyr

R&®RGH® HER ROHOROHIR— B L R&R R

na jednostavnim tenzorima je
T: d@d @h @K @1 — (d«h)(d « Wir) = (d<h)(d « h')r
1 definira linearno preslikavanje
T>: H® HER — Homipgprovect (RO R, R),

TO @M @r): d®d — Y (d<hy)(d « hy)r.
A A

Pritom se lako vidi da iz definicije preslikavanja 75 osim svojstva

L M@ @n)(d®d) = ) (d«h)(d « hy)ry
A

A
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imamo i svojstva:

T .0 o @By, @r)(d@d) = > (O (d < hy,)(d < 1y,)ra

AW Ao

T(Q,ha® (Y, @) (d@d) = D (d < ha) (Y (d' « i, )r)

H A H

Morfizam S5 u indproVect dan kompozicijom

idr ®7r,H ®idy Qidg (O ®idr

R®R®H®HR®R R®HIRXHR®R k® R— R

na jednostavnim tenzorima je
Se:d®d @h@N @1 — {d,hy{d h)r
1 definira linearno preslikavanje

82 : H® H ® R — HomindproVect(R® Ry R)a

S2(Q @My @1a): d@d — ) (d, ha) (', Hyr.
A A

Slike po preslikavanjima Ss i 75 dovoljno je zadati na jednostavnim tenzorima jer je doka-
zano da su te slike morfizmi u indproVect (dakle, mogu se prosiriti na cijelu domenu R® R
koristeci zapise pomocu formalnih suma i to je dobro definirano, tj. neovisno o izboru formalne
sume).

U sljedecih nekoliko propozicija dokazat ¢emo da vrijedi: (i) ako je Sy injekcija, onda su
S1 1 8, injekceije, (i) uz neke odredene uvjete na bialgebru R u indVect koja je u Hopfovom
sparivanju s bialgebrom H u proVect, ako je S, injekcija, onda su 7y, 7; i 75 injekcije. To
¢emo onda koristiti u teoremu 9.3.10 da dokazemo jednakost nekih elemenatau H,u HfRiu
H® HER.

9.3 Injektivnost reprezentacija

9.3.1 Injektivnost S;i S

Propozicija 9.3.1. Neka je (€, )aca formalna baza objekta H u proVect i neka je (Dg)sep fil-
trirana baza objekta R u indVect. Tada se svaki element od H ® R moZe zapisati na jedinstven

nacin kao formalna suma Z(a B)eax B Gap€a ® Dp.
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Dokaz. Neka filtracija na R ima komponente ({R;};cr). Skup (Dg)gep je filtrirana baza od R,
pa postoji kofinalni podskup K od I takav da je za svaki ¢ € K praslika tog skupa po injekciji

: R — R, WF({Ds | B € B}) =: {Ds | B € B;}, baza filtriraju¢e komponente R;, objekta
u Vect. Budu¢i da je R; trivijalno kofiltriran vektorski prostor kao objekt u proVect, to je
{Dg | B € B;} njegova formalna baza, pa po propoziciji 3.3.14 slijedi da je (ea ® D) (a,8)cax B,
formalna baza od filtrirajuée komponente H ® R;, objekta u proVect.

Svaki element t od H ® R pripada nekoj komponenti H ® R;. Zbog kofinalnosti K u I,
komponentu mozemo odabrati tako da i bude u K. Element ¢ unutar komponente H ® R; moZe
se tada po propoziciji 3.3.10 zapisati na jedinstven nacin kao formalna suma u toj bazi. Ako
uzmemo zapise u dvije razli¢ite komponente H ® R; i H ® R;, pri &emu komponente ne moraju
imati indekse iz skupa K, lako se vidi da zbog kofinalnosti skupa K postoji komponenta H ® Ry,
sa k € K ukojoj e slike tih dviju formalnih suma po neprekidnim veznim preslikavanjima (koja

su inkuzije) po prethodnome biti ista formalna suma. Dakle, zapis je jedinstven. 0

Propozicija 9.3.2. Neka je R objekt uindVect, H objekt u proVect i nekaje(, ): RQH — k
sparivanje u indproVect. Neka su Sy, Sy i Ss linearna preslikavanja definirana u napomeni
9.2.2:

So: H — Homipaprovect (R, k), So(h)(d) = {d, h),

S H®R - HomlndproVect(R R Sl Z h)\ ® TA d) = Z<d’ h)\>’l")\,
A

82 : H® H ® R — HomindproVect(R® R7 R)7

2 @R @r)ded) = 2<d had{d', BT,

Tada vrijedi sljedece: ako je Sy injekcija, tj. sparivanje je nedegenerirano u drugoj varijabli,

onda sui Sy i S; injekcije.

Dokaz. Pretpostavimo da je Sy injekcija. Neka je (e,)qca formalna baza objekta H u proVect
i neka je (Dg)gep filtrirana baza objekta R u indVect. One postoje po propozicijama 3.3.13 i
4.3.2.

Dokazujemo da je S; injekcija. Neka je t # 0 element od H ® R. On se moZe zapisati kao
formalna suma oblika Z(m B)eax B Gapla ® Dg po propoziciji 9.3.1. Po lemi 5.4.7 o raCunanju s
formalnim sumama: (a) grupiranjem sumanada imamo da je za svaki [ izraz ), _, Gapea ® Dg
formalna suma, (b) buduci da je za svaki 3 element Dg # 0, slijedi da je za svaki (3 izraz

Y e Gapeq formalna suma neke vrijednosti vg i vrijedi

Z GQBGO‘@DB :Z(Zaaﬁea)®Dﬁ :ZUﬁ’@Dﬁ
B

(a,B)eAx B B a
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Sada odaberemo neki d € R takav da je barem jedan {(d,vsz) # 0. Takav postoji jer u protivnom
bi, jer je Sy injekcija, svaki vg bio jednak O pa it jednak 0. Sada imamo

Si(t)(d) = 81}, v ® Dp)(d) = Y (. vg)Ds
5

B
§to je zbog linearne nezavisnosti { D} razli¢ito od 0. Dokazali smo da je S; injekcija.

Sada dokazujemo da je S, injekcija. ZakljuCivanje slijedi slicno kao za S; koristedi iste
propozicije i leme. Neka je t' # 0 element od H ® H ® R. On se moZe zapisati kao formalna
suma oblika Z(%a’ B)eAxAxB Grap €y @ €a @ Dg. Grupiranjem sumanada imamo da je za svaki
(v, B) izraz 3 4 arap ey ® €q ® Dp formalna suma. Bududi da je za svaki («, 3) element
ea ® Dg # 0, slijedi da je za svaki (o, 8) izraz ) _, a,ape, formalna suma neke vrijednosti
Va1 vrijedi

Y. e ®ea®D =Y (Y drape;) ®ea® Dy = ) vas © €0 ® D,
(v,,B)EAXAXB afB v o,p
Sada odaberemo neki d' € R takav da je barem jedan (d’, v,5) # 0. Takav postoji jer u protiv-
nom bi, jer je Sy injekcija, svaki v, bio jednak 0 pai ¢’ jednak 0. Buduéidaje (, Y®idy ®idg
morfizam u indproVect, izraz

D {d'vap) ea ® Dy
a75
je takoder formalna suma. Po propoziciji 9.3.1, zapis je jedinstven, pa slijedi da je ta formalna

suma vrijednosti ¢ # 0. Bududi da je S injekcija, postoji d € R takav da je S;(t)(d) # 0 pa je
S(t)(d ®d) = Z<d/ Vap){d; €a)Dg = S1(t)(d) #

Dokazali smo da je S, injekcija. [l

Napomena 9.3.3. U definiciji linearnog preslikavanja S, i dokazu propozicije zapravo nije
bitno da su sparivanja jednaka i da 12 sudjeluje u njima, pa bi se analogno mogla dokazati 1

opcenitije tvrdnje da je
Sl . Hl ® H2 ® R — HomindprOVect<R1 ® R27 R)a
Sy( Z ha @K, @r\)(d®d) 2<d Pt d! B D

dobro definirano hnearno preslikavanje i da je 1nJekc1Ja ¢im su sparivanja {, »1: Ri @ H; — k

i{, Y: Ry® Hy — k nedegenerirana u drugoj varijabli, te da je
Si : Hl ® R — HomindproVect(Rla R)a
S1O ha®@ra)(d) = D Xd, hadiry
) )

dobro definirano linearno preslikavanje i da je injekcija ¢im je sparivanje (, );: R1 ® H; — k

nedegenerirano u drugoj varijabli.
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9.3.2 Pripremne propozicije

Propozicija 9.3.4. Neka su V i W objekti u proVect i neka su V! < Vi W' < W njihovi
potpuni potprostori. Tada je presjek potpunih potprostora V'QW i VW' od V QW jednak
V'QW'.

Dokaz. Jezgraod V' @W — VW — V(W /W') je jezgra tenzorskog produkta 1y & gy

monomorfizma i kvocijentnog preslikavanja, dakle, po propoziciji 3.4.23, ona je jednaka
V' QKerqy: = V' QW'

S druge strane, buduci da je kvocijent po potpunom potprostoru u proVect koujednacitelj
po propoziciji 3.4.12 i da po korolaru 3.4.4 u proVect koujednacitelj komutira s tenzorskim
produktom, to je V (W /W') = (V@ W)/(V ®W’) i desni trokut na sljedeéem dijagramu je

komutativan.

SW /W)

ffﬁ>//”
. idy ® Lyt

1) i —

0 W
VoW Si V®Wﬂv®w)
Ly @idw

Jezgra preslikavanja V' QW — VW — (VQW)/(V®W’) je skup svih elemenata od
V'@ W koji se preslikaju unutar jezgre V ® W’ kvocijentnog preslikavanja qy e w» dakle, jez-

10

gra je
(V'eW)N(Vew).

Jezgre su jednake, dakle vrijedi V'@ W' = (V'@ W) N (Ve W'). O

Propozicija 9.3.5. Neka je R objekt uindVect, H objekt u proVect i nekaje(, ): RQH — k
sparivanje medu njima u indproVect. Tada za svaku filtrirajucu komponentu R,, od R vrijedi
da je Anihg(R,) := {he H | {r,hy =0, Vr € R, } potpun potprostor od H. Nadalje, postoji

Jjedinstveno preslikavanje
(, on: Ry ®(H/ Anihg(R,)) — k

takvo da je sljedeci dijagram komutativan, ono je morfizam u proVect i nedegenerirano je u
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drugoj varijabli.

RGH — o)

I

R, QH & 2

ian ®T{'nl
R @(H/ Anihy(R,)) —2 k

Ovdje je s T, oznaceno kvocijentno preslikavanje H — H / Anihy (R,), morfizam u proVect.

Dokaz. (i) Dokazujemo da je Anih(R,,) potpun potprostor od H za svaku filtrirajuu kom-
ponentu R,. Preslikavanje R, ® H — k u drugom retku je komponenta morfizma ¢ , ) u
indproVect, dakle morfizam u proVect. Buduéi da tada to preslikavanje distribuira po formal-
nim sumama, slijedi da Anih(R,,) sadrzZi sve formalne sume ¢iji su sumandi njegovi elementi,
pa je po propoziciji 3.4.8 potpun potprostor od H.

(i1) Dokazujemo da je dobro definirano preslikavanje
(, on: Ry®(H/ Anihg(R,)) — k

u najdonjem retku na dijagramu, da je ono morfizam u proVect i da je nedegenerirano u dru-
goj varijabli. Buduci da je Anih(R,,) potpun potprostor od H, slijedi da je R, ® Anih(R,)
potpun potprostor od R, ® H. Zbog toga $to je R, ® Anih(R,,) podskup jezgre preslikavanja
R,® H — k u drugom retku i potpun potprostor od R, ® H, po propoziciji 3.4.14 postoji
jedinstveno preslikavanje (R, ® H)/(R, ® Anih(R,)) — k u tre¢em retku na sljede¢em dija-

gramu takvo da je dijagram komutativan i ono je morfizam u proVect.

&

R®H s k
R, &H & s k

(R,®H)/(R,®Anihy(R,)) — k
Po korolaru 3.4.4 koujednacitelj u proVect komutira s tenzorskim produktom, pa je
(R,®H)/(R,®Anih(R,)) = R, ®(H / Anih(R,))
i kvocijentno preslikavanje R, ® H — (R, ® H) /(R, ® Anih(R,)) moZemo zamijeniti s

idg, ®m,: R, @ H — R, ®(H/ Anih(R,)).
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Propozicija 9.3.6. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVect, H unutrasnja Hopfova
algebra u proVect i neka je {, y: R® H — k Hopfovo sparivanje medu njima u indproVect.

Neka R ima filtrirajuc¢e komponente { R, } e, i neka vrijedi za svaki n € Ny
Ar(R,) € R, ® R+ Anihg(H) ® R.
Za svakin je tada Anihy (R,,) potpun potprostor od H te postoji jedinstveno preslikavanje
<t R, ®(H/Anihy(R,)) — R,

do na izbor kodomene R,,, takvo da je sljede¢i dijagram komutativan i ono je morfizam u

proVect.
R®H :

P

<

Rn®H—> Rm

ian ® WHJ/

R, ®(H/Anihg(R,)) —2— R,

Ovdje je «: RQ H — R desno djelovanje definirano u 6.4.4. S m, je oznaceno kvocijentno
preslikavanje H — H / Anihy (R,), morfizam u proVect.

Dokaz. U propoziciji 9.3.5 dokazano je da je Anih(R,,) potpun potprostor od H za svaku filtri-
rajuu komponentu R,,. Preslikavanje R, ® H — k u drugom retku je komponenta morfizma «

u indproVect, dakle morfizam u proVect. Dokazujemo da je dobro definirano preslikavanje
“u: R, ®(H/Anihy(R,)) — R,

u najdonjem retku na dijagramu i da je ono morfizam u proVect. Bududi da je Anih(R,,) potpun

potprostor od H, slijedi da je R, ® Anih(R,,) potpun potprostor od R,, ® H. Budu¢i da je
AR(Rn) SR, QR+ AnlhR<H) PR,

vrijedi da je R, ® Anih(R,,) podskup jezgre preslikavanja R, ® H — R,, u drugom retku
na sljede¢em dijagramu, komponente morfizma «. Naime, svaki element od R,, ® Anihy(R,,)
moZemo zapisati kao formalnu sumu }}, )y ® hy u kojoj je svaki hy u Anihy(R,,) i svaki ry u
R, azbog svojstva koje ima koprodukt, za svaki ) je >, ry1)®ra2) € R,@R+Anihg(H)QR,
paje
4(2 @ hy) = Z<7”A(1), hayrae) = 0.
) A
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Po propoziciji 3.4.14 zbog toga postoji jedinstveno preslikavanje (R, ® H)/(R, ® Anih(R,)) —

R,, u treem retku na sljedeéem dijagramu takvo da je dijagram komutativan i ono je morfizam

R
R,®H b R,

(R,®H)/(R,®Anihy(R,)) — Ry,

u proVect.

R®H : 3

~

Po korolaru 3.4.4 koujednacitelj u proVect komutira s tenzorskim produktom, pa je
(R.®H)/(R,®Anih(R,)) = R, ®(H/ Anih(R,,))
i kvocijentno preslikavanje R, ® H — (R, ® H)/(R, ® Anih(R,)) moZemo zamijeniti s
idg, ®m,: R, ® H — R, ®(H/ Anih(R,)).
]

Propozicija 9.3.7. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVect, H unutrasnja Hopfova
algebra u proVect i neka je {, y: R® H — k Hopfovo sparivanje medu njima u indproVect.
Neka R ima filtrirajuc¢e komponente { R, } N, - Tada vrijede sljedece dvije tvrdnje.

Ako za r € R postoji v’ € R sa svojstvom
Agp(r) —r®r' € Anihgr(H) ® R,

onda za svaki h € H vrijedi T« h = {r,hyr'.

Ako zan e Nir e R, postoji v’ € R sa svojstvom
Ap(r) —r®7r' € Ry,_1 ® R + Anihp(H) ® R,

onda za svaki h € Anihy (R,,—1) vrijedi r <« h = (r, hyr'.
Ovdje je «: R® H — R desno djelovanje inducirano sparivanjem definirano u 6.4.4.

Dokaz. Ako je Ar(r) —r®r’ € Anihgr(H) ® R, onda za svaki h € H vrijedi

Z<T(1), h>7“(2) — <7“, h>7“/ =0

tojest r « h = (r,hyr’. Ako je Ag(r) —r®1 € R,_1 ® R + Anihg(H) ® R, onda sli¢no za
svaki h € Anih(R,_1) vrijedi X (rq), h)rg) — (r,hyr’ = 0 to jest r « h = {r, hyr'. O
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9.3.3 Injektivnost 7y, 7117

Propozicija 9.3.8. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVect, H unutrasnja Hopfova
algebra u proVect i neka je {, y: R® H — k Hopfovo sparivanje medu njima u indproVect.

Neka su Sy, Ty, T1 i Tz linearna preslikavanja definirana u napomeni 9.2.2:
SO: H — HomindproVect(R’ ]{7), 80<h) (d) = <d, h>7

76: H — HomindproVect(R7 R)v %(h> (d) =d<h

71 : H®R I HomindprOVect(Ra R)7 7-1(2 h/\ ® 70/\)(d) = Z(d < h,\)T’)\,
A A

7-2: H® H® R — HomindprOVect<R® R7 R)7

T @ @ra)([d@d) = Y (d«hy)(d « hy)rs.

A
Pretpostavimo da je Sy injekcija, tj. da je sparivanje nedegenerirano u drugoj varijabli. Tada

vrijedi sljedece
(a) Ty je injekcija, tj. djelovanje H na R je efektivno

(b) ako R ima filtrirajuce komponente {R,}.en, | skup generatora od R kao vektorskog

prostora za koji vrijedi:

(Ao) za svaki generator r € Ry postoji ' € R koji nije djelitelj nule takav da je Ag(r) —
r®r' € Anihgr(H)® R

(A,) za sve n € N, za svaki generator r € R,, postoji v’ € R koji nije djelitelj nule takav
daje Ar(r) —r®7r' € R,_1 ® R+ Anihr(H)® R

onda je Ty injekcija, tj. djelovanje HiR na R je efektivno, i T, je injekcija.

Dokaz. (a) Dokazimo da je 7, injekcija ako je S, injekcija. Iz definicije djelovanja « proizlazi

dazasver e Risve h € H vrijedi

{(dg,r<hy={r h).

Ako je r « h = 0 za svaki r € R, onda je i (r,h) = 0 za svaki r, pa je zbog injektivnosti Sy
nuzno h = 0.
(b) Dokazimo prvo da je 75 injekcija ako je Sy injekcija i vrijede navedena svojstva (Ag) i

(A,) koprodukta na R. Iz injektivnosti 75 lako ¢e na kraju slijediti injektivnost 7;.
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Pregled cijelog dokaza da je 7 injekcija je u dijelu (ix) dokaza koji slijedi. Ovdje prije
pocetka navodimo ukratko $to éemo uéiniti. Zat € HOQHQR, t = Y, hy ® by ® ), t # 0,
prona¢i¢emo d®d €e RQRisce HRHR®R, s = Zugu ® g;, ® py, takve da je

S ([d@d) #0

Sy(t)(d®@d) Z<d o)X’ By = Z<d 9uXd', 9,)pu = S2(8)(d @ ')

Tt)(d®@d) =) (d«h)(d < hy)rs = > (d < g)(d « g))pu = Ta(s)([d® d)

A B

i takve da za d”, d” koji nisu djelitelji nule i pripadaju d i d’ po (Ag) i (A1) vrijedi za svaki

d<g,={d, gd", d«<g, ={d g, d"

pa onda

Ta(s)(d®d) = Y (d<g,)(d « g)p Z<d g d{d’, g pd"py = d"d"Sy(s)(d @ d')

“w
11z toga
S:(s)(d®d) #0 = Ta(s)(d®d) # 0.

Sada slijedi dokaz.
(i) Morfizam Sy: RQ R® H® H® R — R u indproVect definiran u 9.2.2 kao kompozi-

cija morfizama u indproVect na jednostavnim tenzorima je:
So(d®d @h @K ®@r) ={d,hy{d, h)r
i definira linearno preslikavanje

82 - H ® H ® R — HomindproVect(R® R> R)7

() @B\ @ra)(d®@d) = > (d, hyy{d', By

A
koje je injekcija jer je Sy injekcija, po propoziciji 9.3.2.

Za svaki (k,l,n) postoji morfizam medu filtrirajuéim komponentama, preslikavanje u dru-
gom retku sljedecega dijagrama, i ono je morfizam u proVect. Jednostavna posljedica leme

9.3.5 je da je dobro definirano preslikavanje u zadnjem retku na sljede¢em dijagramu i da je
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ono morfizam u proVect, kao kompozicija morfizama u proVect, te da je dijagram komutati-

van, zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta.

Sa

~

;):U

ROROH®H®R

RiOR®HR®H®R,

~

:U::U

S

idr, ®idr, ®mx ®m Qidpg,,

~

R, ® Ry ®(H / Anih(Ry,)) ®(H / Anih(R))) ® R, ——
Po istoj lemi vrijedi da su odgovarajuca sparivanja

<, >l: R1®H/An1h(Rl) — k

nedegenerirana u drugoj varijabli, pa je po napomeni 9.3.3 pripadno linearno preslikavanje (koje

pripada S%)
Sh: (H/ Anih(Ry)) ©(H / Anih(R)) & Ry — Hominaprovees (B & R, Ry)
injekcija. Zbog komutativnosti dijagrama za svakit € H ® H ® R,, vrijedi
Sa(t) = Sy((m ®m@idg, )(t)).

(ii) Neka je t € H® H ® R proizvoljan element razli¢it od 0. Postoji n € N takav da je ¢
unutar filtrirajuée komponente H ® H @ R,,:

te HRH®R,, t #0.
(iii) Dokazujemo da za taj ¢ postoji par (k, ) takav da je (7, ® m ®idg, )(t) # 0.
HRHRR

H®H® R,

7, ®@m Qidg,,

(H/ Anih(Ry,)) ®(H/ Anih(R)) ® R,

Preslikavanje S, je injekcija pa postoji generator d ® d’ € R® R takav da je Sy(t)(d® d') # 0.
Postoje k, [ € Ny takvi da je d ® d’ unutar filtrirajue komponente R, ® R; = R;, ® R;. Buduéi
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da je Sh((m, ®m®idg,)(#))(d ® d') = Ss(t)(d ® d') po komutativnosti donjeg Eetverokuta
na dijagramu u (b1), mora biti (7; @ ®idg, )(t) # 0. Dakle postoji par (k,[) takav da je
(M, ®m®idg, )(t) # 0.

(iv) Neka je sada (&, [) najmanji par u Ny x Ny takav da za zadani ¢ # 0 vrijedi

= (m@m®&idg,)(t) # 0

i sa S, i S) oznaCena odgovarajuca preslikavanja za taj par (k, 1), kao gore.

Sa

~

;):U

RIRXHRXHRR

R ®R®HR®HK®R,

~

:U::U

S

idp, ®idp, &, @m @idg,,

~

Ry ® Ry ®(H / Anih(Ry)) ®(H / Anih(R))) ® R,, ——
(v) Dokazujemo da tada vrijedi sljedece:
(1) akoje k # 0,1 # 0,ondat’ € (Ap_1/Ar) ®(A1_1/A) @ Ry,
(2) akoje k = 0,1 # 0,ondat’ € (H/Ay) ®(A;_1/A) ® R,
(3) akoje k # 0,1 = 0,ondat’ € (Ap_1/Ax) R(H/A) ®R,,
(4) akojek = 0,1 =0,ondat € (H/A;) ®(H/A) R R,.
Ovdje smo s Ay, oznacili Anih(Ry) radi kratkode zapisa, za svaki k. Neka je
Te—tye: H/ Ay — H/Ap_q

preslikavanje
H— 5 H

H/Ak —_— H/Ak_l

(k1)K
Ono je zbog A, < A;_1 dobro definirano i po propoziciji 3.4.14 je morfizam u proVect. U
komutativnom kvadratu je vidljivo da vrijedi m;_; = T(_1)x © Tg.

Ako je k, | # 0, bududi da je (k, ) najmanji par sa svojstvom da je (7, ® m ®idg, ) (t) # 0,
to je t u jezgri preslikavanja m,_, ® m ®idg, i u jezgri preslikavanja m, ® m_; ®idg, . Iz
toga slijedi da se ¢ nalazi u jezgri preslikavanja m(,_1); ®idy 4, ®idp, 1 u jezgri preslika-
vanja idg 4, ® mg_1y ®idg,. Po propoziciji 3.4.23, te jezgre su (Ay_1/A)) ®(H/A) ® R, i
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(H/A) ®(A;_1/A;) ® R,,. Dakle, ¢’ nalazi se u njihovom presjeku. Po propoziciji 9.3.4 taj

presjek jednak je (Ax_1/Ar) ®(A;_1/A;) ® R, to jest vrijedi

t' € (Ap—1/Ar) ®(Ai_1/A) ® Ry,.

Ako je k = 0, 1 # 0 tada je iz istog razloga t u jezgri preslikavanja 7o ® m_; ®idg,, pa

se ¢’ nalazi u jezgri preslikavanja id 4, ®7T(l,1)l ®idg, , $to je po propoziciji 3.4.23 jednako

(H/Ay) ®(A;_1/A;) ® R,,. Treci sludaj pokaZe se analogno. U Cetvrtom slu¢aju nema se §to

pokazati.
(vi) Sada dokazujemo da postoji s € H ® H ® R,, takav da je

(M ®@m®idp, )(s) =t
1 vrijedi:
(1)) zak # 0,1l #0jese A1 QA1 Ry,
(2) zak=0,l#0jesec HRA_1 ® R,
(3) zak#0,l=0jesec A, _1QHRR,,
4) zak=0,l=0jesc HOHR®R,

Za k, [ # 0 promotrimo sljede¢i komutativni dijagram:

H®HR®R
A 1 ®A_ IR, < s HOH® R,
), ®7r2 ® ianJ/ TER®M® idg,,

(Ap—1/Ar) O(Ai1/A) ® Ry — (H/Ar) ®(H/A)Q R,
Dovoljno je dokazati da je 7}, ® 7, ® idg, surjekcija, iz toga Ce zbog
t'e (Ap1/Ar) O(Ai-1/A) ® R,

slijediti da postoji
s€ Ay ® Ay ® R,

koji se preslikava u njega. Dokazujemo da je 7}, ® ) ®idp, surjekcija.
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Tenzorski produkt viSe kvocijentnih preslikavanja i (moguce vise) identiteta u proVect moze
se prikazati kao kompozicija tenzorskih produkata jednog kvocijentnog preslikavanja i identi-

teta. Ovdje je T, ® m ®idg, kompozicija:

A 1 ®A 1 QR,

T, ®ida, | ®idg,
~

A A

(Ar—1/Ar) ® A1 R,

idAkfl/Ak ®7’l’2®lan

(Ap_1/Ap) ®(A1_1/A) ® R,

Tenzorski produkt jednog kvocijentnog preslikavanja i (moguce viSe) identiteta u proVect je
surjekcija, jer vrijedi: u proVect je kvocijentno preslikavanje koujednacitelj, u proVect ko-
ujednacitelj komutira s tenzorskim produktom i kvocijentno preslikavanje je surjekcija. Ovdje
poesbno imamo zbog toga komutativan dijagram iz kojeg slijedi surjektivnost prvog preslika-

vanja u kompoziciji:

A 1 ®A 1®R,

Tr;{®idAl1®ianl -~

~5
(Ap 1 /A @A 1 QR - (A 1 ®A 1 OR,)/(AL®A_1QR,)

Sli¢no za drugo preslikavanje u kompoziciji zaklju€ujemo da je surjekcija. Kompozicija surjek-
cija je surjekcija pa je dokazana surjektivnost od 7, ® ™ ®idpg,, .

Analogno se u slu¢ajevima (2) i (3) dokaZe da su preslikavanja 1o ® 7} ® id g, , 7}, ® 1o ® id g,
surjekcije iz ¢ega slijedi postojanje traZenog s € H ® A;_1 ® R,, odnosno s € A,_1Q HQ R,,.
U slucaju (4) se nema Sto dokazati jer moZemo uzeti s = t.

(vii) Morfizam Ty: RO R® H® H® R — R u indproVect definiran u 9.2.2 kao kompo-

zicija morfizama u indproVect na jednostavnim tenzorima je:
T(dR®dQhQRW ®@r) = (d<«h)(d «h)r
1 definira linearno preslikavanje
T2: H® H® R — Homypaprovect (R® R, R),
TO @M @r)([d®d) =) (d«hy)(d <« ky)r
A

A
Za (k,l,n) postoji morfizam medu filtrirajuim komponentama, preslikavanje u drugom

retku sljededega dijagrama, i ono je morfizam u proVect. Jednostavna posljedica leme 9.3.6
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je da je dobro definirano preslikavanje u zadnjem retku na sljedeCem dijagramu i da je ono
morfizam u proVect, kao kompozicija morfizama u proVect, te da je dijagram komutativan,

zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta.

Ty

ROROH®H®R N

;)m

T_— I

3

R.OQRQH®HRR,

idg, ®idr, ® 7 @m @idg,,

~

3

R, ® Ry ®(H / Anih(Ry,)) ®(H / Anih(R)) ® R, ——
Linearno preslikavanje koje pripada 7 ozna¢imo s
T : (H/ Anih(Ry,)) ®(H / Anih(R;)) ® R, — Hominaproveet(Ri ® Ry, Ry).
Zbog komutativnosti dijagrama za svaki t € H ® H ® R,, vrijedi
To(t) = T3 (mk @ m @idg, ) (t))-
(viii) Sada dokazujemo da za s € H ® H ® R,, takav da vrijedi:
(1) akojek # 0,1 # 0,ondas € A;,_1 ®A_1 ®R,,
(2’) akojek = 0,1 # 0,ondase H®A_1 ® R,
(3’) akojek # 0,0l =0,ondase A, 1 QHRR,,
(4) akojek =0,l=0,ondasec HOH®R,
i d ® d’ bilo koji generator u R, ® R; vrijedi
S:(s)(d®d) #0 = Ta(s)(d®d') # 0.

Oznacimo za d s d” element koji nije djelitelj nule takav da je Ag(d) —d®d” € Anihg(H)® R

za k = 0, odnosno, Agr(d) —d®d" € Ri_1 ® R + Anihg(H) ® R za k # 0. Analogno, neka

je d” takav element za d’. Neka je s prikazan kao formalna suma s = ), hy ® b ® 7). Pritom

susvi by u Ax_1 ako je k # 01isvi by u A;_; ako je [ # 0. Koristeéi lemu 9.3.6 vidimo da za

takve sid ® d' € R ® R, vrijedi

T @R@ra)(dRd') = > (dahy)(d'<hy)rs = > Xd, hyd'{d’, by yd"ry = d"d"Sy(s)(d®d')
) )

A

to jest
T2(s)(d@d') = d"d"Sy(s)(d®@d").

229



9.3. INJEKTIVNOST REPREZENTACIJA

Buducdi da d” i d” nisu djelitelji nule, tvrdnja slijedi.

(ix) Sada mozemo napokon provesti dokaz do kraja. U (i1) smo za
te HRH®R, t+#0
odredili filtrirajuéu komponentu u kojoj se nalazi:
te HOQH®R,, t+#0.
Zatim smo u (iv) zadali da je (k, [) najmanji par za koji vrijedi (7, ® m ®idg, )(t) # 01 oznadili
t' = (m®m®idg, )(t) # 0,

t' € (H/ Anih(Ry)) ®(H/ Anih(R))) ® R,,.

U (iii) smo dokazali da iz injektivnosti od Sy slijedi da barem jedan takav par postoji, dakle,

postoji i najmanji. Buduci da je t’ # 01 S injekcija po (i), to postoji generator
d@d/ € Rk®Rl = Rk®Rl

takav da je
Sy(t")(d®d') # 0.

Zatim smo iz minimalnosti para (k,[) u (v) pokazali da mora biti, ako je k, [ # 0,
(1) ¢ € (Anih(Ry_1)/ Anih(Ry)) ®(Anih(R;_1)/ Anih(R))) ® R,

ili, ako je neki od njih jednak 0, neka od moguénosti (2), (3), (4) u kojima je Anih(Ry_;)
zamijenjen s H ako je k = 01 Anih(R,_) zamijenjen s H ako je [ = 0.
Onda smo u (vi) dokazali da postoji s € H® H ® R, takav da je

(7Tk®ﬂ'l®id3n>(8) = t/
i takav da, ako je k, [ # 0, vrijedi
(1/) S € Anih(Rk_l)®Anih(Rl_1)®Rn,

ili, ako je neki od njih jednak 0, neka od moguénosti (2’), (3’), (4’) u kojima je Anih(Ry_;)
zamijenjen s H ako je £ = 0 i Anih(R,_;) zamijenjen s H ako je [ = 0. Bududi da je
(M ®@m&®idg, )(s) = t, za s po (i) vrijedi:

Sys)d@d) = S(t)(d@d') # 0,
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a u (viii) je, iz ¢injenice da s zadovoljava neko od svojstava (1°), (2’), (3°), (4’) i iz svojstava
(Ap) i (A,), dokazano da vrijedi:

S(s)(d®d) #0 = Ta(s)(d®d') # 0.
Dakle, imamo
T2(s)(d®d") # 0.
Po (vii) vrijedi:
T2(s)(d®@d) = T (t)(d®d) = T(t)(d®d),

pa slijedi

T(t)(d®d') # 0.
Za proizvoljan ¢ # 0 pronaden je dakle d ® d' € R® R takav da je T2(t)(d ® d’) # 0, dakle
pokazano je da je 75 injekcija i dokaz je dovrSen.

(x) Dokazimo sada da je 7; injekcija. Nekajet € HQR, t # 0. Tadaje 1y ®t €
HR®HR®Rilyg®t # 0. Bududi da je T injekcija, postoji generator d ® d' u R® R takav da
je Ta(lp @t)(d®d') # 0. Buduéidaje To(ly ®t)(d®@d') = (d« 1) (d' «t) = d(d' «t) # 0,
mora biti 71 (t)(d') = d' «t # 0.

O]

Napomena 9.3.9. Zamijetimo da su uvjeti prethodne propozicije zadovoljeni posebno za unu-

tra$nju Hopfovu algebru R u indVect s filtriraju¢im komponentama { R, } .c N, takvu da je:
(i) Ro={Apgr: Aek} =k
(i) Ar(r) —r®1lgpe R,-1 ® R,zasver e R,,zasvene N

1 bilo koju unutrasnju Hopfovu algebru /' u proVect koja je u Hopfovom sparivanju s R koje

je nedegenerirano u drugoj varijabli.

9.3.4 Teorem o Yetter-Drinfeldovoj modulnoj algebri

Teorem 9.3.10. Neka su R i H unutrasnje Hopfove algebre uindproVect i nekaje «: RQ H —
R desno Hopfovo djelovanje u indproVect takvo da je T5 definiran u napomeni 9.2.2

75: H® H® R — HomindprOVect(R® R, R)7

TO @M @r)([d®d) =D (d«hy)(d <« hy)r

A

injekcija.
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Tada ako postoji morfizam p: R — H ® R u indproVect za koji vrijedi uvjet:
pro («®idg) o (idr®p) = ptr © TR

to jest

"< p(r)=rr', zasver,r' € R,

vrijedi da je p lijevo kodjelovanje i R je uz djelovanje « i kodjelovanje p unutrasnja pletenicasto-
komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nad H u indproVect.

Nadalje, taj p je jedinstveno takvo kodjelovanje.

Dokaz. Sa HiR je oznaCen poludirektni produkt definiran djelovanjem «, kao u 6.3. Injektiv-
nost preslikavanja 7; nam omogucuje da jednakost dva elementa t i s u H ® HfR dokazujemo
tako da dokazemo jednakost preslikavanja 72(¢) i 72(s). Jednakost preslikavanja 75(t) i T2(s)
je pak dovoljno provjeriti na jednostavnim tenzorima jer su oni morfizmi u indproVect, kako
je pokazano u napomeni 9.2.2 kao posljedica propozicije 9.2.1, pa distribuiraju po formalnim
sumama, a svaki element tenzorskog produkta objekata u indproVect moze se prikazati kao

formalna suma jednostavnih tenzora po 5.4.6.

Injektivnost 75 povlaci injektivnost 7; definiranog kao u napomeni 9.2.2

7—1 : HﬁR - HomindprOVect(Ra R>7 7—1(2 h)\ ® TA)(d) = Z(d < h)\)T)\
A

A

Sto je dokazuje na isti nacin kao dokaz iste tvrdnje za R u indVect i H u proVect pri kraju
dokaza propozicije 9.3.8. Dakle djelovanje HfR na R je efektivho. Analogno jednakost dva
elementa t i s u Hf R moZemo dokazati tako da dokaZzemo jednakost preslikavanja 71 (¢) i 71 (s).

Prvo ¢emo dokazati desno-lijevo Yetter-Drinfeldovo svojstvo, zapisano pomoéu mnozZenja
u HiR:

p(r)-h = ey p(r < hay),

za svaki jednostavan tenzor hfr u HfR. Desna strana je formalna suma u H{ R, jer je nastala iz
hir primjenom morfizama u indproVect. Jednakost je dovoljno dokazati za jednostavan tenzor
hir jer obje strane nastaju primjenom morfizama u indproVect. Neka je d proizvoljan element

od R. Lijeva strana jednakosti djeluje na d:

Ti(p(r) - h)(d) =d < (p(r) - h) =
— (e plr)) < =
= (rd)«h
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Desna strana jednakosti djeluje na d:

T (X he) - p(r < hw))(d) = d« (X he) - p(r < hqy))
=2 d« (h@) - p(r«hq))
— S (d« he) < p(r < hayy)
=2(r<h@)(d<hp) =
= (rd) <« h

Zapisimo sada p(r) u Sweedlerovoj notaciji kao formalnu sumu »; 71 ® rjg) u HR.

Da bismo pokazali da je definirano preslikavanje kodjelovanje, trebamo dokazati:

DO e ®rcne) @iy = )1y ® (O Moj-11 ® rojpo))

Z €(r-1)re =r

za svaki r € R. Obje sume na lijevoj strani su formalne sume, ali ne moZzemo ekspandirati
sumande i dobiti jednu formalnu sumu. Jednako tako vrijedi za desnu stranu. To ¢e stvoriti
probleme u racunu koje ¢emo rijesiti na sljedeci nacin. Preslikavanje 75 ima po napomeni 9.2.2
svojstva,zad @ d € RQ R,

T @M@ )[d@d) =Y (d«h)(d «h)ry =Y (@ @r)(d®d)

A A

Q@ h,) @r)(d@d) = Y13 (d < hy)(d < )

Ao Ao
T @ (M, @mu))(d©d) = ) (d<h)(Q(d < By)ra)
A " A m
pa moZemo racunati na sljedeéi naCin.

Neka je d ® d’ proizvoljan u R® R. Lijeva strana:

T (XX =@ ®r-ye) @re))(d®@d) =2 T((X r-10) ®ri-11@) @) (d @ d')
= 2.2 « r—g)(d < r-1j2)) (0}
= 2.((dd") < r—1))r[o]
= (dd') « Zﬁ—uﬂﬁo]
= rdd’

Desna strana:
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T2 71-11 @ (L rj0)-1) ® 7(0)j0)) ) (d @ d') = X Ta(r(—1) ® (XL 7011 ® Tjof07)) (d @ d')
= 2. (d < r—1) Q(d <« o)1) (0][0))
=2 (d < r—y)(d « Xrioy-ytrioo)
=D (d<ry)rd
= (2(d < ry)ro)d
= (d« X ri_qfrpy)d
= rdd

Druga jednakost:

2e(rin)r) = 2(1r « r-1))7po)
=1g <« (X r-1)fr)
=r

Jos preostaje dokazati da je R algebra u toj kategoriji, tj. dokazati da vrijedi:

Z(”) ZZT -1 170)

zasve r @1’ € R® R, jer je dovoljno provjeriti jednakost za jednostavne tenzore kao $to objas-
njeno pri dokazu prve tvrdnje. Na desnoj strani je formalna suma u HfR jer je nastala iz for-
malnih suma » 711 @71 )] r’[fl] ® rfo] tenzoriranjem i primjenom morfizama u indproVect,
na lijevoj strani je formalna suma po definiciji.

Djelujemo lijevom stranom na proizvoljan d € R:
T (rr ) =g (rr) o) (d) = d « (") -1y (rr') o))
—d< plrr)
=rr'd
1 djelujemo desnom stranom:
T (X X)) (d) = d <« (X X gr-niro )
= 2 2 d < r_yr-yfiro
= 2. 2« (=)o
=2 2 (dari ) «rng)r []Tfo]

= 2. 2((d < r(_y) < (ri-ir))rig
=2(d<r, )‘(ZT o) o]
=>r(d«r o]

)T
=r2(dr )y
=r(d< (er ]ﬁrfo]))

=rr'd
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U dokazu smo s tockicom nad znakom jednakosti naznacili provjeru da je izraz s desne strane

takoder formalna suma, kao u lemi 5.4.7 o racunanju s formalnim sumama u indproVect. [

Napomena 9.3.11. Dokaz smo mogli provesti elegantnije apstraktnim Sweedlerovim racunom
pa na kraju iskoristiti da su 77 i 75 injekcije. Genericki elementi: r, 7/, d, d € R, h € H.

Desno-lijevo Yetter-Drinfeldovo svojstvo:

p(r) - h = he - p(r<hu)

Provjeravamo:
d«(p(r)-h)=(d<p(r))«h
= (rd)«h
d <« (h) - p(r < hq)) = (d<«hz) < p(r« b))
= (r<«hq))(d < h)
= (rd)«h
Kodjelovanje:
ri-1)(1) @ T[-1)2) @ To] = T-1] @ T(o)[-1] & T'[o][0]
€(rp=)rpo) =7

Provjeravamo:

(d < ri-g)(d < ri-a2))rp) = ((dd') < ri_1))rpo)
= (dd') « ri—1tiroy
= rdd’

(d < ri—g)(d" « rioj—11)rpor0) = (d « 7—17)(d’ < rpoy—1 87 07[07)
= (d < ri—y)rpod
= (d < ri—yftrio))d’
= rdd’

Druga jednakost:
e(ri-n)rio) = (e < ri-1)7(0)
= Lr < r[-)fir)
=r
Algebra:
(rr") - (rr oy = r{_y 8T o
Provjeravamo:
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Napomena 9.3.12. Naravno, ako za R i H u indproVect vrijedi da je 75 injekcija, onda moraju
bitii 77 i 7 injekcije. Ako je Hopfovo djelovanje definirano iz Hopfovog sparivanja, onda mora
biti i Sy injekcija (jer ako postoje dva elementa koji se jednako sparuju, onda jednako i djeluju).
Za zadovoljenje uvjeta ove propozicije dolaze dakle u obzir samo efektivna Hopfova djelovanja,

odnosno Hopfova sparivanja nedegenerirana u drugoj varijabli.

Teorem 9.3.13. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVect, H unutrasnja Hopfova
algebra u proVect i neka je {, y: R® H — k Hopfovo sparivanje medu njima u indproVect.
Ako vrijedi sljedece:

(i) sparivanje je nedegenerirano u drugoj varijabli

(ii) R ima filtrirajuce komponente { R, }.cN, | skup generatora kao vektorskog prostora za

koji vrijedi:

(Ao) za svaki generator r € Ry postoji ' € R koji nije djelitelj nule takav da je Ag(r) —
r®r' € Anihgr(H)® R

(A,) za sve n € N, za svaki generator r € R,, postoji v’ € R koji nije djelitelj nule takav
daje Ar(r) —r®r € R,_1 ® R+ Anihgr(H)® R

(iii) postoji morfizam p: R — H ® R u indproVect za koji je
'« p(r)=rr', zasver,r’ € R,
onda je p lijevo kodjelovanje i R je uz djelovanje « i kodjelovanje p unutrasnja pletenicasto-
komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nad H u indproVect.

Dokaz. Posljedica propozicije 9.3.8 i teorema 9.3.10. [

9.4 Dualne Hopfove algebre u indproVectFin

Sljedeca propozicija pokazuje da je dual filtriranog vektorskog prostora V', objekta u indVect,
kofiltrirani vektorski prostor V*, objekt u proVect, i da se sparivanje proSiruje do morfizma u
indproVect. Ona je posljedica tvrdnji o dualnosti u kategoriji (indproVect, ®, k) dokazanih u
odjeljku 5.3. Prisjetimo se da za V' u indVect vrijedi Homyee (V, k) = Homjnaveet (V, k).
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Propozicija 9.4.1. Neka je V objekt u indVect s filtracijom ({V,,}ner, {@mn}). Tada je na dualu
V* = Homvyeet (V) k) vektorskog prostora V' inducirana kofiltracija

V¥ .= V*/Anih(V,,) = (V,,)*

s veznim preslikavanjima

VR Ve V* koje su kanonska kvocijentna preslikavanja i time dual postaje

i projekcijama T,
kofiltrirani vektorski prostor V*, objekt u proVect. Uz to, sparivanje {,y: V ® V* — k u Vect
se proSiruje do sparivanja

(Y VRV -k
u indproVect.

Dokaz. U propoziciji 5.3.2 je dokazano da je ({V.*},.cs, {tnm }) kofiltracija, a u propoziciji 5.3.3
daje V* = lim,¢; V,*. Dokazat ¢emo da postoji proSirenje sparivanja koristeci propoziciju 5.2.5
o proSirenju preslikavanja u indproVect.

Sparivanje {,): V ® V* — k poStuje filtracije na domeni i kodomeni i kofiltracije na
njihovim komponentama na sljedeci nain. Za svaku komponentu V,, ® V* filtracije na domeni
postoji komponenta k filtracije na kodomeni i preslikavanje (, ) : V,, ® V* — k takvo da
gornji kvadrat na sljede¢em dijagramu komutira i takvo da ono postuje kofiltracije na domeni i
kodomeni. Naime, svaka restrikcija V,,@V* — V@V™* — [k je takva da gornji kvadrat komutira
1 svaka takva restrikcija zaista poStuje kofiltracije na domeni i kodomeni. DokaZimo drugu
tvrdnju. Za svaku komponentu & kofiltracije kodomene preslikavanja ¢, )/, postoji komponenta
kofiltracije na domeni V,, @V * (naime, to je komponenta V,, @V, *) takva da postoji preslikavanje
medu njima za koje je donji kvadrat na sljedecem dijagramu komutativan (to je sparivanje V,, ®
V¥ — k).

VeVt —2 ok

Po propoziciji 5.2.5 o proSirenju preslikavanja, slijedi da se to sparivanje prosiruje do jedinstve-
nog morfizma u indproVect

VRV* -——-=5 k

|

VeV ——§k
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i da su komponente tog morfizma upotpunjenja navedenih preslikavanja (, )/ .

G
o e e N,

Na dijagramu su kanonski morfizmi V@ V* — V@W iV, ® V* — V,, ® V* injekcije po
propozicijama 3.3.161 5.2.4.
O

Kofiltraciju na dualu V'* induciranu filtracijom filtriranog vektorskog prostora V' kao u pret-

hodnoj propoziciji zovemo kofiltracija dualna filtracijina V.

Propozicija 9.4.2. (i) Tenzorski produkt C ® H u kategoriji proVect konac¢no-dimenzionalnog
vektorskog prostora C' i kofiltriranog vektorskog prostora H jednak je obicnom tenzorskom

produktu C'® H uz istu kofiltraciju.

(ii) Tenzorski produkt R® H objekta u indVectFin i objekta u proVect jednak je obicnom
tenzorskom produktu R ® H uz istu filtraciju kofiltracija.

Dokaz. (i) Kofiltracija na C je trivijalna. Neka je H = ({Hp}ner, {¢mn}) kofiltracija od H,
H = lim H. Kofiltracija od C ® H dakle je ({C' ® Hy}ner, {idc @ ¢rn}). Nekaje {eq, ..., en}
baza od C'i {f,}, formalna baza od H. Svaki element od C' ® H je vrijednost neke formalne

sume Y ko @kaex @ fi, anjena vrijednost jednaka je vrijednosti formalne sume
e1 ® (Z aiafa) + T en® (2 anfr).
A A

Konac¢na suma jednostavnih tenzora je unutar obi¢nog tenzorskog produkta C' @ H. Dakle,
injekcija C ® H — C'® H je bijekcija.

(ii) Primjenom (i) na komponente filtracije na R® H. ]

Propozicija 9.4.3. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra (R, 11,1, A, €, S) u (indVectFin, ®, k).
Tada je njen dual R* unutrasnja Hopfova algebra (R*, A*, ¢*, u*, n*, S*) u (proVectFin, ®, k).
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Sparivanje je morfizam u kategoriji (indproVectFin, ®, k), R® R* — k.

r: R R — R Ag«: R* - R*® R*

Ng: k— R epx: R* > k
Ar: R—- R®R Upe: R*Q®R* — R*
€r: R—k Nr+: k — R*
Sp: R— R Sp+: R* > R*

(,>> RRR* > k

Dakle, sve su to objekti i morfizmi u (indproVect, ®, k).

Dokaz. To je posljedica prethodne dvije propozicije, propozicije 5.3.5 o dualnosti monoidalnih

kategorija indVectFin i proVectFin te samodualnosti aksioma Hopfove algebre. 0

9.5 Kanonski elementi i Luina formula

9.5.1 Heisenbergovo udvojenje R*fiR za R iz indVectFin

9.5.1. Neka je R unutra$nja Hopfova algebra u indVectFin i neka je {,): R® R* — k kanon-
sko Hopfovo sparivanje izmedu R i njenog duala, unutrasnje Hopfove algebre R* u proVectF'in.

Tada imamo sljedece:

(i) Desno Hopfovo djelovanje «: R® R* — R u indproVect:

~ id 5 ~ ~ idr®TR g* ~ ~ DR ~
< RORF-2MO  p e RO R R pe R QR —P" k@ R— R

u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji dano s r « h = (r(1y, h)ro) zar € R, h € R*.

(i) Heisenbergovo udvojenje R*# R, algebra uz mnoZenje u indproVect:
RFOROR* QR

id 5 @id ROA i Qid g
R*QR®R*®R*QR
idR* ®7—R,R* ®idR* ®idR
RFOQR*QR®R*®R
Hpx@@idr

R*QkXR

R*®R
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u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji dano s hfr - h'r’ = hh’(l)ﬂ(r < h’(2))r’ zah,h' € H,r,

"€ R, te 1pxyp = Lpxtlp.
(iii) Desno djelovanje «: R®(R*#R) — R u indproVect
ROR*®R—E" ,RQR—" SR
u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji dano sa d « (hfr) = (d<« h)rzad,r € R, h € R*.

Napomena 9.5.2. Definirat ¢emo sada neka linearna preslikavanja po propoziciji 9.2.1 kao u
napomeni 9.2.2. Desno djelovanje R*fR na R definira linearno preslikavanje 7;: R*{R —
Hominaprovect (R, R) = Homipdprovectrin (R, R) = Homvyee (R, R) =: End(R). Iz prethodne

propozicije slijedi da je to preslikavanje

Ti: R*R — End(R), Ti().ha®@7a)(d) = Y (d« hy)ry

A

antihomomorfizam unitalnih algebri. Suma na desnoj strani je formalna suma u R, dakle ima
najvise kona¢no mnogo sumanada razli¢itih od nule.

Morfizam R® R* ® R C8Hr ® R—— R definira linearno preslikavanje

St R*QR — End(R), SO ha®@n)(d) = ) {d, hyyr
A A

To je standardno pridruzivanje R* ® R — End(R). MnoZenje na R* ® R koje odgovara
kompoziciji operatora je: h®r - h' @ ' = h{r,h’ ) @ r’.

Analogno definiramo linearna preslikavanja 75 i o, kao u napomeni 9.2.2.

9.5.2 Upotpunjenje Heisenbergovog udvojenja

Neka je (R, ir, Nr, Ar, €g) unutra$nja Hopfova algebra u indVectFin. Oznac¢imo s R Hopfovu
algebru R kojoj smo zaboravili filtraciju, (R, g, nr, Ar, €g) u (Vect, ®, k). Kako je filtracija
na R*® R u indproVect trivijalna, to je R* ® R jednak R* ® R u proVect. Taj kofiltrirani
vektorski prostor

R*®R
oznacavat ¢emo jo$ i sa R* ® R (kad neée biti moguénosti zabune) i zvati ga upotpunjenje

Heisenbergovog udvojenja Hopfove algebre R.

Napomena 9.5.3. Definiramo 7} = <’: R® (R*® R) — R kao kompoziciju

HR,R

«®id g B

CROIRFOR—— R®

=
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morfizama u indproVect: djelovanja «: R® R* — R i mnoZenja urr: RQ R — R, za koje

se lako vidi da je morfizam u indVect. Po propoziciji 9.2.1, ono definira linearno preslikavanje
7i: R*® R — End(R)

71(2 H®ENY) = Z(Y «fA)ExeR
)

A
Vrijedi Homjpavect (R, R) = Homveet (R, R) = Homjuavectrin (R, R) i zbog toga smo kodo-
menu oznadili jednostavno s End(R). Morfizam "<’ nije djelovanje jer nije moguée definirati
mnoZenje na upotpunjenju Heisenbergovog udvojenja koje bi bilo morfizam u kategoriji. Mo-

zemo racunati

YOOI A®E) = DY « f)Ere R
A

A
za formalnu sumu ), f\ ® E) u R* ® R. Sume na desnoj strani su formalne sume u R, dakle
imaju najvise kona¢no mnogo pribrojnika razlicitih od 0.

Morfizam S 1: R® (R* ® R) — R uindproVect definiran kompozicijom:

< ’ >®idR

ROR*®R FQR—— R

po istoj propoziciji odreduje linearno preslikavanje
S1: R*®R — End(R)
SIQO H®EN): Y =YY, B e R
) A

Dakle, analogoni preslikavanja 77 i S; postoje ¢ak i ako prosirimo R* ® R do R* ® R. Jo$
éemo provjeriti da isto vrijedi i za 75 i S,, analogone T i So.

Morfizam T} u indproVect dan kompozicijom

idr ® TR g @idgs ®idg HR,R

ROR*QROR* QR ZLRORER

RIRIR*QR*QR
na jednostavnim tenzorima je 7b: d@ d @ h® W' @ r +— (d « h)(d’ « I')r i definira linearno

preslikavanje
T5: R*OQR*®R — Hom(R® R, R),

T m @M @n): d@d = ) (d« h)(d < M)rye R
A y

Ovdje Vrijedi HomindVeCt(R@)R, B) = HOHlVeCt(R®R, R) = HomindVectFin(R®Ra R) pa smo
kodomenu jednostavno oznadili s Hom(R ® R, R).

Morfizam S5 u indproVect dan kompozicijom

_ _ _ _ idr @ TR, rx ®ldpx ®id _ _ _ _ DRGH®id _
RORGR @R @R ——r " L RORGROR ORI o R
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na jednostavnim tenzorima je So: d @ d @ h @ ' @ r — {d, h){d', W')r i definira linearno
preslikavanje
S R*®R*®R — Hom(R® R, R),
S$() @B\ @) d@d = ) {d, hay{d', Wy)ra.
A A
Sva preslikavanja iz napomene 9.2.2 su restrikcije odgovarajucih preslikavanja u ovoj napo-
meni. Naprimjer, 75 je restrikcija od Tg, Ts je restrikcija 75 1 sli¢no.
R®R® (R*®R*)®R) ——

idreRr ®id g g pi ®idR]\ idp

T ——— '™

R®RQ® ((R*® R*) ® R) —2—

9.5.3 Dualne baze

U 4.3.1 je definirana filtrirana baza u indVect, u 4.3.2 je dokazano da svaki filtrirani vektorski
prostor posjeduje filtriranu bazu. U 3.3.1 je definirana formalna suma u proVect, u 3.3.9 for-
malna baza u proVect, a u 3.3.13 je dokazano da svaki kofiltrirani vektorski prostor posjeduje
formalnu bazu. U 5.4.1 je definirana formalna suma u indproVect.

U sljedecoj propoziciji je kljucno da R bude filtrirana kona¢no-dimenzionalnim komponen-

tama.

Propozicija 9.5.4. Neka R objekt u indVectFin i neka je (D,,)aca filtrirana baza od R. Ozna-

¢imo za svaki o € A sa e, € R* funkcional na R takav da je za svaki 5 € A

(Dg; ea) = ea(Dg) = bap-

Tada je taj dualni skup funkcionala (e,)aca formalna baza od R* kao objekta u proVectFin,

pri cemu na R* podrazumijevamo kofiltraciju dualnu filtraciji na R.

Dokaz. Neka su {R,},c; komponente filtracije od R. Skup B := {D, | a € A} je filtrirana
baza od R, dakle postoji kofinalan usmjeren skup K u [ takav da je praslika

By = (1) H(B) =: {Dqo | a € Ay}

baza kona¢no-dimenzionalne komponente Ry, za svaki k € K. Ozna¢imo s B* := {e, | a € A}
dualni skup funkcionala iz iskaza propozicije. Buduci da je Ker W,If* = Anih(Ry) za svaki k,

to za svaki k € K vrijedi
Bi = ol (B*\ Ker(nf"")) = {eg+Anih(Ry,) | es ¢ Anih(Ry)} = {eq+Anih(Ry) | a € Ay}
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Za svaki n € [ sljedeci je dijagram komutativan:

ROR* — ok

] &

R,QR* ——— k

l &

R, ® R*/ Anih(R,) —2 k

gdje je filtrirajuéa komponenta R,, ® R* jednaka R, ® R* jer je R, kona¢no-dimenzionalan,
po propoziciji 9.4.2. Sparivanje R,, ® R*/ Anih(R,,) — k u zadnjem retku zadano je sa {r, h +
Anih(R,,)) := {r, h) i oCito je ono dobro definirano i nedegenerirano sparivanje.

Zak e K, D, € By, eg € By, vrijedi (D,,, eg + Anih(Ry)) = (D,, e3) = dop, dakle B;:
¢ine dualni skup funkcionala za bazu Bj, vektorskog prostora Rj. Buduéi da je Rj konacno-
dimenzionalan, vektorski prostori Ry i R*/ Anih(Ry) = R; su jednake (konacne) dimenzije,

pa je taj dualni skup funkcionala baza od R*/ Anih(Ry). H

9.5.5. Neka je R filtrirani vektorski prostor, objekt u indVect. Sa R je oznacen isti vektorski

prostor sa zaboravljenom filtracijom, R je objekt u Vect.

Korolar 9.5.6. Neka je R objekt u indVectFin i neka je R* njegov dual, objekt u proVectFin.
Neka je (€)q formalna baza od R* dualna filtriranoj bazi (D,), od R. Tada je (eq ® Dg)a s
formalna baza od R* OR=R*QRu proVect.

Dokaz. Tvrdnja lako slijedi jer je (D,,), formalna baza trivijalno kofiltriranog vektorskog pros-
tora R, a prethodno je dokazano u propoziciji 3.3.14 da je tada (e, ® Dgs)a, 5 formalna baza
tenzorskog produkta tih kofiltriranih vektorskih prostora. [

9.5.4 Kanonski elementi i L

Propozicija 9.5.7. Neka je R objekt uindVectFin i neka je R* njegov dual, objekt u proVectFin.
Neka je (eq)q formalna baza od R* dualna filtriranoj bazi (D,,), od R. Tada je izraz ), e,

formalna suma u R* i kanonski element

Y ea®D,

je formalna suma u kofiltriranom vektorskom prostoru R* ® R = R* ® R. Nadalje, za kanonski

element vrijedi:

S1()ea®Do)(Y) = > (Y, ea)Do = Y

«

zasvakiY € R.
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Dokaz. (i) Postoji kofinalan podskup K indeksnog skupa [ za koji se formalna baza od R*
projicira u baze komponenti 7}, za k € K, tako da se svi elementi osim onih koji se preslikaju u
elemente baze preslikaju u 0. Buduci da je za svaki £ komponenta R} kona¢no-dimenzionalna,
to se projekcijom 7T,]j* : R* — Rj svi osim kona¢no mnogo elemenata baze {e, }, preslikaju u 0.
Projekcija wf* 98 ha komponentu R¥® R se na jednostavnim tenzorima podudara sa 7" ®idg,
pa iz prethodnog vidimo da se za svaki & svi osim kona¢no mnogo sumanada e, ® D,, preslikaju
u 0. Time je dokazano da su dani izrazi formalne sume.

(i1) Podsjetimo se da je za R iz indVect formalna suma u R isto $to i formalna suma u R:
to su sume s konacno mnogo pribrojnika razlicitih od 0. Element Y € R moZemo zapisati u
filtriranoj bazi od R kao formalnu (s kona¢no mnogo pribrojnika razli¢itih od 0) sumu ) 5 YsDg.
Sparivanje R® R* — k distribuira po formalnim sumama pa je (Y, ea) = >;4s(Dp, €a) =
Yo Dakle, > (Y, e,)D, je formalna suma u R jednaka formalnoj sumi . vy.D, i njena je
vrijednost Y. [

Propozicija 9.5.8. Neka je R objekt uindVectFin i neka je R* njegov dual, objekt u proVectFin.
Neka je (e, )q formalna baza od R* dualna filtriranoj bazi (D,,), od R. Neka je ¢ € End(R).
Za kanonski element Y, e,®D, u R* ® R tada vrijedi da je Y, e,@¢(D,) formalna suma u
R*QRi

S1(a®d(Da))(Y) = D (Y, ea)d(Da) = ¢(Y)

e} «

za svaki Y € R. Dakle za linearno preslikavanje

K: End(R) > R*®R, K(¢) = > ea®d(Do)

«

vrijedi
SioK = idgna(r)

Dokaz. Morfizam idg+ ® ¢: R*® R — R*® R distribuira po formalnim sumama, pa je, bu-
duci da je kanonski element formalna suma, njegova slika >, e, ®¢(D,) takoder formalna
suma. Po prethodnoj propoziciji znamo da je ), (Y, e,)D, formalna suma u R vrijednosti Y.
Morfizam ¢: R — R distribuira po formalnim sumama u R pa je >, (Y, e, )¢(D,) formalna
suma i vrijedi:

$(Y) = (D (Y earDa) = Y (Y, €a)d(Da).

Propozicija 9.5.9. S1i Sy su injekcije.
Dokaz. Dokaz analogan dokazu u propoziciji 9.3.2, vidi napomenu 9.3.3. [l
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Napomena 9.5.10. Dakle, linearna preslikavanja

St R*QR—End(R), SO H®EN):Y =YY, fyExeR
A A

K: End(R) > R*®R, K(¢) = > ea®d(Do)

«

su medusobno inverzne bijekcije, po prethodne dvije propozicije. Kanonskom elementu je pri-
druZena identiteta i iz injektivnosti od S; zaklju¢ujemo da kanonski element ne ovisi o odabiru
filtrirane baze od R. To opravdava naziv kanonski element. Takoder zakljucujemo da vrijednost

formalne sume ), e,®¢(D,) ne ovisi o izboru filtrirane baze od R.

Propozicija 9.5.11. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVectF'in s bijektivnim antipo-
dom. Za ¢ € End(R) = Homvyect (R, R) definiramo

L(¢) =) oS (es) ® Da(Da).
a,B

To je formalna suma u R* ® R = R* @ R. L je dakle linearno preslikavanje
L: End(R) - R*®R.
Dokaz. Kanonski element Za ea®D,, je formalna suma u R* X R, paje
Y ea®Do®es® Dy

aMB

formalna suma u R*Q RQR*Q R Cija je vrijednost jednaka tenzorskom produktu dva ka-
nonska elementa >, , e, ® Dy i D 363® Ds po lemi 5.4.7 o racunanju s formalnim sumama.

Preslikavanja 75 g+, Sgi i¢: R — R sumorfizmi u proVect, pa je i

3 ca®S ™ (e5)®Ds@(Da)
a,fB

formalna suma u R* ® R* ® R® R. Dalje, preslikavanja pip«: R*® R* — R*ipugp: R® R —
R su morfizmi u proVect pa je i

Y eaS ! (es)®Dpe(Da)

a76

formalna suma u R* ® R.
]

Propozicija 9.5.12. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVectF'in s bijektivnim antipo-
dom. Tada za svaki Y € R i svaki ¢ € End(R) vrijedi

A

Ti(L()(Y) =Y < L(d) = oY)

245



9.5. KANONSKI ELEMENTI I LUINA FORMULA

Dakle za linearno preslikavanje

L: End(R) > R*®R, L($) = Y eaS ' (e5) ® Dsp(Dy)
o,

vrijedi
TioL = 1dgnd(r)-

Dokaz. Slijedi racun s formalnim sumama koji ¢e biti opravdan nakon njega.

YL = YO(X wea 66)®Dﬁ¢< o)) = (i)
= Yap (Y < (eaS7"(es))) Ds¢(Da) = (ii)
= D (Z<Y veay (Y2, S (es)) Yi3)) Dsd(Da) =
= Yo (X0 ea) Yoy, S7Hep)) Yigy Dsd(Da)) = (i)
= ZZQMY vea){Y(2),S7 (€p)) Yi3) Dpd(Da) = (iv)
= 225 Y (S (V) es) Ds(X, Yys €a) d(Da)) =
= 225 Y (S (V) es) Dsp(Y) = V)

= 2 V(25 (Vo) e8) Dp)o(Yiny) =
= 2 YS! (Y)o(Yn)) =

= 2 e(Y)o(Yy)) =

= oY)

Dokaz korektnosti raCuna s formalnim sumama.
(i) Prije je pokazano da je £(¢) formalna suma u R* ® R i da je preslikavanje
<:R®(R*®R) > R
morfizam kofiltriranih vektorskih prostora, pa distribuira po formalnim sumama.

(i) Suma Y} (Y1), ea)(Y(2), S ' (es)) Y(3) je formalna suma za svaki o, § jer je nastala od

formalne (konac¢ne) sume
DY ©Yp @Y ®ca®e;

morfizmom u indproVect. MnoZenje distribuira po formalnim sumama pa je i sljedeca

suma formalna

D Yy, ea) Vizy, S7H(ep)) YisyDpd(Da)
(iii) Sljededi izraz je formalna sumau RO RXRRXR*R® RQ® R*® R:

ZZY(l)@Y(z)®Y(3)®€a®Da®€ﬂ®D5
a,B
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jer je ona tenzorski produkt formalnih suma:

O Y1) @Y ®Yis) ® (D ea®Da) ® (Y65 ® Dp)
a 5

pa je i sljedeci izraz formalna suma jer je nastao morfizmom u indproVect od nje:
D) Vaysear Yoy, S ep))Yis) Dad(Da)
a75

Grupiranjem sumanada te formalne sume dobije se prethodna formalna suma u raunu:

2 (220, ea) Vi, S (es)) Yy Dpd(Da)

a?/B

(v)
Z Z Y3 (ST (Ya)), e5) D (Y1), €ay (Do)
a7ﬂ

Grupiranjem sumanada formalne sume dobije se formalna suma formalnih suma:
2.2 (2 V(5™ (Yiay), e) Dy (Yory, €a) 9(Da)
B «

Unutra$nja suma ), (Y1), €4) ¢(Ds) je formalna suma i mnoZenje distribuira po formal-

nim sumama pa je vrijednosti prethodne jednaka vrijednost ove formalne sume:
2223V (S ™ (Vi) ) D ( 3 (Yo, €a) (D))
B a

atoje

222 Yin(S (V) es) Db (Vi)
B
(v) Grupiranjem sumanada formalne sume dobije se formalna suma formalnih suma:

S (Y Y (S (Yi), es) Dsd(Yny))
B

Unutra$nja suma »,(S™"(Y(y)), es) D je formalna suma i mnoZenje distribuira po for-

malnim sumama pa je vrijednosti prethodne jednaka vrijednost ove formalne sume:
Z Yis) ( Z<S_1 (Y(Q) ), €ﬁ> Dﬁ) ¢(Y(1))
g

atoje

Z YigyS ™ (Vi) o(Y))
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Ukratko, >, eq ® D, je formalna suma u R*® R, Y, Y1) ® Y(2) ® ¥(3) je formalna (ko-
na¢na) suma u R® R® R pa su i njihovi tenzorski produkti formalne sume. Sljedeéa pres-
likavanja su morfizmi u indproVect: <": RQ(R*®R) — R, ¢: R — R, S™': R* — R*,
prs: R*Q@R* — R*,{(,): ROQR* - k,upr: ROR — R, ur: ROR — R, ugp: RAR — R,
pa su i kompozicije tenzorskih produkata tih preslikavanja morfizmi u indproVect. Sve sume
koje se pojavljuju u raunu mogu se dobiti iz tenzorskog produkta navedenih formalnih suma
primjenom navedenih morfizama 1 njihovih tenzorskih produkata pa slijedi da su one formalne

sume. U racunu se koristi distributivnost "« i 1z po formalnim sumama.
[

Propozicija 9.5.13. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVectFin s bijektivnim antipo-
dom. Tada za svaki Y € R i svaki ¢ € End(R) vrijedi

S1(L(@)(Y) = S (Yin)d(Yn))-
Nadalje, linearno preslikavanje
810 L: End(R) - End(R), Si(£(6)): Y > 57 (Yig)d(V)
ima inverzno preslikavanje
Ur: End(R) — End(R),  Ui(¥): Z = Zopb(Z).
Dokaz. Po definiciji £(¢) imamo

31 <£ 3 i Z<Y eoz 65 >D5¢( )

Rac¢unamo:

Y 3, 5Y,eaS™ (es)) Dsd(Da) = (i)
= Dos (X)) (Vo) S7H(ep))) Dd(Da)= (i)
= 2205 ((Yaysea) V), S7Hes)) Dpd(Da)) = - (i)
= 2(25Y2), S7H(es)) Dp) (XY (1)s €a) (Do) = (iv)
= 22057 (V) 8)Dp) (20 (Y1)s €a) Do) =
= 2571 (Y))e(Yey)

Dokaz opravdanosti racuna s formalnim sumama:

(i) Zasvaki a1 3 je suma
D ¥y, ear Yoy, S (e5))

kona¢na suma jednaka (Y, e,S™ " (eg)).
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(i1)) Suma

Y3V ®@ Yy ®ea ® S e5) ® Ds ® ¢(Da)
B

je formalna sumau RO RO R*QR*® R® R pajei
2 2 V- €a) (Yiay, S (e6)) D (D)
a,B

formalna suma u R jer je slika po morfizmu u indproVect.

(i) Sume Y ;(Y{(9), S7'(e5))Ds i 220{Y(1); €a) ¢(Da) su za svaki Y1) ® Y(z) formalne sume

u R, pa je konacna suma njihovih umnozaka
3 Z<Y H(ep)Ds) (YY) €ay (D))
formalna suma u R. Tenzorski produkt formalnih suma je za svaki Y{;) ® Y{y)
2<Y(2 H(es))Dp) ® Z<Y v €a) (Do)
formalna suma u R ® R jednake vrijednosti kao

Z<Y Hep))Ds @Yy, €a) ¢(Da),

a mnoZenje distribuira po formalnim sumama pa je sljedeca suma jednake vrijednosti kao

prethodna:

ZZ<Y 65 ))Dp(Y1), €a) ¢(Da).-

(iv) ¢: R — R je morfizam u indproVect pa distribuira po formalnim sumama.

Ukratko, Za o ® D, je formalna sumau R*® R, > Y1) ® Y2 je formalna (kona¢na) suma u
R® R pa su i njihovi tenzorski produkti formalne sume. Sljedeéa preslikavanja su morfizmi u
indproVect pa su i kompozicije tenzorskih produkata tih preslikavanja morfizmi u indproVect:
ST R* - R*, ug«: R*@R* — R*,{,): ROQR* —> k, upp: ROAR — R, ugr: ROQR — R,
tr: RQ R — R. Sve sume u ratunu mogu se dobiti iz tenzorskih produkata navedenih formal-
nih suma primjenom navedenih morfizama u indproVect i njihovih tenzorskih produkata, dakle,
one su formalne sume. U racunu se koristi i distributivnost po formalnim sumama morfizama u
indproVect.

Sada dokazujemo da je U, inverzno preslikavanje od SioL,to jest
(31 o E) o Z/{l = idEnd(R) = Z/{l o (Sl o E)
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Za
Y= (810L)(¢): Y = Y 57 (Yig))o (V)
imamo
Z) =Y 200 (Z0) = D Z5S  (Z@)6(Za) = ) e(Z@)d(Zw) = 6(Z).
Sli¢no za
¢:=UW): Z— > Zayh(Za
imamo

(S10L)(9)(Y) = Z ST (V)6 (Vo) = 2571(}/(3))}/(2)1”(}/(1)) = ZG(Y@)W(Y(I)) = (Y).

Korolar 9.5.14. Preslikavanje L je bijekcija. Preslikavanja T: i £ su medusobno inverzne

bijekcije.

Dokaz. Po prethodnoj propoziciji je SioL bijekcija, a po propoziciji 9.5.9 je S injekcija, dakle
S je bijekcija, pa je i £ bijekcija. Po propoziciji 9.5.12 je TioLl = idgna(r) pa iz prethodnog

slijedi da su 71 i £ medusobno inverzne bijekcije. [

Napomena 9.5.15. Linearna preslikavanja

Ti: R*"®R - End(R), TiQ H®EN):Y > > (Y« fr)E)
A

A

L: End(R) > R*®R, L($) = Y eaS ' (e5) ® Dsp(Dy)
o,

su dakle medusobno inverzne bijekcije. Iz injektivnosti tada slijedi da £(¢) ne ovisi o izboru

filtrirane baze od R. Element koji se preslikava u identitetu je tada kanonski element za "<’

ldR Zea 65 ®D5D

Posljedica bijektivnosti je da kompozicija endomorfizama o: End(R)®End(R) — End(R)

definira suprotno mnoZenje elemenata
(R*®R)® (R*®R) — (R*®R)

koje se na vektorskom potprostoru R* @ R podudara s mnoZenjem u poludirektnom produktu
R*tR.
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Napomena 9.5.16. Ne moZemo definirati mnoZenje na R* ® R u kategoriji proVect jer nije
definirano upotpunjenje «: R® R* — R djelovanja ni upotpunjenje {,>: R® R* — k spari-
vanja. Naprimjer, >, (D,, e,) = o0 ¢im R nije kona¢ne dimenzije.
R*QRO®R*®R
lidR*@dR@AR*@idR
R*QROR*Q@R*®R
lidR*@R,R*@idR*@idR
R*®R*®R®R*®R

HR* ®<®id g nije definirano
k; ®R
®

9.5.5 Dvostruki kanonski element M

R*QR

Sli¢no kao prethodne dvije propozicije dokaZe se sljedeca propozicija.

Propozicija 9.5.17. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVectF'in s bijektivnim antipo-

dom. Definiramo linearno preslikavanje
M: Hom(R® R,R) - R*®R*®R

Z eaS (e, ®esS (es) ® DsD,p(Dy ® D)
a,B,7y,0
Za linearna preslikavanja Ts S2: RFQR*Q®R — Hom(R ® R, R) definirana u napomeni
9.5.3

T @ @ry): d®d — Y (d<hy)(d « hy)ry
A

A

SO @B @) d@d > S d ) (', )y
A A

vrijedi

Too M = idHom(ReR,R)
(S20 M)(A)(Y ® Z) = S (Z))S ™ (Yo))o (Vi) ® Zqy)

i Sy o M ima inverzno preslikavanje
Usy: Hom(R® R, R) - Hom(R® R, R)
Us(9): Y ® Z = Yy Ziy (Yin) ® Z1))-
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Dokaz. Dokazujemo

Too M = idHom(R®R,R)-

Izraz

Z ea 67 @655 (65)®D5D7¢(DQ®D,B>
a,B,7v,0

je formalna suma jer je nastala od kanonskih elemenata ), ey ® Dy € R*® R tenzoriranjem
u indproVect i primjenom morfizama 7g g+, T+ r*, TR R Séi, [tgx, te morfizama pupp: R ®
R—- R pp:RR — Ri¢: RQ R — R uindproVect. Sljedeca suma je formalna zbog

svojstva preslikavanja Ts.

Y, (Y <(eaS™(e)))) (2 « (€557 (€5))) Ds D1 (Do ® D) =

a7ﬁ7’y75

Y (2 Yy eay Yoy, S7Hes)) Yig) ) (Z 4 (¢S5 (¢5))) DsDyd(Dao ® D) =

@,8,7,6
Unutrasnja suma u sljede¢em izrazu je formalna jer je nastala iz sumanda prethodne formalne

sume (koji je umnozak formalne sume, elementa iz R i elementa iz R) primjenom mnoZenja
pr: RO R — Ripgr: R® R — Rkojasumorfizmi u indproVect. Vanjske formalne sume

su dakle iste vrijednosti.

Y1 (X ey (Yo, S7es)) Y (£ « (557 (65))) DsD16(Da ® D)) = (i)

@,B,7,8
Sljedeca suma (ii) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskih elemenata |, ex®
D, € R*® R i kona¢ne sume > Y1) ® Y(2) ® Y(3) primjenom simetrizatora, zatim S};i, LR,
te morfizama (,): RQ R* - k, «<: RQR* - R, ¢9: R®R — R, urrp: R® R — R
ipp: R® R — R uindproVect. Jednake je vrijednosti kao prethodna jer prethodna iz nje

nastaje grupiranjem sumanada.
=20 D>, Yy ea) Yoy, S en)) Yig) (Z « (557" (€5))) DsDy(Do ® D) = (i)
o,B,7,0
Grupiranjem sumanada iz te dobivamo sljedecu formalnu sumu.
= 20 20 (i) ead (Yiay, S7er)) Yiey (2 « (5™ (€5))) Ds D (D ® D)) = (i)

B,7,0 a
Sljede¢a suma (iv) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskih elemenata } |, ex®
Dy € R*® R i kona¢ne sume > Y1) ® Y(2) ® Y(3) primjenom simetrizatora, zatim Sgi, LLR*
te morfizama (,): R R* - k,«: RQR* - R, $: ROR — R, urp: RO R — R i
pr: R® R — RuindproVect.

)= 2 Y 871 (e)) Vi) (Z « (€55 (€5))) Ds Dy (Yia) ® D) =

By7,0
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1 zatim, jer je morfizam ¢ je morfizam u indproVect, vrijedi:

=2 > Yoy S (ea) Yigy (Z « (¢S (€5))) Ds Dy (1 (Yiays €ayDa) ® D) =

Byv,0

= 3 Vioy, §7H(e)) Yisy (2« (65 e6))) Ds D (3 Viay, €a)d(Da ® D)) =

Bv,0
iz Cega primjenom mnoZzenja /i r 1 g unutar sumanada dobivamo formalnu sumu (iii):

=33 (D e Vo, S es)) Vi) (2« (65 (¢5))) DsDyd(Da ® Dy) ) = (i)

B8

Dalje, iz formalne sume (iv)

= > Y Yy, S7He)) Yig) (Z « (€557 (e5))) Ds D1 (Y ® Dyg) =

By7,0

grupiranjem dobivamo
= ZZ (Z<y He)) Yio) (2« (¢35 (¢))) DsDyd(Yy ® D) ) = (v)

Sljedeca suma (vi) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta formalnih suma (kao gore)

primjenom simetrizatora i morfizama Sgi, S,}l, [Rr*, <, @, R, UR.R» g U indproVect.

vi) = > Vg (Z « (557 (e4))) DsS ™ (Vi) 6 (Y1) ® D) =

5,8
_ZZY Z < (egS™'(e5))) Ds Z<Y "(e4))D5)¢(Y1) ® Dg) =

Sto je primjenom mnoZzenja (i unutar sumanda jednako formalnoj sumi (v):
-3 (Z<Y He)) Yig) (7 « (€55 ™(3))) Ds D3 6(Yty @ Dg) ) = ()

Dalje se postupak za Z provede sli¢no kao za Y. Sljedeca suma (vi) je formalna jer je nastala iz
tenzorskog produkta kanonskih elemenata i kona¢ne sume primjenom morfizama u indproVect

sli¢no kao gore.

i) = D) Y (Z < (55 (e5))) DsS™ (Vi) )p(Yir) ® D) =
5.5

- ZZ Y(S)(Z<Z(1)a ea)XZ(2), S (es))Z(3)) DsS™ (V(2))9(Yny ® Dg) =
EX;

MnoZenjem unutar sumanda nastaje

= 3D Vi Zays €)X Zay, S (e)) Zisy DsS ™ (Vi )6(Viay ® D) ) = (vid)
3,0
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Sljede¢a suma je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskih elemenata i kona¢nih

suma primjenom morfizama u indproVect sliéno kao gore.
(i) = 3,232, Yoo es) i 57 (e6)) Ziy D5 ()9 (Vi @ D) =
Grupiranjem sumanada dobivamo prethodnu sumu:
- Z; (X Y20y, eaXZey, S (€5)) 2wy DsS ™ (Vi) 9(Yis) ® Dy) ) = (vid)

Grupiranjem sumanada iz formalne sume (viii) dobivamo:

UZZZ Z ZZ Yv(d)<Z 65><Z(2 (65)>Z(3)D58_1(§/(2))¢(}/i1) ® Dﬂ) =

= 220 (X Vil Zay, esXZ S es)) 25y DsS M (Yia)6(Yiy ® D) ) = (i)
4 B

Sljedeca suma (x) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskog elementa i ko-

na¢nih suma primjenom morfizama u indproVect slicno kao gore.
ZZZY W Ziay, 571 (€5)) Z3y Do S~ (Vo)) (Vi) ® Ziay) =
Sto je, jer je ¢ morfizam u indproVect, jednako
= ZZZY K22, 57 (€5)) 2 DsS ™ Z<Z(1 e)d(Yn) ® D)) =
iz ¢ega se mnoZenjem unutar sumanda dobiva formalna suma
Ll ; <§‘ Yio)(Zuys e5)(Zi@, 5™ (e5)) 23 Ds'S ™ (Yo oY1) © D6)> = (ix)

Grupiranjem sumanada formalne sume (x) imamo

ZZZY K22, e5)>Z(3 DsS™ ( )oYy ® Zny) =

—22(21«3)@ “Hes) ZioyDsS ™ (Yia)) oYty ® Zqr) ) = (i)

Sljedeca suma (xii) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kona¢nih suma primjenom

morfizama u indproVect sli¢no kao gore.
(wii) = ZZ Yi5)Z5S ™ (Z2))S™ (Y2)o(Yi) ® Zy) =

- ZZ Yo Z3) Z<Z Y(es))Ds) S~ (Vig))o(Yn) ® Z1y) =
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Sto je mnoZenjem unutar sumanda jednako
-y (Z Yiay(Z S (€5)) 29y DsS ™ (Vi))0(Yin) ® Zy) ) = ()
Dalje su sume konacne i raCunamo
(wii) = 3, > Yy Z (Z(2)S™ (Y2)o(Yy ® Zy) =

DR (Z Z5)S™(Z12)) ST (Yi))o(Yon) ® Z)) =
- Z Y<3>e<Z<z>>S‘1<m)>¢<m ® Z) =
= OV S Y)Y ® (X e(Ze) Za)) =
- Ze%w(m ®7) =
= (D) e(Yo)Y) ® Z) =
=Y ®2)

Dokazali smo da vrijedi

TooM = idHom(R®R,R)-

Sli¢nim zakljuCivanjem moZe se pokazati da vrijedi

D YieaS 7 (ey))(Z, €55 (e5)) DsDy$(Da ® D) = S~ (Z(2)S ™ (Yz))6(Yr) ® Z)
a,B8,7,0

to jest
(S20 M)()(Y ® Z) = 57 (Z)S™ (Yio))$ (Yo ® Zpyy).

Na kraju se lako provjeri da je

Uy o (Sy0 M) = 1dHom(ReR,R)

(Sy0 M) olhy = 1dHom(R@R,R)-

O

Korolar 9.5.18. Preslikavanje M je bijekcija. Preslikavanja M i Ts su medusobno inverzne
bijekcije.

Dokaz. Po prethodnoj propoziciji Sy 0 M je bijekcija, a po propoziciji 9.5.9 je S injekcija,
dakle S, je bijekcija, pa je i M bijekcija. 1z T3 0 M = idpom(rer.r) tada slijedi da su M i 7

medusobno inverzne bijekcije. 0
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Napomena 9.5.19. Dakle, ako je R unutrasnja Hopfova algebra u indVectFin, onda je R*
unutra$nja Hopfova algebra u proVectFin i (, ): R ® R* — k je nedegenerirano Hopfovo
sparivanje u indproVectFin. Sva preslikavanja &1, Ss, 71, T su injekcije, kao restrikcije bi-
jekcija S1, S5, Ti, Ta, bez dodatnih uvjeta na Hopfovu algebru R osim bijektivnosti antipoda.
Po teoremu 9.3.10 dakle, za unutraSnju Hopfovu algebru R u indVectF'in s bijektivnim anti-
podom vrijedi: R je pletenicasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra
nad R* u indproVect ako i samo ako postoji morfizam p: R — R*#R u indproVect za koji je
Z«p(Y)=YZ,zasve Y, Z € R. Pitamo se za koje Hopfove algebre R postoji takav p.

Ve¢ znamo da je £: End(R) — R* ® R bijekcija i da vrijedi Z <" L(¢) = ¢(Z), pa takav

p postoji tocno onda kad: postoji korestrikcija na R* ® R preslikavanja
R — End(R) - R*®R, Y = ¢y — L(¢y), gdjeje oy : Z —YZ

i ona je morfizam u indproVect. Pogledajmo kada tocno R ima to svojstvo.

9.5.6 Luina formula

Propozicija 9.5.20. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVectF'in s bijektivnim antipo-
dom. Oznacimo za 'Y € R sa ¢y € End R mnoZenje slijeva s Y, ¢y(Z) =Y Z i definiramo

Lu(Y) := L{¢y) = Y €aS " (e5) ® DgY D,.
a’/B
Tada je Lu: R — R* ® R morfizam u indproVect i moguce ga je korestringirati na R* @ R do
morfizma p: R — R* ® R u indproVect ako i samo ako je za svaki Y € R preslikavanje

Su(Lu(Y)) = Si(L(oy)): Z > )5 (Ze)Y Z
konacnog ranga.

Dokaz. Lako se vidi da je Lu morfizam u indproVect, jer je ono kompozicija morfizama u
indproVect. Prvo zamijetimo da vrijede sljedece jednakosti vektorskih prostora: R* ® R =
R*®R, te R*® R = R* ® R jer zbog kona¢ne dimenzionalnosti filtrirajuéih komponenti R,,
od R vrijedi R*® R, = R* ® R,. U dokazu éemo katkad pisati jedan, katkad drugi tenzorski
produkt.

Slika preslikavanja Lu je unutar R* ® R = R*® R i korestrikcija R — R* ® R je morfizam
u indproVect ako i samo ako za svaku filtrirajuéu komponentu R,, od R postoji filtrirajuéa

komponenta R, od R takva da je
Lu(R,) € R*® R,,.
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Zaista, pretpostavimo da za svaki n postoji m takav daje Lu(R,) € R*®R,, = R* ® R,,. Tada
je slika od R = colim,, R, unutar R* ® R = colim,, R*® R,,, pa moZemo korestringirati Lu do
linearnog preslikavanja p: R — R* ® R. To je korestrikcijajer R* @ R = R* ®@ R — R*® R.
Preslikavanja R, — R*®R,, = R* ® R,, medu filtriraju¢im komponentama su komponente od
p 1 morfizmi su u proVect jer za svaki k£ postoji komponenta R,, — R} ® R,, tog preslikavanja
medu kofiltrirajuéim komponentama, to je kompozicija R, — R*® R,, — R} ® R,,. Dakle, p
je morfizam u indproVect. Lako se vidi da obrat takoder vrijedi.

Lu

R, —— R; ® R,

Nadalje, Lu(R,) € R* ® R,, vrijedi ako i samo ako je

~

Si(Lu(R,)) < End(R, R,,,),
jer je S1(R* ® R,,) = End(R, R,,). Detaljnije, za svaki ¢ € End(R) je

IC(¢) = Z €a ® ¢(Da)

gdje je (€4)aca formalna baza od R* dualna filtriranoj bazi (D, ).c4 0d R, a KC bijekcija inverzna
bijekciji S;. OCito je pripadna formalna suma 3 e, ® ¢(D,) unutar R* @ R,, ako je Im(¢) =
R,,. S druge strane, za A,,, = {ae € A | D, € R,,} je (Da)aca,, baza od R,,. Svaki element od
R* ® R,, moZe se zapisati kao formalna suma Do A peA,, Gap €a ® Dgu R* ® R,,, a buduéi da
je to potpuni potprostor od R* ® R, to je formalna suma u R* ® R. Za taj zapis ocito vrijedi da
pripadni ¢ € End(R) ima sliku unutar R,,,:
(D) = Sl( Z Gap €a @ Dg) (D) = Z aap(Dy, 0)Dg = 2 aypDg € Ry,
acA,BeAm aeA,BeAnm BEAm

Na kraju, zbog kona¢ne dimenzionalnosti svih komponenti od R tvrdnja:
(Vn)(3m)(YY € R,)(Im(S; (Lu(Y))) < Ry,)
je ekvivalentna tvrdnji

(VY € R)(@3m)(Im(S, (Lu(Y))) € R.).
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Adjungirano djelovanje elementa Z naY u Rjeady: R — R
adyz: Y — Z1)Y S(Z).
Preslikavanje koje se pojavljuje u prethodnoj propoziciji oznac¢imo s ad’, : R — R. Vrijedi
ad), = adg-1(z) .

Dakle, vrijednost formalne sume Lu(Y") ée biti unutar R*® R za svaki Y € R za one unutra$nje
Hopfove algebre R u indVectFin s bijektivnim antipodom za koje je orbita svakog elementa po

adjungiranim djelovanjima od R unutar potprostora kona¢ne dimenzije.

Teorem 9.5.21. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVectFin s bijektivnim antipodom.
Tada postoji kodjelovanje p: R — R* ® R takvo da je R nad R* desno-lijeva pletenicasto-
komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz sparivanjem inducirano djelovanje «: R®
R* — R ako i samo ako je orbita svakog elementa Y € R po adjungiranim djelovanjima od
R unutar potprostora konacne dimenzije, sto je ekvivalentno zahtjevu Lu(R) < R* ® R. To

kodjelovanje je tada jedinstveno.

Dokaz. Primjenjujemo da je 7> injekcija kao restrikcija injekcije T, prethodnu propoziciju
9.5.20 1 teorem 9.3.10. [

9.5.7 Hopfove algebre R i H u Hopfovom sparivanju

Pretpostavimo da je R unutrasnja Hopfova algebra u indVectFin, H unutrasnja Hopfova alge-
bra u proVect i {,): R® H — k Hopfovo sparivanje u indproVect nedegenerirano u drugoj
varijabli.

Bududi da je R unutraS$nja Hopfova algebra u indVectFin, njen dual R* je unutra$nja Hop-

fova algebra u proVectFin. Po propoziciji 9.2.1 sparivanje definira linearno preslikavanje
SOI H— HomindproVect(R7 /{Z) = R*

koje je injekcija jer je sparivanje (, ): R® H — k nedegenerirano u drugoj varijabli. DokaZimo
da je to preslikavanje Stovise morfizam H <— R* u proVect. Za svaki n postoji &k takav da

postoji komponenta R, ® H; — k za koju je sljedeci dijagram komutativan:

ROH —2 ok
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Preslikavanja u donja dva retka su sparivanja i ona definiraju linearna preslikavanja H — R} 1

Hy, — R} te je, zbog komutativnosti prethodnog dijagrama, sljedeci dijagram takoder komuta-

N

H, — R*

tivan:

Buduci da za svaki n postoji k i preslikavanje H;, — R takvo da je prethodni dijagram komu-
tativan, slijedi da je Sy morfizam u proVect. Oznacimo ga sa 7. Injekcijan = So: H — R*,
morfizam u proVect, definira injekciju idp ®n: RQH = RQH — RQR* = RQR*u
indproVect. OCito je sljedeéi dijagram komutativan i sva preslikavanja na njemu su morfizmi u

indproVect.
ROR* s k

idR@ﬁ] H
>

ROH — sk
Pazimo da ne gledamo H kao potpun potprostor od R* u proVect buduéi da H ne mora imati
kofiltraciju induciranu po injekciji / — R. To znaci da bi u R* neke sume elemenata od H
mogle biti formalne, a da nisu formalne u H.
Bududi da su oba sparivanja Hopfova i ) injekcija, slijedi da je morfizam n homomorfizam
algebri 1 koalgebri. Lako se vidi da iz komutativnosti prethodnog slijedi komutativnost ovog
dijagrama:

<

R®R* —— R
idr ®77] H
R®H —— R
1 zatim ovog dijagrama:
R® R*R —— R
idg ®n®id3]\ ||
R® HIR —— R
te ovog dijagrama, jer je n homomorfizam algebri i koalgebri,
R*¥R® R*R ~ R*4R
n®idR®n®idR] n®idgp

HHYER

HiR® HER " HiR
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Pazimo da ne gledamo HfR kao Hopfovu podalgebru od R*fR u indproVect s induciranom
filtracijom kofiltracija, to jest za sume elemenata u HfR koje su formalne u R*{R ne smijemo
bez provjere zakljuciti da su formalne i u HfR. Suprotno, svaka formalna suma u H{R po
inkluziji, morfizmu u indproVect, je formalna suma u R*f§R. Zanima nas kada postoji morfizam
p: R — HER uindproVect takav daje d « p(r) = rd zasve r, d € R.

Za to je dovoljno da je morfizam Lu: R — R* ® R mogudée korestringirati kao linearno
preslikavanje na vektorski potprostor H{R € R*#R < R* ® R, jer je takvo linearno preslikava-
nje nuzno morfizam u indproVect. Slijedi objasnjenje. Pretpostavimo da postoji p: R — HtR.
Bududi da je R,, kona¢no-dimenzionalan, to sigurno postoji m takav da je p(R,) € H® R,, =
H ® R,,. Nakon toga lako se vidi da za tu komponentu R,, — H ® R,, za svaki k postoji njena
komponenta medu kofiltrirajuéim komponentama, kompozicija R, — H® R,, — Hy ® R,,.

Ostaje dakle pitanje kada je Lu(R) = H#R. To je totno onda kad je S;(Lu(R)) <
S, (H%R), a koji je to podskup od End(R)? Pretpostavimo da je (D, )aca filtrirana baza od R.
Svaki element od H{R = H ® IR moZe se zapisati kao konatna suma elemenata 5 hos ® Dp,
gdje su svi h,p u H. Bududi da je ta suma formalna suma u R* ® R, a zapis elementau R* ® R
kao formalna suma oblika )’ 5 Jap ® Dg je jedinstven, zakljuCujemo da, kad bismo za svaki D,

zapisali Lu(D,) u tom obliku kao formalnu sumu u R* ® R,
Lu(Da) = Z faﬁ ® Dg,
B

morala bi ta suma biti konac¢na i svi f,3 u H. H bi dakle morao sadrZavati sve funkcionale
fap 1 svako preslikavanje S;(Lu(D,)) moralo bi imati konatan rang. Lako se vidi da obrat
vrijedi: ako je svako preslikavanje u S;(Lu(D,)) konaénog ranga i H sadrzi sve funkcionale
{fap | @, B € A}, onda je Lu(R) < HtR.

Dakle, provjera se svodi na to je li orbita svakog D, po adjungiranim djelovanjima od R
unutar potprostora kona¢ne dimenzije i da li /I kao vektorski potprostor ' < R* sadrZi sve
funkcionale {f.s | , 8 € A} iz svih zapisa Lu(D,) = >3 fas ® Ds. Time smo dokazali

sljedeéu propoziciju.

Propozicija 9.5.22. Neka je R unutrasnja Hopfova algebra u indVectF'in s bijekivnim antipo-
dom. Neka je H unutrasnja Hopfova algebra u proVect u Hopfovom sparivanju{ ,): RQ H =
R®H — ks R uindproVect koje je nedegenerirano u drugoj varijabli. Tada postoji kodjelo-
vanje p: R — HH{R uz koje je R nad H pletenicasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna
algebra uz sparivanjem inducirano djelovanje « : RQ H — R ako i samo ako je Lu(R) < H{R,
gdje HiR gledamo kao vektorski potprostor H{R < R*§R. Tada je Lu = p.

9.5.23. (Minimalna Hopfova podalgebra R™"™ = R* takva da je Lu(R) < R™"tR.) Na teme-

lju razmatranja ispred propozicije zamijetimo da, ako je algebra R generirana s kona¢no mnogo
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elemenata Y7, ..., Y, i Lu(R) € R*{R, onda HfR sadrzi Lu(R) ¢im H sadrZi sve funkcionale
koji se pojavljuju u zapisu elemenata Lu(Y1), ..., Lu(Y,) u obliku Lu(Y;) = > ; fis ® Dp za
neku filtriranu bazu {Ds}s od R. Naime, bududi da je p(XY) = p(Y) - p(X) u R*#R (ako su
p(X)1ip(Y) unutar R*§R) i Hf R algebra, to onda moraju biti svi Lu(Y;** --- V%) u HfR ¢im
su Lu(Yy), ..., Lu(Y,) u HfR. Najmanju Hopfovu algebru H koja se sparuje s R takva da
je R nad H pletenicasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra (uz dje-
lovanje inducirano sparivanjem) mogli bismo dobiti kao najmanju Hopfovu podalgebru od R*
koja sadrzi konacan broj funkcionala dobivenih racunajuéi Lu(Y;), ..., Lu(Y,,). Vidi poslije
primjer 9.6.5 s U(g). Ozna¢imo li najmanju takvu Hopfovu algebru s R™" < R*, onda mo-
zemo rec¢idaje Rnad H < R* desno lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz sparivanjem
definirano djelovanje ako i samo ako je R™" < H < R*. Uz to, tada imamo niz podalgebri
R™"{R < HiR < R*$R.

9.6 Primjeri s univerzalnom omotackom algebrom U (g)

Definicija U(g) je dana u primjeru 6.1.18.

9.6.1 Pregled dijagramas U(g)*, U(g)™", U(g)°, O™"(G), O(Aut(g))

9.6.1. Za g konacno-dimenzionalnu Liejevu algebru nad poljem £ imat ¢emo na kraju morfizme

odredenih Hopfovih algebri:

O(Aut(g))

|

U(g)™" ——— U(g)° — U(g)*

i pokazat ¢emo da je U(g) nad U(g)*, U(g)™™, U(g)°, O(Aut(g)) pleteni¢asto-komutativna
Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz djelovanje inducirano sparivanjem i kodjelovanje koje
je korestrikcija od Lu.

Za Liejevu grupu GG imat éemo:

U(g)* «<------- C*(G) «------ O(Aut(g)) «—— O(GL(g)) «+—— O(GL(n,R))

s time da u dijagramu jedino C'*°(G) nije Hopfova algebra. Sva preslikavanja osim iscrtkanih

su morfizmi Hopfovih algebri, s time da je U(g)* Hopfova algebra u indproVect. Pokazat
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¢emo da je U(g) nad O™"(@G) pleteniCasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra
uz djelovanje inducirano sparivanjem i kodjelovanje koje je korestrikcija od Lu.

Za linearnu algebarsku grupu GG imat ¢emo morfizme Hopfovih algebri:

Ug)* +—— O(G) +—— O(Aut(g)) «—— O(GL(g)) +—— O(GL(n,R))

|

U(g)™" 4—— O™ (G)

9.6.2 Dual U(g)"

Neka je g kona¢no-dimenzionalna Liejeva algebra nad poljem k.

9.6.2. Dokazat ¢emo da je
Lu(U(g)) = U(g)"4U(g)

u sljedecoj propoziciji 9.6.3. Po gornjem teoremu 9.5.22 iz toga Ce slijediti da je U(g) nad
U(g)* desno-lijeva pleteniCasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra (uz spariva-

njem inducirano djelovanje) na jedinstven nacin, uz kodjelovanje koje je korestrikcija od Lu.

Propozicija 9.6.3. Vrijednost formalne sume Lu(Y") je unutar U(g)* @ U(g) za sve Y € U(g).
Sa p: Y — Lu(Y) je time definiran morfizam p: U(g) — U(g)* ® U(g) u indproVectFin za
kojivrijedi Z « p(Y) =Y Z zasve Y, Z € U(g).

Dokaz. Po propoziciji 9.5.20 dovoljno je dokazati da je za svaki Y € U(g) preslikavanje
Si(Lu(Y)): Z = Y15 (Zw))Y Zy
konacnog ranga. Oznalimo sa ad’,: U(g) — U(g) preslikavanje
ady,: Y > > 57N (Z2))Y Zyy.

Treba dakle dokazati da za svaki Y € U(g) postoji stupanj m takav da su svi elementi orbite
{ad,(Y) | Z € U(g)} stupnja najvise m.

(i) Prvo matematickom indukcijom dokazujemo da je za svaki Y € U(g) i svaki X € g
stupanj od S™'(X(2))Y X (1) manji ili jednak stupnjuod Y. Zasve X e giY e gje Y X — XY =
[Y, X stupnja 1, §to je baza indukcije. Pretpostavimo da je za svaki V' € U(g) stupnja n i svaki
X € gstupanj od VX — XV manji od ili jednak n. Neka je W € U(g) monom stupnja n + 1,
tadaje W =YV zanekiY € gi V' € U(g) monom stupnja n. Sada imamo

WX —XW =YVX - XYV =Y(VX - XV)+ (YX — XY)V,
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a to je po pretpostavci indukcije stupnja najvise n + 1. Zbroj monoma stupnja najvise n + 1 je
stupnja najvise n + 1.

(ii) Zatim zamijetimo da je svaki monom Z € U(g) produkt X; X5 - - - X; elemenata stupnja
1idajead, = ad_ o---oady, oady, pa po prethodno dokazanom niti ad’, ne povecava

stupanj elementa Y. O

Korolar 9.6.4. Hopfova algebra U(g) je desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad
dualnom unutrasnjom Hopfovom algebrom U (g)* u proVectFin s obzirom na djelovanje « in-
ducirano sparivanjem, tj. u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, zaY € U(g) i f € U(g)*, defini-

rano sa
Y « f = <}/(1)7 f>}/(2)
na jedinstven nacin: uz kodjelovanje dano sa

Y Lu(Y) € U(g)*$U(g)

zaY € U(g).

9.6.3 Minimalna Hopfova algebra U(g)™" < U(g)*iU(g)°
Neka je g konacno-dimenzionalna Liejeva algebra nad poljem k.

9.6.5. (Minimalna Hopfova algebra U(g)™".) Ovdje ¢emo dati kratki pregled rezultata, a na-

kon toga sve detaljno razraditi. Odredit ¢emo Hopfovu podalgebru u proVect
U(g)™" < U(g)*

minimalnu takvu da je Lu(U(g)) < U(g)™"4U(g) i pokazati da je ona Hopfova k-algebra.

Time ¢emo dobiti morfizme Hopfovih algebri
U(g)™" —— Ulg)” — Ulg)"

pri ¢emu su prve dvije Hopfove k-algebre, a zadnja Hopfova algebra u proVect.
Hopfova algebra U(g)™" ima sljedeca svojstva: generirana je kao asocijativna unitalna
algebra s odredenim L[ij iZ:lg ,4, 7 =1,...,n, komutativna je, te vrijedi

DUt = sf = > Ul

J J
AU =Y uoul, AW =Y ueUj
k k

e(U) = o] = eWt))

7
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su)=u, su)=ul
1 vrijedi
<Xk7uz]> = Cljc"’

uurcr = Cfu,’;, uure, C{Luff
l J J J

ZuJﬂX

Postoje odredene eksponencijalne formule za matrice U = [U];, iU = [U];; € M,(U(g)*)
koje ¢emo naci.

Po gornjem teoremu 9.5.22 slijedit ¢e da je U(g) nad U(g)™" i nad U(g)° (uz spariva-
njem inducirano djelovanje) pletenicasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra na

jedinstven nacin. To jedinstveno kodjelovanje dano je na generatorima algebre U(g) sa
p(X:) = Lu(xX;) = Y04,
J

9.6.6. Dokazi. Iznad je u 9.5.23 objaSnjeno da, ako je algebra R u indVectFin generirana s
kona¢no mnogo elemenata X, ..., X,, i vrijedi Lu(R) < R*4R, onda je Lu(R) < H{R ¢im
H sadrzi funkcionale koji se pojavljuju u zapisima Lu(X3), ..., Lu(X,).

Nadimo sada minimalnu Hopfovu podalgebru U(g)™" od U(g)* takvu da je Lu(U(g)) <

U(g)™"4U (g). Za g kona¢no-dimenzionalnu Liejevu algebru nad poljem &, U(g) je unutra$nja
Hopfova algebra u indVectFin. Neka su Xj, ..., X, odabrani generatori Liejeve algebre g sa

strukturnim konstantama danim sa
[X;, X;] Z CE Xy
(i) Buduéi da je S; bijekcija U(g)* @ U(g) =~ Homy(U(g), U(g)), element Lu(X) za X € U(g)
odreden je vrijednostima S; (Lu(X)) na bazi vektorskog prostora U (g). Ratunamo
Si(Lu(X,))(1g) = ad}, (X;) = X,
S1(Lu(X)(X;) = ady (X;) = [Xi, X;] chxk = > (€)X
Sp(Lu(X;))(Xor - Xon) = adyor_yan (X;) = (ad' X, 0 0ad X;™)(X;) =
= (G GO )X
gdje smo za svaki j oznagili s C; matricu [CF ;. Zamijetimo da je C; matrica od
ady, = —ady;: g — ¢
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zapisanog u bazi X3, ..., X,,. Dakle,

Lu(X:) = >} Carand(Q,(Cam -+ C52CI)i X)) =

Qal,...,0n k
=D Carnan(Com - CPCTNEX, = > ULX,
k

gdjejes €q,..a, = €xo1..xgn 0znacen funkcional, element od U (g)*, dualan elementu X{" - - - X"

baze od U(g), a sa U je oznacena matrica [UF];.; € M, (U(g)*) definirana sa

Dakle, ako i samo ako Hopfova podalgebra H od U(g)* sadr#i n? funkcionala ¥, vrijedi
daje Lu(U(g)) < HtU(g) i vrijedi

X« UX, = X;X
k

zasve X € U(g).

(i1) Za koprodukt imamo

Skicirajmo dokaz te tvrdnje. Prvo imamo
XX Uy = 3 CRON = D (X5 U (X0, Uy
za bazu indukcije i dalje se indukcijom po stupnju moze dokazati
(XGXUEY = (X5, U™ (XU

1 iskoristiti jedinstvenost dualnog koprodukta.

(iii) Za kojedinicu, iz definicije Z/*, dobivamo
(W) = (L, UFy = oF.
(iv) Ozna¢imo s U € U(g)* element takav da je
SUH) =u.

Shijedi
<Xj7uik> = <S(XJ)7azk> = C]kz
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Iz formule za koprodukt i kojedinicu od Z/_lg tada slijedi

AUf)y = U U
J

eUl) =0
Dkt = sf = > Ul
J J

(v) Dakle, podalgebra od U(g)* generirana s 2n? generatora U, U* moZe se gledati kao
Hopfova algebra u Vect, minimalna koja se sparuje s U(g) tako da U(g) nad njom bude
pleteniCasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra (uz sparivanjem inducirano dje-
lovanje), oznacimo je s U(g)™". Zamijetimo da, ako je U(g) komutativna, onda je U(g)™"
trivijalna, tj. jednaka k.

(vi) Nadalje, moZe se dokazati da vrijedi sljedeca jednakost:

DU Cl, = Oty

lm lm
Prvo se za bazu indukcije pokaZze da se obje strane s generatorima od U(g) sparuju jednako
koristeci definiciju funkcionala Z:{ij i Jacobijevo svojstvo za Liejevu algebru g zapisano pomocéu
strukturnih konstanti. Zatim se u koraku indukcije koristi formula za koprodukt da se dokaze
da se lijeva i desna strana sparuju jednako sa svim elementima baze vektorskog prostora U(g).

1z te jednakosti 1 gornjih jednakosti lako se vidi da slijedi analogna jednakost za generatore L{Z-j :
lg ym Yk ny 1k
duurct, = > crur
lym lym

(vii) Iz navedenih formula u (iv) slijedi da je matrici &/ € M,(U(g)*) inverzna matrica
U e M,(U(g)*). Nadalje, kad bi komponente tih matrica bile funkcije na nekoj grupi, iz
koprodukta i kojedinice je vidljivo da bi matrica U/ predstavljala neku reprezentaciju te grupe u
G L(n, k). To je razlog §to smo pocetnu matricu oznacili s I/, a izvedenu s I/, umjesto obratno.

U primjeru 9.6.17 ¢emo naci geometrijski definiranu Hopfovu algebru O™ () funkcija na
Liejevoj (ili afinoj algebarskoj) grupi G koje dolaze od adjungirane reprezentacije grupe G, a u
primjeru 9.6.18 ¢emo dati Hopfovu algebru funkcija O(Aut(g)) na algebarskoj grupi Aut(g) i
pokazati da se obje te Hopfove algebre surjektivno preslikavaju na U(g)™" geometrijski defi-
niranim morfizmima Hopfovih algebri.

(viii) Na kraju, Sto nije bitno za daljnje izlaganje, moze se evaluacijom na generatorima lako

pokazati da vrijedi

1
€ayay = Ex01 " EXan = (6X1>a1 T o |(6Xn)an'
n

1
Oél!
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Ako oznatimo C; := C; - ex, € M, (U(g)*) tada je

¥ 1 Lo T2 A0 5 5
U= Z ayl -« Chr -GG = expCy - - expCy.
Lako se vidi da je onda

U = exp(—cl) o 'eXp(_én) = Z

9.6.4 Sparivanje U(g") i U(g") sa C*(G)
Neka je GG Liejeva grupa.
9.6.7. (Sparivanje U(g’) i U(g%) sa C*(G).) Sparivanje
() U(g")®C*(G) >R

je definirano evaluacijom u jedinici rezultata primjene diferencijalnog operatora na funkciju.
Analogno, imamo sparivanje {, »: U(gl) ® C*(G,C) — C.

(i) Detaljnije, svako lijevo invarijantno vektorsko polje X € g definira diferencijalni ope-
rator prvog reda Dy : C*(G) — C*(G), Dx f = X f. Pridruzivanje X — Dy se proSiruje do
injektivnog unitalnog homomorfizma algebri D: U(g") — Endg(C*(G)), P — Dp. Ekspli-

citno, elementu P = X;--- X, € U(gL), gdje su Xy, ..., X, € g pridruZuje se diferencijalni

operator Dp odreden s

(Def)y) = Dy, Dx D) = |y explinX) -+ exp(t,X,)

Oznacimo s e jedinicu u GG. Definiramo sparivanje

() UM ®CP(G) =R, (P f)=(Dprf)e)

Hopfove algebre U(g") i algebre C*(G).

(i1) Analogno se definira sparivanje
() U(g")®C”(G) >R
uz formulu

(Dpf)(y) = (Dy;, -+ Dy, f)(y) = f(exp(t,Y,) - -exp(tiV1) - y)

zaP =Y, ---Y, e U@g®), gdiesuYy, ..., Y, € gf. Zamijetimo da je redoslijed argumenata
ovdje obrnut.

(iii) Oba sparivanja se sli¢no definiraju za funkcije s vrijednostima u C.
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9.6.8. (Hopfovo sparivanje U(g") s algebrom funkcija na GG.) (i) Nadalje, ako je H podalgebra
od C*(G) takva da je H Hopfova k-algebra nekih funkcija na grupi G (tj. ¢ija je struktura

dualna strukturi te grupe), onda je restrikcija gore navedenog sparivanja,
() U(@)@H—-R

Hopfovo sparivanje. Dokaz te tvrdnje slijedi. Kompatibilnost produkta na U (g)% i koprodukta
na H:

Flexp(t1X1) - - - exp(t, X))
oD fwlexptiX0) - foy(exp(t: X))
=2 a_fl‘tlof(l)(exp(thl)) e RCIC I URO)
= 2{X0, fay) - (X )
te produkta na H i koprodukta na U (g):

(A(X), fg) = f(e)(X,g) + (X, [)gle), X eg"

<X1"'Xr,f>=atf+atrt

_o
Oty 0ty t

Sto je Leibnizovo pravilo za X € g%, a lako se pokaze da tada vrijedi i za sve P € U(gF).

Kompatibilnost jedinica i kojedinica, za P = X, - - - X,
<P, 1H>:0:€(P)7 <1U(g)a1H>: 1 :€<1U(g))

vy, [) = fle) = €(f)
Kompatibilnost dva antipoda:

za X € g*. Lako se vidi da to vrijedi za sve P € U(g").

Of(exp(—tX)) = _<X> f> = <SX> f>

(i1) Slicno se pokaZze da je restrikcija drugog gore navedenog sparivanja,
() U@EH®H—-R
Hopfovo sparivanje uz obrnuti koprodukt na .

9.6.9. (Algebra diferencijalnih operatora H4U (gt) i H#U (g%).)
(i) Uz tako definirano Hopfovo sparivanje U(g”) ® H — k,za P € U(g"), f € H vrijedi:

Dpf =Y flP: fop

Dokazimo to za X € g~.

(DxN) = 2| fy-exp(tX) = 2| S fin) fin(exp(tX)) = 3 oy )X, fi

9
Ot lt=0
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Lako se dalje provjeri tvrdnja za proizvoljan P € U(gl). Definirano je lijevo Hopfovo djelova-
nje U(gl)na H, »: U(g*) ® H — H,

Pof=> fay P fo,

koje odgovara djelovanju diferencijalnog operatora na funkciju. Nadalje, kompozicija mnoZenja

funkcijom f i djelovanja diferencijalnog operatora Dp je:

g— Dp(fg) Z DP(l)f DP(Q)Q

Sto se lako dokaZe iz definicije, dakle vrijedi

DP'fZEDPu)f'DPm :Z(DP(U > f) - Dpy, = Zf )Py, f2)) D

i definirajmo desno Hopfovo djelovanje H na U(gh), «: U(g*) ® H — U(gh),

P« f =Py, [Py

MnoZenje u poludirektnom produktu H#U (g*) (dobivenog iz djelovanja = ili, ekvivalentno,

djelovanja «) odgovara kompoziciji diferencijalnih operatora:
fDp-gDg = Z fa0){Pay; 92))Dpoy Dr

fiP - giR = > fa)(Pay, 920 P R

Svaki diferencijalni operator moZe se zapisati na jedinstven nacin kao suma produkata funk-
cija na GG i lijevo-invarijantnih diferencijalnih operatora, pa iz prethodnog slijedi da je poludi-
rektni produkt H#U (g%) podalgebra algebre diferencijalnih operatora Diff (G) na G: Hopfova
algebra U(g") je algebra lijevo invarijantnih diferencijalnih operatora na G, a koeficijenti su
funkcije iz H. Djelovanja se prosiruju do djelovanja cijele algebre H4U (g*), pri ¢emu je lijevo
djelovanje » algebre H{U (g*) na H djelovanje diferencijalnog operatora na funkciju. Imamo i
desno djelovanje « algebre H1U (g”) na U(g").

(i) Sve tvrdnje vrijede i za sparivanje sa U (g’*) uz obrnuti koprodukt na H.

9.6.5 Sparivanje U(g) i algebre formalnih funkcija /* (G, ¢)

Sparivanje U(g) i glatkih funkcija C* () je degenerirano u drugom argumentu iz dva razloga.
Najprije, sparivanje ovisi samo o vrijednostima u okolini jedinice pa dodavanje svake glatke
funkcije koje je nula na nekoj okolini ne mijenja rezultat. Dakle, moZemo raditi s klicama
glatkih funkcija na okolinama jedinice da to izbjegnemo. No, Cak i na klicama je sparivanje

degenerirano jer sparivanje sa svakim diferencijalnim operatorom ovisi samo o Taylorovom
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n

redu funkcije u jedinici e € G. Tako ée klica funkcije koja u nekim koordinatama z?, ...,
centriranim oko e poprima vrijednost 0 u jedinici i exp(—1/|x]?) u to¢kama van nje imati
trivijalno sparivanje sa svakim diferencijalnim operatorom u e.

Kod prijelaza izmedu karata glatkog atlasa Taylorov red funkcije se transformira uz pomo¢
iteracija lancanog pravila za derivacije kompozicije funkcija. Ako se za dvije funkcije defini-
rane oko e Taylorovi redovi u e podudaraju u nekoj karti tada se dakle podudaraju u svakoj
karti C'*-glatkog atlasa. Eventualna konvergencija Taylorovog reda ¢uva se samo ukoliko je
atlas analiti¢ki. Klasa ekvivalencije funkcija oko e koje imaju isti Taylorov red u nekoj karti
je po definiciji formalna funkcija oko e. Isti pojam formalne funkcije moze se definirati i bez
pozivanja na karte, kao limes inverznog sustava k-mlazova limy, J*(G, e) &iji su elementi klase
ekvivalencije lokalnih funkcija koje se medusobno podudaraju po sparivanju u e sa svim dife-
rencijalnim operatorima stupnja najvise k. Operacije mnoZenja i zbrajanja po to¢kama induci-
raju strukturu algebre na skupu J*(G, e) formalnih funkcija na e. Formalne funkcije oko e se

ponekad identificiraju s distribucijama (generaliziranim funkcijama) s nosa¢em u e. Sparivanje
(,):U(@")®J"(G,e) > R

evaluacijom u e je nedegenerirano za svaku realnu Liejevu grupu G. Dakle, sparivanje inducira

prirodni izomorfizam J° (G, e) =~ U(gh)*.

9.6.6 Formalni diferencijalni operatori /J*(G,e)iU(g)

Neka je e tocka na realnoj analitickoj mnogostrukosti M dimenzije n. Diferencijalni operatori

u koordinatama w!, . . ., w™ na otvorenoj okolini U od e € M su kona¢ne sume oblika
ja jl jn
J i (1] w [0 0
w)oy = Lesdn (ot 0w
ZJ:p ( ) J ]1ijp] ( 7 ? ) (awl) (awn) b

gdje su J = (ji,...,7,) € NP multiindeksi, a p’ glatke funkcije definirane na U. Dva dife-
rencijalna operatora po definiciji odreduju isti formalni diferencijalni operator u e ako njihove
restrikcije na dovoljnu malu domenu oko e imaju istu vrijednost na svake dvije glatke funkcije s
istim Taylorovim redom u e. Ekvivalentno je traziti da za sve multiindekse J = (j1, ..., j,) pri-
padni glatki koeficijenti p’, ¢’ oba operatora odreduju isti formalnu funkciju. Dakle, formalni
diferencijalni operatori se mogu gledati kao diferencijalni operatori s formalnim koeficijentima.
Formalni diferencijalni operatori oko e Cine R-algebru Diff“ (M, e). Njihovo djelovanje na
klice glatkih funkcija ocito inducira djelovanje na formalne funkcije. U slucaju kad je G Li-
ejeva grupa, Hopfovo sparivanje U(g”) i J*(G, €) inducira lijevo Hopfovo djelovanje = U (g*)

na J*(G,e) i desno Hopfovo djelovanje « J*(G,e) na U(g"), pa je definiran poludirektni

270



9.6. PRIMJERI S UNIVERZALNOM OMOTACKOM ALGEBROM U (g)

produkt J* (G, e)iU (g*), jednak za oba djelovanja. Identifikacija algebre globalnih glatkih di-
ferencijalnih operatora s poludirektnim produktom C*(G)#U (g*) iz pododjeljka 9.6.4 inducira
identifikaciju algebre Diff* (G, e) formalnih diferencijalnih operatora s poludirektnim produk-

tom J*(G, e)tU(g*). Analogno se iz drugog Hopfovog sparivanja
() U@")®(J*(G,e)” >R

dobije poludirektni produkt (J* (G, e))°tU (g?).

9.6.7 Nekomutativni fazni prostor tipa Liejeve algebre

9.6.10. U nekim fizikalnim radovima (naprimjer u [Juric]) U(g") se interpretira kao algebra
polinomijalnih funkcija na nekomutativnom prostoru, a elementi baze od g kao nekomuta-
tivne koordinate na tom nekomutativnom prostoru koji gledamo i kao deformaciju komutativ-
nog prostora. Ta toCka gledanja drukcija je od uobiCajene geometrijske gdje su elementi baze
od g invarijantna vektorska polja, dakle analogoni parcijalnih derivacija. Elementi algebre for-
malnih diferencijalnih operatora Diff” (G, e) oko jedinice e pripadne Liejeve grupe G mogu
se opisati kao kona¢ne sume elemenata iz U(g?) s koeficijentima slijeva u algebri formalnih
funkcija J*(G, e) oko e; pokazali smo da kompozicija operatora odgovara mnoZenju u polu-
direktnom produktu Diff*(G,e) =~ (J*(G,e))°4U(g"). Ti formalni diferencijalni operatori
djeluju na formalne funkcije na desno. Suprotna algebra Diff“°?(G, e) < End(J*(G,e)) se
dakle moZe promatrati kao algebra diferencijalnih operatora koji djeluju na lijevo i ima strukturu
U(g™)P4(J* (G, e))°P.

9.6.11. Nekaje r: U(g") — U(g") antiizomorfizam algebri dan na generatorima sa X; — Y;.

Sparivanje s U(g") je kompozicija x ® id i sparivanja s U (g*),
U(g")® J*(G.e) > U(g") ® J(G,e) > R.

Takoder, mnoZenje na poludirektnom produktu odgovara kompoziciji diferencijalnih operatora.

Na temelju te dvije tvrdnje vidimo da moZzemo djelovanje na lijevo od U(g%)°P zamijeniti s

djelovanjem na lijevo od U(g”). Time dobivamo izomorfizam
U(g")4(J* (G, )™ = U(g")™4(J*(G, )"

9.6.12. Struktura Hopfovog algebroida na Diff°?(G, e) =~ U(g")4(J*(G, €))°? moZe se dobiti
od strukture Hopfovog algebroida na Diff*(G, e) =~ J*(G, e)4U(g"). Naime, vrijedi sljedeca

propozicija o prenoSenju strukture Hopfovog algebroida duz antiizomorfizama.
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Propozicija 9.6.13. Neka je dan Hopfov algebroid D = (Dy, Dr, 7p) nad baznim algebrama
L i R sljedecim podacima: lijevi L- bialgebroid Dy, = (D, ur,nL, oL, fr, Ar,€r), desni R-
bialgebroid Dr = (D, pug, Nr, @R, Br, AR, €g) i antipod Tp: D — D. Neka je dan antiizomor-
fizam algebri k: L — R.

Neka je dana algebra H i antiizomorfizam algebri V: D — H. Tada na H postoji struk-
tura Hopfovog algebroida H = (Hp,Hr,Tn) nad baznim algebrama L i R dana sljede-
¢im podacima: lijevi L-bialgebroid Hy = (H,u" n’, oF, BL AL ), desni R-bialgebroid
Hr = (H, uf, 0k, of, R AR ) iantipod 717 : H — H koji su definirani sa:

al =Voarok Bt =Voprok

a =Woapor™! BE =Wo B okt
Al = \PD®RDOARO\I{71 AR = \IID®LDOALO\1171

L

€ =I€71

oepo P! ! =koe,oP?

g =WorpoWU™!

Ovdje je Vpg.p: D ®r D — H ® H preslikavanje koje Salje a ®r b u V(b) ®1 VY(a) i
Upe,p: D ®r D — H ®r H preslikavanje koje Salje a ®1 b u V(b) ®g V(a). Analogna

tvrdnja vrijedi i za unutarnje Hopfove algebroide.

Dokaz. Direktna raCunska provjera aksioma. Ako je (Dy,, Dg, 7) Hopfov algebrod nad baznim
algebrama L i R, onda je ((Dg)°"°, (D1)°°, 7) Hopfov algebroid nad baznim algebrama R°P
1 L°P, kako je navedeno u [BohmHAlg]. 0

9.6.14. U c¢lanku [MSS] struktura Hopfovog algebroida na Diff*°?(G, e) nadena je direktno,
koristeCi njegovu strukturu kao poludirektnog produkta i u terminima koordinata. U ovom
paragrafu razlikovat éemo tangentni vektorski prostor g = 7.G od prostora gt € I' T'G. Pro-
matrajmo koordinatnu kartu ¢: U — (U) € G, zaU < T,G, kojaSalje0 € Uue € G.
Algebra formalnih funkcija J*(7T.G,0) oko 0 € T.G je kanonski izomorfna upotpunjenju
S(g*) = [T, S™(g*) algebre polinoma S(g*) = ®_,S™(g*) na prostoru g = 7,G. Izomor-
fizam T'g ~ g x g inducira kanonsko ulaganje S(g) — Diff*(7.G, 0) koje se prosiruje do izo-
morfizma J* (g, 0)2S(g) = Diff*(T,G, 0). Povlagenje (¢~ 1)*: J*(G, e) — J®(g,0) = S(g*)
je izomorfizam algebri koji naravno zavisi od (co-mlaza) karte ¢). Vektorska polja oko 0 € g
prenaSamo potiskom ), na vektorska polja oko e € (G. Te dva izomorfizma se proSiruju na

izomorfizam algebri formalnih diferencijalnih operatora, takoder oznacen s v,
S(g)£S(g) = J*(g,0)4S(g) = Diff*(1.G,0) ~* Diff“(G, ) = J*(G,e)tU(g").

Da bi se dobile konkretne formule, invarijantna vektorska polja iz U(g%) se raspisu kao J*-

linearne kombinacije od ¢, (e;) gdje suey, . . ., e, elementi baze od T,G. Svaki element h € T,G
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moZe se zapisati u obliku h = Y. h'e; € g. Neka su w', ..., w" koordinate na ¢)(U) dane s
w'(y(h)) = hi e R,zai = 1,...,n. Ako identificiramo tangentni prostor 7,,g = g, tada for-
mula h — e; za sve h € U definira vektorsko polje €; € I';T'g. Potiscima dobivamo bazu desno
invarijantnih vektorskih polja ij: P(h) — Rymy«(€;) € I'T(1(U)), bazu lijevo invarijantnih
vektorskih polja X1 ¢(h) = Ly« (&;) i bazu ¥, (€;), j = 1,...,ni vrijedi (X})e = (Y}")e.
Odgovarajuéi operatori koji djeluju na desno su (Xf)"p, (Yjw)‘)p, a operatori ' := (w')°P gene-
riraju (J*(G, e))°P. U ¢lanku [MSS] izvedene su konkretne formule za invarijantna vektorska
polja Yf = Ryn«(€;) raspisana preko polja 1), (€;) za slucaj kad je 1) eksponencijalno preslika-
vanje. To je dalo konkretne formule za realizaciju Diff (G, e) izomorfizmom s upotpunjenom
Weylovom algebrom S(g*)4S(g). Mada ga je geometrijski pogre§no promatrati kao identifika-

ciju, apstraktno algebarski imamo izomorfizam
r: U(gh) = Ug™)™,

koji proiruje apstraktni izomorfizam g* =~ (g#)°?, X; — (Y;)°P, $to je u realizaciji X;-p —
(Yf)‘)p. U svakom slucaju, kako (Y;”)°P 1 0;,i,7 = 1,...,n generiraju U (g™)°P#(J®(G, ¢))°P
koriste¢i £~ zakljuCujemo da X; i ¢’ generiraju U(g*)4(J*(G, e))°P. Ta slika koriStena je

u [MSS], a varijanta i u geometrijskom dijelu ¢lanka [Durov].

9.6.15. Pojam upotpunjenog Hopfovog algebroida iz [MSS] je konzistentan ali ad hoc i nije
unutras$nji Hopfov algebroid u nekoj kategoriji. Na te probleme smo se konkretnije osvrnuli u

uvodu, u pododjeljku 1.1.4.

9.6.8 Hopfova algebra O""(() funkcija na G
Neka je GG Liejeva grupa.

9.6.16. (Matrica O i Hopfova algebra O™"(G).) Ovdje ¢emo dati kratki pregled rezultata, a
nakon toga detaljno razraditi. Pokazat ¢emo da podalgebra od C*((G) generirana komponen-
tama matrice Ad: G — Aut(gl) € GL(g*) =~ GL,(R) zajedno s komponentama matrice
Ad™': G — Aut(gh) € GL(g") = GL,(R) ima strukturu Hopfove R-algebre (dualnu struk-
turi grupe ). Oznacimo tu Hopfovu algebru s O™"(QG).

Hopfova algebra O™ () ima svojstva analogna svojstvima za U (g?)™": generirana je
kao asocijativna unitalna algebra komponentama matrica @ = Adi O = Ad™', {0/, 0! |
i,j =1,...,n}, komutativna je,

2.,0/0] =0 = 3,00

J

J
AO) =) 0l®0f, AO) =) 0ie0;
k k
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e(0]) = 8] = «(O0))
S(0}) =0}, S(0])=0]
1 vrijedi
<Xk’ OZ> = Cliz
Lmym 1k n mk
Y olorcy, = crok
lm lym
Sparivanje U(g*) ® O™"(G) — R je Hopfovo sparivanje po prethodnom pododjeljku.
Dakle, imamo morfizam Hopfovih algebri po tom sparivanju:

Iz toga lako slijedi da je slika po tom preslikavanju U (g?)™" < U(g%)*. Naime, sparivanje
U(gh) ® U(gh)™" — k je nedegenerirano u drugoj varijabli, pa se zbog (X, O?) = C}. =
(X, U, te A(O)) =3, OL@OF 1 AU = 3, U] @ UF 1ako vidi da se O preslikava u U4
(jer se nuzno sa svim elementima od U (g’) jednako sparuje kao Z/{f ), 1 analogno za drugi skup

generatora. Imamo dakle sljedeée morfizme Hopfovih algebri:
O™ (@) ——» U(gh)™" < U(g")” < Ulg")".

U nekim slu¢ajevima je sparivanje U(g") ® O™"(G) — R nedegenerirano u drugoj varija-
bli, to jest vrijedi O™"(G) =~ U(g*)™". MoZzda je uvijek, ali to nismo dokazivali.
Vrijedit ée da je U(gY) nad O™"(G) Yetter-Drinfeldova modulna algebra (uz sparivanjem

inducirano djelovanje) 1 kodjelovanje dano sa
p(X;) =) 0l1X;,
J

a to ¢e biti upravo zapis odgovarajueg desno invarijantnog vektorskog polja Y;, takvog da
je (Xi)e = (Yi)e, kao diferencijalni operator pomocu lijevo invarijantnih vektorskih polja i

funkcija na G.
9.6.17. Definicije i dokazi. (Hopfova algebra O™"(().) Neka je
O(g) == (Ady)g = (Lgx 0 Ry-14)q: T,G — T,G
O(g) € GL(T,G)

Y1, ..., Y, baza za Liejevu algebru g desno invarijantnih vektorskih polja, X1, ..., X,, baza
za Liejevu algebru g” lijevo invarijantnih vektorskih polja takve da (V;), = (X;)., Vi. U bazi
(Y1)gs - - - » (Yn),» komponente matrice od O(g) oznagimo s O’ (g):

O(9)((Ya)g) = Z O}(9)(Y;)y
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ovdje je 7 dakle indeks retka, a 7 indeks stupca. Vrijedi

(Adg)g((m)g) = (Lg*)e((Rg—l*)g((}/;)g)) = (Lg*)e(m)e = (Lg*)e(Xi)e = (Xi)g

Dakle,

Nadalje, vrijedi

= (Rg*l*)g((Lg*)e((Xi)e)) = (Rg*l*)g((Xi)g) = Z(Rgfl*)g<og(g)(yj)g) =

= 2, 0l9)(Ry-12)5((Yy)g) = 2, OL9) (V)
Dakle,
0(9) = [(Ady). ]},

gdje je lijeva matrica u bazi (Y7), ..., (Y,), od T,G, a desna matrica u bazi (Y1), ..., (Yy).
od T.G.

Dakle, O moZemo gledati i kao adjungiranu reprezentaciju
Ad: G - GL(T.G)

1 vrijedi

Ol(hg) = Y, OL(MO}(g).
k

Dokazat ¢emo da postoji Hopfova algebra, podalgebra od C™ (G), ¢ija je struktura koalgebre
dualna strukturi grupe G i koja sadrZi funkcije Of .
Pretpostavimo da postoji takva Hopfova algebra.

Za koprodukt odreden produktom na G iz prethodnoga bismo imali:
A(O]) = > 0L®0f
k
a za kojedinicu odredenu jedinicom na G:
€(07) = Of(e) = 4.

Ako ozna¢imo s O(g) linearni operator inverzan O(g), onda je

0l(g9) = [(Ady-1).} = Ol (g™")
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dakle u toj Hopfovoj algebri bilo bi

s©)=0],  8(0)) =0

2 7

1z svojstava Hopfove algebre slijedilo bi za @f
A(O]) => 0@ 0]
k

((0}) = Ol(e) = 8.

Iz svega pokazanog, jasno je da podalgebra od C°(G) generirana funkcijama Of , @f Hop-
fova algebra nekih funkcija na grupi G, ozna¢imo je s O™"(G).
Nadalje, po primjeru 9.6.7 sparivanje U(g’) ® C*(G) — R restringira se na Hopfovo

sparivanje U (g*) ® O™"(G) — R, pa imamo morfizam Hopfovih algebri
0""(G) — U(g")"

Dokazimo da vrijedi

<Xj7 Of = Cjkz
Vrijedi
d
(Xj)eozk = a‘OO(exth])l
d
E (A exthJ)e - ade = [C]kz]f
Za

(X, X = ). ChXs
k

Imamo jo$ jedno sparivanje U(gf) ® O™"(G) — R koje je Hopfovo ako uzmemo na

O™ (@) suprotan koprodukt, dakle imamo morfizam Hopfovih algebri
Omin(G)e© — U(gR)*.
Ta dva sparivanja su u sljede¢em odnosu. Vrijedi
Xi, ) = (Xi)ef = (Yi)ef =Y f)

a potonje se moze dokazati tako da se iz definicije deriviranja funkcije vektorskim poljem po-
kaZe da lijevo invarijantna vektorska polja komutiraju s desno invarijantnim vektorskim poljima

1 koristi raCun
(XiX, f) ={Xs, Dxf) = Y5, Dx [) = Vi X, f) ={XY}, [)
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gdje su oba sparivanja sada proSirena do sparivanja Diff (G) ® C*(G) — R.

Budu¢i da su komponente matrice O komponente reprezentacije, sve se lijeve translacije
funkcije Of mogu zapisati kao linearna kombinacija funkcija Oi. Slijedi da je Of € Rep(G) <
C* (G, C) za kompaktnu Liejevu grupu G, a znamo da je Rep(G) Hopfova algebra. Takoder,
zbog O = Ad, za Liejevu grupu G je O, 0 € M, (C*(G)), a za linearnu algebarsku grupu G,
0,0 € M, (O(G)).

Ako O™"(G)5U (g*) gledamo kao podalgebru algebre diferencijalnih operatora, vidimo da
je to najmanja podalgebra algebre Diff () koja sadrzi i lijevo invarijantne i desno invarijantne

diferencijalne operatore, jer je zapis desno invarijantnog vektorskog polja Y; upravo
Y = ) Ol1X;
J

Ta formula definira izomorfizam s algebrom O™"(G)°4U (g¥) &iji su elementi isti diferenci-
jalni operatori, samo zapisani na drugaciji nacin, pomoc¢u desno invarijantnih diferencijalnih
operatora.

Mogli bismo jo§ definirati i poludirektne produkte U (g>)$O™"(G) i U(g")1O0O™"(G) u
skladu s time da imaju podalgebre O™ (G), te U (g") odnosno U(g¥), i da mnoZenje odgovara
kompoziciji diferencijalnih operatora. Za opcenitu Hopfovu algebru funkcija na grupi koja

sadrzi O™" () imamo dakle izomorfne algebre:
HU(g") = U(g"™)4H = H*tU (g") = U(g")¢H*

koje su sve razliciti zapisi iste algebre diferencijalnih operatora.

Zamijetimo joS da je po morfizmima Hopfovih algebri
H—U(g")", H—(U(g"))*

slika od O™"(G) upravo U (gl)™™ i (U(g)™)<. Pritom se komponente matrica O, O pres-
likaju redom u odgovarajuée komponente matrica U, i u U (g¥)™™. To se lako pokaZe koristeéi
nedegeneriranost sparivanja U(g") ® U(g")* — R, &injenice da se svaki O/ sparuje s gene-
ratorima od U(g”) jednako kao odgovarajuci ug' , te da Of i Z/{ij imaju odgovarajuce jednako
definirane koprodukte.

MoZe se dokazati da je U(g”) nad O™" (@) desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna alge-

bra (uz sparivanjem inducirano djelovanje) i kodjelovanje definirano bas sa
p(Xi) = Vi = ) 02X,
J

Dokaz koristi svojstva te grupe koja ima i grupa O(Aut(g)) koja se surjektivno morfizmom
Hopfovih algebri preslika na O™ (@), kao $to ¢emo vidjeti u sljede¢em primjeru, pa ¢emo ga
provesti za grupu O(Aut(g)) u propoziciji 9.6.20 iz Cega Ce slijediti tvrdnja za O™"(G) po
korolaru 9.6.21.
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9.6.9 Hopfova algebra O(Aut(g))

9.6.18. (Hopfova algebra O(Aut(g)).) Neka je g konaéno-dimenzionalna Liejeva algebra nad
poljem k. Sa O(Aut(g)) oznacili smo algebru regularnih funkcija na algebarskoj grupi Aut(g).
Uz izbor baze X1, ..., X, Liejeve algebre g dobivamo izomorfizam GL(g) =~ GL(n, k).

Aut(g) — GL(g) = GL(n, k) — M, (k)
Ti morfizmi algebarskih grupa induciraju sljedeci niz morfizama Hopfovih algebri:
O(Aut(g)) < O(GL(g)) = O(GL(n, k)).

Algebra O(GL(n, k)) regularnih funkcija na algebarskoj grupi GL(n, k) generirana je funkci-

jama U7, U7, i,j € {1,...,n} definiranim sa

modulo relacije

Slijedi da Hopfova algebra O(Aut(g)) ima sljedeca svojstva: ona je kvocijent slobodne komu-
tativne algebre generirane s gf , Qf ,i, 7 = 1,...,n (koje su slika odgovarajucih gore navedenih

koordinatnih funkcija na GL(n, k)) po idealu odredenom sa

Sglgrck, = gk
Im Iym

>1ghGl = oF = gha!
J J
1 vrijedi
A(G) =) Glegk AG) =) 6f®d]
f k
e(Gl) = 8] = (@)
S(Gh=¢l. s@)=dl
Dalje, lako se vidi da postoji morfizam Hopfovih algebri O(Aut(g)) — U(g)™" dan na gene-

ratorima sa G/ — U?, G/ — 1!, &ime dobivamo niz morfizama Hopfovih algebri
U(g)™" < O(Aut(g)) < O(GL(g)) = O(GL(n, k).
Sada se lako vidi da taj morfizam Hopfovih algebri inducira sparivanje
U(g) ® O(Aut(g)) — U(g) @ U(g)™" — k
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i da je ono Hopfovo sparivanje. Za to sparivanje vrijedi

Sparivanje nije nedegenerirano, pa ne mozemo Koristiti teoreme koje imamo, ali moZe se
dokazati da je U(g) nad O(Aut(g)) pleteniasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna al-

gebra (uz sparivanjem inducirano djelovanje) i kodjelovanje dano na generatorima sa
p(Xi) = D GlEX;.
J

Pritom se Cinjenica da je sparivanje dobro definirano ako se zada na generatorima i sva ostala
potrebna svojstva mogu dokazati koriste¢i samo gore navedena svojstva od O(Aut(g)), bez

koriStenja morfizma O(Aut(g)) — U(g)™", kako ¢emo vidjeti u dokazu sljedeée propozicije.

9.6.19. (Veza O(Aut(g)) i O™"(G).) Kad bi bilo £ = R ili C i kad bi postojala algebarska

grupa G Cija je Liejeva algebra g, imali bismo niz regularnih homomorfizama grupa
G —24 Aut(g) — GL(g) —— GL(n, k)
koji bi definirao niz sljede¢ih morfizama Hopfovih algebri regularnih funkcija.
O(G) +—— O(Aut(g)) «—— O(GL(g)) +—— O(GL(n, k))

Slika funkcija U7, U7 € O(GL(n,k)) = O(GL(g)) po tim preslikavanjima bila bi G/, G/ €
O(Aut(g)) i zatim O, O € O™"(G) < O(G) iz primjera 9.6.17 1 9.6.5. U pododjeljku 9.6.7
definirano je sparivanje {, ): U(g*) ® C*(G) — k. Ovdje promotrimo njegovu restrikciju

(,):Ug") ®O(G) — k.
Pomocu tog sparivanja i pridruzivanja O(G) < O(Aut(g)) mogli bismo definirati sparivanje
(.)': U(g") ® O(Aut(g)) — k

(X, Y =(X, foAd).

Ovo sparivanje jednako je gore definiranom sparivanju.

Propozicija 9.6.20. Neka je g konacno-dimenzionalna Liejeva algebra, sa strukturnim kons-

tantama, za generatore X, ..., X,, danima sa

[Xi, X;] = ) ChXq, ij=1,....n
k
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Neka je Hopfova algebra H kvocijent slobodne komutativne asocijativne unitalne algebre ge-

] LG, =1, ... i u
nerirane sa G, G/, i, 1,...,n po idealu odredenom sa

Sglgrct, =Y cngk,  igk=1,....n
lm

lm
kai _ sk 5k () A
Ygigl=sf=>'GrG!, ik=1,....n
J J
i neka su struktura koalgebre i antipod na H dani na generatorima sa:

AG) =),6l®GF AG)=>6'®Gl, ij=1,...n
k k

(Gh =0 =e@). ij=1...n
S@GH =6/, S@G)=¢, iji=1...n
to jest H =~ O(Aut(g)). Tada je dobro definirano Hopfovo sparivanje U(g) ® H — k dano na

generatorima sa

(X1, Gy =CY., i k=1,....n

i U(g) je nad H desno-lijeva pletenicasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz
sparivanjem inducirano djelovanje i kodjelovanje koje je linearno unitalno antimultiplikativno

prosirenje preslikavanja na generatorima danog sa
P(Xi):Zg_gjlin, i=1,...,n.
J

Dokaz. Dokazujemo najprije da je sparivanje dobro definirano. (i) Za pocetak, dobro je defini-

rano sparivanje g i slobodne asocijativne unitalne algebre generirane s G/, G/, i,j = 1,...,n

koje je na generatorima dano formulama
<Xk’gg>zclzi’ <ka(jzj>:_cliz i,j,k=1...,n

<X1€7 1H> = 0

i proSireno po formuli

-1 177U+

X, Gl Gl = 8 B X G bl
l

gdje Qf oznacuje gg‘ ili Q_Z . Budu¢i da rezultat sparivanja ne ovisi o redoslijedu generatora u H,
to je tim formulama takoder dobro definirano sparivanje g i slobodne asocijativne komutativne
unitalne algebre s navedenim generatorima. Da bismo dokazali da je istim formulama dobro

definirano sparivanje g ® H — k dovoljno je dokazati da je

(X, > GIGICE )y = (X, Y CrGly,  ijkp=1,....n
lm Ilm
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<vazg]kg_zj> = <Xp>5§> = <Xp72g_]kgzj>> Lk,p=1...,n
J J
Prva tvrdnja je

YcLeh+ > emct = crek
! m

pj~im ij~'pn
Sto izlazi iz Jacobijevog identiteta za X, X;, X;, a druga tvrdnja je
(X, GF) +(X,,GF) = 0.

Iz definicije samog sparivanja sa monomima i 1y lako se vidi da za svaka dva elementa f,

g € Hisvaki X € g vrijedi

(X, f9) = (X, [re(g) + e(f)XX, 9)-

(ii) Dalje, dobro je definirano proSirenje sparivanja g ® H — k do sparivanja T'(g) ® H — k

formulom
(X, @@ Xi,, [ =D (X, fy) -+ (XK, fim))-

Da bismo dokazali da to sparivanje inducira dobro definirano sparivanje na kvocijentu U(g)

tenzorske algebre, dovoljno je dokazati da je
(Xi, X1, ) = (XX = X3 X5, f)

za sve generatore X;, X, € gisve f € H. Tu tvrdnju dokazujemo matemati¢kom indukcijom.

Za bazu indukcije trebamo dokazati
(X, X;1,61) = (X ® X; = X; ® X;, Gy
(X, X;],G1) = (Xi® X; — X; ® X;, G}
Obje te tvrdnje su ekvivalentne

dcrct, = > CLeh - > CLCh
p p p

Sto izlazi iz Jacobijevog svojstva od g.

Za korak indukcije koristimo jednakost

X, fg) =X, Fe(g) + e(f){X, 9)

koja vrijedi za svaka dva elementa f, g € H i svaki X € g. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za

f € H. Ratunamo

X ® X5 0L = 3 S X (G fo X X (Gl oy Feoy) =
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= 20 (K Gel fuy) + 3 Xe fu) ) (G GDelfi) + 00X f))
a to je jednako p
202X el fy KX, Gl fiay) H(Xay G Xy (X Gl Xas )46, Y (X fy)( X fiop)
to je];t

D (X ® X5, Ge(fy)elf) + (Ko G X, )+ (X5, G X, ) + 6, Y (X ® X5, f)

i analogno za (X; ® X;,G! ). Pri oduzimanju se dva sumanda u sredini pokrate i vrijedi

2e(f)elfo) = 2L elfn)e(Sfe) = e(f) pa je dakle
(Xi®X; — X; ® Xi,Gi.f)
jednako
DX ®X; = X; @ X;, Ge(f) + 6, ) (i ® X; — X; ® Xi, f)
Sto je po bazi indukcije i pretpostavci indukcije jednako

(X0 X1 Gloe(f) + 6, ) XX X5, -

To je pak po definiciji sparivanja g ® H — k jednako trazenom

(X, X1, G-

Analogno se dokaZe ista tvrdnja za generatore G.. Zamijetimo da bismo na isti nac¢in mogli
dokazati da je tim formulama dobro definirano sparivanje U(g) ® O(GL(n, k)) — k.
Tim sparivanjem je dobro definirano desno Hopfovo djelovanje, ono definira poludirektni

produkt i na generatorima je jednako
<Gl ={(X},, G + 01X, = 81X, + CY,.
X« Gl = (X3, G + 6] X, = 81X, — O,
(i)’, (ii)’ Puno jednostavniji nacin bio bi sljedec¢i. Definiramo preslikavanje U(g)™" <«

O(Aut(g)) koje preslikava generatore G/ u ! i G/ u U/ Ono je oéito dobro definirano i lako

se vidi da je morfizam Hopfovih algebri. Zatim se traZeno sparivanje definira kao kompozicija
min )
(,): Ulg) ® O(Aut(g)) — U(g) @U(g)™" = k.

Analogno se naravno moze definirati sparivanje U(g) ® O(GL(n, k)) — k. Iz toga ocito slijedi

da je sparivanjem inducirano desno djelovanje takoder kompozicija
«: U(g) ® O(Aut(g)) — Ulg) ® U(g)™" = U(g)
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te da je inducirano preslikavanje O(Aut(g))tU(g) — U(g)™"4U(g) morfizam algebri. OCito

je takoder da je desno Hopfovo djelovanje definirano sparivanjem takoder kompozicija
«: U(g) ® O(Aut(9))iU(g) — U(g) @ U(9)™"4U (g) = k-
Iz formula je vidljivo da je U(g)™"-kodjelovanje PU(gymn kKOmpozicija

pugymn: U(g) 5> O(Aut())iU(g) — U(g)™™$U (g).

(i11) DokaZimo sada da je p dobro definirano.

PXDP(X) = (QG1X) (2, G18X0) = 2, 10T (X + G Xi =

k k,lp

= > GEGH(0L X, — CL,) X Zg Gl Xy, — ). GFGIC 8X,

k,l,p k,l,p

i analogno za p(X;)p(X;). S druge strane
p([X:, X;] Z CrGraxX

Jednakost p(X;)p(X;) — p(Xi)p(X;) = p([Xi, X;]) izlazi sada iz komutativnosti od H i jed-
nakosti

Ygigrck, => cngl, djk=1,....n
Im Im
koju lako dobijemo iz

Nglgrek, =>cngk, i k=1,...,n.
lym Im

Zamijetimo jo§ da ocito vrijedi p(XY') = p(Y)p(X) zasve X, Y € U(g).

(iv) Dokazimo pletenicastu komutativnost:
Y <« p(X) = XY.

X« Y GHX; = > (00X X; + CH)X; = Xi X + [Xi, Xi] = Xi X,
J

J
(XY)« Y GHX; = DX @MY «G)X; = Y (X« GMX,Y = X;XY
J J,m 7,m
Xap(YZ) = (X«p(2)«p(Y)=(ZX)«p(Y) =YZX
(iv)’ Jednostavniji nacin bio bi koristiti preslikavanja definirana u (i)’, (ii)’. Naime,

Y «p(X) =Y « pygmin(X) = XV
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(v) Dokazimo da je p kodjelovanje. Za pocetak dokaZimo da ako tvrdnja vrijedi za X,
Y € Ul(g), vrijedi i za XY € U(g). Koristimo svojstva: p je antthomomorfizam algebri, « je
Hopfovo djelovanje, vrijedi pletenicasta komutativnost kao u (iv), kompatibilnost koprodukta 1

produkta u . Imamo
p(YX) = p(X)p(Y) = 3 X-ut X - Yi-n#Yio) = ZXH]YH](UMX[O] Y)Y

= X Yut(Xoy « Yoy = X Y01 X[o)

iz Cega slijedi, jer X i Y imaju traZzeno svojstvo,
((i[d®p) 0 p)(XY) = Y Xj-1)Yi-1 @ p(Yio1 X)) =
= 2 XY © Xpo- 0 Yor-1y ® Yol X ooy =
= 2 X Yi-um @ Xp-ue) Yi-e) ® Yin X =
= 2 XY o) @ (X-Yi-1)e ® Yo X
te, s druge strane,
(A®id) 0 p)(YX) = (A@id) (Y X[ 1yY] 118 X[o)) =
= D (X )y @ (Xi-Y-1)2) ® Y X[o)
Sada vidimo da je dovoljno tvrdnju provjeriti na generatorima, a to je trivijalno:
DGr@GHX; = Y Gl @Gt
k,j 4l
(iv) Dokazujemo Yetter-Drinfeldovo svojstvo:

Yty (X <plf) = p(X < ).

Dovoljno je dokazati svojstvo za generatore Xy, 1y € g1 Qf , g‘g , 1y € H zbog Cinjenice
da je « Hopfovo djelovanje, Cinjenice da je p antihomomorfizam algebri i Cinjenice da se u H

koprodukt slaze s produktom. Naime, ako pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za X, Y € U(g),

onda vrijediiza XY
> fap((XY) « fu) Z fap = > fep )p(X « fu)) =
—Zp p(X <« fay) = p(V)p(X) - f = p(XY) - f.

i ako pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za f, g € H, onda vrijediiza fg e H

Z(fg) 2p(X <« (f9)m) Zmeg(z «(fmgw)) =
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= > fo9@p(X « fa)) < = > for fay)g = p(X)fg.

Dokazimo sada tvrdnju za generatore:

DGp(Xi < G) = D1Gp(6] Xk + C) = Glp(X) + DG,
l l l
p(Xk<G) =Y GiEXi -G = Y GIGIH(Xi« GF) = Y GLGIt(o7 X, + C) =
l l,p L,p

= > GiGIX, + Y 1 GLGICh = Glp(Xx) + ) GiGICE,
l Lp lp

Preostaje dokazati
Yaigicr =gy,
l,p l
Sto lako slijedi iz
Seict - Sorach,
p
Analogno se tvrdnja dokaze za generatore Q_Z . [

Korolar 9.6.21. Neka je G Liejeva grupa i neka su X, ..., X, odabrani generatori Liejeve

algebre g* od G, sa strukturnim konstantama

(X5, X;] Z kX, ii=1,...,n

Neka su O} (g) te O!(g) komponente matrica od Ad, te Ad, 1 zapisanih u bazi X, ..., X,.
Neka je O™ (G najmanja podalgebra od C*(G) koja sadrZi funkcije O i O!. Tada je U (g")
nad O™"(G) desno-lijeva pleteni¢asto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz
sparivanjem inducirano djelovanje i kodjelovanje koje je linearno unitalno antimultiplikativno

prosirenje preslikavanja na generatorima danog sa

J
Nadalje, p(X;) je desno invarijantno vektorsko polje Y; € g® takvo da je (V;). = (X;)e, za-
pisano u algebri diferencijalnih operatora O™ (G)iU (gt) < Diff(G) pomocu lijevo invari-

jantnih vektorskih polja i funkcija na G. To &ini O™ (G)4U (g*) najmanjom podalgebrom od
Diff(G) takvom da sadr%i i g* i g".

Na kraju sljedeéeg poglavlja iz ovoga ée slijediti da je O™"(G)$U (g~) Hopfov algebroid
nad U(g") i U(g").

285



9.6. PRIMJERI S UNIVERZALNOM OMOTACKOM ALGEBROM U (g)

9.6.10 Veza Hopfovih algebri U(g)™", O™"(G) i O(Aut(g))

9.6.22. Neka je G realna linearna algebarska grupa. Tada je G Liejeva grupa, jer je svaka
Zariski zatvorena podgrupa od GL(n,R) ujedno zatvorena podgrupa, a svaka zatvorena pod-
grupa Liejeve grupe je Liejeva grupa. Vrijedi O(G) < C*(G, R). Postoje morfizmi linearnoh
algebarskih (Liejevih) grupa

G —24 5 Aut(g) — GL(g) —— GL(n,R)

|~

G/Za(Go)

gdje je Za(Go) centralizator u G komponente povezanosti jedinice Gy. Poznato je da vrijedi
Za(Go) = Ker Ad, $to opravdava kvocijentno preslikavanje G — G/Z:(Gy) i komutativan

trokut u dijagramu. Ti homomorfizmi grupa induciraju homomorfizme Hopfovih algebri

) +———— O(Aut(g)) «—— O(GL(g)) «—— O(GL(n,R))

T —

O(G/Zc(Gy))

Po konstrukciji O™ () ona je slika od O(Aut(g)) po gornjem preslikavanju O(Aut(G)) —
O(@). Slijedi O™"(G) =~ O(G/Z(Gy)). Buduéi da imamo sparivanje imamo dalje:

U(gh)* «+——— O(G) +—— O(Aut(g)) «—— O(GL(g)) +—— O(GL(n,R))
Ulghym «— O"n(G

jer slika od O™"(G) < O(G) je U(gh)™™ < U(g")*. Dakle, imamo niz surjektivnih morfi-

zama Hopfovih algebri
U(gh)™" «—— O0™"(G) «—— O(Aut(g)) «—— O(GL(g)) +—— O(GL(n,R))

pri kojem se generatori preslikavaju u generatore:

Desni slucaj se dobiva ovako:

(U(g"®)*)®° ¢—— O(G) +—— O(Aut(g)) «—— O(GL(g)) +—— O(GL(n,R))

] |

(U(gR)min)co Omm

286



9.6. PRIMJERI S UNIVERZALNOM OMOTACKOM ALGEBROM U (g)

U(g) je dakle desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad U (g)™", U(g)*, O(Aut(g)),

U(g)° &im je g konalno-dimenzionalna Liejeva algebra nad poljem , te uz to nad O™ (@) &m

je G Liejeva grupa ili algebarska grupa.

9.6.11 Hopfova algebra Rep(G)
Neka je G kompaktna Liejeva grupa. Hopfova algebra Rep(G) definirana je u primjeru 6.1.17.

9.6.23. Vrijedi Rep(G) < C*(G, C). Prosirimo li sparivanje U(g”) i C*(G, R) definirano u
odjeljku 9.6.7 najprije C-linearno na kompleksne funkcije u drugom faktoru i onda restringi-

ramo na Rep(G), dobit ¢emo bilinearno preslikavanje
U(g") ®r Rep(G) — C,

R-vektorskih prostora. Ono je nedegenerirano u drugoj varijabli ako je G' povezana grupa

[Timmermann], str. 33. MoZemo ga gledati i kao sparivanje

U(g")c ®c Rep(G) — C,
gdje je U(g")c := U(g") ®r C. To sparivanje je tada Hopfovo sparivanje Hopfovih C- algebri
i nedegenerirano je u drugoj varijabli ako je GG povezana. Vrijedi

U(g")¢ = Home(U(g")c, C) = Homg(U(g"),R) ® C = U(g")* ® C.

Iz sparivanja dobivamo morfizam Hopfovih algebri Rep(G) — U(g")g, a ako je G k tome

povezana, onda je taj morfizam Hopfovih algebri injekcija
Rep(G) — U(g")z.

9.6.24. Bududi da je matrica O = Ad € M, (C*(G,R)) definirana u 9.6.17 reprezentacija, to

su komponente O, (7){ reprezentativne funkcije, pa slijedi O™"(G) < Rep(G) i time dobivamo

morfizme Hopfovih C-algebri
O™"(G)® C < Rep(G) — U(gh)E.

Slika od O™"(G) po toj inkluziji je U(g*)™" < U(gh)* < U(g*)%, pa za G kompaktnu

povezanu Liejevu grupu zbog prethodnog imamo
o™ (@) = U(gh)™n.
Takoder vrijedi
Lu(U(g") ® C) = O™"(G)4U(g") ® C = Rep(G)iU (g")c
i Rep(G) — U(g")% pa lako slijedi sljedeca propozicija.
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Propozicija 9.6.25. Neka je G kompaktna povezana Liejeva grupa. Tada je U(g")c nad
Rep(QG) pleteni¢asto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz spari-
vanjem inducirano djelovanje na jedinstven nacin. Jedinstveno kodjelovanje je dano kompozi-
cijom

U(g")c = U(g") ® C — 0™"(G)4U(g") ® C — Rep(G)EU (8")c

gdje su O™"(Q) i kodjelovanje U(g) — O™"(G)tU(g) definirani u 9.6.17. Takoder, tada
vrijedi

za Hopfovu algebru U (g=)™™" definiranu u 9.6.5.

Dokaz. Posljedica teorema 9.5.22 i prethodnih razmatranja. 0

Imamo takoder sljedeci komutativni dijagram za kompaktnu povezanu Liejevu grupu G.

O(Aut(g)) ® C

L

Omn(G) ® C ——— Rep(G) —— U(g)g — U(g)&

9.6.12 Primjeri Hopfovih algebroida nad U (g) koji su skalarna proSirenja

Sljedeci dijagram prikazuje medusobni odnos raznih poludirektnih produkata U(g) sa Yetter-
Drinfeldovim modulnim algebrama u indproVect koji su inducirani sparivanjem. Opce for-
mule za skalarno proSirenje su specijalizirane za generatore tih algebri u sljedeCem podo-
djeljku 9.6.13.

O(Aut(g))1U (g)

N7
~

O™ (G)EU (g)

N
~

U(g)™"U(g) — U(9)°tU(g) — U(g)*tU(g)

Dakle, dobili smo opis strukture unutarnjeg Hopfovog algebroida na sljede¢im algebrama u

indproVect:

(i) Heisenbergovo udvojenje U(g)*4U(g) koji moZemo interpretirati kao algebru formalnih
differencijalnih operatora Diff* (G, e) =~ J*(G, e)U (g")
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(ii) Minimalno skalarno prosirenje U (g)™"4U (g) < U(g)*1U(g)
(iii) Heisenbergovo udvojenje s reduciranim dualom U (g)°$U(g)

(iv) Minimalni Hopfov algebroid O™"(G)fU(g) < Diff(G) za G Liejevu ili algebarsku
grupu

(v) O(Aut(g))tU(g)
te sljedeceg unutarnjeg Hopfovog algebroida nad U(g)c

(vi) Rep(G)tU(g)c za G povezanu kompaktnu Liejevu grupu

9.6.13 Formule za skalarna prosirenja nad U(g)

Formule ¢emo dati za sva skalarna proSirenja HfU (g”) iz prethodnog odjeljka. Oni se mogu

kao algebra zapisati na sljedeca Cetiri naCina,
HEU(g") = U(g")tH = HtU(g") = U(g")tH™,

za koje ¢emo dati formule. U tablici éemo konkretno zadati formule za H =~ U(gl)* koje se
primjenjuju na sve ostale primjere jednostavnom zamjenom, gdje je potrebno, generatora koji
su komponente matrice U/ sa onima matrice O ili G.
Neka je dakle
H = U(gh)*, H® =~ U(g")*.

Neka je koprodukt na H u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji
Au(f) = foy® fo.
Dakle, koprodukt na H =~ U(g")* ovdje je Apyeo(f) = fi2) ® fr1).-

9.6.26. Oznatimo R := U(g)"i L := U(g"). Neka je ¢: U(g*) — U(g") antihomomorfi-
zam, dan na generatorima standardno sa X; — Y;. Dat ¢emo formule za strukturna preslika-
vanja Hopfovih algebroida nad baznim algebrama L = U(gl) i R = U(g®) za sljedeca dva
poludirektna produkta

U(g")4U(g")* = U(g")"4U (g").
One se modificiraju kako je gore navedeno na poludirektne produkte
U(g")gH* = HU (g")
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za bilo koju H medu U (gt)™", U(gh)°, O™"(Q), J*(G, e) = U(g*)*, O(Aut(g)).

U(g")gH® He$U(g")

lijevi bialgebroid nad U (g”) lijevi bialgebroid nad U (g*)
ap(X;) = X; ar(X;) = X; = Zj uzﬂﬁy;
BL(Xi) =Y, = 3,0l = 3, - X; = C3)  Bu(Xy) =X, Y« U =Yi= 3,0},
AL(XEf) = Xt fe) @ 18f0) AL(ftY) = foil ®r fo)tY
eL(Xtf) = e(f)X eL(f1Y) = [ » Xi —e(f) X, O}
desni bialgebroid nad U (g%) desni bialgebroid nad U (g?)
ap(Ys) = XU - X; ar(Yi) =Y;

Br(Y:) = X; Br(Y:) = X; = 3, UltY;
Ar(X1f) = Xt fe) ®r 1 f1) AR(f1Y) = fioil ®r f)tY
er(Xiff) =Yia f er(f1Y) = e(f)Y

antipod antipod

T(Xi1f) = S(f)Y; T(f1YD) = (Xi = X, C)S(f)
T\ (Yitf) = ST X, Y5+ C) T (f8Y) = XiS ()

Ovdjeje ¢ = egoar, ¢! =€ 0 g, ¢: L — R antiizomorfizam

9.6.27. S druge strane, neka je sada obratno L' := U(g"), R’ := U(g"). Neka je ¢: U(gh) —
U(g") antiizomorfizam dan na generatorima sa Y; — X, on je inverz prethodnog antiizomor-
fizma ¢.

U(g™)tH HyU(g")

lijevi bialgebroid nad L' = U(g") lijevi bialgebroid nad L' = U (g%)
ap(Y;) =Y; ap(Y;) = Y; = 3, Ul1X;

Br(Ye) = Xi+ 3,0l =S, Y+ C%) Bu(Y) =3, X, «Ul = X, + 3, C,
Ap(Yef) =Yifa) ®u 18fe) Ap(f1X) = fofl @ f2)iX

e (Yif) = e(f)Y w(f1X) = frYit ()X, Ol
desni bialgebroid nad R’ = U(g") desni bialgebroid nad R’ = U(g")
ap(X;) =3,Ul - ap(Xi) = X;

Br(X;) =Y, Br(X;) =Y; = 3, UEX;
Ar/(Yif) =Yifo) Qr 1if2) Ap(f1X) = foll ®r f2)iX
er(Yitf) = Xi« f er (fEX) = e(f)X
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KONACNO-DIMENZIONALNIM ADJUNGIRANIM ORBITAMA

U(g")gH HyU (g")

antipod antipod

T'(Yitf) = S()Xi T(f1X:) = (Vi = 3, CL)S(f)
(F)'(Yitf) = SN X, - Y+ Ch) (77X = YiSTH(S)
Ovdjeje ) = eg oy, V! =€ 0 Br, Y: L' — R’ antiizomorfizam

9.6.28. Dakle,
HtU(g") = U(g")$H =~ H*tU (g") = U(g")§H®

je lijevi bialgebroid nad U (g’) i desni nad U (g%) s formulama:
ar(X) =X, ar(Y)=Y, Bu(X }] i Y;) = X;

te uz to Hopfov algebroid s antipodom

T(Xi) =Yi, 7(f)=S5(f)

i lijevi bialgebroid nad U (g®*) i desni nad U (g) s formulama:
ap(Y) =Y, ap(X)=X, Bv, X+ijﬁR -
te uz to Hopfov algebroid s antipodom
T(Y) =Xi, T(f)=S(f)

Bududi da ovdje vrijedi S(f) = S™!(f), to je 7 inverzan 7. Vrijedi o) = ag, af = az i

vrijedi da je e o 3, inverzan €}, o 57, te €1, o g inverzan €} o (.

9.7 Primjeri s filtriranom Hopfovom algebrom s bijektivnim
antipodom i konacno-dimenzionalnim adjungiranim or-

bitama

Za Hopfovu algebru R s bijektivnim antipodom koja je filtrirana kona¢no-dimenzionalnim kom-
ponentama i za koju vrijedi da je adg(r) unutar potprostora konane dimenzije za svaki r € R
po propoziciji 9.5.21 vrijedi da je (uz sparivanjem inducirano djelovanje) na jedinstven nacin
desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad kofiltriranom Hopfovom algebrom R* i
po propoziciji 9.5.22 svim njenim (kofiltriranim) Hopfovim podalgebrama H takvima da je
Lu(R) < HtR.
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9.8 Primjeri s filtriranom povezanom Hopfovom algebrom

9.8.1 Koradikalna filtracija
Definicije i propozicije iz ovog pododjeljka mogu se na¢i u [Radford].
Definicija 9.8.1. Stroga filtracija na k-koalgebri C' je familija njenih potprostora {C),}~_ tak-

vihdavrijedi Coc Cy c Cy ..., C = Ci

k=0

zasven = 0.
Primijetimo da su C;, potkoalgebre od C'.

Definicija 9.8.2. Koradikal koalgebre je direktna suma njenih prostih potkoalgebri. Koalgebra
je prosta ako nema pravih potkoalgebri. Koalgebra je tockovna (eng. pointed) ako je svaka
njena prosta potkoalgebra jednodimenzionalna. Koalgebra je ireducibilna ako svake njene dvije

netrivijalne potkoalgebre imaju netrivijalan presjek.

Propozicija 9.8.3. Koalgebra je ireducibilna ako i samo ako ima jedinstvenu prostu potkoalge-

bru.
Propozicija 9.8.4. Svaka potkoalgebra sadrZi koradikal.
Dakle, koradikal je unutar komponente Cjy kod strogo filtrirane koalgebre C'.
Propozicija 9.8.5. Neka je C koalgebra i neka je Cy njen koradikal. Neka je
Cn:={ceC|A(c)eC,.1®C +(C®Coy}.
Tada je {C,})_, stroga filtracija na C. Zovemo je koradikalna filtracija.

Propozicija 9.8.6. Neka je R = (R,u,n, A, ¢, S) tockovna Hopfova algebra. (MoZe i sla-
biji zahtjev, da je koradikal Hopfova podalgebra.) Tada je uz koradikalnu filtraciju R strogo
filtrirana Hopfova algebra, tj. vrijedi:

(R, ® Ry) € Ryt
k=0

S(R,) € R,

Dokaz. Dokaz se moze pronaéi u [Montgomery]. 0
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9.8.2 Povezana koalgebra

Definicija 9.8.7. Strogo filtrirana k-koalgebra (C, A, €) je povezana ako je restrikcija kojedi-

nice na baznu komponentu, €|¢, : Cy — k, izomorfizam vektorskih prostora.

Neka je C' povezana koalgebra i neka je £: & — Cj inverz od €|¢,. Tada svaki element
¢ € C mozemo rastaviti kao ¢ = (¢ — &(e(c))) + £(e(c)) € Kere @ Cy. Za svaki rastav ¢ =
(¢ —¢o) + co € Kere ® Cy dobivamo £(e(c)) = &(e(c — ¢g)) + &(e(co)) = co, dakle

C =Kere®d Cy.

Propozicija 9.8.8. Neka je (C, A, €) povezana strogo filtrirana k-koalgebra. Tada za svaki

n = 0isvaki p € C, vrijedi
Alp) —p®1eC,_1 ® Kere.

Dokaz. Kako je, po definiciji kojedinice, (idc ® €)(A(p) —p® 1) = 0, to je
A(p) —p®1eKer(ide ®e),

a ta je jezgra jednaka C' ® Ker e. Kako je C' strogo filtrirana, vrijedi i

n—1

A(C) € Co®Co+ Y Cr® Cry,

k=0

a to je podskup od
Cn®00 + Cnfl ®Co + Cnfl ®Kere = Cn®00 + Cnfl ®Kere.

Bududi da je C ® Kere n C,, ® Cy = {0}, element A(p) — p ® 1 je u drugom sumandu
Ch—1 ® Kere. O

9.8.9. Dakle, svaka tockovna Hopfova k-algebra ima koradikalnu filtraciju i moZe se s obzirom
na nju promatrati kao strogo filtrirana Hopfova algebra, pa time i objekt u kategoriji ind Vect.
Dalje, ako je Hopfova k-algebra R povezana kao koalgebra, tj. €|r,: Ry =~ k, onda za nju po
prethodnoj propoziciji vrijede uvjeti (Ag) i (A,) iz propozicije 9.3.8 i korolara 9.3.13. Dakle,
za povezanu Hopfovu algebru R i (moguce kofiltriranu) Hopfovu algebru A u Hopfovom spa-
rivanju koje je nedegenerirano u varijabli u H, dovoljno je provjeriti da li postoji p: R — H{R
takav da je v’ « p(r) = rr’ za svaki r € R da bi se odredilo je li R pleteni¢asto-komutativna

Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H (uz sparivanjem inducirano djelovanje «).
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9.9 Primjeri s kvantnom grupom U, (sl;) za ¢ Korijen iz jedi-
nice

9.9.1. Kvantizirana univerzalna omotacka algebra U, (sl) Liejeve algebre sl,, tj. kvantna grupa
U,(sl2), je kvocijent slobodne asocijativne algebre generirane sa K, K~ !, F, F' nad poljem

racionalnih funkcija k(q) u jednoj varijabli ¢ po idealu generiranom sa

KK'—-1, K'K-1,  KE-¢FEK, KF—-q?*FK,

K- K™
¢—q'
Struktura Hopfove algebre na U, (sl,) dana je na generatorima sa:

[EvF]_

AK)=K®K, AE)=FE®K+1QE, AF)=F®1+K'®F
e(K)=1, €F)=0, eF)=0
S(Ky=K*, S(E)=-EK*', S(F)=-KF

Jedna baza vektorskog prostora U, (sly) je {E*F°K® | a,b € Ny, ¢ € Z}. Filtracija na U,(sl,)
dana je po stupnju monoma i takva da su £, F stupnja 1, te K, K~ ! stupnja 0. Ona je uz
tu filtraciju filtrirana Hopfova algebra u standardnom smislu, [JantzenQGr]. Ovdje smo uzeli
alternativnu definiciju kvantne grupe U, (sl) iz te knjige.

Dakle, ovdje je U,(sl2) unutrainja Hopfova algebra u ind Vect.
9.9.2. Ona zadovoljava svojstva (Ag) i (A,) iz propozicije 9.3.13:
A(EFPK®) — EOFPK°® K9 e R™ @ R
AK) - K QK =0
Dokaz. Vrijedi
A(EF'K®) = A(E)"A(F)’AK) = (EQK +1E)(F®1+ K ' F)’K°® K*

gdje je mnoZenje na desnoj strani po komponentama. Budu¢ida 1® E i K~ ® F ne doprinose

stupnju lijeve komponente tenzorskog produkta, vrijedi
A(E°F’K®) — (EQK)(FR1’K‘® K°e R,_1®R

to jest
A(E°F’K®) - E°F°P K°®@ K e R,_1®R

Uz to, ona nema djelitelja nule (vidi [JantzenQGr]) pa K¢ nije djelitelj nule, c € Z. [
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Dakle, to je unutrasnja Hopfova algebra u indVect sa svojstvima (Ap) i (A,) pa slijedi

sljedeca propozicija.

Propozicija 9.9.3. Neka je H unutrasnja Hopfova algebra u proVect koja je u Hopfovom spari-
vanju s unutrasnjom Hopfovom algebrom U,(sly) u indVect koje je nedegenerirano u varijabli u
H. Tada je U,(sly) nad H unutrasnja pletenicasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra u indproVect uz djelovanje inducirano sparivanjem ako i samo ako postoji

morfizam

p: Uy(sly) — HyUy(sls)

u indproVect sa svojstvom kao u iskazu teorema 9.3.10. Taj morfizam je tada odgovarajuce

kodjelovanje i jedinstven je.
Dokaz. Po korolaru 9.3.13 teorema 9.3.10. 0

9.9.4. Hopfovu k(g)-algebru U, (sl,) moZemo promatrati i kao Hopfovu algebru U, (sl;) koja
je jednaka Hopfovoj algebri U, (sl2), ali s drugacijom filtracijom: takvom da su stupnjevi od F,
F, K, K ' svi jednaki 1. Tada je U, (sls) ¢ filtrirana konac¢no-dimenzionalnim komponentama,
tj. unutra¥nja Hopfova algebra u indVectFin. Njen dual U,(sly)} := (Uy(sl2);)* je unutra3-
nja Hopfova algebra u proVectFin, pa mozemo promatrati kanonsko Hopfovo sparivanje u

indproVectFin
Uy(sla)r @ Uy(sl)} = Uy(sla) r ® Uy (sk2)} —

Heisenbergovo udvojenje U, (sl2) 38U, (sl) s i provjeriti je li Lu(U,(sla) r) < U,(sla) 38U, (sl2) ;-
Pritom su naravno kao vektorski prostori U,(slz) i Uy(slz)} jednaki Uy(sly) i Uy(slz)*, samo
s drugacijom filtracijom i kofiltracijom. Zamijetimo da unutar kategorije indproVect uz gore

navedeno Hopfovo sparivanje, postoji kanonsko sparivanje
Uy,(sk)®U,(sly)* — k,
te Cak 1 sparivanje dobiveno kompozicijom
Uy(s1) s ®U,(sla)* — Uy(sly) ® U, (sly)* — k,

ali ne postoji sparivanje U, (sly) i U,(sl2)} u toj kategoriji koje bi na obi¢nom tenzorskom pro-
duktu odgovaralo kanonskom sparivanju. Ipak, dual U, (5[2)3’2 mozemo Kkoristiti da bismo ana-
lizirali sparivanje U,(sly) iz indVect i H iz proVect, kako je opisano u sljedeéem paragrafu.
Naravno, mozemo ga koristiti na standardni nacin za analizu sparivanja U,(sl) s u indVectFin

1 H u proVect.
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9.9.5. Da bismo mogli raditi s Luinom formulom kad je R := U,(sl) u indVect, promatrat
¢emo Hopfovu algebru P := U,(sly)s koja je U,(sl), ali s filtracijom u indVectFin u ko-
joj su E, F', K, K~ stupnja 1. Ona je zaista unutra$nja Hopfova algebra u indVectFin uz
ista strukturna preslikavanja jer je svako linearno preslikavanje medu objektima u indVectFin

automatski morfizam u indVectF'in. (i) Vrijedi da je
idp7R =id: P> R

morfizam u ind Vect, jer se svaka filtriraju¢a komponenta F,;. od P preslika unutar neke filtrira-
juce komponente od R, ovdje unutar komponente R,;. Pritom smo s a, b, ¢ oznacili eksponente
u monomima £ F? K¢ i sukladno tome oznadili filtrirajuée komponente od P i R sa P i Ry
(i1) Slijedi da je
(idpg)*: R* — P*

morfizam u proVect, po dualnosti kategorija indVect i proVect. (iii) Iako se podudaraju kao
vektorski prostori, za razliku od R*, P* je dual unutrasnje Hopfove algebre u indVectFin i
zbog toga unutrasnja Hopfova algebra u proVectFin. (v) Pretpostavimo da je dano Hopfovo

sparivanje u indproVect
(,>> RQH — k

te Hopfove algebre R u indVect i neke Hopfove algebre H u proVect koje je nedegenerirano u

drugoj varijabli. 1z (i1) slijedi da je kompozicija
(,)): PRH=P®H —> R®H — k

morfizam u indproVect. Pritom je morfizam idp r ® idy injekcija jer se obi¢ni tenzorski pro-
dukt P ® H ulaZe u tenzorski produkt R® H. Buduéi da su kao Hopfove algebre P i R
jednake, lako se vidi da je (, )’ takoder Hopfovo sparivanje nedegenerirano u drugoj varijabli.
Dakle, imamo sada Hopfovu algebru P u indVectFin i Hopfovu algebru H u proVect koje su u
Hopfovom sparivanju u indproVect koje je nedegenerirano u varijabli u H, pa moZemo koristiti
kanonske elemente, Luinu formulu i Heisenbergovo udvojenje P*fP.

Slijedi ukratko niz zaklju¢aka o P i H koji su detaljnije dani u odjeljku 9.5.7. Neka je P
Hopfova algebra u indVectFin i H Hopfova algebra u proVect koje su u Hopfovom sparivanju

u indproVect koje je nedegenerirano u varijabli u /. Tada imamo injekciju
H — P*

koja je morfizam u proVect. Sparivanjem je inducirano standardno djelovanje P® H — P,
zatim poludirektni produkt H#P te djelovanje P® HfP — P. PokaZe se da su djelovanja

kompozicije injekcija i odgovarajucih djelovanja induciranih sparivanjem P ® P* — k,
PRH — PRP*— P,
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P& HP — PQ P*{P — P.

Promotrimo linearno preslikavanje
Lu: P - P*QP

dano Luinom formulom. (i) Standardna provjera je li dobro definirana korestrikcija
Lu': P — P*$P

i je li ona morfizam u kategoriji indproVect sastoji se jednostavno u provjeri da li se svaka
komponenta P,;. preslikava unutar neke komponente P* ® P,y . (ii) Zatim se provjeri da li je

slika od Lu unutar HfP < P*#P i, ako jest, onda automatski vrijedi da je korestrikcija
Lu": P — HiP

morfizam u indproVect. Da bismo provjerili je li slika od Lu unutar HP dovoljno je provjeriti
to na generatorima algebre P. Bududi da je, ako vrijedi Lu(P) < P*4P, slika svakog generatora
unutar P*® P = P* ® P, ona se moZe zapisati kao kona¢na suma jednostavnih tenzora Cije
su druge komponente elementi filtrirane baze od P. Ako P ima kona¢no mnogo generatora
kao algebra, onda je dakle dovoljno provijeriti za konacno mnogo funkcionala nalaze li se u H.
Buducdi da je takav zapis slike jedinstven, svi se ti funkcionali i moraju nalaziti u /, pa ako nije
svaki u H, onda HfP sigurno ne sadrzi sliku od Lu. To je niz zakljucaka naveden u odjeljku
9.5.7 u kojem se koristi Luina formula za Hf P gdje je P uindVectFin i H u proVect.

Sada niz zakljucaka iz prethodnog paragrafa mozemo prilagoditi tako da iskoristimo Luinu
formulu i u slu¢aju sa R uindVect i H u proVect. Ovdje za Lu: P — P*® P (i) provjeravamo
da li se svaka komponenta R,, = | J, Pas preslikava unutar neke komponente P* R y <

P*® P i ako da, onda je dokazano da postoji preslikavanje
Lu:R— P*®R

koje je kao linearno preslikavanje korestrikcija pocetnog na P*® R — P*® P i da je ono
morfizam u indproVect. (Obratno, da bi vrijedilo da postoji traZeno preslikavanje Lu”: R —
H#%R, nuzno je da ovo vrijedi jer je H ® Ryy < P*® Ryy.) (ii) Zatim treba jo§ provijeriti je li
slika od Lu unutar H{R — P*® R. Ako jest, onda automatski vrijedi da je korestrikcija

LW:R—> H®R

morfizam u kategoriji indproVect zbog sljedeceg: svaka komponenta R, preslikava se tada
unutar nekog P*® R,y n H® R, a njegovi se svi elementi nalaze unutar H ® R,y . Zadnja
tvrdnja vrijedi jer je H ® R = Uas H®R,yi HR Ry — P*® Ry
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Propozicija 9.9.6. Oznacimo s R = U,(sly) Hopfovu algebru U, (sl2) u indVect uz standardnu
filtraciju (generatori E, F su stupnja 1, te K, K" stupnja 0), a sa P = U,(sl2) ; oznacimo istu
Hopfovu algebru, ali promatranu kao unutrasnju Hopfovu algebru u indVectFin (s filtracijom
takvom da su svi generatori stupnja 1).

Ako je q korijen iz jedinice, linearno preslikavanje Lu: P — P*® P se moZe korestringirati
do preslikavanja

Lu': P - P*®QP =P*®P
i do preslikavanja
Luw: R— P*®R

i unutar je kategorije indproVect u oba slucaja.

Dokaz. Oznalimo s ad’, preslikavanje
ad’Z: 7 — Sil(Z(Q))YZ(l).

Vrijedi ad), = adg-1(z) za standardno adjungirano djelovanje, adz: Y — Z1)Y'S(Z«).
Imamo
Si(Lu(E"F"K"))(Z) = ad,(E"F"K").
Neka je d najmanji takav da je ¢ = 1. Oznacimo s e broj d ili %, ovisno o tome je li d

neparan ili paran. Izracuna se:

ad/K(EnFmKr) _ q—2n+2mEnFmKr

ad/E(EnFmKr) _ q—2—2n+2m<q2r . 1)En+1FmKT—1_|_
n q*l(;:j_i’;; 2 (2™ — 1)E"F™ 1K+
q7172n+2m+27‘ (qgm i 1)E”Fm_1KT_2

(g—g=1)?

ad/E(EnKr) — q—2—2n(q2r _ 1)En+1Kr—1

adlp(E"FMEK™) = ¢~ ¥(1 — g2r+2n=2m)pn pm+1[ry
o (@ = DE" P
14+2n

_|_(qq_q—71)2(1 _ qun)EnlemKrfl

ad/F(FmKr) _ q72r(1 _ q2r72m)Fm+1Kr
Iz ratuna je vidljivo da svi ad, » ne mijenjaju stupanj monoma. Zatim se kombinatorno argu-

mentira da element E"F™K" ponistavaju svi adzy za N > (m + 1)e i svi adpu za M >
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(n + 1)e. Zatim se zaklju¢i da ga poniStavaju svi adpy pargr Cim je M > (n + 1)e ili
N > (m + (n + 1)e + 1)e. Dakle, svaka Lu formula je unutar P* @ P = P*® P pa i
unutar P*® R.

Zatim treba zakljuciti da su tako dobivene korestrikcije morfizmi u kategoriji indproVect.
Tvrdnja za U,(sly); = P u indVectFin slijedi iz samog postojanja preslikavanja, a tvrdnju za

U,(sly) = R u indVect moramo provjeriti posebno. Po prethodnome je
S (Lu(E"F"K" ) (ENFMK®) =0 akoje M > (n+1)e ili N > (m + (n+ 1)e+ 1)e.

Ako ograni¢imo (n,m) onda je i unija slika od S;(Lu(E™ F™ K™)) za (n',m/) < (n,m)
ograni¢ena po stupnju po ne¢emu §to ovisi o (n,m), pri Cemu je ograniCen i eksponent od
K. Naime, da bi vrijednost S; (Lu(E"F™K"))(ENFMKR) bila razligita od nule, mora biti:
M < (n+1)e, N < (m+ 1)e + (n + 1)e?, a iz izraCunatog je vidljivo da slika ima najveci
eksponent (a, b, ¢) manji od ili jednak: (n + N, m + M, max{|r + M|, |r —2N — M|}).

0

Propozicija 9.9.7. Unutrasnja Hopfova algebra U,(sls) u indVectFin (po filtraciji takvoj da
su stupnjevi od F, E, K, K~ jednaki 1) za q korijen iz jedinice je unutrasnja pletenicasto-
komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra u indproVect nad njoj dualnom

unutrasnjom Hopfovom algebrom U, (5[2);2 u proVectFin.

1z ove propozicije slijedi, jer po teoremu 8.1.7 pleteni¢asto-komutativne Yetter-Drinfeldove
modulne algebre induciraju na poludirektnim produktima strukturu Hopfovog algebroida, da je

za ¢ korijen iz jedinice
Uqg(s12)8Uq(sk2) 5 = Ug(sl2) 7 ® Uy(sla)

Hopfov algebroid u indproVect nad Hopfovom algebrom U, (sls) iz ind VectFin.

Takoder, buduéi da je P = U,(sly), konacno generirana algebra i pokazano je da vrijedi
Lu(P) € P* ® P kad je ¢ korijen iz jedinice, vidimo da je najmanja unutra$nja Hopfova
podalgebra P™" od P* takva daje Lu(P) < P™"4P generirana konaénim brojem funkcionala.
Koristedi to bi se moglo u slucaju sparivanja R = U,(sl;) iz indVect (odnosno P = U,(sly)
iz indVectFin) s H iz proVect provjeriti je li P™" < H i, ako jest, zaklju¢iti da je R (odnosno
P)nad H pleteniCasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra. Ovdje nije eksplicitno

odreden taj kona¢ni skup funkcionala niti unutra$nja Hopfova podalgebra P™",
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Indeks

adjungirana reprezentacija, 274 filtracija, 86

adjungirano djelovanje, 258 filtrirana baza, 100

algebarska grupa, 148 filtrirana kategorija, 25

algebra, 141 filtrirani vektorski prostor, 87

algebra diferencijalnih operatora, 268 filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor, 114
algebra regularnih funkcija, 147 formalna baza, 54

algebra reprezentativnih funkcija, 150, 287 formalna funkcija, 151, 270
asocijator, 19 formalna funkcija, sparivanje, 269
baza, filtrirana, 100 formalna suma, 49, 125

baza, formalna, 54 formalna suma, racCunanje, 126
bialgebra, 145

bialgebroid, unutarnji, 175, 177
bifunktor, 16

bimodul, 162

bimonoid, 145

formalni diferencijalni operator, 270
funktor, jaki monoidalni, 22

funktor, monoidalni, 21

grani¢ni kokonus, 17
grani¢ni konus, 17
diferencijalni operator, algebra, 268 grupoid, 166

diferencijalni operator, djelovanje, 268
Heisenbergovo udvojenje, 157

Hopfov algebroid, formule, 203, 206
Hopfov algebroid, komutativni, 167

diferencijalni operator, formalni, 270
diferencijalni operator, sparivanje s formalnim

funkcijama, 269

diferencijalni operator, sparivanje s funkcijama, Hopfov algebroid, unutarnji, 181

267 Hopfova algebra, 146
distribuiranje po formalnim sumama, 50, 125 Hopfovo djelovanje, 155
djelovanje, 152 Hopfovo sparivanje, 157

djelovanje diferencijalnog operatora, 268 inicijalni objekt, 16
djelovanje, inducirano sparivanjem, 158 ) .
inverzni sustav, 28
dualnost, u indproVect, 122

izomorfizam, 15
epimorfizam, 15 izomorfni objekti, 15

epimorfizam, u proVect, 75 izvor, 176
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INDEKS

jedini¢ni objekt, 19

jednostavni tenzor, 47

kategorija uredaja, 25

koujednacitelj, 17
kvantizirana univerzalna omotacka algebra, 294

kvocijentna kofiltracija, 70

kategorija Yetter-Drinfeldovih modula, 158, 160 limes, 17

kategorija, filtrirana, 25
kategorija, kofiltrirana, 25

kategorija, monoidalna, 19

kategorija, simetricna monoidalna, 20

kategorija, suprotna, 15
kategorija, usmjerena, 25
koalgebra, 142
kodjelovanje, 154
kofiltracija, 31

kofiltracija, kvocijentna, 70
kofiltracija, potprostorna, 65
kofiltrirana kategorija, 25
kofiltrirani vektorski prostor, 34
kofinalnost, 30
kokomutativnost, 146
kokonus, 17

kokonus, granicni, 17
kolimes, 17

kolimes, u proVect, 82
kolimes, u Vect, 26
komodul, 154

komonoid, 142

komponenta inverznog sustava, 28
komponenta morfizma filtracija, 91

komponenta usmjerenog sustava, 27

konus, 16

konus, granicni, 17
koprodukt, kategorijski, 17
koprodukt, u proVect, 78
koujednacitelj, u proVect, 81

koujednacavati, 17

limes, u Vect, 24
linearna algebarska grupa, 148

Luina formula, 256

modul nad bimonoidom, 152

modul nad monoidom, 152

monoid, 141

monoidalna kategorija, 19

monomorfizam, 15

monomorfizam, u proVect, 74

morfizam filtriranih vektorskih prostora, 87

morfizam filtrirano-kofiltriranih vektorskih pros-
tora, 115

morfizam inverznih sustava, 29

morfizam izvora, 176

morfizam kofiltriranih vektorskih prostora, 34

morfizam komonoida, 143

morfizam monoida, 142

morfizam po nivoima, 28, 102

morfizam usmjerenih sustava, 28

nit, 25
nulmorfizam, 18
nulobjekt, 18

objekt, inicijalni, 16
objekt, jedini¢ni, 19

objekt, terminalni, 16

poludirektni produkt, 156
ponor, 176

potprostorna kofiltracija, 65
potpun vektorski prostor, 68, 69
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INDEKS

predmorfizam inverznih sustava, 29
predmorfizam usmjerenih sustava, 27
produkt kategorija, 15

produkt, kategorijski, 17

produkt, poludirektni, 156

reprezentativna funkcija, 150

simetri¢cna monoidalna kategorija, 20

skalarno proSirenje, 3, 184

skalarno proSirenje, primjeri, 288

slika morfizma, 18

sparivanje diferencijalnih operatora i formal-
nih funkcija, 269

sparivanje diferencijalnih operatora 1 funkcija,
267

suprotna kategorija, 15

sustav, inverzni, 28

sustav, usmjereni, 27

Sweedlerova notacija, 143

Sweedlerova notacija, apstraktna, 143

tenzor, jednostavni, 47

tenzorski produkt, filtracija, 93

tenzorski produkt, kofiltracija, 41

tenzorski produkt, komutira s koujednaciteljima,
22,132,163, 164

tenzorski produkt, modula nad bialgebrom, 153

tenzorski produkt, nad monoidom, 162

tenzorski produkt, u indproVect, 118

tenzorski produkt, u indVect, 99

tenzorski produkt, u proVect, 47

tenzorski produkt, upotpunjeni, 47

tenzorski produkt, vektorskih prostora, 23

terminalni objekt, 16

ujedacitelj, 17

ujednacavati, 17

unitor, 19

univerzalna omotacka algebra, 150, 261
upotpunjeni tenzorski produkt, 47
upotpunjenje, u indproVect, 120
upotpunjenje, u proVect, 39

usmjeren skup, 25

usmjerena kategorija, 25

usmjereni sustav, 27
vezni morfizam, 27, 28

Yetter-Drinfeldov modul, 158, 160

Yetter-Drinfeldova modulna algebra, 159, 161
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