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Sa etak

Klju cne rijeci: Hopfov algebroid, formalno upotpunjenje, ltrirani vektorski prostor,
ko Itrirani vektorski prostor, Itrirano-ko ltrirani vektorski prostor, strogi ind-objekt, strogi
pro-objekt, strogi ind-pro-objekt, formalna suma, formalna baza, univerzalna ckaota
algebra, upotpunjeni tenzorski produkt, unutarnji bialgebroid, dualne Hopfove algebre,
Yetter-Drinfeldov modul, skalarno prosirenje, Heisenbergovo udvojenje

U ovoj disertaciji uvodimo prirodno po@enje pojma Hopfovog algebroida unutar sime-
tricne monoidalne kategorije s koujeditaljima koji komutiraju s monoidalnim produktom.
U radu takader konstruiramo simetnu monoidalnu kategorijpndproVect; br; kqg ltrirano-
ko Itriranih vektorskih prostoragciji mor zmi su linearna preslikavanja koja u slabom smislu
postuju ltracije i ko Itracije, a monoidalni produkt je olehi tenzorski produkt vektorskih pros-
tora formalno upotpunjen i s odgovarégm Itracijom ko ltracija. Za tu kategoriju u radu
dokazujemo da zadovoljava gore navedene uvjete za postojanje unutarnjeg Hopfovog algebro-
ida. Ona kao potkategorije sadr i kategomgudVect; b ; kq Itriranih vektorskih prostora i njoj
dualnu kategorijyproVect; b ; kq ko Itriranih vektorskih prostora. Njen monoidalni produkt
objedinjuje obcni tenzorski produkt i upotpunjeni tenzorski produkt.

Jednu od va nijih klasa olbhih Hopfovih algebroida nad nekomutativnom bazame po-
ludirektni produktiH 7A Hopfove algebreH i pletenicasto-komutativne algebie u kategoriji
Yetter-Drinfeldovih modula naéi. Tu klasu Hopfovih algebroida zovemo skalarnim proSire-
njima. U ovom radu dokazujemo da poludirektni produkti u kojima su Hopfova algebira
Yetter-Drinfeldova modulna algebra zamijenjene svojim unutarnjim analogonima u katego-
riji indproVect imaju strukturu Hopfovih algebroida u toj monoidalnoj kategoriji. Timedune
ostalim postavljamo temelj za precavanje poopenja Heisenbergovih udvojerfa 7A, ona u
kojima je A beskonano-dimenzionalna Hopfova algebra umjesto lamadimenzionalna, te
postojanje strukture poépnog Hopfovog algebroida na njima.

U disertaciji su zatim pratavana Hopfova sparivanja ltriranih Hopfovih algel#ii ko-
Itriranih Hopfovih algebri H koja su nedegeneriranahldi, te su ndeni dovoljni uvjeti uz



koje A postaje pletemiasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra Had katego-
riji indproVect. Prowcavana je takder manja klasa primjera, u kojima fe Hopfova algebra
Itrirana konacno-dimenzionalnim komponentama. Tu sweai nu ni i dovoljni uvjeti na
Hopfove algebréA i A , odnosnoA i H, u vidu konzZne dimenzionalnosti adjungiranih or-
bita odA te postojanja oddenih kanonskih elemenata unukd7A. Time je dakle inducirana
konstrukcija nekih ltrirano-ko ltriranih Hopfovih algebroida tipa skalarnog proSirenja. Va ni
primjeri takvih skalarnih proSirenja su oni u kojimaAeuniverzalna omotzka algebrdJpyq
konacnho-dimenzionalne Liejeve algebge Ako je H njen algebarski dudUpgg s inducira-
nom ko Itracijom, pripadno skalarno proSirenje, koje je péepo Heisenbergovo udvojenje od
Upgg mo e se identi cirati s algebrom diferencijalnih operatora na formalnoj okolini jedinice
pripadne Liejeve grupe Sto sugerira neke od primjena u geometriji i matkojatici.



Summary

Keywords: Hopf algebroid, formal completion, Itered vector space, co ltered vector space,

ltered-co Itered vector space, strict ind-object, strict pro-object, strict ind-pro-object, formal
sum, formal basis, universal enveloping algebra, completed tensor product, internal

bialgebroid, dual Hopf algebra, Yetter-Drinfeld module, scalar extension, Heisenberg double

In this thesis, a natural generalization of the de nition of a Hopf algebroid is introduced, in-
ternal to any symmetric monoidal category with coequalizers that commute with the monoidal
product. In this thesis we also construct a symmetric monoidal catgyahyroVect; br; kqof
Itered-co Itered vector spaces, whose morphisms are linear maps which in a weak sense res-
pect the lItrations and co ltrations, and whose monoidal product is the usual tensor product of
vector spaces formally completed and with a corresponding ltration of co Itrations. We prove
that this category satis es the above conditions for the existence of internal Hopf algebroids. It
contains two dual subcategories, the categorgVect; b ; kqof Itered vector spaces and the
categorymproVect; B ; kgof co ltered vector spaces. The monoidal product in it combines the
ordinary tensor product and a completed tensor product.

An important class of Hopf algebroids over a noncommutative base is comprised of smash
products of a Hopf algebrd and a braided-commutative algel#&an the category of Yetter-
Drinfeld modules oveH . Such Hopf algebroids are called scalar extensions. In this thesis,
we prove that the smash products in whighand A are replaced by their analogues in the
monoidal category of Itered-co ltered vector spaces have the structure of Hopf algebroids in
that monoidal category. By doing this, we set the basis for studying the Heisenberg doubles
A 7A in which A is an in nite-dimensional Hopf algebra instead of a nite-dimensional one,
among other examples, and the existence of the Hopf algebroid structure on them internal to the
categoryindproVect.

We then study Hopf pairings of a Itered Hopf algebfaand a co Itered Hopf algebra
H which are non-degenerate in the variabldHinand nd suf cient conditions forA to be a
braided-commutative Yetter-Drinfeld module algebra odein the indproVect category. A
smaller class of examples is also studied, for whcls a Hopf algebra countably Itered by



nite-dimensional vector spaces. Here we nd necessary and suf cient conditions on Hopf alge-
brasA andA , orA andH, in the form of nite dimensionality of the adjoint orbits &f and the
existence of certain canonical element$lifA. Thus a construction of some Itered-co Itered

Hopf algebroids of scalar extension type is obtained. Important examples of such scalar exten-
sions are the ones witA the universal enveloping algebtdpgqg of a nite-dimensional Lie
algebrag. WhenH is equal to its algebraic duélpgg with induced co ltration, the corres-
ponding scalar extension, that is the Heisenberg doublggd, can be identi ed as an algebra

with the algebra of differential operators on the formal neighborhood of the unit of a Lie group
integratingg, suggesting applications in geometry and mathematical physics.
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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Motivacija

1.1.1 Grupoidi i komutativni Hopfovi algebroidi

Simetrije nekog objekta ili sustava (npr. u zici) su operacije koje mo emo provoditi na objektu,
a kojecuvaju njegova (unaprijed odifena) bitna svojstva. Taj pogled sugerira da se mo emo
vratiti u prijasSnje stanje, da mo emo asocijativno komponirati simetrije i da je ideatiran-
sformacija simetrija, dakle da simetriggne grupu. Nije, mdutim, nu no da iz svakog stanja
mo emo prijeCi u svako drugo stanje objekta, tako da su osnovne matekeagirukture koje
opisuju simetrije ne samo grupe nego i (Brandt-Ehresmannovi) grupoidi (vidi 7.1). U glatkom
slucaju to su Liejevi grupoidi, koji lokalno generiraju svoje in nitezimalne varijante, Liejeve
algebre i Liejeve algebroide.

Opisimo sada primjer transformacijskog grupoida. Za djelovanjie M N M grupe
G s jedinicome na skupM (koji ¢e u generalizacijama biti prostor u nekom smislu) pri-
padni transformacijski grupoid je de niran ugrubo ovako: skup mor zam&je G M,
skup objekata® M, preslikavanje domene gom: pg; mg PNm, preslikavanje kodomene
cod: pg: mg PNy > m, kompozicija je dana spy: m'q pg;mgq pglg;mgakom® g> m,
identitete sud,, p e; mqgiinverz morzmapy;mq ! pg ! g> mg

Svako preslikavanje skupoya: A N B inducira preslikavanje algebri funkcija u polje,
pretkompoziciju & , tj. f: FunpBg N FunpAq $to daje kontravarijantni funktor iz ka-
tegorije skupova u kategoriju komutativnih algebri nad danim poljem. Postoje varijante tog
funktora u prisustvu dodatnih struktura (npr. ako su skupovi topoloSki prostori, funkcije su ne-
prekidne funkcije) koje u nekim sbajevima daju antiekvivalenciju kategorija. Ako dopustimo
nekomutativne algebre, time smo dakle prenijeli algebre funkcija u potkategoriju neke katego-
rije nekomutativnih algebri, koje su dakle dualne poapim, nekomutativnim prostorima. Po

1



1.1. MOTIVACIJA

kontravarijantnosti, dijagram strukturnih preslikavanja kaijge grupoid

:

G w Glﬁ:/(GJ_ﬁEIM

inducira dualni dijagram
HbaH gé/m_H‘?E/A

u simetrcnoj monoidalnoj kategoriji komutativnih algebri, m@mu je povlaks, y G zami-
jenjen tenzorskim produktom nad baznom algebfom FunpM g

FunpG, m Gig FunpGqbeinpuqFUNPGIg H ba H:

Kako dobiveni dijagram zadovoljava i dualne aksiome, time po de niciji dobivamo kogrupoid
u kategoriji vektorskih prostora, drugim rgena komutativni Hopfov algebroitl  FunpG,q
nad komutativnom baznom algebrén FunpM g Mor zam dualan mno enju je koprodukt

H N HbaH, preslikavanjima domene i kodomene dualna su preslikavanja izvora i ponora

, :H N A, apreslikavanje : H N H koje je dualno uzimanju inverzagf qmq f pg 'q

zove se antipod. Ukoliko u de niciji Hopfovog algebroida izostavimo antipod, dobivamo malo
jednostavniju strukturu, (asocijativni) bialgebroid.

Komutativni Hopfovi algebroidi imaju niz klashih primjena u stabilnoj teoriji homoto-
pije [Ravenel]. Primjeri i opa razmatranja u nekomutativnoj geometriji i matewiadj zici
vode na nekomutativha poopnja. Za ziku je osobito bitno da kategorije modula nad bial-
gebroidima imaju tenzorski produkt koji dolazi od koprodukta,gertada, naprimjer, ako se
jednaesttna stanja ponaSaju kao stanja u prostoru reprezentacije bialgebroidastitda
stanja takder biti u nekoj reprezentaciji tog bialgebroida.

1.1.2 Bialgebroidi i Hopfovi algebroidi nad nekomutativnom bazom

Standardni pojam asocijativhog bialgebroida i prva varijanta pojma Hopfovog algebroida nad
nekomutativnom bazom uvedeni su u radu J-H. Lu [Lu]. Za razliku od situacije kod Hopfovih
algebri [Majid, MilnorMoore], poopenje Hopfovog algebroida s komutativnom baznom alge-
brom na nekomutativnu baznu algebru je netrivijalno. Naime, akonpekomutativna algebra,
ondaA-bimodulH b 4 H nije nu no algebra, pa aksiom multiplikativnosti koprodukta H N

H b o H iz de nicije komutativhog Hopfovog algebroida nema smisla bez suptilne adaptacije
teorije, npr. uz pomo konstrukcije Takeuchijevog produkta [BohmHAIg, BrzMil, Takeuchi].
Za razliku od pojma bialgebroida koji je u radu J-H. Lu [Lu] zadovoljagajpojam antipoda

u njenom radu ima nedostatke jer ukijyje izbor nekog prerezd b, H N H b H koiji nije

2



1.1. MOTIVACIJA

kanonski. Ti nedostaci su razrijeSeni simatiom de nicijom G. B6hm [BohmHAIg] koja se
koristi i pooptava u ovoj disertaciji.

1.1.3 Skalarna proSirenja

Ako Hopfova algebrad djeluje slijeva na algebrA Hopfovim djelovanjem (na oddeni nain
kompatibilan sa strukturom algebre Aa koalgebre nal), u teoriji Hopfovih algebri de nira
se nova algebra, poludirektni produkt (ergghash produgtA 7™ , koja je kadk-modul tenzorski
produktA b H, s mno enjem izvedenim na od¥eni n&in iz tog Hopfovog djelovanja. Ako je
djelovanje desno Hopfovo djelovanije, poludirektni produldtjéA.

Za konano-dimenzionalnu Hopfovu algebi mo e se de nirati Drinfeldovo udvojenje
DpH gkoje je takaler Hopfova algebra, a kdomodul jednaka jeH b H . U spomenutom
radu [Lu] uvedena je klasa primjera Hopfovitalgebroida koji su analogoni transformacij-
skih grupoida. Njihova je totalna algebra poludirektni produkt obik& gdje jeH Hopfova
algebra, & pletentasto-komutativna algebra u monoidalnoj kategoriji modula nad Drinfeldo-
vim udvojenjemDH ¢
Teorem 1.1.1.(Lu [Lu]) Neka jeH konacno-dimenzionalna Hopfova algebra. Aka\@lete-

za skalarno proSirenje (Luin) Hopfov algebroid nAd

Yetter-Drinfeldovi moduli nad Hopfovom algebrokh suH -moduli sa strukturoni -ko-
modula takvi da djelovanje i kodjelovanje zadovoljavaju oldm@ Yetter-Drinfeldov uvjet kom-
patibilnosti. Ako jeH konano-dimenzionalna Hopfova algebra, onda su plegsie mono-
idalne kategorije Yetter-Drinfeldovih modula nBidi obicnih modula nad Drinfeldovim udvoje-
njemD pH gpletencasto monoidalno ekvivalentne. Brzegki i Militaru su u [BrzMil] pokazali
da je pojam bialgebroida ekvivalentan (mada formalno céxlianijem pojmu Takeuchijeve-
bialgebre [Takeuchi] te de niciji bialgebroida sa sidrom u smislu Ping Xua [Xu]. Oni sudeko
modi cirali konstrukciju Luinih transformacijskih Hopfovih algebroida zamijenivsi module nad
Drinfeldovim udvojenjem Yetter-Drinfeldovim modulima.

Teorem 1.1.2.(Brzezihski-Militaru [BrzMil]) Ako jeA pletenicasto-komutativna algebra u ka-

proSirenje (Luin) Hopfov algebroid nadl.

Tu varijantu konstrukcije transformacijskin Hopfovih algebroida u terminima Yetter-Drin-
feldovih modula zovemakalarnim proSirenjimgBohmHAIg]. Kljucan korak konstrukcije
skalarnih progirenja je da Yetter-Drinfeldovo kodjelovaAjéN A b H kao linearno preslika-
vanje postaje mor zmom ponora: A N A7H  H iz de nicije Hopfovog algebroida.
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Ove teoreme htjeli bismo pooiti iz razloga kojice biti objaSnjeni u sljede=m odjeljku.
Pritom €¢emo Luinu de niciju Hopfovog algebroida prvo zamijeniti modernijom de nicijom
Hopfovog algebroida od G. Bohm.

1.1.4 Problem formalnih upotpunjenja

Poseban skaj Yetter-Drinfeldovog modula dolazi od djelovanja kona-dimenzionalne Hop-
fove algebreA na svojem dualu. Pripaddjipoludirektni produkA7A zovemaHeisenbergovo
udvojenje Heisenbergova udvojenja su analogon strukture (Heisenberg-)Weylove algebre. U
radu [Skoda] pokazano je da odemi poludirektni umnosci oblik€)pgqBpy g u kojima je
Upgquniverzalna omotzka algebra shvana kao Hopfova algebra,Spg galgebra formalnih
funkcija okoO P g na kojuUpgqdjeluje Hopfovim djelovanjem, imaju idertu strukturu al-
gebre kao i poludirektni produktipgg®pg qu kojima ulogu Hopfove algebre preuziBag q
kao topolosSka Hopfova algebra s nekim deformiranim koproduktom koji je zamiavizo-
morfnom ko Itriranoj Hopfovoj algebri dualnoj Itriranoj Hopfovoj algebitypgg Dakle, to je
varijanta Heisenbergovog udvojenja, pa selavalo da ima i strukturu Hopfovog algebroida
tipa skalarnog prosirenja, pcemu je trebalo razjasniti pitanja formalnih upotpunjenja.
Formalizacija upotpunjene varijante Hopfovog algebroida koja kao primjer dozvoljava alge-
bruUpygBpy gizlo ena je u radu Meljanac, Skoda, StjLie algebra type non-commutative
phase spaces are Hopf algebrojdtters in Mathematical Physics, 2017. [MSS]. TWjpyq
shva&enakao Itrirana Hopfova algebra, a njen algebarski dijagjq je shva&en kao ko Itrirana
Hopfova algebra koja je kao algebra identi ciran&gy ¢ Tenzorski produkti upotpunjavani
su korist€&i inducirane ko lItracije. lako je konzistentan pristupden, ta formalizacija nije
sasvim zadovoljavafa: neka preslikavanja poStuju ko Itraciju samo na slal@ingdistribu-
iraju po formalnim sumama), a neka preslikavanja nisu ni de nirana na cijelom upotpunjenju
tenzorskog produkta. Nije bilo jasno koji princip diktira kég tenzorski produkti u aksioma-
tici biti upotpunjeni, a raunski dokazi su ote ani potrebom da se provjerava u koracima da su
sve manipulacije s formalnim sumama opravdane. S druge strane, moogi sa formalno
identicni provjerama iz teorije diskretnih skalarnih proSirengnilo se da se mogu prevesti u
dijagramatski jezik ako bi svi mor zmi i tenzorski produkti bili u istoj monoidalnoj kategoriji.

1.2 Pregled rezultata

U ovoj disertaciji predlo en je sustavni pristup formalnim upotpunjenjima u primjerinzaish
gore navedenima koji vodi i na drugu, prirodniju, de niciju upotpunjenih Hopfovih algebro-
ida, konstrukciju skalarnih proSirenja u toj@mitosti i, uz neke dodatne uvjete, konstrukciju
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varijante Heisenbergovog udvojenja.

Radi toga je konstruirana simetna monoidalna kategorijgndproVect; br; kq ciji objekti
su vektorski prostori s dodatnom strukturom u kojoj su na deinénain kombinirane Itracije
I ko ltracije, a mor zmi linearna preslikavanja koja na odfeni nain poStuju tu strukturu.
Njene su pune monoidalne potkategorije kategaiijdVect; b ; kqi poroVect; B ; kqvektorskih
prostora na kojima je ta dodatna struktura Itracija odnosno ko ltracija. Pritom su indeksne
kategorije Itracija i ko Itracija usmjereni skupovi (najvise) prebrojive ko nalnosti, a mor zmi
u tim kategorijama poStuju ltracije i ko Itracije na man slabiji od uobtajenog. ToCe biti
podrobnije objasnjeno u pododjeljku 1.2.1 koji slijedi nakon ovog&knag pregleda.

De nirana kategorijaindproVect ekvivalentna je kategoriji strogih ind-objekata u katego-
riji strogih pro-objekata u kategoriji vektorskih prostora takvih da su indeksne kategorije ind-
objekata i pro-objekata ko nalnosti najvia,

indproVect  IndgProg,Vect:

Ovi nazivi odnose se na ind-objekte i pro-objekte u smislu Grothendiecka [SGA4.1], a naziv
strogi na to da su vezni mor zmi monomor zmi za ind-objekte, a epimor zmi za pro-objekte.
Prednost rada s kategorijomdproVect je u tome Sto radimo s vektorskim prostorima s do-
datnom strukturom i linearnim preslikavanjima koja poStuju tu strukturu, umjesto s apstraktnim
ind-objektima i pro-objektima. Kategorija ind-objekata i kategorija pro-objekata ekvivalentne
su redom kategoriji usmjerenih sustava i kategoriji inverznih sustava, s kojima smo radili u ovoj
disertaciji. Umjesto naziva usmjereni sustaamo radi jednostavnosti poslije u tekstu nekad
pisati ind-objekt, a umjesto naziva inverzni sustav pro-objekt.

Svaki je objekt kategorijegndproVect ugrubo vektorski prostoy zajedno s iscrpnom |-
tracijom potprostorimd&/;, i P1 na svakom od kojih je uskiEeno odabrana potpuna ko Itracija
VK, k P K; njegovim kvocijentnim prostorima. Iscrpnost Itracije ovdje zd/ cci)FI“imVi,
a potpunost ko ltracijeV; kIipm VX, Tenzorski produkl b W upotpunjava se na svakoj

K

Itriraju €oj komponentV, b W;,
Vibw;  limV<b w,
pilg
I ukupno je tenzorski produkt dva ltrirano-ko ltrirana vektorska prostora

VEW  colim ViBw;  colim limV*b W;
pij A J fij A J pkilg

Sto daje ukupno manje upotpunjenje nego kad se radi s globalnom ko Itracijom naowbi
tenzorskom produktu. Naprimjer, X&iz indVect i W iz proVect vrijedi

pndq .. pndq pproq .. pproq
VoWH YV b W& VH W
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gdje je nad simbolim& i W ovdje naglaseno gledamo li ih kao vektorske prostore sa zaborav-
ljenom dodatnom strukturom ili ltrirane vektorske prostore i ko ltrirane vektorske prostore.
Uz to, taj tenzorski produkt omogava kombiniranje olshog i upotpunjenog tenzorskog pro-
dukta na sustavan oim, jer je za objekte indVect jednak obtnom tenzorskom produkio,

a za objekte yproVect upotpunjenom tenzorskom produkbu Za usporedbu, svi relevantni
mor zmi iz primjera Upgq®py gsu automatski de nirani na tom novom tenzorskom produktu
I mor zmi su u kategorijiindproVect, te ne postoje problemi s formalnim upotpunjenjima i
kompozicijama preslikavanja. Na temelju daljnjih rezultata vidgse da za taj primjer u ovoj
formalizaciji ne postoje problemi niti s de nicijama algebarskih struktura koje je bilo kompli-
cirano (upotpunjeni Hopfov algebroid) ili nemaggi (Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad
8y o) formalizirati uclanku [MSS].

Zatim opisujemo i dokazujemo da konstruirana monoidalna kategamiggproVect; br; kq
ima koujednaitelje i da oni komutiraju s tenzorskim produktom, pamu koristimo rezultate
o raznim konstrukcijama u kategorijproVect; b ; kq dokazane u disertaciji, nde kojima su
opis monomor zama, potpunih potprostora, kvocijenata, te slo enije dokaze postojanja i opisa
koujednaitelja, koprodukata i Itriranih kolimesa. Tainimo da bismo omogtili uvodenje
tenzorskih produkath , nad unutarnjim monoidom koji su nu ni za de niciju unutrasnjeg
bialgebroida undproVect. Naime, G. BOhm je pokazala da se de nicija i neki osnovni ele-
menti teorije asocijativnih bialgebroida mogu internalizirati u proizvoljnim monoidalnim kate-
gorijama koje imaju koujedrttelje na taj nain kompatibilne s tenzorskim produktom. Nakon
Sto smo razradili njenu de niciju unutarnjeg bialgebroida u takvim monoidalnim kategorijama
na direktan nain u de niciju dodajemo simetrizaciju i antipod te, uz dokaze dobre de niranosti,
time dobivamo (novu) de niciju unutarnjeg Hopfovog algebroida.

Dalje dokazujemo teorem o konstrukciji unutrasnjeg skalarnog prosirenja iz dane unutrasnje
pletentasto-komutativne Yetter-Drinfeldove modulne algebre. Taj teorem jeqeogg rezul-
tata Brzeznskog i Militaru iz [BrzMil], ali i nadopuna nepotpunog dokaza u tafanku (uz
dodatni uvjet bijektivnosti antipoda) u kojem nije dokazano &hjo svojstvo da je de nirani
antipod antihomomor zam.

Na kraju dokazujemo teorem o postojanju strukture Hopfovog algebroida na Heisenbergo-
vom udvojenjuR 7R unutrasnje Hopfove algebR u kategorijipndVectFin; b ; kg koja ima
bijektivan antipod i odréeno svojstvo korane dimenzionalnosti adjungiranih orbita, koréste
uvedene kanonske elemente. Ta svojstva imaju univerzalna okaotdgebrdJpgqi kvanti-
zirana univerzalna omota algebraJypsl,q Takader dokazujemo dva @enitija rezultata o
dovoljnim uvjetima za postojanje strukture Hopfovog algebroida na poludirektnim produktima
H 7R Hopfovih algebri u Hopfovom sparivanju u kategoiiidproVect, jedan poopavanjem
prije navedenog rezultata, a drugi dragam metodom, koriste odredena kvocijentiranja po

6



1.2. PREGLED REZULTATA

anihilatorima. Do rezultata dolazimo tako da za Hopfove algébrél nademo neke dovoljne
uvjete daR bude pleterdasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra iHaikoris-

timo prethodno dokazan teorem o skalarnom proSirenju. Nakon toga opisujemo nekoliko novih
primjera Hopfovih algebroida nad nekomutativnom bazom. U nastavku je detaljniji pregled
de nicija i rezultata.

1.2.1 Simetrcna monoidalna kategorijaindproVect

U drugom poglavlju dan je pregled osnovne kategorijske terminologije koju koristimo, te de ni-
cije usmjerenih i inverznih sustava i mor zama thenjima. U ovoj disertaciji usmjereni sustav
ciji su svi vezni mor zmi monomor zmi (strogi ind-objekt) nazivamtiracija , a inverzni sus-

tav ciji su svi vezni mor zmi epimor zmi (strogi pro-objektko ltracija . Filtracija na vektor-
skom prostoru ovdje je dakle indeksirana usmjerenim skupom iq@ue je standardnog pojma
Itracije potprostorima indeksirane skupoMy, a mor zmi medu vektorskim prostorima koji
poStuju Itracije ovdije tocine na nain slabiji od uobtajenog. Naprimjer, umjesto standardnog
preslikavanja po nivoima, ovdje linearno preslikavanje poStuje lItraciju ako svaku Itrinaju
komponentu domene preslika u neku Itrirguw komponentu kodomene. Ko Itracija je pojam
dualan lItraciji, u kojem potprostore zamjenjuju kvocijentni prostori i vezna preslikavanja su
obrnutog smjera.

U trecem,cetvrtom i petom poglavlju bavimo se izgradnjom sin@td monoidalne katego-
rije pndproVect; br; kq Itrirano-ko Itriranih vektorskih prostora,cije su pune monoidalne pot-
kategorije dvije dualne kategorije, kategonjaroVect; b ; kg ko Itriranih vektorskih prostora
| kategorijapndVect; b ; kq Itriranih vektorskih prostora, te odigenim potrebnim konstrukci-
jama u tim kategorijama i njihovim svojstvima.

Filtrirani vektorski prostor de niramo kao vektorski prostérzajedno €@- Itracijom V u
kategorijiVect takvom da jev  colimV , a ko Itrirani vektorski prostor kao vektorski pros-
tor W zajedno s@-ko Itracijom W u kategorijiVect takvom da jeW  lim W : Mor zme
medu njima de niramo kao linearna preslikavanja koja na afine jednostavan e postuju
tu dodatnu strukturu. Ogragili smo se na ind-objekte (odnosno pro-objekte) koji su strogi i
ko nalnosti najviSe@ jer su nam ti zahtjevi bili potrebni da doka emo da su nasa preslikavanja
koja posStuju strukturu Itracije (odnosno ko ltracije) u kanonskoj bijekciji s mor zmima due
pripadnim ind-objektima (odnosno pro-objektima). Tako umjesto da radimo s apstraktnim ind-
objektima i pro-objektima, mo emo raditi s vektorskim prostorima s dodatnom strukturom i
linearnim preslikavanjima koja poStuju tu strukturu: s objektima i mo zmima de niranih kate-
gorija

indVect  IndgVect, proVect ProgVect:
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Kod opcenitijin pro-objekata naime raziti mor zmi medu pro-objektima mogu inducirati isto
linearno preslikavanje nael njihovim limesima, pa ne bismo mogli raditi s mor zmima kao s
linearnim preslikavanjima i primjeniti dobiveno na primjere koje elimo opisati. De niramo i
kategorijuindproVect koja sadr i kao svoje potkategorijadVect i proVect. Njeni su objekti
vektorski prostorl zajedno €&- Itracijom U u kategorijiproVecttakvomdajeJ colimU

u Vect, a mor zmi su linearna preslikavanja koja na odeai nain poStuju tu strukturu, te za
nju pokazazujemo da je ekvivalentna kategarifigProg,Vect.

Moguénost rada s vektorskim prostorima s dodatnom strukturom umjesto s apstraktnim
ind-objektima, pro-objektima i ind-pro-objektima omdmije melu ostalim de niciju formalne
sume i formalne baze te izvrijednjavanje preslikavanja na elementima, zatim primjenu teorije
na postojée primjere, te prenoSenje konstrukcija s kategorije ind-pro-objekata na de niranu
kategorijuciji objekti imaju elemente i obratno. Ove predno&ti biti objaSnjene u daljnjem
tekstu.

U kategorijiindproVect dakle objekti imaju elemente i mo emo po potrebi promatrati iz-
vrijednjavanje preslikavanja na elementima, $to nemamo na raspolaganju kod apstraktnih ind-
pro-objekata. S time u vezi uveden je pojam formalne sumeolect i njene vrijednosti, te
razvijen razun s formalnim sumama. (Mogea beskonena) suma v elemenata ko Itriranog
vektorskog prostora jlrmalna sumako projekcija na njegovu proizvoljnu ko Itriraftu kom-
ponentu Salje sve osim kotr@o mnogo sumanadaQu Te projekcije zajednaine nit limesa,
dakle element tog ko Itriranog vektorskog prostora, koju zovewnigednost formalne sume

v . Pokazujemo da su linearna preslikavafsjkoja distribuiraju po formalnim sumamaj.
takva da prevode pdanovima formalne sume u formalne sume i vrijedi

Ap vg =~ Apg

upravo mor zmi u kategorijiproVect, Sto daje joS jedan én rada s tim preslikavanjima. Na
temelju toga razvijen je rn s formalnim sumama koji koristimo u dokazima, te oleee for-

mule i preslikavanja mo emo zadavati formalnim sumama. Pojam formalne sume jednostavno
proSirujemo do pojma formalne sumendproVect, kojim su tako obuhviene konane sume

u objektima kategorijendVect i formalne sume u objektima kategorgeoVect. De niramo i

u dokazima koristimo pojarformalne bazeo Itriranog vektorskog prostora, uz jednostavniji
pojam ltrirane baze Itriranog vektorskog prostora. Pokazujemo da svaki ko Itrirani vektorski
prostor posjeduje formalnu bazu.

De nirana su takaler upotpunjenja vektorskih prostora po ko Itraciji i upotpunjenja linear-
nih preslikavanja. Pokazano je da se svaki element upotpunijevidktorskog prostors mo e
prikazati kao formalna sumaji su sumandi unutaY i da je vektorski potprostov ko ltrira-
nog vektorskog prostora potpun ako sadr i vrijednosti svih formalnih suma sa sumandma u

8
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Pokazano je da su kanonska preslikavanja W & VBEW iV b W & V bW injekcije.

Dani su nu ni i dovoljni uvjeti za postojanje proSirenja (upotpunjenja) linearnog preslikava-
nja do mor zma uproVect, te u slo enijoj propoziciji, za postojanje prosirenja do mor zma u
indproVect. Na temelju toga, za linearna preslikavanja u primjerima je lako provjeriti pripadaju
li potkategorijiindVect, jesu li ili se mogu prosSiriti do upotpunjenih mor zama u potkategoriji
proVect, te u kategorijindproVect. Pokazali smo da su potkategoria\Vect i proVect du-
alne, te da se naprimjer sparivaiaz indVect i njegovog duald/ iz proVect uvijek proSiruje

do sparivanja/ b V. N k u kategorijiindproVect.

U kategorijiproVect opisani su monomor zmiiepimor zmi, dane su strukture ko Itriranog
prostora na potpunim potprostorima i kvocijentima po potpunim potprostorima i pokazano je da
je jezgra linearnog preslikavanja potpuni potprostor. Dokazano pealZect posjeduje koujed-
necitelje i da oni komutiraju s tenzorskim produktom. U slo enijim propozicijama dokazano
je postojanje i dana konstrukcija i opis koprodukta i Itiranog kolimespraVect. Neke od
tih konstrukcija prvo su dane na kategoRjiogVect i zatim prenesene na kategoripoVect
i opisane tamo, kao Sto su konstrukcija tenzorskog produkta, te kowjeeljeg koprodukta i

Itriranog kolimesa. Druge su pro njene s vektorskih prostora na vektorske prostore sa struk-
turom, kao naprimjer de nicija potpunog potprostora s potprostornom ko Itracijom, kvocijenta
s kvocijentnom ko ltracijom, te jezgre i slike preslikavanja.

Tenzorski produkti su konstruirani tako da su proSireni s kategpulget; b ; kq na jed-
nostavan kanonski o na kategorije ind-objekatadgVect, pro-objekateProgVect te ind-
pro-objekatandgProgVect, a onda preneseni po prije dokazanoj ekvivalenciji na kategorije
indVect, proVect i indproVect. Dobra de niranost tenzorskog produkta tradgProgVect
i time na kategorijiindproVect ovisila je o dokazu da je tenzorski produkt monomor zama
u proVect  ProgVect monomor zam, u kojem je koristen pojam formalne baze. Doka-
zali smo da su one simetne monoidalne kategorije, premu su kategorijgindVect; b ; kqi
poroVect; B ; kgmonoidalne potkategorije kategoriimdproVect; br; kg

pndVect; b ; kq

T T

pvect; b ; kq pndproVect; br; kq

\/

peroVect; B ; kq

Tako je omog@ien naprimjer rad s mor zmimA b B N Cb D ltriranih vektorskih prostora
i njima dualnim mor zmimaC B D N A B B ko ltriranih vektorskih prostora unutar iste
monoidalne kategorije, te sustavno izvedeno kombiniranjenaly i upotpunjenog tenzorskog

9
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produkta. KategorijgindVectFin; b ; kgi poroVectFin; B ; kqsu dualne monoidalne kategorije.

pndVectFin; b ; kq

()

poroVectFin; B'; kq

Po tome naprimjer dudlpgq Spy g beskonano-dimenzionalne Hopfove algebtimg,
promatrane kao Hopfova algebra u kategauifidVectFin; b ; kg postaje Hopfova algebra u
kategoriji pproVectFin; b ; kqi moguce je de nirati pojam djelovanja te topoloske Hopfove
algebreSpy qna obtnu Hopfovu algebripyg jednostavno dijagramatski, unutar kategorije
pndproVect; br; kg Slicno je moggée de nirati neke druge potrebne algebarske strukture koje
moraju kombinirati olgan i upotpunjeni tenzorski produkt.

Medu najslo enijim rezultatima iz ovog dijela je teorem o postojanju koujeteha u ka-
tegoriji indproVect i teorem da koujedratelji u pndproVect; br; kg komutiraju s tenzorskim
produktom. Dokazi ta dva teorema koriste mnoge propozicije o konstrukcijama u kategoriji
poroVect; B ; kg kao $to su opis monomor zama, potpunih potprostora, kvocijenata i kvoci-
jentnih preslikavanja, te slo enije dokaze postojanja i opisa koujatklm, koprodukata i |-
triranih kolimesa. Od propozicija iz poglavlja o kategopijpVect izdvajamo dokaz postojanja
i opis koprodukata i Itriranih kolimesa u kategorijiroVect, u kojima je kombinirana metoda
prenoSenja konstrukcija koprodukta i Itriranog kolimes®mogVect naproVect po ekviva-
lenciji kategorija i s druge strane upotreba pojma i svojstava formalnih suma u ko Itriranim
vektorskim prostorima.

Uz uvedene pojmove formalne baze objekaar@Vecti Itrirane baze objekata izndVect,
dokazano je da je skup funkcionala u pn dualnih u odnosu na ltriranu baztD u pa
objektaV u kategorijiindVectFin formalna baza duaM kao objekta u kategoriproVectFin.
Tako je mog@e bilo de nirati odralene kanonske elemente kao formalne sume

Khg ~eb pDg Lpg eS'pegbD g

za P EndpVq koji su koriSteni onda u zadnjem poglavlju za dokaz strukture Hopfovog al-
gebroida na Heisenbergovom udvojenju Hopfovih algebmd/ectFin koje imaju bijektivan
antipod i svojstvo konene-dimenzionalnosti adjungiranih orbita. Time jedu@stalim primje-
rima dobiveno da j&)pygBpy qzaista Hopfov algebroid u kategorifidproVectFin.
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1.2. PREGLED REZULTATA

1.2.2 De nicija unutarnjeg Hopfovog algebroida. Teorem o unutarnjem
skalarnom prosSirenju

U drugom dijelu disertacije najprije u Sestom poglavlju navodimo pomealgebarske kons-
trukcije (tenzorski produkti unutarnjin modula i bimodula, Yetter-Drinfeldovi moduli itd.) i
navodimo nekoliko standardnih primjera Hopfovih algebri kagi biti relevantni za primjere
Hopfovih algebroida u zadnjem poglavlju. U sedmom poglavlju dajemo pojam unutarnjeg
bialgebroida u proizvoljnoj monoidalnoj kategoriji s koujeditaljima koji komutiraju s ten-
zorskim produktom, te zatim na temelju toga i konstrukcija iz prethodnog poglavlja de niramo
pojam unutarnjeg Hopfovog algebroida u takvoj kategoriji i dokazujemo da je de nicija dobra.

Nakon toga u osmom poglavlju dokazujemo teorem o konstrukciji unutrasnjeg skalarnog
proSirenja: da svaka unutrasnja pletasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra
R nad unutrasnjom Hopfovom algebroh u indproVect s bijektivnim antipodom de nira
odredenu strukturu unutrasnjeg Hopfovog algebroida na poludirektnom pro#tliRRuu kate-
goriji indproVect, koju zovemo skalarno proSirenje. Pritom koristimo apstraktni Sweedlerov
racun i novu de niciju unutrasnjeg Hopfovog algebroida, a strukturu lijevog i desnog bialge-
broida opisujemo na jednostavancirana poludirektnim produktim&°7H i H7R koji su
izomorfne algebre po konstruiranom izomor zmu Svi teoremi vrijede naravno posebno za
vektorske prostore, Itrirane vektorske prostore, ko Itrirane vektorske prostore te njihove kom-
binacije.

1.2.3 Heisenbergova udvojenja lItriranih Hopfovih algebri i poopcenja.
Primjeri skalarnih proSirenja

U zadnjem poglavlju prazavamo jednu klasu primjera skalarnih proSirenja, one koji dolaze od
poludirektnih produkatdd 7R Hopfove algebreH i Hopfove algebreR koje su u Hopfovom
sparivanju, a sve unutar monoidalne kategauipelproVect; b; kg Primjer takvog poludirekt-
nog produkta bilo bi Heisenbergovo udvojee/R za Hopfove algebr® Itrirane konacno-
dimenzionalnim komponentama, p@&mje Heisenbergovog udvojenja koje je de nirano za
konacno-dimenzionalne Hopfove algebre.

Dokazujemo da svaka unutrasnja Hopfova algdbna kategorijipndVectFin; b ; kg koja
ima bijektivan antipod i zadovoljava dodatni uvjet kena-dimenzionalnosti adjungiranih or-
bita ima kanonsku strukturu pleteaisto-komutativne Yetter-Drinfeldove modulne algebre nad
svojim dualomR , unutradnjom Hopfovom algebrom u kategogjroVectFin; b ; kg Klju-
can korak ovdje je upotreba odienih kanonskih elemenata od kojih je jedan beskona
dimenzionalno poagenje Luine formule povezane s mor zmom ponora u [Lu]. Ovdje je taj
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1.2. PREGLED REZULTATA

kanonski element
Lpg eS‘'peqbD g PEndpRq

formalna suma u upotpunjenom tenzorskom prod&ktth R (gdje smo na&R zaboravili Itra-
ciju). Linearno preslikavanje : EndpRq N R B R je bijekcija s inverzom

T:RBRNEndRg Tmp hbrgrbN pZho;

Sto je poogenje rezultata iz [Lu], koje je naravno dosta te e dokazati nego udamdimenzi-
onalnom slegaju, jer se ne mo e Kkoristiti argument s rangom i defektom. Pokazali smo da ako
se izvedeno preslikavanje

Lu: RN R BR; LupYg e S 'pegbD YD ;

mo e korestringirati do morzmaR N R b R (ovdjeR opet ima ltraciju), onda je uz njega
kao kodjelovanje algebrR Yetter-Drinfeldova modulna algebra n&l. Dokazali smo da ta
korestrikcija postoji ako i samo akR zadovoljava odréeni uvjet konane-dimenzionalnosti
adjungiranih orbita. Tom konstrukcijom je dakle omégno da Heisenbergovo udvojenje
R 7R ltrirane Hopfove algebreR sa spomenutim svojstvima opremimo strukturom unutarnjeg
Hopfovog algebroida u naSoj kategoriji. U primjerima dokazujem&daqgi U,psl,qimaju to
svojstvo konane-dimenzionalnosti adjungiranih orbitdme dobivamo dva primjera Heisen-
bergovih udvojenja koja su unutarnji Hopfovi algebroidipgg 7Upgg nad baznom algebrom
Upggte Ugpslog Ugpslzqnad baznom algebrotgpsl,g

Opcenitije zatim promatramo Hopfova sparivanja unutrasSnje Hopfove algehuekate-
goriji pndVectFin;b ;kqs bijektivnim antipodom i unutrasnje Hopfove algebfeu kate-
goriji poroVect; B ; kq koje je nedegenerirano u drugoj varijabli. Takva sparivanja induciraju
morzam H & R u kategorijiindproVect, pa i mor zam algebriH7/R & R 7R. Na te-
melju prethodnog rezultata dobivamo Baima strukturu Yetter-Drinfeldove modulne alge-
bre nadH ako i samo ako se preslikavanje korestringira do preslikavanjg N H7R.
Na temelju toga reunamo minimalnu Hopfovu podalgebkipgd™ od Upyg takvu da je
LupJpgaq ., Upgd™ 7Upgqi dobivamo primjere Hopfovih algebroida nathyg skalarno pro-
SirenjeUpgd™" 7Upggi Heisenbergovo udvojenje s reduciranim dualomg 7Upgg

Takader, promatramo Hopfova sparivanja unutrasnjih Hopfovih algBbriH iz dualnih
potkategorijgindVect; b ; kgi poroVect; B ; kgredom koja su nedegenerirana u drugoj varijabli.
Ovdje nije mogge koristiti kanonske elemente jer komponente nisu knoadimenzionalne,
vet se dokaz analognog teorema provodi slo enije kroz nekoliko propozicija s kvocijentima
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ko Itriranih vektorskih prostora po anihilatorima i uz dodatni uvjet na koprodukt Hopfove al-
gebreR.

Na kraju navodimo i opisujemo neke nove primjere Hopfovih algebroida nad nekomutativ-
nom bazomUpyqg te jedan nadJypsl,g od kojih su prva tri unutrasnji Hopfovi algebroidi u
indproVect, a ostali standardni Hopfovi algebroidMect. Heisenbergovo udvojenje

Upgg Wpgg I8 pG;eqUmtq

je unutarnji Hopfov algebroid indproVect nadUpgqg kao algebra izomorfan algeldi ' pG; eq
formalnih diferencijalnih operatora u okolini jedinice na Liejevoj gr@iNekomutativni fazni
prostor

UmgBpg 9 Upgtq7p°® pG; eqdP

o kojem je bilo govora wclanku [MSS] je Hopfov algebroid nadpgqu indproVect. U tom
clanku su elementiy, : ::, X, baze ody interpretirani kao nekomutativne koordinate, a dualna
baza ody kao operatorB, :::, B,. Zatim, Heisenbergovo udvojenje

Ugpsloq Ugpslzq

je unutrasnji Hopfov algebroid indproVect nad kvantnom grupor,psl,q Dalje,

Upgd™ Upga ., Upgg Upog

je eksplicitno opisano minimalno skalarno proSirenje (takvo da je dobiveno iz Hopfovog spari-
vanja) nadJpgg Heisenbergovo udvojenje s reduciranim dualom

Upgg Jpgg ., Upgg AJpgg

je Hopfov algebroid natlpgg Geometrijski de niran Hopfov algebroid

O™" pGqUpy-q, Di pGq

nadUpg- qdan je pomou adjungirane reprezentacije i on je najmanja podalgebra algebre di-
ferencijalnih operatora koja sadr i i lijevo invarijantna i desno invarijantna vektorska polja, te
Hopfov algebroid

OpAut pgaqUpgq

nadUpgqcija je struktura izvedena iz odienog sparivanj® pAut pgqg Upgg koje se mo e de-
nirati geometrijski kad jeg Liejeva algebra Liejeve grupe, alcisto algebarski nad bilo kojim
poljem. Struktura Hopfovog algebroida u zadnja dva primjera pokazana je direktno &oriste
generatore algeb®™" pGq (nekih) funkcija na Liejevoj grupG i algebri regularnih funkcija
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1.2. PREGLED REZULTATA

OpAut pgqgna algebarskoj grupAut pgq zajedno s nekim identitetima koje ti generatori zado-
voljavaju. Na kraju, za povezanu kompaktnu algebarsku géipmkalarno prosSirenje

ReppGaUpyc:

je unutrasnji Hopfov algebroid imdproVect nadUpya:, gdje jeReppGqgalgebra reprezentativ-
nih funkcija naG. Svi ovdje navedeni primjeri postoje i u drugjam zapisima istih algebiri,

HMUpgtg UpRgH HYUmRq UpmtqH®:

Oni su (unutarnji) Hopfovi algebroidi nddpg- g tj. nad parom baznih algebpg- gi UpgRg
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Poglavije 2

Neke oecinjenice iz teorije kategorija

2.1 Osnovna kategorijska terminologija

Podrazumijevamo poznavanje de nicije kategorije, funktora, (prirodnih) transformacija fun-
ktora, ekvivalencije kategorija, potkategorije, pune potkategorije i poznavanje dijagramatske
notacije. ldentitetu objekts kategorijeV oznacavamoidy : V N V. Kategoriju skupova i
preslikavanja ozraavamo s&et, a kategoriju vektorskih prostora (nad ksnim poljem) i li-
nearnih preslikavanja ¥ect. Kategorijucemo zvati malom ako su joj klasa objekata i klasa
mor zama skupovi.

De nicija2.1.1. Morzam f : B N C u kategorijiV je
() izomor zamako postojif *: C N B takavdajd f ' idgif * f idc,
(i) monomor zamako za svay, h: AN B jednakosf g f hpovlecig h,
(i) epimor zamako za svék, |: C N D jednakosk f | f povlecik .

Svaki izomor zam je monomor zam i epimor zam, a 8eti Vect vrijedi i obrat te tvrdnje.
Dva su objekta/, W P ObpVgizomorfnai pisemoV W ako postoji izomor zamV N W.

Suprotna kategorijd/°P kategorijiV je kategorijacija je klasa objekata jednaka klasi obje-
kata kategorijev/ (koje ponekad piSemo s gornjim indeks8fu notaciji), za sve/, W PV
vrijedi Homye pvV°; Wq HomypW;Vqi idye p idy P, a kompozicija je zadana sa

foP Pg®:pg fof*:

Kontravarijantni funktorF iz V uW je (kovarijantni) funktorF : V* N W iz suprotne ka-
tegorije. Endofunktorje svaki funktorF : V N V kojem se domena i kodomena podudaraju.
Podsj&amo da je (Kartezijewrodukt kategorijav i W kategorijaV W s klasom objekata
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2.1. OSNOVNA KATEGORIJSKA TERMINOLOGIJA

Obpvg ObpwW g klasom mor zamaMorpvg MorpW g identitetamady.wq P idy;idwg a
cija domena, kodomena i kompozicija mor zama se evaluiraju po komponengifoaktorje
funktorG: V. W N Z de niran na Kartezijevom produktu dviju kategorija. Posebno va an
bifunktor je Hom-bifunktor

Homy: V® V N Set

koji je na objektima dan gA; Bq PNHomypA; B g a na mor zmima na sljedd nacin. Za
mor zam pf; gq: pA; Cq N pB; D g njegova slika

Homy if; g g: HomypB; Cq N HomypA; D g

Salieh: B N Cug h f, tj. u kompoziciju mor zamaA W B YR ¢ YR D. Ako
ksiramo neki objektA P ObpVgkao prvi argument u bifunktorg: V.~ W N Z dobivamo
obicni funktor

FPA; g :WN Z

na objektima dan formuloritv PNF pA; W gi ha mor zmima formulomd PNF ida; dq
FpA; dg Slicno de niramo funktorFp ;Bg: V N Z zaB PObpBg

De nicija 2.1.2. Za objekte P Obpvgka emo da je
(i) inicijalni objektako za svakV P ObpVqpostoji tacno jedan mor zanf : eN V,
(i) terminalni objekiako za svakV P ObpVqpostoji tacno jedan mor zanmg: V N e.

Lako se vidi da su svaka dva inicijalna objekta! P ObpVqizomorfna preko jedinstvenog
izomorzma e N €. Inicijalni objekt ne mora postojati u kategoriji. Terminalni objekt u
kategorijiV mo emo promatrati kao inicijalni objekt u suprotnoj kategoxifi°. Za objektV u
kategoriji V konstantni funktoconst,  const,: | N V dan je pravilomconst, : i PNV, za
svei P Obpl g const, : f PNidy za svef P Morp g Notacijal dolazi od terminandeksna
kategorija

De nicija 2.1.3. Neka jeF: | N V funktor. KonusnadF s vrhomV P ObpVgje prirodna
transformacija : const, i F. Drugim rijecima, konus je zadan komponentama

i:VN Fpg iPI

i za svaki morzamg: i N j ul vrijedi ;  Fpyg . Morzam konusa N  nadF s
vrhovimaV iV jemorzamf :V N V uV zakoji vrijedi

i f i zasve PObp g
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2.1. OSNOVNA KATEGORIJSKA TERMINOLOGIJA

Kompozicija mor zama konusa dana je kompozicijom pripadnih mor zam¥ medu vrho-
vima konusa. Konusi naB i njihovi mor zmi, dakle, cine kategoriju.Granicni konus(uni-
verzalni konus) ililimesfunktoraF je terminalni objekt kategorije konusa n&d(ako pos-
toji) i oznacuje se dim F ili limjp Fpg Ista oznaka se koristi ponekad i za vrh limesa, oso-
bito u notaciji s jednakos  |lim; Fpqili V  lim; Fgg Komponentu gratcnog konusa
limim FAg N F g gzovemo i projekcijom né& g g

De nicija 2.1.4. Neka jeF : 1 N V funktor. KokonusnadF s vrhomV P ObpVgje prirodna
transformacija : F i const,. Ekvivalentno, kokonus nal je konus u suprotnoj kategoriji
V. Ocito kokonusi nadF cine kategoriju. Terminalni objekt te kategorije je, ako postoji,
granicni kokonusli kolimesfunktoraF i ozneacuje se olimF ili colimjp Fpag

Ako je | mala kategorija, funktore NV zovemo idijagrami. U ovoj disertaciji promatrat
temo samo limese i kolimese dijagrama. Ako limesi (odnosno kolimesi) svih funktdray
postoje W, ka emo daV dopustdimese (odnosno kolimese) funktora oblika

Paralelni parmor zama u kategorijiV je par mor zamaf , g: i N j u kategorijiV s istom
domenom i istom kodomenom. Mor zaim j N j *koujednacujeparalelni par , g ako vrijedi
bf b g Morzama:i'N iujednacujeparalelni paf ,gako vrijedif a g a. Paralelni
par mor zama mo emo promatrati kao funktor iz kategorije s dva objékthi dva razlcita
mor zma 0 N 1 u kategorijuV. Lako se vidi da su konusi (odnosno kokonusi) paralelnog
para u bijekciji s mor zmima koji ujedneuju (odnosno koujedmaju) taj par. Ujednacitel;
paralelnog paraje po de niciji granicni konus (tj. limes) pripadnog funktor&oujednacitel;
paralelnog parge po de niciji granicni kokonus (tj. kolimes) pripadnog funktora.

Kategorija jediskretnaako su joj svi mor zmi identitete. Svaki skupmo emo promatrati
kao malu diskretnu kategoriju naiti nacin, koju ozngavamo istom oznakom. Pri tome fa-
milije t\ium objekata u nekoj kategorilf odgovaraju funktorim&/ : | N V. (Kategorijski)
produkt ., Vi familije objekatatViup je tada limes funktor& : I N V, pri cemu kompo-
nente univerzalnog konusa L

k- Vi N Vi

iPl )
zovemo projekcijama (iako one nisu nu no epimor zmKoprodukt Vi familije objekata
tViup je kolimes funktora/ : | NV, pri cemu komponente univerzalnog konusa
. o
ke Vk N V
iPl

zovemo injekcijama (iako one nisu nu no monomor zmi).

Promatrajmo kategoriju koja ima tri objektd, j , k i dva razlcita mor zmai N k,j N K.
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2.1. OSNOVNA KATEGORIJSKA TERMINOLOGIJA

Povlak(ili brirani produkt) V.- ;W  V; 4 W je limes dijagramal: | N V

gdiejeV ddgW dggZ dpkg Akojedd N kg fidg N kg g, onda projekciju
V ;W N V zovemoipovlak pmgmor zmaguzdu f, aprojekcijuv W N W zovemo
I povlakg gf gqmor zmaf uzdu g. PiSemoif pNq gpvg V zW.

Jezgrakerf : Kerf N f morzmaf:V N W u kategorijiV koja posjeduje inicijalni
objekt0 je povlakKerf N V jedinstvenog mor zm& N W uzdu f .

Kojezgra mor zmaf je suprotan mor zam jezgri suprotnog mor zni&® u suprotnoj katego-
riji, tj. cokef p kerf °®°cfP: W N Cokerf p Kerf °P?P. Ako je O nulobjekt(objekt koji je
istovremeno inicijalan i terminalan) tada je za svaka dva objékt®/ nulmor zam0:V N W
kompozicijaV N 0N W i ona ne ovisi o izboru nulobjek@ Oznaka za nulmor zam se sla e

s oznakama u stiaju Abelovih grupa i vektorskih prostora. U kategorijama Abelovih grupa,
vektorskih prostora i oenitije u svakoj Abelovoj kategoriji je jezgra (odnosno kojezgra) mor-
zma f : V N W jednaka ujedreitelju (odnosno koujedreitelju) paraf ,0: V N W,

Kerf ----- >V W VI IW-—-- » Cokerf
0 0

Slika mor zmaf : V N W u kategorijiV je monomor zamimf & W zajedno s razlaga-
njem
V- >Imf «-—-—--> W

koje je univerzalno s obzirom na sva takva razlaganja:

\% > Imf < > W

N

L
U
U svakoj Abelovoj kategoriji je slikémf & W jezgra kojezgre mor zmé .
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2.2. SIMETRCNE MONOIDALNE KATEGORIJE

2.2 Simetricne monoidalne kategorije

U ovom odjeljku progavamo limese i kolimese s posebnom pa njom na usmjerene i inverzne
sustave te osnovne de nicije vezane uz monoidalne kategorijging®bjekata u disertaciji su
vektorski prostori s dodatnom strukturom, pa se osiro i na posebne slajeve kategorijskih
konstrukcija u slaaju kategorije skupova i kategorije vektorskih prostora.

De nicija 2.2.1. Monoidalna kategorijge SestorkgdV; b ;k;a;l;rqu kojoj je V kategorija,
b:V VN V je bifunktor koji zovemomonoidalni produktk je istaknuti objekt W koji
zovemojedinicni objekt a: b pb  Idygfib p Idy bqg je prirodniizomor zam funktora
V.V VN V koji zovemoasocijator, | : pk b Idyg @i Idy i r: pdy b kg fi Idy prirodni
izomor zmi endofunktoraV NV koje zovemdlijevi unitor i desni unitortakvi da za svaka
cetiri objektau, V, W, Z P ObpVvqpeterokut

pp) b VgbWgbZ

pJ bpV b WqgbZ pUb VgbpW b Zq

ayv b w;z l lau;v;w bz

Ubppv b WqbZq >»UbpV bpWb Zqq

idu b a\/;W;Z
komutira i za svaka dva objek¥a, W P Obpvqtrokut

aV;k;W

pv b kgb W >V bpkb Wq
rvm Aw
Vbw

takader komutira.

Kombiniranjem zahtjeva u de niciji pokazuje se da za #&WN P Obpvqtrokuti

av;w;k

pv b Wqgb k — >V bpW b kq
M AW
VbW
kb VgbWw Svw s kbpV b Wq

'Vm A

takader komutiraju [Kelly].
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2.2. SIMETRCNE MONOIDALNE KATEGORIJE

De nicija 2.2.2. Simetricna monoidalna kategorijge SestorkgoV;b;k;a;l;r; qgu kojoj je
petorkapV; b ; k; a; I; rgmonoidalna kategorija, a t yvw:V b W N Wb Vu.wpopv j€
familija izomor zama prirodna u oba argumenta (drugimeijea, :Ildy v N T je prirodni
izomor zam funktora, gdje jeT: V.V N V V funktor zamjene argumenata) takva da za
sveV,W,Z PODbV vrijedi

(VA% ALY idVb w
i komutativni su dijagrami sljeds Sesterokut i trokut.

VW bz

Vbwgbz — s VbpWbzg—""%2 s 9V b ZgbV

viw b idzl law;z;v

PV b Vgb 2z TWprquWWprbVq

kb V i Vb k
V

2.2.3. (Kartezijeve monoidalne kategorije.) Osnovna klasa primjera siometrmonoidalne
kategorije su oneiji monoidalni produkt je kategorijski produkt, a jedomi objekt terminalni
objekt. Neka jev kategorija s konenim produktima. Neka je izabran terminalni objéka V i
za svaka dva objektd, W P ObpVqizabran kategorijski prodult W s projekcijama

oy W:v WN V; pY:v WN w

Za svaka dva morzmd : V N V% g: W N W!kompoziciief py W:Vv W N Vi
g py W:v WN W!prema univerzalnom svojstvu produktd W tinduciraju mor zam
f g:V WN V! Wicime sdanim odabirima postaje bifunktor: V.V N V.

vV W
if g
fpy + gpy ¥
vi w?
1 1 1 1
pvtw p\Z/N
vi w1l

Za svaka tri objektd, W, U u kategorijiV mor zam
py ' idy
Pz Wg U———W U;
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2.2. SIMETRCNE MONOIDALNE KATEGORIJE

zajedno s kompozicijom projekcija

pVW

pipy Wg U2y oy v
de nira po univerzalnom svojstvu produkta neki mor zam
aswu:PW Wq UNV pW Uqg

Zaprodukte/ W,W V deniramo yw:V W N W V koristeti univerzalno Svojstvo
kodomendN V s obzirom na projekcije s domeve W N V,V W N W:

vV W
i iv;w pp "
W V
py Y p?\‘
\% W
De niramomorzmely:1 V N Viry:V | N V kao projekcije produkata s terminalnim
objektom. Inverzil,: vV N I Vir,®:vV N V | su dani univerzalnim svojstvom
produkatd ViV | iuoba slcajainducirani parom mor zamily, i V N | (jedinstveni
mor zam u terminalni objekt). Tim podacima je de nirana simetra monoidalna kategorija
PA; ;l;a;l;r; g Kako se kategorijski produkt naziva i Kartezijevim produktom, takve

simetrcne monoidalne kategorije zoverfartezijeve monoidalne kategorije

De nicija 2.2.4. Neka suC p C;b;k;a;l;rq D p D; b¥k%a®l%rg monoidalne ka-
tegorije. Monoidalni funktoriz C u I’ je trojkapF; ; qu kojoj je F: C N D funktor,

k!N FgkgmorzamuDi :Fb'F N F pb g prirodnatransformacija funktora s
komponentama

xy - FXgqb'FpYgN FpX b Ygq X;Y PObpCq

takva da za sv&;Y;Z P ObpCqsljedei dijagrami komutiraju.

1

oF X g b'F pY qq U F 2 2% " ¢ £ ¢ q bLpF pY g b F iz g

xv bUde o7 4 ide px b L viz
Fp)(bY;qbleZq FqubllépYqu
Xb vz XY bz
Fpp(b/Yqqu — > FpX bp/Yquq
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2.3. KATEGORIJA VEKTORSKIH PROSTORAVECT ;b ;K g

Iepx

klblFpX g > FpX q

blidequ/ FUX q]\

F[kqbleXqT> Frkb Xq

TFpx q

FpX qbtk?! > FpX q

idequlJ/ F[jxq]\

FqublFrqu> FpX b kq
Jaki monoidalni funktoje monoidalan funktopF; qu kojem je izomor zam.

De nicija 2.2.5. Neka jeV p V;b;k;a;l;rqgmonoidalna kategorija koja dopusta koujed-
necitelje, tj. u kojoj svaki par mor zama ima koujedoielj. Ka emo dakoujednacitelji uV
komutiraju s tenzorskim produkton ako za svaki paralelni par mor zanfag : X N Y vri-
jedi slied€a tvrdnja. Ako je : Y N Z koujednaitelj paraf; g

f
X T@ Y ——— 7
onda je za svaki objeldV u kategorijiV mor zam b idy koujednaitelj paraf b idy;
gbidy :XbWN YbW

fbidw .
XbW—>T>YbW$>ZbW;
goilaw

imor zam idyw b koujednaitelj paraidy b f; idw b g: Wb X N Wb Y.

2.3 Kategorija vektorskih prostora pvect b ; kq

Neka jek ksirano polje. Objekti kategorijd/ect vektorskih prostora sk-vektorski prostori, a
mor zmi su k-linearna preslikavanja. Prostor mor zarkim,pV; Wqgima i sam strukturu vek-
torskog prostora i kompozicija: Hom,pV; Wq Hom,Z; V q N HompZ; W gje k-bilinearna,
dakle i sama mor zam Vect. KategorijaVect ima sve limese i kolimese, a vrhovi karrah
produkatzjd i koprodukata su izomorfni, StoviSe akq:)sui ,N Y N V; kanonske projekcije i
ji: Vi K Y,V kanonske injekcije, tada je kompozicija
~ ON N
vl v N Vi
1 1

jednakaidy, ako lei Ki n+ulmor zmu 0 akoi k; ka emo daVect ima biprodukte i uz
identi kaciju vrh IN M IN . Vi oznaavamo s ¥ ;\i. NulobjektO je inicijalni objekt u
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2.3. KATEGORIJA VEKTORSKIH PROSTORAVECT ;b ;K g

Vect i k je terminalni objekt uect. Ukoliko za kategorijski produkV/ W u Vect izabe-
remo uobtcajenog predstavnika, naime skup svihdeeih parova sa standardnom linearnom
strukturom, tada je simetrija, ., produktav =W N W V dana gv; wg PN\; vg

De nicija 2.3.1. Tenzorski produkt vektorskih prostokai W je vektorski prostol b W
zajedno k-bilinearnim preslikavanjenv..” W N V b W takav da za svak&-bilinearno
preslikavanjes/ W N Z postoji jedinstvend-linearno preslikavanje: Vb W N Z takvo
da je sljedéi dijagram komutativan.

To svojstvo zovemo univerzalno svojstvo tenzorskog produ®ésto i sam prostor b W zo-
vemo tenzorski produkt. Element &b W koji je slika odpv; wgpri kanonskom preslikavanju
V. W N VbW oznaavamo b w. Takve elemente od b W zovemojednostavni tenzori

Tenzorski produkt bilo koja dva vektorska prost&fd W postoji. Mo emo ga realizirati
kao kvocijent slobodnog vektorskog prostér® W cija je baza skufy W po najmanjoj
relaciji ekvivalencije takvojdap;wqg pv,wq pv,wgp Vviwg pv,wq pviwg
pv;w wlq pv;wg pVv;wlgzajedno s kanonskim bilinearnim preslikavanfgmw N Vb W
koje je kompozicija tautoloSkog ulaganfa W & kV W baze u slobodni vektorski prostor
i kvocijentnog preslikavanjgvV- W N V b W.

Tenzorski produk b W (zajedno s bilinearnim preslikavanjegsh W NV b W)
je univerzalnim svojstvom odden do na jedinstveni izomor zam. Svaki takav izomor zam
VbWRN VbW preslikavav b wuv bw.

Ukoliko smo za svaka dva vektorska prost®aw izabrali neki njihov tenzorski produkt
V. W N Vb W, tada je tenzorski produkt linearnih preslikavahjav N Viig: W N w?
linearno preslikavanjeé b g: Vb W N Vb Wkoje cini dijagram

V W f%gvl Wl
VbW SRR s Vip Wi
g

komutativnim; takvo preslikavanje je jedinstveno po univerzalnom svojstvu tenzorskog pro-
duktaV W N V b W. Lako se vidi da ako su parovi mor zamg; g, i f; f; kompozabilni,

tada ima smislaivrijedif, b g,q pfi1b guq pf, figbpyr 00
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2.4. LIMESI | FILTRIRANI KOLIMESI U SET | VECT

De nicija 2.3.2. KategorijaVectFin konacno-dimenzionalnifk-vektorskih prostora je puna
potkategorija kategorij&ect ciji objekti su kon&no-dimenzionalnk-vektorski prostori.

Propozicija 2.3.3. Ukoliko su u kategorijVect ili kategoriji VectFin za svaka dva objekd; W
izabrani predstavnici produkteV W, py ; pw gi tenzorskog produkt? W N V b W tada
koherencije pripadne Kartezijeve simetricne monoidalne kategpvije ;k;a ;1 ;r ; qpo
univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta induciraju koherencije pripadne monoidalne kate-
gorije s obzirom na tenzorski produkt b W na nivou prostora. Dakle, kategorijéect i
VectFin imaju kanonsky\Vect; b ; k; a;l;r; qi pvectFin; b ;k;a;l;r; gstrukturu simetricne
monoidalne kategorije, pricemu je komponenta simetrijgy : Vb W N W b V jedinstveno
k-linearno preslikavanje koje cini dijagram

v w—" sw Vv

| |

komutativnim. Slicno tome, asocijator je induciran asocijator@m

& Wg U—"" v pw Uqg

pv b Wg U V pWb Uqg

pv b WgbU ———— V bpW b Uq

av;w:u

gdje su kanonski neoznaceni mor zmi evidentni ili inducirani univerzalnim svojstvom i funkto-
rijalnoScu. Slicno se de niraju lijevi i desni unitor koriste€i mno enje skalarom.

2.4 Limesii ltrirani kolimesiu Seti Vect

2.4.1 LimesiuSeti Vect

Propozicija 2.4.1. (i) Neka jeV : 1 N Set dijagram u kategoriji sfupova. Za vrh limesa
lim V' mo emo izabrati skup ciji elementi su fenel -torkepvigp P~ .5 V fiqtakve da za
svakimor zams: i N j ul, vrijedi V psaw; g Vi

1

. . . (
imV ~ psge P Vdqg | @N jgqPl; Vsawq v

iPl
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2.4. LIMESI | FILTRIRANI KOLIMESI U SET | VECT

Svaku takvd -torku nazivamanit (engl. thread) dijagrama/ ili nit limesalim V . Projekcije
konusa : limV N V gkgdane su sa

kP¥igr Qg  Vk:

(i) U kategoriji vektorskih prostora za vrh limesa dijagrama mo emo uzeti potprostor pro-
dukta vektorskih prostora koji se sastoji od niti tog dijagrama promatranog kao dijagram sku-
pova. Uvijek postoji barem jedna nit, ona cije su komponente nulvektori.

2.4.2 Filtrirane i usmjerene kategorije

U opisu limesa Betnismo koristili nikakve pretpostavke na malu kategotijwZa jednostavan
opis kolimesa u kategoriji skupova i kategoriji vektorskih prostora u propoziciji 2.4.3 trebamo
pretpostaviti da je dijagram ltriran.

De nicija 2.4.2. Kategorijal je ltrirana ako ima sljedéa svojstva:
() 1 je neprazna, tj. ima barem jedan objekt

(i) za svaki paralelni par mor zamé, g: i N j postoji objektk i mor zam h:j N k koji
ih koujednauje, tj. takavdajd g h f

(i) zasvakadvamorzmd :i N jig:i N |sistom domenom postoji objekti mor zmi
f1j N kigh I N ktako davrijedif * f ¢' g.

KategorijaJ je ko Itrirana ako je njena suprotna kategorj&° lItrirana.

Parcijalni uredaj na skupul je binarna relacija n& koja je re eksivna, antisimetcna i
tranzitivna. Parcijalno uden skupp; 2g je usmjeren sku@ko svaka dva njegova elementa
imaju gornju mélu, tj. ako za svaki, ] P | postojik P | takavdaje o kij & k. Svaki
i cija se klasa mor zama sastoji od po jednog mor zin&l j za svaki pai & j ul. Takva
kategorija zove s&ategorija ur@aja (engl. order category. Mi ¢emo po potrebi slobodno
govoriti o parcijalno urdenim skupovima kao o pripadnim kategorijamadaja.

Mala usmjerena kategorijge kategorija urdaja koja odgovara usmjerenom skupu. Svaka
usmjerena kategorija jec@o ltrirana.

Dakle, kategorija je mala usmjerena kategorija ako je klasa njenih objekata skup, za svaka
dva objektd,j Pl je Homg;j gjedncclan ili prazan skup i za svaka dva objekta P 1 postoji
kPl imorzmiiN kij N k.
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2.5. USMJERENI SUSTAVI | INVERZNI SUSTAVI U KATEGORIJV

2.4.3 Filtrirani kolimesi u kategorijama Seti Vect

Propozicija 2.4.3. (i) Neka jel mala ltrirana kategorija i neka jeV : 1 N V dijagram u ka-
tegoriji Set Tada za vrh kolimeseolimV mo emo uzeti kvocijent disjunktne unije;,, V aq
po relaciji ekvivalencije zadanoj s&/ gq Qv w PV g qako postojik P1 i mor zmii N Kk,

i N kul takvidajeV prqwg V psgqmwg
0 M
colimV Vpaq

iPl
v woDrsPMorpg Vpagyg Vpsgwg

Ako jel usmjerena kategorija, onda sui s jedinstveni pa piSemouM|,  w|x. Komponente
granicnog kokonusa : V g N colimV dane su sa

Vg Vs

(i) U kategoriji vektorskih prostora vrh kolimesa lItriranog dijagrama je kao skup jednak
kolimesu dijagrama shvacenog kao dijagram&et, sa strukturom vektorskog prostora zada-
nom na sljede€i nacin: za PV pgqiw PV gaqiskalare , Pk nademo objekmul i
morzmer:i N mis:j N mul te de niramo

rvs  rws:r Vpgyg Vpsgwvgs

Sto ne ovisi o izborum, r i s. Ako jel usmjerena kategorija, desnu stranu jednakosti mo emo
pisatirv [n W |nS

2.5 Usmjereni sustavi i inverzni sustavi u kategorijiv

Svakom dijagram¥ : | N V kojem je domena usmjerena kategorija mo emo pridru iti njegov
kolimes, ukoliko postoji, a objek¥ @ qintuitivno aproksimiraju vrh tog kolimesa. Dijagrami
kojima su domene sve moge male usmjerene kategorije organiziraju se u kategbmguv/
usmjerenih sustavaV koja proSirujeV u smislu da svaki objekt W mo emo gledati kao kons-
tantni dijagram (dakle, jednak svom kolimesu) i izomorfni usmjereni sustavi imaju izomorfne
kolimese (ali ne nu no i obratno). Naravno, maguje da neki usmjereni sustavi ni nemaju
kolimes uV. Ako objektimaV @qpridru imo konstantne dijagrame, dijagranwi: | NV

mo emo pridru iti dijagram u kategoriji usmjerenih sustava. U kategoriji usmjerenih sustava
on nu no ima kolimegciji vrh je izomorfanV . KategorijaV se tako ulo i kao puna potkatego-
rija u kategorijulnd V usmjerenih sustava u kategoNji koja dopusta sve ltrirane kolimese
[SGA4-1]. Slicno de niramo kategoriju inverznih sustavoV u kategoriji V, ciji objekti

pro njuju limese funktora s domenom koja je suprotna maloj usmjerenoj kategoriji.
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2.5. USMJERENI SUSTAVI | INVERZNI SUSTAVI U KATEGORIJV

U ovoj disertaciji znaajnu uloguce imati odréena puna potkategorijad®V kategorije
usmjerenih sustava Vi koju éemo zvati kategorija Itracija / i odredena puna potkategorija
Pro®V kategorije inverznih sustavaWikoju cemo zvati kategorija ko Itracija /.

2.5.1 Usmjereni sustavi u kategorijiv

De nicija 2.5.1. Usmijereni sustaw kategorijiV je funktorV : 1 N V iz male usmjerene
kategorijel u kategorijuV.

Usmjereni susta¥ : | N V dan je dakle ovim podacima: za svaki objele | usmjerene
kategorije dan je objeRt; : V pqgkategorijeV i za svaki pai,j Pl zakoje jal @ ] mor zam
it Vp N j qtako da vrijedi j idy, za svakii P11 i ji ki Za svaku trojku
i @ j o kul. ObjekteV; zovemokomponentamasmjerenog sustava, a mor zmg veznim
mor zmima Mo emo pisati

V  pt Viup;t ji Vi N Vth'quFMorlq
ili kraceV pt Viup;t juq

De nicija 2.5.2. Neka suV  pt Viup;t juqi W pt Wiueps;t ugusmjereni sustavi u
kategoriji V. Predmor zamusmjerenih sustave: V N W je par oblikap; tf;up qgdje je
1 N J funkcijaitfi: Vi N W 5qup familija mor zama uV takva da vrijedi slied@ uvjet:
za svaki mor zami N j ul postoje morzmi @qN ki @gqN k uJ takvi da je dijagram
f.
Vp——W g

N

komutativan.

Na skupu predmor zama s istom domenom i kodomenom uvodi se relacija ekvivalencije
de nirana sa:p; tfiumg P ; tgupgako za svaki P | postoje morzmi pgq N K i
Ag N k uJ takvi da je sljedéi dijagram komutativan.

W g
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2.5. USMJERENI SUSTAVI | INVERZNI SUSTAVI U KATEGORIJV

To je zaista relacija ekvivalencije. Dokaz je poznat i dualan dokazu analdgjenice za
inverzne sustave [MardSegal], I.1.1.

De nicija 2.5.3. Mor zam usmjerenih sustavg klasa ekvivalencije predmor zama po gore
navedenoj relaciji ekvivalencije.

Ako su indeksne kategorijei J jednake, za mor zam usmjerenih sustava ka emo dage
nivoimaako postoji njegov predstavnik tf;up qtakavdaje id.

Teorem 2.5.4.Svaki mor zant : V N W usmijerenih sustavel : | N ViWw :J N V ekvi-
valentan je nekom mor zmu po nivoima u smislu da postoji usmjerena kate¢oyijesmjereni
sustavivVi K N ViW 2 K N V, izomor zmi usmjerenih sustavd VW W1

mor zam po nivoima : V1K W tako da je kompozici¥y VIR W' W jednaka

mor zmuf : V N W .
Dokaz. Dokaz je dualan dokazu u knjizi [MardSegal], .1.3, Theorem 3. O]
Nekasuf p ; tfiupq:V N W ig p; tgyemg W N Z predmor zmi usmjerenih
sustava. Tada je
gf:p ;10 4g fi: VIN Z {5 hgddr @
predmor zam usmijerenih susta¥a i Z i zovemo gakompozicijom predmor zamh i g. (Do-

kaz poznat.)
Kompozicije ekvivalentnih predmor zama su ekvivalentni predmor zmi pa

Lema 2.5.5. Kompozicija predmor zama inducira dobro de niranu asocijativhu kompoziciju
na klasama ekvivalencije predmor zama, tj. na mor zmima usmjerenih sustata u

Time je de nirana kategorija usmjerenih sustavel koju cemo ozneiti IndV.

2.5.2 Inverzni sustavi u kategorijiV

De nicija 2.5.6. Inverzni sustawu kategorijiV je kontravarijantni funkto¥ : 1°° N V iz male
usmjerene kategorije u kategorijuV.

Inverzni sustaw : 1°° N V dan je dakle ovim podacima: za svaki objel | usmjerene
kategorije dan je objeRt; : V pqgkategorijeV i za svaki pai,j Pl zakoje jei ¥ | mor zam
io Vp N j qtako da vrijedi j idy, za svakii P 1 i ji ki Za svaku trojku
I ¥ ] ¥ kul. ObjekteV; zovemokomponentamaverznog sustava, a mor zmeg; veznim
mor zmima Mo emo pisati

Vo opt Vitp;t o Vi NOViWikj gmtor o0 O
ili kraceV pt Viup;t juq
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2.5. USMJERENI SUSTAVI | INVERZNI SUSTAVI U KATEGORIJV

De nicija 2.5.7. Neka suV  pt Vitup;t jjugqi W pt Weleps;t uginverzni sustavi u
kategoriji V. Predmor zaminverznih sustavd : V. N W je par oblikap; tf;yp;qgdie je
:J N | funkcijaitf;:V 54 N Wjup; familija mor zama uV takva da vrijedi sljed@
uvjet: za svaki mor zanj N i uJ° postoje morzmik N pqgik N gqul® takvi daje
dijagram
v ja—— W,
Mok 7

7
s

Vi i
N
N

pok N £
komutativan.

Na skupu predmor zama s istom domenom i kodomenom uvodi se relacija ekvivalencije
de nirana sa:p; tf;up;q p; tgup;gako za svakj P J postoje mor zmik N gaqi
k N gqul° takvi da je sljedéi dijagram komutativan.

N
N

RN -

ok 9

Viiq
To je zaista relacija ekvivalencije, [MardSegal], I.1.1.

De nicija 2.5.8. Mor zam inverznih sustavge klasa ekvivalencije predmor zama po gore na-
vedenoj relaciji ekvivalencije.

Ako su indeksne kategorijei J jednake, za mor zam inverznih sustava ka emo dgge
nivoimaako postoji njegov predstavnik, tf;yp;qtakav daje id.

Nekasuf p ; tfjupq V NWig p; togumd W N Z predmor zmi inverznih
sustava. Tada je

g f:p Ptok f okt Vop kag N ZkUer G

predmor zam inverznih sustavd i Z ([MardSegal], 1.1.1). Zovemo gkompozicijom pred-
mor zamaf ig.

Kompozicije ekvivalentnih predmor zama su ekvivalentni predmor zmi pa vrijedi lema.

Lema 2.5.9. Kompozicija predmor zama inducira dobro de niranu asocijativhu kompoziciju
na klasama ekvivalencije predmor zama, tj. na mor zmima inverznih sustava u
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2.5. USMJERENI SUSTAVI | INVERZNI SUSTAVI U KATEGORIJV

Dokaz. Dokaz je raspisan npr. u [MardSegal], I.1.1. O]

Time je de nirana kategorija inverznih sustavd/tkoju cemo oznaiti ProV.

2.5.3 Ko nalnost

De nicija 2.5.10. PodskupK parcijalno urélenog skupad; @q je ko nalan ul ako za svaki
I P1 postojik PK takav da je @ k. Ka emo da je parcijalno uden skup ko nalnosti ako
sadr i ko nalan podskup kardinaliteta i ne sadr i ko nalan podskup manjeg kardinaliteta.

Propozicija 2.5.11.Neka jel N V usmijeren sustav i nekajfe ko nalan ul . Tada je usmjeren
sustavk & | N V izomorfan usmjerenom sustatuN V. Analogna tvrdnja vrijedi za
inverzne sustave.

Dokaz. Vidi u [MardSegal] ili, u terminima ltriranih kategorija, u [SGA4-1]. ]
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Poglavije 3

Kategorija proVectko Itriranih vektorskih
prostora

3.1 De nicije

U prethodnom poglavlju de nirani su inverzni sustawi) predmor zmi inverznih sustava i
njihova kompozicija, mor zmi inverznih sustava i njihova kompozicija, te kategorija inverznih
sustava W. Kategorija inverznih sustavaVd je ekvivalentna kategoriji po@enih inverznih
sustava I/, a ona je ekvivalentna kategoriji pro-objekat® upa je oznaavamo $roV.

3.1.1 KategorijaPro®V ko ltracijau V

De nicija 3.1.1. Ko ltracija je inverzni sustav kod kojeg su sva vezna preslikavanja epimor-
zmi. Mor zam ko lItracija je mor zam inverznih sustava.

Kategorija ko Itracija u kategoriji V, u oznaciPro®V, je puna potkategorija kategorije
inverznih sustava ¥, u oznaciProV.

De nicija 3.1.2. @-ko Itracija je ko Itracija kod koje je indeksna kategorija ko nalnosti naj-
viSe @.

Kategoriju@-ko ltracija u kategoriji V oznaavamo $rogV.

3.1.3. KategorijaV je puna potkategorija kategorije ko Itracija\. Imamo sljedéi niz ulaga-
nja kategorija,
V & ProgV & Pro°V & ProV;

pri cemu je prvo ulaganje pridru ivanje odgovaragukonstantne ko Itracije objektu i¥.
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Napomena 3.1.4.U de niciji ko Itriranih vektorskih prostora morattemo uzeti limese®-
ko Itracija vektorskih prostora, jer tadée sigurno vrijediti da su projekcije iz vrha limesa
epimor zmi. Za ogtenite ko ltracije uVect to ne vrijedi, kao St@emo uskoro vidjeti.

Lema 3.1.5. Svaki usmjeren skup ko nalnog® posjeduje ko nalan podskup izomorfamNs

Dokaz. Neka jel usmjeren skup ko nalnost®. Oznaimo sK neki njegov prebrojiv podskup
koji je u njemu ko nalan. SkuK je prebrojiv pa mo emo njegove elemente poredati u niz
Kn hen- INduktivno€emo de nirati strogo rastti niz elemenata & na sljedéi necin.

Zapaetak de niramg; . k;. Zatim pretpostavimo da nakantog koraka imamo de ni-
ran strogo rasftinizjq,j»,:::,jn UK takavdajg; ¥ ki zasvaki 1;2;:::;n. Usljed€em
koraku de niramoj, 1 kao najmanji element i takavdajg, 1 ¥ Ky, 11jn 1i jn. GOr-
nja mala zatk, 1;j,upostoji jer jeK usmjeren skup, a takva gornja deestrogo véa odj,
postoji jer bi u protivnom postojao najéieelementjy i tjy u bi bio ko nalan podskup oK
kardinalitetal Sto je u kontradikciji sinjenicama da je najmaniji kardinalitet ko nalnog pod-
kupa odl jednak@ i da je ko nalan podskup ko nalnog podskupa ko nalan podskup. Sada je
ocCito g »nGhpn Strogo rastai niz uK koiji je, zbogj, ¥ k, za svakin, ko nalan uK . Dokaz se
mo e vidjeti i u [BourbakiSet]. O

Propozicija 3.1.6. Svaka@-ko Itracija nepraznih skupova ima neprazan limes.

Dokaz. Neka je ko Itracija dana satViup ;t jj ugq Indeksni usmjereni skup te ko Itracije ima
najveci elementm ili posjeduje ko nalni podskugK izomorfan sN. U prvom slicaju limes
ko ltracije je jednostavno izomorfan 8,, dakle neprazan, a u drugom siju postojanje niti
u limesu dobittemo primjenom Zornove leme.

Za svakiA , K de niramo skup niti naA kao skup svih familijat vaupa takvih da je
Va PV, za svakia P A i da za svaki usporedivi pa = buA vrijedi  app/pq  Va. Ozna&imo

skup niti naA sFa. Na uniji F Fa de niramo parcijalni uréaj:

APPX q
tValbpa Bt Vitps 6 A, B/ p@PAqw. Vig

a elemente te unij& zovemo parcijalne niti n& . SkupF je ocito neprazan. Svaki lanac u

parcijalno urdenom skupudr ima gornju méu, naime, jedna gornja rda konstruira se tako

da se za indeksni skup uzme unija indeksnih skupova komponenti lanca, a za ni ni&ija

niti na komponentama lanca. Po Zornovoj lemi iz toga slijedi da postoji maksimalan element

skupaF, parcijalna nittvp,unpw , M ,, K. Sada preostaje dokazati daNe K. Za ovaj

korak dokaza je nu no da postoji takav ko nal& izomorfanN, tj. da jel ko nalnosti @.
Pretpostavimo suprotno, da@ K. Tada postojk P K koji nije element odvl . Ako

postojin P M veCi od k, onda proSirimo nit sa, : Va0 Ako pak ne postoji, onda jke

32



3.1. DEFINICIJE

gornja m@a za cijeliM pa uzmimo zan najveci element odM i proSirimo nit s nekimv, PV
takvim da je pq Vn. Takav postoji jer je vezno preslikavanje surjekcija. Lako se vidi
da je u oba sloajat v, Unpw vt ku Zaista parcijalna nitgime dolazimo do kontradikcije. Dakle,
M K. Nit de nirana na ko nalnom podskup¥ se na jedinstven @ prosSiruje do niti na
cijelom|. Dakle, limes je neprazan. Dokaz se mo e vidjeti i u [BourbakiSet].

O

3.1.7. Ko ltracija skupova cije su sve komponente nepraznegig indeksna kategorija nije
ko nalnosti najviSe@, ne mora imati neprazan limes. Stovide, Henkin je dokazao u [Henkin]
sliedeti teorem.

Teorem 3.1.8.Svaki usmjereni skup neprebrojive ko nalnosti indeksira neki inverzni sustav
nepraznih skupova i surjektivnih veznih preslikavanja ciji je limes prazan skup.

Propozicija 3.1.9. Svaka ko Itracija uVect ima limes wWect. Ako je ko Itracija @-ko Itracija,
sve su komponente tog limesa epimor zmi.

Dokaz. Za prvu tvrdnju vidi propoziciju 2.4.1 o egzistenciji imesa u kategagct. Dokazu-
jemo sada drugu tvrdnju. Nekaye pt Viup;t jj ug@-ko ltracija u Vect. Ako je usmjeren
skup! ko nalnosti 1, onda posjeduje najéeelementm, pa je projekcijdimV N Vi, izo-
mor zam. Kako su vezna preslikavanja, epimor zmi za svakii P, to je i svaka projekcija
N im  ~ epimor zam. Preostaje dokazati tvrdnju k&o nalnosti @.
Pretpostavimo dakle da jeko nalnosti @. Neka jeV, proizvoljna komponenta ko Itra-
cijeV iv, PV, proizvoljan element. Dokazatemo da postoji nitv P limV takva da je
nvd Vh. NekajeK , | skup svihk P I takvih da jek ¥ n. Ocito je K ko nalan ul

I ko nalnosti @. De niramo sada za svaki P K skupSx , Vi sa$S : nklp/nq BudLti
da k tome za svaku trojku usporedivkh¥ | ¥ m u K vrijedi K mk, 10 je za
svaki park ¥ | uK sa kpsq ik 5q dobro de nirano preslikavanje  : Sk N S iono
je surjekcija. Za de nirana preslikavanjaito takader vrijedi K mk . BudLlEi da

su vezna preslikavanja, surjekcije, to su svi skupos, zak P K neprazni. Iz svega toga
slijedi da jeS pt Scwpk ;t K Uq@-ko ltracija nepraznih skupova, pa po propoziciji 3.1.6
ona ima neprazan limes3et Postoji dakle nipvctpx U lim S, tj. parcijalna nit de nirana na
ko nalnom podskupwK u ko Itraciji V , a ta se proSiruje do niti u limesim V .

O

Napomena 3.1.10.Ako ko Itracija u kategoriji Vect nije @-ko Itracija, ne mora biti da su
projekcije iz limesa u komponente dijagrama epimor zmi, vidi sljeid@imjer.
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Primjer 3.1.11. Pretpostavimo da jB pt Bjup;t j ugko ltracija u Setcije su sve kom-
ponente neprazne i pretpostavimo déreS prazan skup. Takva postoji po 3.1.8. De nirajmo
sada ko ltracijuV  pt Viup;t j uqu Vect cije su komponente slobodni vektorski prostori
generirani komponentama ko ltracifg , V;  FregiB;q i vezna preslikavanja inducirana vez-
nim preslikavanjima ko ItracijeB, ji|g, ji- To je ko ltracija, limes te ko Itracije je
limV t Ouiprojekcije nisu surjekcije.

3.1.2 KategorijaproVect ko ltriranih vektorskih prostora

De nicija 3.1.12. Ko ltrirani vektorski prostorje vektorski prosto¥ zajedno $3-ko Itracijom
V u kategorijiVecttakvomdajev IimV.

Ko ltrirani vektorski prostorV  lim V zadan je dakle komponentarsa: V piqu Vect,
veznim preslikavanjima : V, N Vi : Vg N jgko ltracije u Vect, vchom univerzalnog
konusaV u Vect nad tom ko ltracijom i komponentama konus#d : V N V; koje zovemo
projekcije. 1z propozicije 3.1.9 izlazi da su sve projekcije epimor zmi.

Kad piSemo "ko lItrirani vektorski prosto  lim V" podrazumijevamo da je zadan taj
izomor zam s limesom ili, ekvivalentno, da su zadane komponeffteiniverzalnog konusa s
vrhomV.

De nicija 3.1.13. Mor zam ko ltriranih vektorskih prostoraV  ImV iW |lim W, gdje
su ko ltracije dane sV pt Viup;t ugW pt Wiuyp;;t | uqg je svako linearno preslika-
vanjef : V N W takvo da za svaki P J postojii P ilinearno preslikavanjé; : Vi N W,
za koje je sljedéi dijagram komutativan:

f—>W

v w
i ]
f

LK«————<

ji W

to jest, simbolima, takvo da vrijegi@ P JapDP I gpBy; : Vi N Wigp ¥ £ f;;  Yag

Ocito je kompozicijag f mor zama ko Itriranih vektorskih prostord i g mor zam ko-
Itiranih vektorskih prostora. Time smo de nirali kategoriju ko Itriranih vektorskih prostora
imaju konano-dimenzionalne komponente ozit&€emo sproVectFin.

Sljede&a propozicija koristi propoziciju 3.1.9 koja ka e da su sve projekcije iz lim@sa
ko Itracije u kategoriji Vect epimor zmi.
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Propozicija 3.1.14. Svaki mor zam ko ltriranih vektorskih prostora inducira jedinstveni mor-
zam odgovarajucih@-ko Itracija vektorskih prostora i obratno na sljedeci nacin:

(i) Neka jef : V N W mor zam ko ltriranih vektorskih prostora, na kojima su ko ltracije
dane sV pt Vitp;t ugW pt W;yp;;t juq De niramo skup

Hebg: t f ViR W |j PP Y f f;  Yu

Tada svaki izbor podfamilije oblikef; 4: V N Wjup; , HF gde nira predmor zam ko-
ltracija V N W isvaka dva takva izbora de niraju ekvivalentne predmor zme. Pridru ivanje
koje mor zmuf ko ltriranih vektorskih prostora na ovaj nacin pridru i mor zam ko ltracija
postuje kompoziciju.

(i) Svaki predmor zam@-ko Itracija tf; 4q: V 54N Wiups: V N W odreduje jedins-
tveno preslikavanjé : V N W medu limesimaV  limV ,W limW tih ko Itracija takvo
daje zasvak] PJ

w
i f

vV .
fi da Tdg

Ekvivalentni predmor zmi odi@duju isto preslikavanjé . Pridru ivanje koje mor zmu ko ltra-
cija na ovaj nacin pridru i mor zam ko ltriranih vektorskih prostora poStuje kompoziciju.

Ta dva pridru ivanja su m@usobno inverzna.

Dokaz. (i) Za svakij P J oznaimo sK g qskup indeksa P | za koje postoji linearno pres-

likavanjef; : Vi N W takvodaje ¥ f f; . Svaki skupK g gje neprazan jer je

f mor zam ko Itriranih vektorskih prostora. Svako preslikavarfjg je jedinstveno odm@eno

paromg;j qjer su projekcije ¥ epimor zmi. Dokazujemo da za svako vezno preslikavanje
i W N W, vrijedi da za svaka dva preslikavarija i fx iz skupaH of s kodomenam&;

i W, postojin P 1 takav da je sljedd peterokut komutativan:

h \%/k S — W,

Neka jen P | takav dajen ¥ iin ¥ k. Na sljedéem dijagramu su komutativni oba lijeva
bocna trokuta (konus s vrhod), desni bani trokut (konus s vrhonW), prednji i stra nji
cetverokuti ¥ je epimor zam, pa je i donji peterokut komutativan.
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S5<

~<

\4

OpsSirnije, vrijedi:

v
fik &

v
fx ko

iz cega slijedi, zbog toga Sto je projekcijf epimor zam,
i i in  fi kn -

Za svakij P J odaberimo gq PKpgqg Iz prethodno dokazanog slijedi dage tf ;4uq
predmor zam ko ItracijaV N W i da su svaka takva dva predmor zma ekvivalentna, pa
je time mor zmu f ko ltriranih vektorskih prostora pridru en na kanonski cia mor zam
odgovaraj@ih ko ltracija.

Dokazujemo da to pridru ivanje poStuje kompoziciju. NekafsuV N Wig: W N Z
mor zmi ko Itriranih vektorskih prostoraV ImV ,W IimW ,Z limZ. Za predmor-
zme p; tf; jougV N W ip; tg 4ug W N Z odabrane na prethodni cia vrijedi da
je njihova kompozicija

P 9 ga frappad
predmor zam ko ItracijaV N W takav da za svaki P J vrijedi
G o | sapraa  ‘paaa 9 sa  Hg | i 9
Svaka komponenta te kompozicije dakle le i u skupu
Hpg fqthjk:VkNZjljZ gf hjk XU
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pa je predmor zam pridru en kompozicigg f ekvivalentan kompoziciji predmor zama pri-
dru enihf ig.

(i) Obratno, neka je predmor zmom; tf;: V ;4N W, yp;qzadan mor zam ko Itracija
vV N W . Dokazujemo prvo da je tadat$; Vn- ro de niran konus nadV s vrhomV.
Za svaki vezni mor zam ; : W; N W, postoji gornja mdan para gg gqul takva da je
slijedeti dijagram komutativan:

~ )
plan >

\Vj nq#wl

Budwti da su Y komponente konusa nad iz prethodnog slijedi

\% \Y \Y vV .
L R TS S R T- N NI T NS T
Dakle, familijom tf; Vn. U P je de niran konus nadVN s vrhomV pa po univerzalnom

svojstvu limesa on oddije jedinstveno linearno preslikavarijeV N limW W takvo da
e vt f; VY,zasvakij PJ. Dokazujemo zatim da ekvivalentni predmor zmi na
ovaj nain de niraju isti konus pa time i isto preslikavanfe Neka jep; tg:V ;4N W,uq
predmor zam ekvivalentan gornjem predmor znpy tf;uq Za svakij P J postoji gornja

medan Pl para gg pggtakva da je sljedd dijagram komutativan

/8ijq
Man_ ~ \
Vn\ 7\Nj
N 9
qun\\\&
Viia
pavrijedif;  “yo fi 4o n G s 0 G e

Dokazujemo sada da to pridru ivanje po3tuje kompoziciju. Nekp;stf;up;q: V N W
ip; toguek g W N Z dva predmor zma ko Itracija. Oni odréuju jedinstvena preslikavanja
f igtakvadavrijedi V' f f; Vi zasvaki PJi ¢ g o ",zasvakik PK.
Slijedi da za njihovu kompoziciju

P to f gk Q

za svakik PK vrijedi

w

fgf O |okq'c N Vppqu
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Pridru eno jedinstveno linearno preslikavamieV N Z takvo da je

z v
R L P Pkqq

za svakik PK nu no je tada jednakg f . Dakle, kompoziciji dva predmor zma ko Itracija
pridru ena je kompozicija odgovaragih mor zama ko Itriranih vektorskih prostora.
Ocito je da su pridru ivanja mg@usobno inverzna. O

Za dva mdusobno pridru ena mor zma ko ItracijaV N W i ko Itriranih vektorskih
prostoraV N W iz prethodne propozicije ka emo da su inducirani jedan drugim, a elemente
skupaH f qzovemo komponente tog mor zma ko ltracija odnosno tog mor zma ko ltriranih
vektorskih prostora.

Napomena 3.1.15.Tvrdnja prethodne propozicije ne vrijedi ako umjesto ko ltracija proma-
tramo inverzne sustave vektorskih prostora, tj. objekira, Vect ili ProVect, i njihove li-
mese uVect. Bez uvjeta da su vezni mor zmi epimor zmi, ne bi nu no vrijedilo niti da su
projekcije iz limesa epimor zmi, pa ne bismo mogli na ovacimazakljwciti da su svaka dva
predmor zma ekvivalentna. Tada bi bilo moggida jednom mor zmu ko Itriranih vektorskih
prostora odgovara viSe neekvivalentnih predmor zama, kao u siggdeprimjeru.

Primjer 3.1.16. Neka jeB inverzni sustav (5ets komponentam& t n PN | n ¥ iy,

i P N iveznim morzmima j : S N S; deniranimsa ;mgq n,nPS. Ocito jeS :
ptSiupy; t i uginverzni sustawiji je limeslim S prazan skup. Neka je saWainverzni sustav
u Vect cije su komponente slobodni vektorski prostori razapeti komponentama ko Itfacije
vezna preslikavanja inducirana veznim preslikavanjima ko ItraBijeTada jelim V trivijalni
vektorski prostott Ou. Jedino linearno preslikavanjen V N lim V je identiteta. No, postoji
puno neekvivalentnih predmor zama ko ltracijd NV, naprimjer, predmor zmif &d :
ad; tf ™% v N Viugde nirani na elementima baza $&%nq kn,n PB;.

Korolar 3.1.17. Pridru ivanje koje svakoj@-ko Itraciji V u Vect pridru i njen limesV
limV u Vect, a svakom morzm N W @-ko ltracija njime inducirani mor zam ko I-
triranih vektorskih prostordimV N lim W je funktor koji je ekvivalencija kategorij@-
ko Itracija vektorskih prostora i kategorije ko Itriranih vektorskih prostora:

ProgVect proVect:

3.1.3 Upotpunjenje vektorskog prostora po ko ltraciji

De nicija 3.1.18. Neka jeV  pt Viup;t jiugko ltracija u Vect i neka je zadan konus
t Y:V N ViunadV uVectsvrhomV cije su sve komponente epimor zmi. Tada ka emo da
je V ko ltracija na vektorskom prostory .
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Neka jeV ko ltracija na V iz Vect. BudLEi da jeV vrh konusa nad/ , postoji kanonsko
linearno preslikavanje
VN Iimv ¥
Ako je ko ltracija V. @-ko ltracija, ¥ je ko ltrirani vektorski prostor koji zovemo ondapot-
punjenje vektorskog prostoh po ko ltraciji V.

Propozicija 3.1.19.Neka su na vektorskim prostoririai W dane ko ItracijeV pt Viup ;t kug
W  pt Wjups;t ;ug Nekajef : V N W mor zam vektorskih prostora. De niramo skup

Hfg: t fi: ViR w |jPJiPI; ¥ f f;  Yu

Akof ima svojstvo
pP@PJgpDPIgpd; : Vi N Wigp¥ f  f; Vg (3.1)

onda svaki izbor podfamilije oblikéf; 5q: V 5q N Wuyp; , Hpf gde nira predmor zam
ko Itracija V N W isvaka dva takva izbora de niraju ekvivalentne predmor zme.

Dokaz. Dokaz je identtan dokazu prvog dijela propozicije 3.1.14 jer nije nu no da su pros-
tori V i W potpuni po ko ltracijama, samo da su komponente konusa iz njih u komponente
ko Itracija epimor zmi. O

3.1.20. Dakle, ako linearno preslikavanfe: V N W vektorskih prostora na kojima su dane
ko Itracije V i W kao u propoziciji ima svojstvo (3.1), onda inducira mor zam Ko ltracija
V N W koji zatim po propoziciji 3.1.14 (ii) inducira mor zam ko ltriranih vektorskih pros-
toralimV N lim W . To preslikavanje zovemopotpunjenje preslikavanja po tim ko ltra-
cijama:

29 limvVNW Iimw:
Lako se provjeri da to pridru ivanje’ bRY, f I posStuje kompoziciju i identitetu preslikava
u identitetu. Takder, sljedéi dijagram je komutativan.

o " W

v sw

Doka imo sada tu tvrdnju. Za svakiP J postojii P1 i preslikavanjef; : Vi N W, takvo da je
donji kvadrat na sljedeem dijagramu komutativan. Desni trokut i lijevi trokut su komutativni
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jersu v:V N Vi w:W RN W kanonski mor zmi vrha konusa u limes, a vanjsidtverokut
je komutativan po prvom dijelu ove napomene i konstrulCiji propoziciji 3.1.14.

o T W

Dokazujemo da je tada i gornji kvadrat komutativan, tj. da vrijegi f f* . Toce
slijediti ako doka emo da za svaki P J vrijedi W\ f W f v, budi da je
preslikavanje u lime¥V jedinstveno odr@eno komponentama konusa n&d Zbog navedenih
komutativnosti kvadrata i trokuta na dijagramu vrijedi

LAV S S P S VAR U AVE

Tvrdnja je dokazana.

3.1.4 KategorijaproSetko ltriranih skupova

Analogne propozicije vrijede i z&@-ko ltracije u Seti ko Itrirane skupove. Ove de nicije
su potrebne da bismo mogli de nirati bilinearni mor zam ko Itracija ect i onda iskazati
univerzalno svojstvo tenzorskog produkta ko ltracij@m®Vect i proVect.

De nicija 3.1.21. Ko ltrirani skup je skupS zajedno s@-ko Itracijom S u Settakvom da je
S |limS. Mor zam ko ltriranih skupovaS |ImSi T |im T, gdje su ko ltracije dane
SS pt Sup;t uqi T pt Tjup;t juq je svako preslikavanje: S N T skupova sa
svojstvom

P@PJgpDPIgpd; : SN Tigp| f f; Pq

Propozicija 3.1.22. Svaka komponenta limeg3-ko Itracije skupova je epimor zam.

Propozicija 3.1.23. Svaki mor zam@-ko ltracija S N T skupova inducira jedinstveni mor-
zam S N T ko ltriranih skupova S IimSiT limT i obratno. Pridru ivanja su
medusobno inverzna i poStuju kompoziciju.
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Dokaz. Dokaz je potpuno analogan dokazu propozicije 3.1.14 za kategaqu O

Korolar 3.1.24. Pridru ivanje koje svakom ko Itriranom skup8& lim S pridru i njegovu
ko ltraciju S, a svakom mor zmu ko ltriranih skupova: S N T inducirani mor zam njihovih
ko Itracija p; tfjugje funktor koji je ekvivalencija kategorije ko Itriranih skupova i kategorije
@-ko Itracija skupova:

proSet ProgSet

De nicija 3.1.25. Kartezijev produkt ko ltracijaS pt Siup;t wugi T pt Tiuyps;t | uqu
kategorijiSetje ko ltracijaS T : pt S TiWijqr 3t « ij uq

Lako se provjeri da je prethodna de nicija dobra, tj. da je kartezijev produkt epimor zama
opet epimor zam.

De nicija3.1.26. Nekasw ,W , Z ko ltracije u Vect. Za mor zamko ItracijaV W N Z
u Set ka emo da jebilinearni mor zam ko ltracija ako je svaka komponenta tog mor zma
bilinearno preslikavanje.

Dovoljno je da sve komponente nekog predmor zma budu bilinearna preslikavanja, tada su
sve komponente svakog predmor zma bilinearna preslikavanja.

Propozicija 3.1.27.Svaki bilinearnimor zan¥ W N Z @-ko ltracija vektorskih prostora
inducira jedinstveno bilinearno preslikavanjeVz W imV W uZz limZ koje
je mor zam ko Itriranih skupova i obratno. Pridru ivanja su nageisobno inverzna i postuju
kompoziciju.

Dokaz. Analogan dokazu propozicije 3.1.14 za mor zmepoVect i ProgVect uz dodatnu
provjeru da su inducirani mor zmi bilinearni. ]

Bilinearno preslikavanjyy W limV W N Z lim Z koje je mor zam ko ltriranih
skupova nazivamo joSrieprekidno bilinearno preslikavanije

3.2 Tenzorski produkt na kategoriji proVect

3.2.1 Prosirenje tenzorskog produkta 8/ na kategoriju Pro®V

De nicija 3.2.1. Neka jepV; b ; kgsimetrcna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva epimor zma epimor zam. Za dvije ko ltracijé : 1°° N V, W : J%® N V
de niramo tenzorski produkt ko ltracijav b W : 1°° J°? N V kao kompoziciju

VW g
—

|op  Jop VARRVARLENGV
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3.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJPROVECT

Tenzorski produkt mor zama ko ltracija/ N Vi w N W2 ciji su predstavnici redom
predmor zmip; tf;up1qi p; tg U psig je mor zam ko ltracijaV b W N Vb W lzadan
predmor zmomp  ; tf; b gjUsjqar 520

Dakle, tenzorski produkt ko Itracijy  pt Viup;t ugi W pt Wyp;;t jjugzadan je
komponentama
tVib Wilsjon 3

i veznim mor zmima
t b j:Vib W N Vi b Wilkig kj f iqmmorpior 30rg

Tezorski produkt mogte je na isti nain de nirati na cijeloj kategorijiProV inverznih
sustava V. Mi temo pokazati da je prethodna de nicija dobra i dgBeo®V; b ; kqsimetricna
monoidalna kategorija, a dijelovi dokaza koji slijede impliciraju isto za kategpPjoV; b ; kg

Propozicija 3.2.2. De nicija tenzorskog produkta ko ltracija i tenzorskog produkta mor zama
ko Itracija je dobra, tj. vrijedi sljedece.

(i) Tenzorski produkt ko Itracija je ko Itracija.

(i) Tenzorski produkt mor zama ko Itracija je dobro de niran mor zam ko ltracija.

Dokaz. (i) Ocito je time zadan inverzni sustav, a svaki vezni mor zam je epimor zam jer je
tenzorski produkt dva epimor zma\d epimor zam.

(i) Tvrdnja slijedi iz funktorijalnosti tenzorskog produkta. Detaljnije, neka su dane ko-
ltracije V. pt Vitup;t wugi W pt Wyyps;t jugqte V2 pt Viupst fugi Wi
ptWly eyt Fugipredmorzmif p ; tfiupigV N V3iig p;tgupo W N WL
Dokazujemodajetadab g p ; tfib gjUsj g1 s2qpredmor zam ko ltracijaV b W N
Vipb wt

Buduwci da suf i g predmor zmi ko ltracija, za svaki pai ¥ k u | ! postoji gornja mdap
od pqi pkqul izasvakipaj ¥ | uJipostojigornjamdar od gqgi gquJ takve da su
sljedeca dva peterokuta komutativna:

. 9 AnsL
niq W;

fi
/BV g i /%’V
Vo KW i
\& \
VoW W gqg——g— W/
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3.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJPROVECT

Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta slijedi da je i sljeideeterokut komutativan:

Vg W jq——2—N1b W

/

Vp b Wr I:I(.i b I:J!-

\)

Vikgb W dqwlvklb Wit

Dakle, za svaki pag;j g ¥ pk;lqu ! J'postojipp;rqul J tako da je prethodni dijagram
komutativan, pa je dokazano dafjd g predmor zam tenzorskog produkta ko Itracija.

Neka su sada dana jo$ dva predmor zftap % tfup:qigt p *tg'uypqekvivalentna
redom predmor zmimd i g. Dokazujemo da je tada predmor zaitb g* p * tflb
gjlupi;j qat Jiqekvivalentan predmor zmd b g.

Budwidajef flig dY zasvakii PI!postoji gornjamdapod @qi ‘dqul i
za svakij P J!postoji gornja mdar od @gqi g quJ takve da su sliedm dvacetverokuta

AL N
\&1 Wr/ \-W

k,

leiq Wln'q

komutativna:

& riq
VP
k&

Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta iz toga slijedi komutativhost @metgerokuta:

Voriab W g
/ Lo
) 1 1
Vo b W, 5\/i ij
b g ) %
leiqulqu

Za svakig;j qul! J'postoji dakle gornja m#am;rqodp dg @aqp g [aqul J
takva da je prethodni dijagram komutativanftjb g'je predmor zam ekvivalentan predmor-

zmu f b g.
O

Propozicija 3.2.3. Tenzorski produkt ko ltracija W/ je bifunktor
b:Pro°v Pro°V N ProdV:
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3.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJPROVECT

Dokaz. Dokaz je jednostavna provjera da tenzorski produkt mor zama ko ltracija poStuje kom-
poziciju i paru identiteta pridru uje identitetu. Detaljnije, nekafsup ; tfiup:: V N V2
g p;tgupzq VIN VBd p ;tdypgW N Wih p;thypqWIN W2
predmor zmi ko Itracija. Dokazujemo da vrijedi
g fgbph dg pgb hg pf b dg
Kompozicije predmor zamasg f p , tg f gqugih d p ; thy d 4qugpaje
pg fgbph dg pp ; gtpg f HiQbph; d,qqucsto je jednako predmor zmu
pp; 9 p; Gtpgb hjg pf Higb d 3,qug pgb hg pf b dgpo funktorijalnosti tenzorskog
produkta navect. Na kraju, tenzorski produkt dvije identitete jeito identiteta:
pd id;tidb id: Vib Wy N Vib W Wijqn 3G

O

Propozicija 3.2.4. Neka jepV; b ; kgsimetricna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-

dukt svaka dva epimor zma epimor zam. Tada je kategorija ko Itracij& UPro®V, uz tenzor-
ski produkt ko ltracijab simetricna monoidalna kategorija:

pPro’V; b ; kg
Njena puna potkategorij&rogV je takader simetricna monoidalna kategorija. Kanonska ula-
ganja
V & ProgV & Pro°Vv
su jaki monoidalni funktori.

Dokaz.Nekasu ywzut yut yuit ywuasocijator, lijevi unitor, desni unitor i simetriza-
tor za simetrcnu monoidalnu kategorijgV; b ; kg Asocijator je prirodni izomor zam funk-
tora pa de nira izomor zam ko ltracija vwz po nivoima predmor zmonpd;t \,w,z,uq

Vb W,gb Zy — i bpW, b Z,q

pib magb n ibp mib nq

ViWmZn

M b WnabZ, ——"/\V, bpWn b Z,q

i familijat \wz uje prirodna transformacija funktora:

\

Vg W 0 b Z iq AR NV iqb PW j4b Z @

pfib g abhy fibpg b hgg

1,1
Vilezk

Vi'b Wigb z; Ntbpwih Z(q
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3.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJPROVECT

Na isti nain lijevi unitor, desni unitor i simetrizator de niraju prirodne izomor znte \ u,
t vuit yw u Provjeradakomutiraju pentagon asocijatora, trokut unitora i asocijatora, Seste-
rokut simetrizatora i asocijatora i trokut simetrizatora i unitora svodi se na provjeru komutativ-
nosti na svakom nivou, a na svakom nivou dijagram je komutativan jer je jednak odg@esmaju
dijagramu u kategorijV/.

O

3.2.5. Tenzorski produkV b W dviju ko Itracija u kategoriji Vect dolazi zajedno s joS jednim
podatkom: kanonskim bilinearnim mor zmom ko ltracijd W N V b W .

Lema 3.2.6. Tenzorski produkt dvaju epimor zamaMect (odnosnovectFin) je epimor zam.

Dokaz. Svaki element od/*bh Wlmo e se zapisati kao komaa suma jednostavnih tenzora
vi b wi. Buditidasuf : V N Viig: W N Wepimor zmi, za svakik postojevi PV i

wi PW takvidajef pikq  viigpwg wi. Ocitojed b ggp vk b weq vib wi.
Slijedi drugi dokaz, iz univerzalnog svojstva.

d
VbW — S vip Wi =z
—

-

Vv Wf—g>V1 wi

Ako f b g ujednauje pard, h, ondaiv W N Vb W N Vb W!ujednauje pard, h,
daklevV W N V! W!N V!b W!ujednauje pard, h. Za epimor zmef , g vrijedi da
jef  gepimorzam pa slijedi i dav® W N Vb W!ujednauje pard, h, tj. da postoji
bilinearno preslikavanjyt WN Z takvo da je desni trokutikomutativan i zal i zah. Po
univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta proizthzi h. O

Korolar 3.2.7. Kategorija ko ltracija u Vect, Pro®Vect, je uz tenzorski produkt ko ltracija
simetricna monoidalna kategorija. Njene pune potkategdpijegVect i ProgVectFin su ta-
koder simetricne monoidalne kategorije. Kanonski funktori ulaganja

pVect; b ; kg & pProgVect; b ; kg
pvectFin; b ; kq & pProgVectFin; b ;kq
dani konstrukcijom konstantne ko ltracije su jaki monoidalni funktori.
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3.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJPROVECT

3.2.2 Univerzalno svojstvo tenzorskog produkta ko Itracija

Propozicija 3.2.8. Neka s i W ko ltracije u kategoriji Vect. Tenzorski produkt ko Itracija
V b W je ko Itracija u Vect, zajedno s bilinearnim mor zmom ko Itracijy’ W N VbW,
takva da za svaki bilinearni mor zam ko ltracija i¥ W u Z postoji jedinstveni mor zam
ko Itracijaiz V b W uZ za koji je sljedeti dijagram komutativan.

Dokaz. Egzistencija. @ito kanonska preslikavanja na sljégen dijagramuwcine predmor zam
ko ltracijat: V.~ W N V b W u Seti svako kanonsko preslikavanje je bilinearno.

Vi Wi—— N bW,

i jib
Vi Wy——IVi b W

Nekajeg p vt Vimg W g N Z,ugbilinearni predmor zam ko ItracijaV
W N Z. zasvakin P K, po univerzalnom svojstvu otmog tenzorskog produkta, postoji
jedinstveni mor zamh,,: V ;b W nq N Z,, takav da je sljed& dijagram komutativan.

On

T,

Ving Wmg————V mgb W ng—~ =" -

Dokazujemo da skuph,u,px de nira predmor zam ko ltracija. Zadani mor zamg je
mor zam ko ltracija pa za svaki pam n u K postojigk;lqu 1l J takav da jek;lq ¥
p ;g pqqg k;lg ¥ p png pmag vanjski peterokut na slje@em dijagramu komutira.

On

/—\hn

Vi W—— b W, mn

\) \* e

Om

V5|mq
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3.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJPROVECT

Komutiraju takaler gornji i donji trokut (de nicijah, i hy,) i dva lijevacetverokuta (kanon-
ski mor zamt je mor zam ko ltracija), a preslikavanjee W, N Vi b W, je epimor zam
pa slijedi i da unutrasnji peterokut komutira. Dake, p ; thyaupk gje predmor zam
ko Itracija V b W N Z za koji vrijedih t g.

Jedinstvenost. Dokazujemo sada da je svaki drugi predmor zam s tim svojstvom ekvivalen-
tan ovome. Neka jg p ; tkn:V ;mg W mgN Z,ugjedan takav predmor zam. Budil
dajek t g, zasvakin PK postojigp;rq Pl J koji je gornja mela odp p;ng  mqqi
p ;g mqdtakav da je na sljedem dijagramu vanjski peterokut komutativan.

Unutrasnji desncetverokut je komutativan jer je vanjski peterokut komutativan, gorniji tro-
kut je komutativan, dva lijevaetverokuta su komutativna i preslikavame W, N V, b W,
je epimor zam. Dakle, predmor zank je ekvivalentan predmor zmi. O

3.2.3 Upotpunjeni tenzorski produkt

De nicija 3.2.9. Tenzorski produkt ko Itriranih vektorskih prostod ImV iW  [imW

je ko ltrirani vektorski prostorVBW : IlimV b W s ko ltraciiom V b W, zajedno s
kanonskim mor zmom ko ltracijaV W N V b W . Tenzorski produkt mor zamé i g

ko ltriranih prostora, u oznacif B g, je jedinstveno linearno preslikavanje tagimesima ten-
zorskih produkata ko Itracija koje je inducirano tenzorskim produktom mor zama ko ltracija
induciranih & i g.

Tenzorski produkty B W ko ltriranih vektorskih prostoraV imV i W lim W
zovemo joS upotpunjeni tenzorski produkt vektorskih prostdfa W s obzirom na ko Itracije
Viw.

Napomena 3.2.10. Skup jednostavnih tenzordNekasuwv  ImV iW |limW ko Itri-

rani vektorski prostori, uz ko ltracijev : | N Vecti W :J N Vect. Zamijetimo da je tada
V b W @-ko ltracija na vektorskom prostortY b W ida jeV B W upotpunjenje vektorskog
prostoraV b W po ko Itraciji V b W . Nekaje : Vb W N V B W kanonsko preslikavanje
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3.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJPROVECT

u upotpunjenje. Vrijedi dakle

A
Sljedeti dijagram je komutativan
Vbw sVHW
vV W

jer su preslikavanja u njemu inducirana mor zmima ko ltracija, a ko Itracije Mab W i
V B W su jednake i ti mor zmi ko ltracija acito cine komutativan dijagram:

VbW id sV b W

~

vV W

Dakle, jednostavan tenzeb w uV b W preslika se po u jednostavan tenzatb wuV B W.
Skup jednostavnih tenzorawuh W je slika skupa jednostavnih tenzord/ub W po . Slijedi
da za svaki jednostavan tenzob w uV B W vrijedi

YOWobwg  Ypigb Ypwg
Propozicija 3.2.11. Kategorija ko Itriranih vektorskih prostora je simetricna monoidalna ka-
tegorija i ekvivalencija s kategorijor@-ko Itracija u Vect je jaki monoidalni funktor

poroVect; 5, kg p ProgVect; b ; kg

Dokaz. Kategorija ko Itriranih vektorskih prostora ekvivalentna je katego@j-ko Itracija u
Vect. Funktor koji je ekvivalencija m#u njima pridru uje tenzorskom produktu objekata u
Prog,Vect tenzorski produkt objekataproVecti tenzorskom produktu mor zamaRrog,Vect
tenzorski produkt mor zama proVect. Komponente simetrizatora, asocijatora, lijevog i des-
nog unitora yoroVect su upotpunjenja istih u kategorifect. m

3.2.4 Univerzalno svojstvo upotpunjenog tenzorskog produkta

Korolar 3.2.12. Neka swv  limV i W limW ko ltrirani vektorski prostori. Tada je
V B W ko Itrirani vektorski prostor, zajedno s neprekidnim bilinearnim preslikavanj¢m

W N VB W, takav da za svako neprekidno bilinearno preslikavanj¥ iz W u ko ltri-
rani vektorski prostoZ  lim Z postoji jedinstveni mor zam ko ltriranih vektorskih prostora
VB W N Z zakoji je sljedeti dijagram komutativan.
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Dokaz. Egzistencija i jedinstvenost izlaze iz univerzalnog svojstva tenzorskog produkta u ka-
tegoriji ProgVect i ekvivalencije monoidalnih kategorijgproVect; B:kg p ProgVect; b ; kg
O

3.3 Formalne sume i formalne baze

3.3.1 Formalne sume i neprekidna preslikavanja

De nicija 3.3.1. NekajeV : 1% N Vect ko ltracija u kategoriji Vect. Formalna suma v/ je
izraz oblika , v gdje je preslikavanje N limV, PRv , familija niti ulim V takva da
jezasvaki Pl skupt P | jpr g Oukoneaan.

Slicno, neka jev limV inekasu Y:V N V. komponente univerzalnog konusa s
vrhomV nad ko ltracijomV . Formalna suma &/  limV je izraz oblika , v gdje je
preslikavanje N V, PNv ,familijauV takvadaje zasvakiP| skupt P | Ypr q Ou
konacan.

Sljedeta tvrdnja je gigledna.

o

Propozicija 3.3.2.Akoje , v formalna suma , onda postoji jedinstvena rit p zqp
ulimV takva daza svakiP| vrijedi

z i qPV;
P

o

gdje je suma na desnoj strani, s oznakomshvacena kag konacna suma po svin®  za

koje je ipr g 0. Tu nit zovemarijednost formalne sume , v , a aproksimacije PV,
[e] OP

zovemo parcijalne sume formalne sume, v te piSema p V.

Slicno za formalnu sumuM  lim V de niramo vrijednost formalne sume i aproksimacije
formalne sume. Ako je vrijednost formalne sume, v uV limV jednakav PV, piSemo
dakle kratko: , v v:
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3.3. FORMALNE SUME | FORMALNE BAZE

De nicija 3.3.3. Neka suw i W dvije ko ltracije u VectinekajevV IimV iW ImW.
Ka emo da linearno preslikavanja: V ISI W distribuira po formalnim sumamako je za
svaku formalnu sumu o v uVizraz , Apv qformalna suma W i preslikavanjeA
vrijednost formalne sume , v uV Salje u vrijednost formalne sume , Aps quW, Sto
piSemo kratko

Ap vag A g

P P

Napomena 3.3.4.De nicija linearnog preslikavanja koje distribuira po formalnim sumama je

dana za sve ko ltracije, ali slijed& propozicija vrijedi samo z@-ko Itracije u Vect kako piSe
u iskazu.

Propozicija 3.3.5.Neka suv  IimV i W limW ko ltrirani vektorski prostori. Line-
arna preslikavanjav N W koja distribuiraju po formalnim sumama su tocno ona linearna
preslikavanja koja su mor zmi ko Itriranih vektorskih prostokd N W

o

Dokaz. Neka jef : V N W mor zam ko ltriranih vektorskih prostora i neka je v pro-
izvoljna formalna suma V. Dokazujemo da je izraz f pv gformalna suma WV ida vrijedi
fp vq f pv g Oznaimo sl i J redom indeksne kategorije ko Itracijd i W .

Za ksirani proizvoljanj P J postojii P ilinearno preslikavanjé; takvo da je

jW f fji lV

Skupt P | Yprq Ouje konaan skup iza svaki vrijedi

pHpaa fip'proag
pajeiskupt P | J-Wp‘ pv qq Oukonacan skup. Dakle, izraz f pv gje formalna suma.
Zatim vrijedi

=

Vep vag fipYp vag fip  Vproag

o

gdje jesa oznaena konana suma svih pribrojnika koji su raeiii od nule. Dalje vrijedi

fip Yowag  fipYwag  “gFprag Yp fpragg
Dakle, zasvakj PJje Ygp vaq “p fpv qqt. vriedi
fp vg ~ fprg

Obratno, neka j& : V N W linearno preslikavanje koje distribuira po formalnim sumama.
Dokazujemo da tada za svgkiP J postojii P ilinearno preslikavanjé; : Vi N W, takvo
daje
L A T
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3.3. FORMALNE SUME | FORMALNE BAZE

Ako je | ko nalnosti 1, za svakij mo emo odabrati isti najvé elementi ul, jer je V tada
izomor zam. Preostaje dokazati tvrdnju £&o nalnosti @.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postpjP J takav da za svaki P | i svako linearno presli-
kavanjef; : Vi N W vrijedi V' f f; V. Fiksirajmo tajj. Za svakii P| tada postoji
v; PV takav da je

Ypig 0 i pY fagwmg O

U protivnom bi za svaka dva elementd v P pVq 'pvgzbog Ypv!' v2q 0 vrijedilo

Mot viaqq 0, pabisfipig:  Vd prggzavt P pYq *prgbilo dobro de nirano
preslikavanje s gornjim svojstvony"  f  f; V.

Neka je sad& ko nalan podskup od izomorfan sN; takav postoji po propoziciji 3.1.5.

Za svakii P | postojik; P K takav da jek; ¥ i, dakle, najviSse komano mnogo elemenata od
K je manje od ili neusporedivois Za svakik j i vrijedi da je in/kqo 0, pa slijedi da je
za svakii najviSe konano mnogo ' pikqrazlicito od nule. Dakle, suma 5 Vi je formalna
suma w. No, suma ,p f pucgnije formalna suma WV jer je ij‘ pvkqq O zasvakik. To
je u kontradikciji s pretpostavkom dadistribuira po formalnim sumama. O

Preslikavanja iz prethodne propozicije zovemo jagprekidnim preslikavanjima

3.3.6. Mogu se de nirati i neprekidna preslikavanja i formalne sume za vektorske progtore
na kojima je zadan@-ko ltracija. Tada vrijednosti formalnih suma nisu nu no\, vet su

u upotpunjenju. Ako za takve prostore neko linearno preslikavafjeV N W postuje
ko Itracije na domenii kodomeni kao u 3.1.20, Sto je ekvivalentno tome da formalne siame
po clan preslikava u formalne sume, onda ga je ntegprosiriti do upotpunjenjd: ¥ N W.
Kanonska preslikavanja u upotpunjekjeN ¥ i W N W nisu nu no injekcije, ali to ne smeta.
U primjerima sucesto injekcije.

3.3.2 Formalne sume i upotpunjeni tenzorski produkt

Propozicija3.3.7.Nekagsuc> v io w formalne sume u ko ltriranim vektorskim prostorima
V i W redom. Tadaje . v b w formalna suma W B W i njena vrijednost jednaka je
tenzorskom produktu vrijednosti formalnih sumav uV i w uW Sto mo emo pisati
kratko:

"vb w  vbw

Dokaz. Po napomeni 3.2.10 za jednostavne tenzoveuW vrijedi

VBHW

Wb wg  Ypigb Ypug

51
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Za svakig;j g Pl J vrijedi daje skupp; qP M| Ypvgb Ypv g Oujednak
skuput P | Yovg Out PM| "pvg OuDakle,suma . v bw jeformalna

akosusume Vv i w formalne, i za svakj; j qvrijedi:
$°Yp vb  wg V¥p vab "p wg

Ywagb  Mpvg

Yo gb Vpv g

5% bw g
i‘gﬁwp . v bwqg

gdje su sume s oznakom shva&ene kao konene sume svih pribrojnika koji su raeiti od
nule. Dakle, . v b w jeformalna sumainjena vrijednost jednaka je tenzorskom produktu
vrijednosti formalnihsuma v i w .

O

3.3.3 Ra&unanje s formalnim sumama

Formalne sume mo emo zbrajati (odnostiaiti njihove linearne kombinacije) tako da napra-
vimo disjunktnu uniju indeksnih skupova ili, ako su indeksni skupovi jednakiclanovima.
Jasno je da je linearna kombinacija formalnih suma (bilo po uniji indeksnih skupova ili zbraja-
nju clan poclan) formalna suma i da je njena vrijednosti jednaka linearnoj kombinaciji vrijed-
nosti paetnih formalnih suma s istim koe cijentima.

Lema 3.3.8.(Lema o racunanju s formalnim sumama u kategqipVect.)

o

(i) (Tenzorski produkt formalnih suma.) Neka je v formalna suma W/ vrijednostiv i
w formalna suma W vrijednostiw. Tadaje . v b w formalna suma bW
I vrijednost joj je jednakar b w. Mo emo racunati:

5 5 5

v b w v bw:

o

(i) (Grupiranje sumanada.) Neka je . v formalna suma vrijednosti. Tada je svaka
podsuma v formalna suma i, oznacimo li njihove vrijedostws : vV ,lizraz
v je formalna suma vrijednosti. Mo emo racunati:

5 5 5 5

v p Vv q Vo
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o

(i) (Ekspanzija sumanada.) Obratno, neka je v formalna suma vrijednosti. Neka je za
svaki izraz v formalnasuma vrijednosti . Tada, akoje . v formalna suma,
njena vrijednost jednaka je. Mo emo racunati:

5 5 5 5

v p VvV q v

Tockica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne straned@kimrmalna.

Ako, dodatno, za svaki formalna suma v ima svojstvo da iz Vpr g O slijedi
Vv q Ozasvaki ,ondaje odmah . v formalna suma vrijednosti pa ekspan-
ziju sumanada mo emo napraviti bez te provjere. To jest, oznacimo li to svojstvo

p@p@ ‘pvqg O0Ap@ gp’pr g Oqg pq

Mo emo racunati
pg >

(i) Akoje pv b wgformalnasumaw 0,ondajei v formalna suma. Oznacimo li
njenu vrijednost ¥, vrijednost pocetne sume je tagd w. Mo emo pisati

o bwg” b’ vgbw vbw:

Analogna tvrdnja vrijedi za formalnu sumu pvb w giv 0.

(iv) (Slika po mor zmu uproVect) Neka je v formalna suma vrijednosti. Neka je
A mor zam uproVect. Tada je  Apv gformalna suma i njena vrijednost jednaka je
Apvg Mo emo racunati:

Ap vg  Apg

(iv') Obratno, neka jeA mor zam uproVectinekaje Apv gformalnasuma. Akoje v
formalna suma vrijednosti, onda je vrijednost sume Apv gjednakaApvg Mo emo
racunati:

Av g Ap v
Tockica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne straned@kimrmalna.

Dokaz. Tvrdnja (i) je dokazana u propoziciji 3.3.7. Tvrdnje (ii), (ii"), (iv), (iv') se lako doka u
koristeci de niciju formalne sume proVect.

(iif) Ako je w razlicit od O, postojij PJ takav da je ijNq 0. Na jednostavnim tenzorima
je i\gﬁw jednak Y b va po napomeni 3.2.10. Za svakiP | itajj iz konanosti skupa

t P | Yovagb Ypvg Oui Mpnvg Oslijedi konaznostskupa P | Ypv qu Time

je dokazano da je izraz v formalna suma. H
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3.3.4 Formalne baze i upotpunjeni tenzorski produkt

De nicija 3.3.9. Neka jeV ko Itrirani vektorski prostor s komponentantad/iup, i projekci-
jamat V:V N Viup. Za skupB , VztOukaemo da jeformalna baza od/ ako postoji
podskupK , | ko nalan ul takav da za svaké PK projekcija | bijektivno preslikava skup

Bk : BzKer ¢ ubazu vektorskog prostok4.

Propozicija 3.3.10. Neka jeV limV ko ltrirani vektorski prostor i neka jeB formalna
baza odV. Tada se svaki elementP V mo e na jedinstven nacin zapisati kao formalna suma
elemenata iB. Taj zapis zovemo zapis elemewuta baziB .

Dokaz. Neka je ko ItracijaV  pt Viup;t j uqginekajeK , | podskup ko nalan u takav
da za svakk P K projekcija «: V N Vi bijektivno preslikavaBy, : BzKer , u bazu
vektorskog prostora.
Uzmimo proizvoljanv PV. Zak PK i b P By oznaimo stg",kq koe cijent uz pbgzapisa
vektora pvqu bazi «Byg
g tﬁ“‘ kg

bPB

o

gdje je sa kao i dalje u dokazu ozm@na konana suma svih pribrojnika razlitih od nule.
Dokazattemo da vrijednost koe cijenttag<OI ne ovisi ok, vet samo doi v.
Oznaimo za svakb PB saKy, skup

Kp: t KPK | xpg Ou

Ocito je b P B¢ ako i samo ako j& P K. Za svakib P B skupKy, je neprazan. Doista, u
protivnom bi za nekb P B vrijedilo ypog 0 za svakik P K, Sto bi zbog ko nalnosti skupa
K ul povieilo jpq 0Ozasvakii Pl, abuddidajeV limV, iz toga bislijedilob 0
Sto je u suprotnostiB ,, VztOu.

Fiksirajmo proizvoljany P B i neka suk, k! P Ky, proizvoljni. Dokazujemo da vrijedi
t*? {9 Zak, kKL PKy, postojil PK takavdaje ¥ kil ¥ k Zbog « w1 sliedi
dajeil PKy, ivrijedi

.

kKvg WP 1pvaq klp>_ tEq Jesefs 3 tgq kA tgq kg

bPB| bPB| bPB

Zadnja jednakost vrijedi jer 2a¥ k vrijedi Ker ¢ ...Ker |,pajeBg, By, ivrijedi (pbg O
zab P B,zBy. BudLti da je zapis u bazi jedinstven injeI(ﬂfq tgq zasvebPBypaizab k.
Analogno se doka e da 2a¥ k!vrijedi tﬂ‘lq tgq zab Iy. Slijedidaje za svakh P B

t* 9 %9 za svaka dvi; kPK
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pa je dobro de niran koe cijent, sa

tp tﬂ‘q zanekik PK,:

Ocito je sada 5 th 0 kpvgza svakik P K. Budwti da je za svakk P K skup
tbPB | t, kg Oukonecan iK je ko nalan ul, slijedi da je za svaki P | skuptb P
B | tp ifg Oukonecan, tj. izraz 5 tpb je formalna suma . Za svakik P K njena
sek-ta asproksimacija podudara gpvqiz cega zbog ko nalnostK u | slijedi da im se sve
aproksimacije podudaraju, tj. da je njena vrijednost jednaka

5

tob Vv
bPB

Prikaz je jedinstven jer je koe cijent ulza P B odreden projekcijom na bilo koju komponentu
Vg zak P K. ]

3.3.11. Ocito je svaka formalna baza linearno nezavisan skup. (U protivndmioigli zapisati
na dva razkita nacina kao formalnu sumu vektora.)

Lema 3.3.12.Neka je :Z N Z!epimor zam vektorskih prostora i skup kardinalnosti
strogo vete odlimZ. Neka jef : N Z?*funkcija takva da njena restrikcijé |suppr pa-
rametrizira neku bazu o@’ Tada postoji funkcijag: N Z takva da njena restrikcija
lsuppg: SUPPG N Z parametrizira neku bazu o i vrijedi g f. Za parametrizacije
baza podrazumijevamo da su bijektivne.

Dokaz. Kako su svi objekti vektorski prostori, kratki egzaktni AN Ker , Z N z'N 0
se cijepa; to zne da postoji preres: Z1N Z od , tj. preslikavanje takvo daje s id.
Iz toga slijedi da je korestrikcija oslna sliku izomor zam i daspz g~ Ker Z. Stoga za
svaku bazuf p qu, q 0 0dZ? unija baze spf p qau, ¢ o 0d SPZ'gi proizvoljne bazev u pa

odKer je baza odZ. Iz pretpostavke lemeardp zsuppf q i dimKer cardA, pa bez
smanjenja openitosti mo emo izabrath , zsuppf . De niramog: N Z s
$
wsApaq fpg O
gpaq , v PA;
% o fpg 0i RA
Funkcijag realizira zahtjeve iz iskaza leme. ]

Propozicija 3.3.13. Svaki ko Itrirani vektorski prostol/  lim V posjeduje formalnu bazB.

Dokaz. Neka je ko ltracijaV dana sa&/ pt Viup;t jugq U slucaju da je usmjeren skup
ko nalnosti 1, za formalnu bazu o mo e se uzeti praslika baze vektorskog prostésapo
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izomor zmu Y zam maksimalan element dd U slucaju da je usmjeren skupko nalnosti
@, bez smanjenja denitosti mo emo pretpostaviti da jeizomorfan sN, vidi lemu 3.1.5 i
propoziciju 2.5.11. Neka je skup kardinalitetacard | dimV. Taj kardinalitet je dovoljno
velik da se svaka baza vektorskog prostdrasvakog vektorskog prostoNd mo e prikazati
kao familijatv u p . Za svakii P| de nirajmo skup indeksiranih baza o4,

S:tf: N V| familjatfp que 4, q oje bazaodiu:
Induktivno de niramo niz skupovd; , S; na sljedéi nacin:
T]_ . S]_
Ti 10t f PSi 1| ip 1q f PTiUZ

Kakoje i4 1qSurjekcija, polemi3.3.12izlazida®s 14 9 : S 1 N S takader surjekcija.
DakleT; 1 p i 199 'pligje neprazan ako j& neprazan. BudtidajeT; S; neprazan,
indukcijom dakle slijedi da je svaKi; neprazan. Za svaki usporedivi ga¢ j ul de nirajmo
veznimorzam j : ;i TN T,

ifapg:  ipfpoaq
Mor zmi ;5 14SU ccito dobro de nirani (slika je unutar kodomene) i surjekcije su, pa su dobro
de nirani i surjekcije su svi vezni mor zmi j; kao njihove kompozicije. Uz to,ato vrijedi

ki ji Ki - Dakle

T . pt Tiup;t jiug

je @-ko Itracija u kategoriji Set
Po propoziciji 3.1.6 o nepraznom limeg®-ko ltracije nepraznih skupova sada slijedi da

postoji nitgfigp P lim T. Svaka takva nit zapravo de nira konus n¥du Seti time jedins-
tveno preslikavanj¢: N V takvodaje Y f f;.

sV
/// \Y
f 7 i
/// g
/ Vi
/
// fi
/
!
/
ji
\
Vi

Ocito je familijatf p qupe p 4 o formalna baza ot .
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Propozicija 3.3.14. Ako jeB formalna baza ko ltriranog vektorskog prostoka  limV i B?
formalna baza ko ltriranog vektorskog prostok& lim W , onda je familija

tbb b]uJPB;blPBl

formalna baza ko Itriranog vektorskog prostosab W limV b W .

Dokaz. Neka su ko Itracije dane komponentama i veznim mor zmiMa pt Viup ;t «uq

W pt Wjup;;t | ugi neka su projekcije univerzalnih konubiaa V i lim W oznaene stan-
dardnos Yup it jWL;pJ. Postoje usmjereni skupoki i L koji su redom ko nalni podsku-
povi od| i J takvi da za svakk P K projekcija [ preslikavaBzKer | bijektivno u bazu
od Vg i za svakil PL projekcija | preslikavaBzKer \V bijektivho u bazu odV,. Ocito je
tadaK L ko nalan podskup od J. Buditi da su formalne baz8 i B!linearno nezavisni
skupovi, familijatbb b'upspips: ima sve razkiite elemente pa mo emo radi jednostavnosti
dalje umjesto o familiji govoriti o skupu. Dokazujemo da za taj skup

BbB':t bbb|bPB;b'PBY

vrijedi da za svakik;|q PK L projekcija ;’;IB W preslikava bijektivno skup

B b BzKerp },\*Wq

u bazu vektorskog prostond b W,. Po napomeni 3.2.10 za jednostavne tenzokeiw
vrijedi ;’;Iﬁwp/ b wq Yovgb Wpng SkupB b BizKerp V8 Wqjednak je zbog toga
skupu

tbb b'PB b B'| bPBzKer [; b'PB%zKer Vu

Buduti da su familijet |\ gooypg ; ker v it "V b'ges 1 ker w redom baze vektorskih prostora
Vi 1 W, familija
t &/mq b IWFb]qLIBPBzKer v bPB izKer W

je baza tenzorskog produk¥@ b W,. Tvrdnja je dokazana. m
Elementi upotpunjenog tenzorskog produkta su formalne sume jednostavnih tenzora.

Teorem 3.3.15.Svaki element upotpunjenog tenzorskog prodvktaW  limV b W ko-
[triranih vektorskih prostora mo e se prikazati kao formalna suma jednostavnih tenzora, tj.
formalna suma oblika

5

vV bw:

Tvrdnja vrijedi i za tenzorske produki”dB VP2ah ::: 5 V4 konacno mnogo ko ltriranih
vektorskih prostora.
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Dokaz. Posljedica prethodne tri propozicije. Napomena: tvrdnja vrijedi jer je ko nalnost in-
deksnih skupova najvis@.
O

3.3.5 Obcni i upotpunjeni tenzorski produkt

Propozicija 3.3.16. Neka suV IimV i W lim W ko ltrirani vektorski prostori, uz
ko ltracije V : I N Vecti W :J N Vect. Tada je kanonsko preslikavanjesrhaV b W
konusa nad ko ltracijonVV b W u limesV B W te ko ltracije injekcija:

VbwW& VB W:

Dokaz. Proizvoljan element tenzorskog produkieb W mo e se zapisati kao koraa suma
E 1 Vk b wy, gdje je svakivg u V, svakiw, u W i vektori vy, :::, v, su razlciti i cine
linearno nezavisan skup vektor&/u Po napomeni 3.2.10 jednostavni se tenzori peeslikaju
u odgovarajae jednostavne tenzore, pape | b wiq kb wy PV B W. Pretpostavimo
daje
vibw, OPVHW:
k
Neka je za svakk, vy ax e zapis vektoray u formalnoj bazi odv i wy by f
zapis vektoravi u formalnoj bazi odV. Po propoziciji 3.3.7 tada je za svaki

akbke b f

formalna suma vrijednost b wy, pa je i njihova konana suma formalna suma i vrijedi

Vi by agbye bf:
k k;;
o o

Za svakip; qje podsuma ,axbge b f formalna (konana) suma i suma , ax by
konacna suma. Grupiranjem sumanada imamo sada da je vrijednostngosume v B W
jednaka vrijednosti formalne sume

’ F; axbce bf:
; k

Pretpostavili smo da je ta suma vrijednd&tiBudLti da je po propoziciji 3.3.14e b f u.
formalna baza o B W, iz prethodnog slijedi da je za svakj gkoe cijent

Ay bk 0:
k
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o

Slijedi da je za svaki vrijednost sume | by v u ko Itriranom vektorskom prostory jed-
naka vrijednosti sljede@h formalnih suma:

beve ~ byp axkeq ~ byake ~p braxe  O0e O
k k K k
Buduwti da su vektorivy, :::, v, razlicitii cine linearno nezavisan skup vektor}g{ yiz te jedna-
kosti slijedi da za svaki i svakik vrijedib, 0. Tada za svakk imamowy by f 0
uW, pa je peetna konana suma , v b wy jednakaDuV b W. O

3.3.6 Raunanje sa zapisima u formalnoj bazi

Propozicija 3.3.17.NekajeB t e u formalna baza ko ltriranog vektorskog prostoi
limV . Nekaje v nekaformalna suma VW vrijednostiv. Neka sw S e zapisi
sumanada te formalne sume pomocu elemenata formalneBhakada je

5

S €

formalna suma W/ i njena vrijednost jev. Nadalje, za svaki je samo konacno mnogo pri-
brojnika sume s razlicito od nule i izraz

p s
je formalna suma W vrijednostiv, koju zovemo zapis elememnta formalnoj baziB.
Dakle, sve sume elemenata \ddkoje se pojavljuju u sljedecem izrazu su formalne sume,
sve sume koe cijenata koje se pojavljuju su konacne sume i sve jednakosti vrijede.

5 5 5 5

v v P s eq s e P s ¢

o

Ovdje smo s opet oznacavali konacnu sumu svih pribrojnika razlicitih 0d

Dokaz. Neka jeK ko nalan podskup indeksnog usmjerenog skuigeo ltracije V takav da se
za svakik PK svi elementi oBzKer | bijektivno projiciraju u bazu komponent.

Zasvakii Pl jeskupt | Yprq Ou t | s Vpeq Oukonaan. Za svaki
k PK , | isvaki vrijedi

- v

s Yeq Ofip@gs (Ypeq O

jer projekcija [ zak P K skup elemenata formalne baBekoje ne preslika 0 preslika u
linearno nezavisne elementd/. |1z toga slijedi da je za svaki PK skup

to; dls Ypg Ou :S
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konacan skup. Usmjereni skup je ko nalan ul pa ista tvrdnja vrijedi i za sveP1, tj. izraz
. s e jeformalna suma ¥ . Lako se vidi da je vrijednost te formalne sume jednaka
Za svakie postojik P K takav daje xpe q 0. 1z konacnosti gornjeg skup& tada
slijedi konanost skupa | s Ou za svaki P A. Dakle, za svaki suma s
ima kona&no mnogo pribrojnika raaitih od 0 i ocito je suma p s o koja je nastala
grupiranjem sumanada formalna i vrijednosti O

Korolar 3.3.18. (Promjena formalne baze.) NekaBu t e u i B! t e'u dvije formalne
baze ko Itriranog vektorskog prostord  lim V. Neka su

e u €

zapisi elemenata formalne baBepomocu elemenata formalne ba&éi neka je

5

\ te

zapis proizvoljnoy PV pomotu elemenata formalne be&e Tada vrijedi sljedeti niz jedna-
kosti, u kojem su sve sume elemenatd&ddrmalne i sve sume koe cijenata konacne.

1

v te tp u € 1

q tu e P tu ¢
Dokaz. Posljedica prethodne propozicije 3.3.17. O

Korolar 3.3.19. (Zapis neprekidnog linearnog operatora u paru formalnih baza.) Neka su
B t euiB! t etu redom formalne baze ko Itriranih vektorskih prostova  limV i

W limW . NekajeA: V N W neprekidno linearno preslikavanje. Nekag® . zapis
od A u tom paru baza, tj. neka za svaki vrijedi

A q A e
Tada je za svaki vektor t e izasvaki skupt |A t  Oukonacani
b At

je formalna suma W s vrijednostiApvg
OpSirnije, sve su sume vektora u sljedecem izrazu formalne, sve sume koe cijenata konacne
i sve jednakosti vrijede.

Apvg Ap teq ~ tApeq tp A egq tA e T p A tg

Dokaz. Druga jednakost u nizu je distributivnost ddpo formalnim sumama, a zadnje dvije
jednakosti su posljedica prethodne propozicije. ]
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3.4 Osnovne konstrukcije u kategorijiproVect

3.4.1 Koujedneitelj u kategoriji Pro®V i tenzorski produkt

Propozicija 3.4.1. Neka kategorijaV ima koujednacitelje. Tada kategorifro®V ima koujed-
nacitelje i vrijedi da je koujednacitelj paralelnog para mor zama ko Itracija upravo ko ltracija

cije su komponente koujednacitelji paralelnih parova komponentnih preslikavanja. Za potkate-
goriju ProgV vrijedi isto.

Dokaz. Neka su zadane dvije proizvoljne ko ltracije
A tp Anthpst mmugq B ptp Bathesit maUQ
I neka je zadan paralelan par mor zama ko Itracija predmor zmima
fop;thh:AmngN BathmG g P tgh:A mgN Botheg

Predmor zme smo odabrali tako da funkcijebudu jednake, $to mo emo jer jeusmjerena
kategorija. Odgovarafte mor zme ko ltracija oznaavatcemo takder sf i g.
KategorijaV ima koujednaitelje pa za svaki paralelan p&y, g, postoji njihov koujedna-

citeljh,: B, N C,.
fn

A mq

gn
Nekaje mn: B, N B, proizvoljan vezni mor zam ko ItracijeB . Dokazujemo da kompo-
zicijahy,  mn koujednauje parf,, g,. Budwti da suf i g predmor zmi ko Itracija, postoji
k Pl takavdaje mn fn mk Im mak | mn On mak  Om ma 1. takav
da je peterokut na sljedem dijagramu sekvencijalno komutativan. Zaje#nindeksk smo
ovdje mogli odabrati opet jer je usmjerena kategorija.

fn

hn /
'/A\ png én Cn
pngk_ ~ g "
Ak: mn
pmqk\ ~J fm h
. m
A g B Cn

Om

hm  fm mk  Nm  Om pmok
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iz cega zbog prethodnog slijedi

hm mn fn pnok hm mn  On md<:

Vezni mor zam  ,« je epimor zam pa iz toga slijedi tra ena jednakost

hm mn fn hm mn gn

Dakle, za svaki vezni mor zam ., vrijedi dahy, mn kKoujednauje parf,, g, pa po
univerzalnom svojstvu koujedogelja h,, slijedi da za svaki vezni mor zam ,, postoji je-
dinstveno preslikavanjen, : C, N C,, takvo da je sljed& kvadrat komutativan.

B._ ™ o

n n

mn

|
|
|
|
|
|
B,— " _IC,

Dokazujemo daj€ pt C,up;;t mnugko ltracija. Kompozicija |, jednaka je mn
jer je odgovarajai kvadrat za ,, komutativan i za kompoziciju vrijedi

ml In hn ml hI In hm ml In hm mn

a preslikavanje s tim svojstvom je jedinstveno. Svaki vezni mor zgmje epimor zam jer su
mn 1 Ny €pimor zmi: ., je epimor zam jer je vezni mor zam ko ltracije, &h,, je epimor-

zam jer je koujednaitel;.

Zbog komutativnosti dijagramacio jeh pid;th,: B, N C,u.p;qpredmor zam ko I-
tracijaB N C. Njime odr&len mor zam ko ltracija ozn@imo takaler sh.

Sada dokazujemo da je konstruirana ko Itracfazajedno s mor zmonh: B N C ko-
ujednaitelj paralelnog para mor zama ko Itracij&, g: A N B . Uzmimo bilo koju ko ltra-
cijuD pt Dypg;t mnugi predmor zam ko ltracija

e p KN Jte:B mgN Dothecg: B N D

takavdaje f e g@. Budwtidazasvakn PK komponenta, koujedn@ujef nqi g mq,
postoji jedinstveno preslikavangy : C g N D, takvo dajed, h mg  ©En.

€n
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3.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIFPROVECT

Na sljedéem dijagramu gornji i donji trokut su komutativni, lijevi i vanjski kvadrat su komuta-
tivni i preslikavanjeh nqje epimor zam, pa je komutativan i desni kvadrat.

€n

#
dn ]
g Dn

pmq png pmg png mn

pquDm
Dakle preslikavanjay, : C mq N D,,n PK cine predmor zam ko ltracija
d: p; tditek: C N D
ivrijedid h e Dokazujemo sada da je bilo koji drugi predmor zam
bp :KN Jth:C mgN Dyug

s tim svojstvom ekvivalentad. Uzmimo komponentd,. Budiwti da jeb h e postoji

k PJiveznimorzmi mgi mg takvi da je na sljed@em dijagramu vanjski peterokut
komutativan. Vanjski trokut je taker komutativan, pa slijedi i da je unutrasnji Sesterokut
komutativan.

h pnq
B mq4lc 3¢

Komutativhost desnogetverokuta na slje@em dijagramu slijedi iz komutativnosti vanjskog
Sesterokuta, komutativnosti dva lijegatverokuta cinjenice da jeh, epimor zam.

B ma 7Cpnq

%Ck bn
\ N
pn ok e Y

dn
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3.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIFPROVECT

Dakle, predmor zmibi d su ekvivalentni i univerzalno svojstvo ha B N C je dokazano.

Koujednaitelj paralelnog para mor zama ko ltracij& g zadan je dakle koujedodeljima
hn: B, N C, komponentnih preslikavanfa,: g, i jedinstvenim mor zmima m, : Co N Cp,
koji proizlaze iz univerzalnog svojstva tih koujeditalja.

fn

A mq j\Bn h4n/Cn
On
fm
hm
A mq By ————ICny

]

KategorijePro®Vect, Pro®VectFin, ProgVect i ProgVectFin dakle imaju koujednzitelje
I oni se konstruiraju na prethodno opisancimg jer Vect i VectFin imaju koujednaitelje.

Propozicija 3.4.2. Neka jepV; b ; kgsimetricna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva epimor zma epimor zam. Tada je kategopao®V; b ; kqsimetricna mono-
idalna kategorija i vrijedi sliedece: ak® ima koujednacitelje i oni komutiraju s tenzorskim
produktom, onda i kategorijgPro®V; b ; kqima koujednacitelje i oni komutiraju s tenzorskim
produktom. Za kategorijpProg,V; b ; kqvrijedi isto.

Dokaz. Sve tvrdnje su prethodno dokazane u propozicijama 3.2.7 i 3.4.1 osim tvrdnje da ten-
zorski produkt uPro®V komutira s koujedngiteljima cim tenzorski produkt v komutira s
koujednaiteljima. Doka imo sada tu tvrdnju.

Neka jeh: B N C koujednaitelj paralelnog para mor zama ko ltracijé;g: A N B
konstruiran kao u propoziciji 3.4.1, uz iste oznake kao u dokazu te propozicije¥ za,

fn

A mq %n h#(:n
On
fm
hm
A mq By ————ICpny

Tenzorski produkt koujedmiteliah: B N C s identitetomid: D N D na ko ltraciji D ima
dakle komponente u sljedem komutativnom dijagramu, ze¥ mi | ¥ k.
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fnbid .
AmbD — —B,bD—"2 Jc bD,
gnbid

mn b ki mn b ki

fmbid .
A meb Dk Bmb Dy—=2" JC, b Dy
gm b id

Svaki redak na tom dijagramu je koujeditalj u V, a vezni mor zmi ko ltracije C b D cine
komutativne kvadrate s veznim mor zmima ko Itracifg b D i komponentama predmor zma
h b id. Dakle, po konstrukciji u propoziciji 3.4.hy b id je koujednaitelj u Pro®V paralelnog
paraf b id;gb id. Isti dokaz vrijedi za punu potkategorifrogV.

O

Korolar 3.4.3. Simetricne monoidalne kategorifero®Vect i Pro®*VectFin imaju koujednaci-
telje i oni komutiraju s tenzorskim produktom. Simetricne monoidalne kategmijgVect i
ProgVectFin takoder.

Dokaz. KategorijeVect i VectFin imaju koujednaitelje i oni komutiraju s tenzorskim produk-
tom. u

Korolar 3.4.4. Simetricna monoidalna kategorijaoroVect; B ; kgdopusta koujednacitelje i oni
komutiraju s tenzorskim produktom.

Dokaz. KategorijeproVect i ProgVect su ekvivalentne simetne monoidalne kategorije, a
tvrdnja vrijedi u kategorijiProgVect. O

3.4.2 Potprostori, jezgre i kvocijenti

Ovi rezultatite nam biti potrebni poslije da doka emo da kategohjdgproVect posjeduje
koujednaitelje, te da oni komutiraju s tenzorskim produktom.

Propozicija 3.4.5. (Potprostorna ko Itracija) Neka j&/  lim V ko Itrirani vektorski prostor,
V  pt Viup;t juq Neka jeW @ V njegov vektorski potprostor. Tada ko ltracija nd
inducira kanonsku ko ItracijulV s ko ltrirajucim komponentama Y pW qup i veznim presli-
kavanjima koja su odgovarajuce korestrikcije restrikcija veznih preslikavianja. Ko Itraciju
W zovem@otprostorna ko Itracijanducirana ko Itracijom naV.

OznacimoW  lim W . Preslikavanjg/ N limV  V inducirano po univerzalnom svoj-
stvu limesa konuso/ N W N V je injekcija i mor zam ko ltriranih vektorskih prostora.
Slika te injekcije je dakle izomorfna vektorskom prostéfu lim W i time cini kanonski iz-
bor upotpunjenja vektorskog potprostdfé po potprostornoj ko Itraciji, onog koje je vektorski
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3.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIFPROVECT

potprostor odV . Tu sliku éemo onda oznacavatté , V ivrijedit ¢e daklew , W , V. Pot-
prostorna ko ltracija naW , V inducirana ko Itracijom naV jednaka jeW i preslikavanje
W & V je mor zam ko ltriranih vektorskih prostora.

Ako suZ i W vektorski potprostori od/ takvi da jeZ , W , V, onda je potprostorna
ko Itracija na Z inducirana ko ltracijomV naV jednaka potprostornoj ko Itraciji n&Z indu-
ciranoj ko Itracjiom W naW ivrijedi 2, W, V.

Dokaz. Neka je daklev limV ko Itrirani vektorski prostor,V  pt Viup;t juq Neka
je W , V njegov vektorski potprostor i: W & V odgovarajéa inkluzija. De nirajmo
Wi :  YpwWq, Vioznaimos ;: W; & V; kanonske inkluzije. Budtidaje YpVg W,
i i je injekcija, postoji jedinstveno preslikavanj® : W N W; takvo da je sljedé dijagram
na lijevoj strani komutativan i ono je epimor zam.

W

V
i ji h ji
- /

W

We————

Wi ———

=
LK+——<
-<

_{

Za svaki usporedivipdr¥ j je pWig  ip /PNAq jVan W, pa postoji jedinstveno
preslikavanje ;i : W; N W; takvo da je gornji dijagram na desnoj strani komutativan i ono je
epimor zam. Na sljedéem dijagramu na lijevoj strani su komutativni gornji, donji i vanjski
cetverokut, komutativan je desni trokut;i je injekcija, pa je komutativan i lijevi trokut, tj.

vrijedi jednakost ;; W e
We— 5V W ———V,
W i i
w W' v v WJ —r \4 .
ji kj kj

Neka je sada ¥ | ¥ k trojka ul. Na gornjem dijagramu na desnoj strani komutativna su oba
kvadrata i desni trokut, pa je komutativan i vanjski peterokut, a zbog jedinstvenosti preslikavanja
ki sasvojstvomy ki i liztogaslijedi jednakost: yj i i -
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3.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIFPROVECT

Dakle, W pt W;up ;t ;ugje ko tracija u Vect i familijat V: W N Wup de nira
konus nad ko ItracijomW s vrhomW.
Neka familijat Y: U N Wiup de nira univerzalni konus natlV . Po univerzalnom svoj-

stvu limesa)  lim W postoji jedinstveno preslikavanje: W N U takvo da je Y A
za svakii P1.
U< We———V
w v
iU | I
W, ————V,
|z komutativnosti lijevog donjeg trokuta i donjeg kvadrata na sipede dijagramu slijedi ;
¢ ;. pazaklicujemo da familija preslikavanja; : U N Viude nira konus

nadV . Iz toga po univerzalnom svojstvu limesa limV slijedi da postoji jedinstveno
preslikavanje : U N V takvo da je Y i U zasvaki PI.

W ————V,

BudLti da je - W N V tada preslikavanje za koje vrijedi
v v Cow.
| | i | i
iz jedinstvenosti preslikavanja s tim svojstvom slijedi . Dakle, mora biti injekcija.

Dokazujemo da je injekcija. Pretpostavimo da je slika niti p wigp P U jednakaO P V.
Tada je jpvig O PV, za svakii P 1. Budwi da su sve komponentginjekcije, to mora biti
w; Ozasvaki Pl,t. w OuU. Dakle, je injekcija.

Injekcija : U & V je mor zam ko ltriranih vektorskih prostora predstavljen po nivoima
injekcijamaw; & V. Sliku pJq, V, pJg U, oznaimo sW. Ta slika ne ovisi o izboru
limesaU. Ko ltracija na W inducirana po izomor zmul/ U je ocito W i ona je ista kao
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3.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIFPROVECT

potprostorna ko Itracija nal/ inducirana ko ltracijom naV. Vrijediw , W , V uVecti
W & V je mor zam uproVect.

Zadnja tvrdnja iz iskaza propozicije lako se provjeri: komponente i vezna preslikavanja ko-
ltracije na Z kao potprostora otV podudaraju se s komponentama i veznim preslikavanjima
ko Itracije na Z kao potprostora o¥ . O]

De nicija 3.4.6. Za vektorski prostoV na kojem je dana ko ltracija/ ka emo da jepotpun
ako je kanonsko linearno preslikavanje N ¥ u njegovo upotpunjenj® limV po toj
ko Itraciji izomor zam. Ako je vektorski potprostoW @ V ko Itriranog vektorskog prostora
V jednak svom upotpunjenj’ u V, onda ka emo da j&V potpun potprostor ko ltriranog
vektorskog prostor¥ .

Propozicija 3.4.7. Svaki element upotpunjenjf  lim W vektorskog prostoraV po @-
ko ltraciji W je vrijednost neke formalne sum&iciji sumandi su u slici kanonskog linearnog
preslikavanjaw N W.

Dokaz. Neka jeW pt Wiup ;t jiugi oznacimos : W N W kanonsko preslikavanje u
upotpunjenje. Za svakiP 1 vrijedi ,W W Proizvoljan element PW je nit

V. P Vigp PW;

gdje je svaki; PW,. Neka jeK ko nalan podskup od izomorfanN, dakleK t kj;ky;:::u
uzk, k, 1 zasvakin P N. Radi jednostavnijeg zapisa, uzmimo Mane sadr i niti jedan

indeks izl i oznacimo zan, m PN komponenta/, : V, , vezna preslikavanja,m, : Kn K
; ; A W w W W
i projekcije " @ g, o4l -

Dokazattemo koristéi Zornovu lemu da postoji nipwv, ¢hey €lemenata odlV takav da za
svakin P N vrijedi Wov,  wy il whq nwp/q Za takav nizCe naime vrijediti da je
pw,gformalna suma W vrijednostiv.

n

(i) Dokazujemo prvo da postoji niav, ¢ py €lemenata odlV sa svojstvom

Wovg  ws  tiiowgg nwp/q,@lPN:

Neka jeS skup svih nizovgw, ¢,py €lemenata W za koje vrijedi to svojstvo T skup svih
konacnih nizovapw, ¢, ; elemenata W za koje vrijedi

Wovg  we iiiowag nwp/q; @ot
SkupS Y T je neprazan jer je}V surjekcija. Na skup$ Y T je de niran parcijalni urélaj

PNnChpa @ PWithes O PA , B p@ PAqQw, Wig
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Ocito svaki lanac (8 Y T ima gornju méu pa po Zornovoj lemi postoji maksimalan element
uSY T. Taj element mora biti &, jer kad bi on bio konean nizpwv,d, ; P T, konstruirali
bismo niz v&i od njega tako da odaberems; 1 PW za koji vrijedi

¢ 1P 10 :Nlp/q Y owe i wig
§to mo emo jer je V', surjekcija.
(if) Dokazujemo da za niz W sa svojstvom Wonvg Wy il wi(Q ﬁ,ﬂ’ pvg @ PN
vrijedidaje , pw,qformalna suma WV vrijednostiv.

Zasvakin PN je

" PVa 10 o 1gP n 1PV 100
om 1P NG WP o wiag
Yog  Wp [ awig
0:
iz cega slijedi
anNNq npN  1gP &V Pvyag  O; zasvakiN | n:
Dakle, za svakn PN je skupt 'pvjg 0]j PNukonean i vrijedi

Vo pwiag
j j

’ Yovg  Ypg

a budei da jeK ko nalan ul, lako se vidi da je to dovoljno da zaktiimo da je , pw,Q
formalna suma MV vrijednostiv. O

Propozicija 3.4.8. Neka jeW vektorski potprostor ko ltriranog vektorskog prostona
limV . Tada jeW potpun potprostor ako i samo ako svaka formalna sum& ciji su svi
sumandi WV ,, V ima vrijednost u\V .

Slicno, vektorski prostoWW na kojem je zadan@-ko Itracija W je potpun ako i samo
ako sve formalne sumeW ciji su svi sumandi u slici kanonskog preslikavava N W u
upotpunjenje imaju vrijednost u toj slici i kanonsko preslikavanjeN W je injekcija.

Dokaz. Po propoziciji 3.4.7 svaki element upotpunjelffa, V mo e se zapisati kao formalna
suma wV ciji su svi sumandi WW. Ako svaka takva formalna suma ima vrijednosty onda
je po tomeW , W pa jeW potpun potprostor. Obratno, ako\# potpun potprostor, onda
ocito svaka formalna sumawW ima vrijednost uV.

O

]

Korolar 3.4.9. Presjek ,p V&d potpunih potprostora ko Itriranog vektorskog prostoka
je potpuni potprostor od/ i inkluzija p V™ & V je mor zam ko Itriranih vektorskih
prostora.
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Propozicija 3.4.10.Neka jef : V N W mor zam ko ltriranih vektorskih prostora/  lim V
IW limW . Tada je njegova jezgra kao linearnog preslikavanja

Kerf t vPV |fpvg Ou

potpuni potprostor od/. To je dakle ko Itrirani vektorski prostor uz potprostornu ko Itraciju i
ulaganjeKerf & V je mor zam u kategorijiproVect.

Dokaz. Budwti da preslikavanjé distribuira po formalnim sumama, formalnu sumy wiji
su sumandi u jezgfi ¢e takaler preslikati u nulu. Po prethodnoj propoziciji slijedi daer f
potpun potprostor oW .

O

Napomena 3.4.11.Neka jef : V N W mor zam ko ltriranih vektorskih prostorad/  lim V
W limW . Tada slika
Imf t fpvg|vPVu

ne mora biti potpuni potprostor od/. Po propoziciji 3.4.5 za upotpunjenje slike se mo e
izabrati vektorski potprostor
Mf, W

i to je potpuni potprostor. Inkluzijih f & W ikorestrikcijaV N I¥n f sumor zmi uproVect.

Propozicija 3.4.12.(Kvocijentna ko Itracija.) Kvocijent ko Itriranog vektorskog prostoi
limV po njegovom potpunom potprostovd je ko Itrirani vektorski prostor uz ni e opisanu
kanonsku ko ltraciju i kvocijentno preslikavangg V N V{W je mor zam ko ltriranih vek-
torskih prostora. Nadalje, to kvocijentno preslikavanje je koujednacitelj para koji se sastoji od
nul-preslikavanjed: W N V iinkluzije : W & V u kategorijiproVect.

Kanonska ko ltracija inducirana na kvocijentd{W jednaka je

ptVi{Wiup ;t jiuq

gdie jeW  pt Wiup ;t j ugpotprostorna ko ltracija naW koja je inducirana ko ltraci-
jomV pt Viup;t jugnaV, avezna preslikavanja j usu jedinstvena preslikavanja oie
kvocijentimat Vi{W;up inducirana veznim preslikavanjinta j u. Tu ko Itraciju zovemdvo-
cijentna ko ltracijanaV{W.

Dokaz. Neka je daklev  lim V ko ltrirani vektorski prostor,V  pt Viup;t j uqineka je
W njegov potpuni potprostor, s induciranom ko Itracijod  pt Wiup ;t jiugq Ozn&imo s
: W & V inkluziju i neka jepd;t ;up qodgovarajéi predmor zamW N V .
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Kao u dokazu propozicije 3.4.1 koujednilj para mor zama ko ltracijagd; t ;uqi gd; tOugje
ko Itracija cije su komponente koujedaigelji g parovai; 0i cija su vezna preslikavanja jedin-
stvena preslikavanja rde vrhovima tih koujedngitelja kao univerzalnih kokonusa. Ozano
tu ko Itraciju s

VA{W : pt Vi{W;up;t juq

W eV, T ViH{W,

A/ T V{W,

Neka jeq kvocijentno preslikavanj¥’ N V{W, tj. koujednaitelj u Vect para ; 0. Za svakii P
| preslikavanjey koujedna@uje par i;0: W; N V; pa, jer je lijevi gornji kvadrat na sljiedem
dijagramu komutativan, slijedidg ' koujedn&uije par; O:

Po univerzalnom svojstvu koujedriteljaVV{W, za svaki P | zbog toga postoje i jedinstvena
su preslikavanja; : V{W N Vi{W; takvadaje; q ¢ . Zbog jedinstvenosti oneine
konus nad ko ltracijomV {W . BudLtida sug i Y epimor zmi, to je i svaki ; epimor zam.
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Dakle,V {W je ko ltracija naV{W.

q
We— V-3 s V{W
[N
N

w v | \\\

i i : i \\
| \
| \

~ ~N \:/ \I
G |
W| I ) i I ) \/|{W| : i
/
!
!
- /
ji ji Ji //
/
/
’
~ ~ G A
J J
Wi >V Vi{W,

Dokazujemo da je taj konus s vrho{W univerzalan. Neka je sa V: U N V;{W;up
zadan univerzalan konus n&W u Vect. Po univerzalnom svojstvu limesa

U limV{w

postoji jedinstveno preslikavanje V{W N U takvo da je Y i za svakii P 1. Zbog

ekvivalentnosti kategorij#@rogVect i proVect, ko ltrirani vektorski prostorU  lim V {W
je koujednaitelj paralelnog parg 0 u kategorijiproVect i ocito je upotpunjenje od/{W po
ko Itraciji V {W . Dokazattemo da je injekcija i surjekcija.

W < sV a
v Y

W y__a
L ji

V\\;j . i R " g

J

Preslikavanje pridru uje elementw W PV{W nitp Ypvqg Wqp.Akojev W 0
uV{W, tj.v RW, ondamorabitiipr Wq OuU. Zaista, kad bibilopvr Wq 0, onda
bigp Ypvaqg ipavag v Wq  Uppr Wqqgq 0pa bisvaki Y pvgbio unutarw;,
tj. vbibiouW, jerjeW lim W . Dakle, je injekcija. Preostaje dokazati da je surjekcija.

Proizvoljan element limesaU je nit oblikau p v W,;qp ; gdje je svaki; PV, i vrijedi
i Wig v WLt ipig v P W, Ako doka emo da postoji nitt  p vigp u
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V  limV takvadajevtPv; W, zasvaki P, pronasli smo prasliku® W po od niti
u.Zau pv; Wigp PU de niramo ko Itraciju skupova

SY ptvi Wilp;t jily, wuq

Svaka komponentg W, te ko Itracije je neprazan skup i svako vezno preslikavanje je surjek-
cija. Zaista, ji |w, ji je surjekcijaW; naW; i jipviq v; :w'PW, pazasvakiy; PW,
postojiw; takavdaje i wiq Vv w,tojew; P 'pv;  w'g Sada po propoziciji 3.1.6
0 nepraznom limes@-ko ltracije sa surjektivhim veznim preslikavanjima i nepraznim kom-
ponentama slijedi tvrdnja. Dakle, je surjekcija. Slijedi:V{W U je ko Itrirani vektorski
prostor iV N V{W je mor zam ko ltriranih vektorskih prostora.

U dokazu je vidljivo da je ko Itracija na kvocijentu ko Itriranog vektorskog prostora
limV po njegovom potpunom potprostoMy lim W koujednaitelj paralelnog pard;

: W N V, jer je koujednaitelj u propoziciji 3.4.1 uProg,Vect konstruiran upravo uzima-
njem koujednaitelja paralelnih komponenata po nivoima, s induciranim preslikavanjimtume
njihovim vrhovima, a koujedratelj od O; ;: W; N Vi u Vect jest kvocijentVi{W;. Dakle,
zbog ekvivalencije kategorijaroVecti ProgVect, kvocijent ko ltriranog vektorskog prostora
po potpunom potprostoru je koujedrii@lj u kategorijiproVect para0; : W N V. O

Napomena 3.4.13.Neka suZ i W potpuni potprostori od/ takvi da jeZ , W. Tada jeZ
potpun potprostor oV i lako je provjeriti da se kvocijentna ko Itracija n&/{Z podudara s
potprostornom ko lItracijom naVvV{Z , V{Z koja je induciranom kvocijentnom ko Itracijom
naV{Z.

Propozicija 3.4.14.Neka jef : V N W mor zam ko Itriranih vektorskih prostora/  lim V

iIW |limW. Nekasw , ViT, W njihovi potpuni potprostori takvi da jépJq , T.
Tada je inducirano preslikavanje: V{U N W{T mor zam ko Itriranih vektorskih prostora,
gdje na domeni i kodomeni podrazumijevamo kvocijentne ko ltracije inducirane ko ltracijama
naViw.

Dokaz. Neka su dane ko ltracije n&/ odnosnoW redom sljedée: V. pt Viup;t jiuq
W  pt Wiup;t jiuq Po prethodnoj propoziciji 3.4.12 kvocijenti{U i W{T su ko ltrirani
vektorski prostori. Kao u dokazu te propozicije kvocijentna ko Itracija\wgl) ima kompo-
nenteVi{U;,i P1, gdje jey; vV pUqi projekcija iV{U: V{U N V{U; je inducirano preslika-
vanje me&u koujednaiteljima, iV{Up/ Ug Ypvg U;. Analogno, komponente kvocijentne
ko Itracije na W{T suW;{T;,j PJ, gdiejeT;  VpTqiprojekcija ;*{": W{T N W;{T|

je inducirano preslikavanje rde koujednaitelima, *"'pv  Tq  Ypwvg T;. Nekaje
mor zam f zadan predmor zmonp; tf;: V ;4N W, ug Za svakij PJ je sliede&i dijagram
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komutativan.

\Y > W

v w
h pig lJ
f
. ;

j
jg——————
q W

—

BudLti da jef pJqg ,, T slijedi
fipd gqd fip YyUag  @Fplag. Yprg T,
pa je dobro de nirano linearno preslikavarfje: V {U 4N W;{T, sa
fipg Ugad fipga T

i sliedeci dijagram komutira, jer su sva preslikavanjaduaekvocijentima inducirana preslikava-
njima na prethodnom komutativhom dijagramu.

V{U f s W{T

V{u w{T
] i

f.
ViU gg------ ——— Wi{T;

Dokazali smo dakle da za svakiP J postojif; takav da je prethodni dijagram komutativan,
Sto zna&i da jef mor zam ko ltriranih vektorskih prostora. O]

3.4.3 Monomor zmi i epimor zmi

Ova propozicija je bitha za dokaz tvrdnje da je tenzorski produkt Itracija u kategooiect
opet ltracija, Stoce nam biti potrebno za dobru de niranost tenzorskog produkta u kategoriji
Ind®proVect.

Propozicija 3.4.15.Mor zam u kategorijiproVect je monomor zam yproVect ako i samo ako
je monomor zam kao preslikavanjeMect.

Dokaz. Pretpostavimo da jé: V. N W mor zam ko Itriranih vektorskih prostora koje je

injekcija kao preslikavanje vektorskih prostora. Bilo koja dva mor zma ko ltriranih vektor-
skih prostord; g : U N V su ujedno i preslikavanja vektorskih prostora, pa ako za njih vrijedi
i f i g onda slijedif g jer jei monomor zam vektorskih prostora. Obratno, neka
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jei: VN W monomor zam u kategorijproVect. Dokazujemo da j& injekcija. Pretposta-
vimo suprotno, tj. da postoje elementiw P V takvidajev wiip/q ipnvg Neka su
f;g: k N V linearna preslikavanja de niranafgllg vigplg w. Ona su @ito mor zmiu
kategorijiproVect i razliciti su, a vrijedii f i gSto je u kontradikciji s pretpostavkom da
je i monomor zam u kategorijproVect. O

Ova propozicija nije bitna za dalje izlaganje, ovdje je samo zbog potpunosti.

Propozicija 3.4.16. Mor zam u kategorijiproVect je epimor zam uproVect ako i samo ako
je upotpunjenje njegove slikeMect jednako cijeloj njegovoj kodomeni.

Dokaz. Pretpostavimo da je: V N W mor zam u kategorijiproVecti ppvq W. Neka
jef;g: W N Z paralelan par mor zama u kategorjjroVect za koji vrijedif p g p.
Svaki elemenv upotpunjenjgdpvVq W mo e se prikazati kao formalna suma elemenata u
ppV g v V , po propoziciji 3.4.7. Budgi da preslikavanja i g distribuiraju po formalnim
sumama, ako se podudarajupg¥ gmoraju se podudarati na cijelogV g tj. mora bitif ~ g.
Obratno, pretpostavimo daje V N W epimor zam u kategorijiproVect. Dokazattemo
dajepVq W. Pretpostavimo suprotno, tj. ggvq W. Tada je kvocijenW {BpV gnetri-
vijalan vektorski prostor. Po propoziciji 3.4.12 to je ko Itrirani vektorski prostor i kvocijentno
preslikavanjeq: W N W{BpVqgje mor zam u kategorijiproVect. Ocito jeq p 0. Par
f: id gg: 0 gW N W{Bpvqgsu tada mor zmi uproVect za koje vrijedif g
f p g pStoje ukontradikciji s time da jp epimor zam u kategorijiproVect. O

3.4.4 Koprodukti i kolimesi u kategorijama Pro®V i proVect

Postojanje i konstrukcija kolimesa dijagrama u kategpripVect cija je domena usmjeren skup
ko nalnosti @ bit ce potrebni za dokaz da kategotija g proVect dopusta koujedratelje i da
oni komutiraju s tenzorskim produktom k@éemo na toj kategoriji de nirati.

Propozicija 3.4.17. (Koprodukt uPro®V.) Neka kategorijaV posjeduje koprodukte. Tada
kategorijaPro®V posjeduje koprodukte i kategorifarogV posjeduje koprodukte familija in-
deksiranih skupom kardinaliteta @.

Detaljnije, koprodukt familijetV %y e u Pro®V, V&4 pt V¥ g ;t inkquq k PK, je
ko ltracija V  pt Viup;t j ugkonstruirana na sljedeci nacin. Indeksni usmjereni skup je

komponente ko Itracije su
o

Vi V¥ zai pikgec P
kPK
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i vezna preslikavanja su; : Vi NV,

)
pa |
I Jkik?
kPK

za usporedivé p ixGprx ¥ ) P JkGkex UL

Komponente™d: V 4 N V univerzalnog kokonusa dane su predmor zmima ko ltracija sas-
tavljenima od kanonskih preslikavanja u koprodukte

(o]
P P« N 1yt qu:ViEqu ViEququ
kPK

gdjeje «: 1 N I, projekcija iz produkta u komponentugiq iy zai p ixGex PI.

Dokaz. Ocito je V usmjereni sustav ¥, a ko ltracija je jer je koprodzykt epimor zama epi-
mor zam. Zaista, pretpostavimo da imamo dva preslikavanja koje . f« ujednauje i
da je svaki x epimor zam.

2 2 2

k PK fi
kPK Ak ——— kPK By :>C

| |

Ak 7 Bk

2
Tada za svakk PK vrijedida o fk & ¢ f«ujedn@uje i . Buditida je svaki

f« epimor zam, slijedi da  ujednauje i , 2a svakik P K. Po univerzalnom svojstvu
koprodukta, postoji jedinstveno preslikavanjg, Bx N C takvo da je na komponentama
jednako B 8. Dakle, mora biti jednako . Time je dokazano da je koprodukt
epimor zama epimor zam i da j&/ ko ltracija.
Sada dokazujemo da je konstruirana ko ltracja pt Viup ;t j ugzajedno s preslikava-

njima X9 V&IN VvV k PK,

[0}

M R gt R VIR vy g

kPK
koprodukt uPro®V danih ko ltracija. Preslikavanja™® su acito predmor zmi ko ltracija.
Neka je dana ko ltracijaZ pt Z,uwpy;t mnuqi neka je za svakk P K dan predmor zam
gha: v &a N Z

g™ p k;tg,?‘q:VT&qN Z,uq

Po univerzalnom svojstvu koprodukta za svak? J postoji jedinstveno preslikavanje

o]
h,: VX N z,
kPK
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takvo da za svaki PK komutira sljedéi dijagram

2
pkq
kPK v kg

~
~
~
~_h
~ n
~
~
~
~

pkq On
v kpng Zn

Familija mor zamath,u.p; cini predmor zam ko Itracijah: V. N Z 3to je vidljivo iz slje-
deceg dijagrama. Za svaki vezni mor zamy,, i svakik P K postoji komponente\/”fIfjn;mq
ko Itracije V ™9takva da je unutrasnji peterokut komutativan. Vanjska iscrtkana preslikavanja

su koprodukti iscrtkanih preslikavanja e komponentama. Slijedi komutativnost vanjskog

peterokuta.
5 2 "
mmmm T q
el ke V kg
//// / \
VA o Z
L kg ~en
/ ) 1
/ 7
/ //
/ 7
2 / s
pkq pkq
kY pima Vi mima "
\\ \\\
\ ~N
\ AN
\\ \\’1
N v
\\\ Vd(q gﬂ(q N Z
\\\ kPmq m
\\\\ \ /
L >
T~ Vqu

e _____ s> kPK kpmq

Ocito vrijedi dajen ™4 g*dza svakik PK.
Sada dokazujemo jedinstvenost takvog mor zma. Pretpostavimo da postoji joS jedan pred-
mor zame: V N Z zakoji vrijedie ™9 g™*dza svakik PK . Neka jee zadan familijom

0]

te,: Vpkk;q N ZnUps:
kPK
Promotrimo sljedéi dijagram. Bud@i dajee ™9 h ™dto postoji za svakk komponenta
Vf‘;q I iscrtkana preslikavanja iz nje na dijagramu takc% da komutira vanjski Sesterokut. Ko-
produkt svih tih preslikavanja su iscrtkana preslikavanja g V‘:(;‘]q. Budwti da komutira
vanjski Sesterokut, komutiraju gornji lijevi i donji lijevdetverokut za svaki P K i preslika-
vanje iz koprodukta jedinstveno je odeno preslikavanjima iz svih komponenti koprodukta,
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slijedi da komutira i unutrasSngetverokut. Dakle, predmor znt i e su ekvivalentni.

2
xq pkq
\% E— = \%

kPnq kpPng
A T
//// //’/ hn
p( /// 2 ﬁ( //
q q
v kg kPK v kg Zn
\\\\\ \\\\\ /
< ~y
pkq pkq
Vimg = ke Yimg

Ako su zadane ko ltracije s indeksnim skupom ko nalnosti najviég i ako je K prebro-
jiv, onda je @ito | ko nalnosti najviSe@, pa je konstruirana ko Itracija unutar potkategorije
ProgV. O

Propozicija 3.4.18. (Koprodukt uproVect.) Neka jeK skup kardinalitetad @ i neka je
tV &y familija u kategorijiproVect, V¥4  lim Vv &a v Xa  pt Vipkqu p, ;b jiug uz pro-
jekcijet *9:veaR v*yp |k PK . Tada je koprodukt Wect
(0]
Vo \VLLCRE L CERVAS TR NI VAT
kPK

uz ko ltraciju V. pt Viup ;t j ugkoja je koprodukt Prog,Vect familije tV e
1
| l;
kPK
o
Vii V™ zai pigec Pl
kPK
- pq .
n- Jkik?
kPK

zausporedivé pixGek ¥ ] P JkGex Ul

I uz projekcije
v i‘fq:VN Vi; zai pixGex Pl
kPK
koprodukt u kategorijproVect familije tV ™%y . Ko ltracija na V™9 jednaka je inducira-
noj ko ltraciji na V™9 kao potprostoru od/ pa V™9 mo emo gledati kao potpun potprostor

ko Itriranog vektorskog prostorad/ .

Dokaz. Po propoziciji 3.4.1% pt Viup ;t j uqzaista jest ko Itracija i koprodukt u katego-
riji ProgVect familije tV Ay . Buditi da su kategorij@roVect i ProgVect ekvivalentne,
preostaje dokazati da fien V zaistaV i da su kanonska preslikavanf&?: V*4 N V u kopro-
dukt uVect inducirana kanonskim predmor zmima™9 N V u koprodukt uProgVect.
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Kanonsko preslikavanjg N ¥ u upotpunjenje je injekcija jer za svaki elemenP V
razlicit od O postoji komponent¥; u koju se on po projekciji ¥ preslika u element radit od
0. Mo emo dakle gledatV kao potprostor o . Svaku komponent 9 mo emo gledati kao
potprostor odV i time kao potprostor o). Pritom je aito ko Itracija V %9 naV™d jednaka
induciranoj ko Itraciji naV ’d kao potprostoru o, pa jeV ™4 potpun potprostor off .

Nekaje v formalnasuma W ciji susvisumandiw/ . Prvocemo zamijeniti tu formalnu
sumu formalnom sumom iste vrijednosiji je svaki sumand unutar neke kompone¥t&di svi
sumandi su iz raztitih komponenti i zatim zakljciti da je takva suma nu no kowaa, dakle s
vrijednosti unutaV. Pacetna suma je formalna pa je skup| ipv @ Oukonacan za svaki
I P 1. Svaki sumand mo e se zapisati kao direktna (kocrza) suma elemenata komponenti
Vka oy

Vv Viaies

kPK

o

U ovom dokazu kao i@ sa oznaavamo konenu sumu pribrojnika raatitin od 0. Za svaki
I pikkec Pl je

Yowa  Vp Vg T [y
k k
2
Sto je direktna suma elemenata komponéa/[‘kfffI koprodukta | ¢ Vifkq. BudLti da je ta suma

direktna imamo:
Vo g Of p@kap X p™%q  0g

o

Slijedi da je za svaki P | skuptp;kq | i\’p/”‘qq Ou konacan, to jest suma Ve
je formalna suma iste vrijednosti kao v , aciji su svi sumandi elementi komponentiq.,
Svaka podsuma formalne sume je formalna suma pa je zals'gakna v™*®formalna suma
uV i njeni su sumandi svi unutar jedne komponevit&?. Oznaimo li njenu vrijednost s,
buditi da je svakV a potpun, vrijediv¥d P VX4, Sada grupiranjem sumanada dobivamo da
je suma | v*dformalna suma vrijednosti jednake prethodnima,

> kg p Vpqu t K
k; k k

o

Formalna suma , v*d sadri netrivijaine sumande iz najvizée kacreo mnogo komponenti
V™A jer u protivnom bismo mogli prorga komponentwV; KPK Vifkq ko Itracije tako da
se beskonano mnogo sumanada te formalne sume projicira u netrivijalne elemente te kom-
E)onente. Dakle, to je kocaa suma elemenata &d i time je njena vrijednost unutay
V¥4, pa slijedi da je vrijednost metne formalne sume\V.
Dokazali smo time d& , ¥ sadri vrijednosti svih formalnih suma sa sumandima u
V, pa je po propoziciji 3.4.8/ potpun. Time je dokazan¥ limV . Nadalje, lako se

79



3.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIFPROVECT

vidi da su kanonska preslikavanj&?: V& N V u koprodukt uVect inducirana kanonskim
predmor zmimaV 4N V ,

2

kg %9 pka
\% ek V
pkq 2 pkq
"k kPK iy
pk i ? B
q "k q
A . SN .
Vi k. Vi

]

Napomena 3.4.19.Za koprodukt familije indeksirane skupom kardinaliteta@ u katego-
riji proVect ProgVect mo e se uzeti i sliedé ko ltrirani vektorski prostor. Neka je
tVXa  lim V ®9yp familija u proVect. Bez smanjenja denitosti mo emo pretpostaviti
da je indeksna kategorija svake ko ltracije izomorfn&ls Indeksnu kategoriju iz prethodnog
dokaza zatim takder mo emo zamijeniti s u njoj ko nalnonN. De niramo:

(0]

Vo VR Vect, t ™9 VXIN Vu
kPK
(o]
Vi v xa
kPK
(o]
mn - Vn N Vm; mn ﬁr?

kPK

Tada jeV uz ko ltraciju ptV,ut m,uqi komponentet ™9 koprodukt u kategorijproVvect
familije t V™ py .

Korolar 3.4.20. Neka kategorijav ima kolimese svih dijagrama. Tada kategoriao®V ima

kolimese svih dijagrama, a kategorirogV ima kolimese svih dijagrama cija je domeha
usmjeren skup ko nalnosti najviga, te kolimese svih dijagrama cija domehama prebrojiv

skup mor zamaMorl .

Dokaz. Prvatvrdnja je posljedica propozicija 3.4.1i3.4.17 i pozmatgenice da kategorija ima
sve koujednaitelje i koprodukte ako i samo ako ima sve kolimese, [MacLane]. Naime, kolimes
funktoraF : 1| N V (u naSem sloaju iz male kategorijé) konstruira se kao koujedogelj u
sliede&em dijagramu:

2

2
PSIiquFMorIFqu: o FRQ----------- s> C
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U tom dijagramu preslikavanja i  su jedinstvena preslikavanja iz koprodukta inducirana
po univerzalnom svojstvu sljedien preslikavanjima iz komponenti koprodukta: gai N j

mor zam u | o

s FagR Fig R Frg
iPl
. o
s FAgR'FagN  Frg
iPl
Lako je provjeriti da je koujedratelj tog dijagrama upravo kolimes dijagrariRa
Za dokaz druge tvrdnje treba samo dodatno zamijetiti da su oba koprodukta u gornjem dija-
gramu indeksirana prebrojivim skuparim se usmjeren skupko nalnosti najvise@ zamijeni
svojim ko nalnim podskupom izomorfnim Bl ili cim je Morl prebrojiv skup. Oba koprodukta

su tada unutalProgV pa je i koujednaitelj unutarProgV. O

Poznato je i lako se poka e da je koujeditalj u kategoriji vektorskih prostora paralelnog
paraf;g : A N B jednak kvocijentnom preslikavanp N B{W zaW Img gq

Propozicija 3.4.21. (Koujednacitelj uproVect.) Neka suf; g : A N B dva mor zma u katego-
riji proVect. Neka jeB N B{W njihov koujednacitelj Wect, W Im@ gg Tada je njihov
koujednacitelj uproVect jednak kvocijentnom preslikavani N B{W .

Dokaz. Neka su ko Itracije naA i B dane sSA  tp Apthpi;t mnugi B ptp Buthps;t mnug
redom i neka su predmor znp; tf,up;qi p; tg,U,pygredom inducirani mor zmimd i g.
Predmor zmi su odabrani tako da funkcijebudu jednake, Sto je moga jer jel usmjerena
kategorija. Koujedneitelj u ProgVect ta dva predmor zma je dokazu propozicije 3.4.1 kons-
truiran po nivoima: za svaki P J je h,: B, N C, koujednaitelj u Vect paraf,, g, i za
svaki usporedivipam @ nje m.: C, N C, jedinstveni mor zam koji proizlazi iz univerzal-
nog svojstva koujedrdteljah,, tj. jedinstveni mor zam takav da je desni kvadrat na sljesla
dijagramu komutativan.

hn
A pnqg 5 @n —/Cn
fm
A g B, — " IC.

Om

Projekcija Amqje epimor zam pa je koujedratelj h, paraf,, g, jednak koujednaitelju

tog para pretkomponiranog s\, . na sliedéem dijagramuf, A, 6. A, Tajje par
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zbog sekvencijalne komutativnosti lijevog kvadrata na dijagramu jednak fard , £ g.

n

f

A B

g
A B
pnq n

fn

hn
A g ?:-Bn —/Cn

On

Koujednaitelj u Vect tog para jednak je kvocijentnom preslikavanju

Bo N Bu{lmpr f 2 gg

n

a vrijedilmp & f A gq Imp 4 pf gggsto je jednako fpmpf ggq Dakle,
konstruirani koujedreitelj u ProgVect po nivoima je dan kvocijentnim preslikavanjima

hy: Bn N Bo{ Spmpf  goq

| preslikavanjima n,, induciranim méu kvocijentima preslikavanjimay,, . Po konstrukciji ko-
Itracije na upotpunjenju potprostora ko Itriranog vektorskog prostora u propoziciji 3.4.5 i po
konstrukciji ko Itracije na kvocijentu ko Itriranog vektorskog prostora po svom potpunom pot-
prostoru u propoziciji 3.4.12 vidimo da je dobivena ko ltragitB,{ Epm@E gqques;t mnuq
kvocijentna ko ltracija ko ltriranog vektorskog prostorB{Im{p‘ gqi da je predmor zam
pth, U,p; qupravo predmor zam Ko Itracija induciran kvocijentnim preslikavanjem

h: B N B{Imld gq

Dakle, kvocijentno preslikavanje je, uz kvocijentnu ko Itraciju na kodomeni, koujedcitel]
u kategorijiproVect paraf; g . ]

Propozicija 3.4.22. (Filtrirani kolimes uproVect.) Neka jeC pt CM%,pc;t mnuqusmje-
reni sustav u kategoriE)roVect, gdje jeK usmijeren skup ko nalnosti najvid@. Neka jeW
vektorski potprostor od . C™9generiran elementima skupa

tc eli;j PK;cPCP%ePCP%pDk ¥ i;jappcd i peqqu

2
Tada je potprostokV pgtpun u . CM9 W W, i kolimes u kategorijproVect tog usmje-

renog sustava jednak je o, CP'YW uz kanonsku kvocijentnu ko Itraciju i kanonske kompo-
nente univerzalnog kokonusa koje su kompozicija inkluzije i kvocijentnog preslikavanja,

[0} (0}

CFI®l CMIN  CPYW:

nPK nPK
Dakle, kolimes usmjerenog sustava u kateggmipVect jednak je kao vektorski prostor ko-
limesu tog usmjerenog sustava u kategoviict. Ako jeC lItracija u kategoriji proVect,
komponente univerzalnog kokonusa u kategpripVect nad Itracijom C su monomor zmi.
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Dokaz. U dokazu propozicije 3.4.20 objasnjeno je da se kolimgwaVect konstruira kao
koujednaitelj u proVect

2 2 2

ﬁ“ichq: KPK Chka______ - C;i(q{lmii3 q

Pritom koristimocinjenicu da je koprodukt proVect kao vektorski prostor jednak koproduktu
u Vect, koja je dokazana u propoziciji 3.4.18, i opis koujeditelja u proVect koji je dan u
propoziciji 3.4.21. Preslikavanjai dana su komponentama: za svaki parj uK

o o
o) CPIN cRI&  cHo, o) CRIN CPIg  ca
kPK kPK

Potprostoimp ggeneriran je dakle skupom
tc el|ij PK;i o jjc PCP%ePCP% ;g eu
Lako se vidi da je taj potprostor onda generiran i neStomeskupom
tc el|ij PK;c PCP%ePCP%pDK ¥ i;j gpwipcg & peqqu

to jest jednak\V.

Dokazujemo sadaday Imp gpotpun ako j&C usmjeren sustav proVect. S tom
svrhom pretpostavimo bez smanjenj&epitosti da je indeksni usmjereni skup tog usmjerenog
sustava jednakl, za slicaj da je ko nalnost oK jednaka@. U slucaju da je manja, tvrdnja
slijedi trivijalno. Nekaje ~w formalna suma W ciji su svi sumandi W. Lako se vidi da
je potprostoW generiran skupom

tc*d ek M|k PN;c*IpPCHK gk MpCk 14 pc*lg X g

Svaki sumandv je konana suma takvih generatora, pgmu generatore koji dolaze iz istog
paraC™d; C* 19 mo emo zbrojiti zbog jedinstvenosti veznog mor zmg, 14. Dakle, svaki
sumandv mo emo zapisati kao ovakvu konau sumu takvih generatora:

w pcd g pd®™ g i pdMNT N g
Kao u dokazu propozicije 3.4.18 o koproduktyproVect zakljucujemo: (i)iz jpv g O

slijedi pd™g 0, p € ™q 0::;, pe™? MN%G o ™ Mg 0 (i)iz

toga zatim slijedi da je slje@da suma formalna i vrijednosti jednakegednoj:

T p e Mg
'k
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pri cemu je svaké™ 0, aiz toga (iii) da su sljed=® podsume formalne:
4T p & Pt p &Y g
te da je ovo formalna suma vrijednosti jednakegtooj:

p p e Mg
k

Oznaimo vrijednost forngalne sume s cPla p CP, \lezni mor zam 21 distribuira po

formalnim sumama pajei e 21" 21p0°1qqformaLna suma. Ozmamo njenu

vrijednost se®4. Ocito jec™ €24 PW. Dalje zakljicujemo da je ¢ formalna suma jer
je jednaka zbroju polanovima formalnih suma p e cpzqqi pepzqq Daljim analognim

zakljucivanjem na kraju dobivamo da je p&tna formalna suma vrijednosti

w pcdd &g pd? Bg i p ke X g

pri cemu je svaka razlike®*® e* 9y W, a iz toga, skino kao u dokazu propozicije 3.4.18
0 koproduktu uproVect, da ta suma mora biti kowgaa. Daklze, poetna formalna suma ima
vrijednost uW. Po propoziciji 3.4.8V je potpun potprostor od |, C™9,

BudLti da je tada kolimes proVect kao vektorski prostor jednak kolimesuMect, kom-
ponente univerzalnog kokonusa su injekcije, jer sdegt injekcije po propoziciji 3.1.9. Te
komponente su onda monomor zmigroVect po propoziciji 3.4.15.

O

3.4.5 Tenzorski produkt monomor zama je monomor zam

Propozicija 3.4.23. Upotpunjeni tenzorski produkt dvaju monomor zama u kategpripvect
odnosnaproVectFin je monomor zam. Jezgra upotpunjenog tenzorskog prodfitay mor-
zma f i monomor zmag u proVect odnosnoproVectFin je upotpunjeni tenzorski produkt
jezgre mor zma i domene monomor zmg.

Dokaz.Neka suf : V N Z i g: W N T monomor zmi ko ltriranih vektorskih prostora.
Dokazattemo da jef B id monomor zam, gdje jeéd: W N W identiteta. Analogno bi se
dokazalo da jed B g monomor zam, izcega bi slijedilo da j&d 6 g pf Bidg pdb gg
monomor zam.

Nekasue u ,tetu formalne baze redom 2ai W. Tada jete b e'u,. ,formalnabaza
zaV B W po propoziciji 3.3.14. Pretpostavimo dajeP® V B W takav da jgf 6 idgwg O
nekajeizraz . t e b et formalna suma s vrijednosti
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o

Tada je za svaki izraz t e takader formalna suma. Zaista, za proizvoljan ksirani
postojij takav da je Vpe'q 0. Zasvakii P1 jeskupt |t Ypegb Vpe'q Ou
konecan, pa jer je Y petq Omorabitiskupt [t Ype g Oukonaan.

Oznaimo sada za svaki sv vrijednost te formalne sume t e . Tadaje v b e!
takader formalna suma i vrijednost joj je jednaka vrijednost@ime sume. Preslikavarfjé id
distribuira po formalnim sumama paQe f pv qb e'. Postojij takav da bazu oW cine
slike po | elemenata bazee u koji se ne preslikaju @ i takav da je Y pe'q 0. Buditi

j
daje tada

Ve aqab Vpelq O

a skup svih ijelq 0 je linearno nezavisan, proizlazi da j¢pff pr qq 0. To vrijedi za
svakik, pajefpv q 0. Iz toga slijediv O jer jef monomor zam i monomor zmi u
proVect su injekcije po propoziciji 3.4.15.

Slicno se dokazuje druga tvrdnja propozicije. Nek# jmor zam V N Z u proVecti g
monomor zamW N T u proVect. Dokazujemo da je

Kergd B gq Kergf gb W:

Vrijedif 6g idBg f Bid, apo prethodnome dokazanadt g je monomor zam. Jez-
gra monomor zma je trivijalna pa j&ergf 6 gg Kergd B idg Dovoljno je dakle dokazati
Kerg B idg Kergf gb W. Ocito jeKergf g W, Kergf B idg Dokazujemdergf B idq ,,
Kerp‘oqb‘ W. Jednako kao u dokazu prethodne tvrdnje zaklge da za svakvi P V B W,
Y v b €', takav da jeof B idgwg O vrijedifpr q 0 za svaki . Dakle, vrijedi
Kergf B idq, Kerpgf gb W.

[
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Poglavlje 4

Kategorija indVect Itriranih vektorskih
prostora

4.1 De nicije

U poglavlju prije prethodnog de nirani su usmjereni sustav,ypredmor zmi usmjerenih sus-
tava i njihova kompozicija, mor zmi usmjerenih sustava i njihova kompozicija, te kategorija
usmjerenih sustavad. Kategorija usmjerenih sustavavuje ekvivalentna kategoriji po@e-

nih usmjerenih sustava\y, a ona je ekvivalentna kategoriji ind-objekat® upa je oznaavamo
sindV.

4.1.1 Kategorijalnd®V ltracijau V

De nicija4.1.1. Filtracija je usmjereni sustav kod kojeg su sva vezna preslikavanja monomor-
zmi. Mor zam ltracija je mor zam usmjerenih sustava.

Kategorija Itracija u kategorijiV je puna potkategorija kategorije usmjerenih sustadd/
ciji su objekti Itracije u V. Oznaavamo je $nd®V.

De nicija 4.1.2. @- ltracija je ltracija cija je indeksna kategorija ko Inalnosti najvis@.
Kategoriju@:- Itracija u kategoriji V oznaavamo dndgV.

4.1.3. KategorijaV je puna potkategorija kategorije Itracija\. Imamo sljedéi niz ulaganja
kategorija
V& IndyV & Ind*V & IndV;

pri cemu je prvo ulaganje pridru ivanje odgovaragukonstantne lItracije objektu i¥.
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Propozicija 4.1.4. Svaka ltracija uVect (odnosnovectFin) ima kolimes Wwect. Sve su kom-
ponente kolimesa ltracije monomor zmi.

Dokaz.Neka jeV  pt Viup;t jiuq ltracija u Vect. Za prvu tvrdnju vidi propoziciju 2.4.3
0 egzistenciji ltriranih kolimesa uSet i Vect. Dokazujemo drugu tvrdnju. Ozoeno s
Vi N colimV komponente univerzalnog kokonusa. Pretpostavimo da xa P V; vri-
jedi ipvg ipvg Po propoziciji 2.4.3 to vrijedi ako i samo ako posthkjiP | takav da je
ki Vg i pwg BudLEi da je svaki vezni mor zam ltracije injekcija, slijedv ~ w. Dakle,
svaka je komponenta univerzalnog kokonusa injekcija. O

4.1.4.1. Cesto piSemo zapvq PcolimV umjestorvsjednostavno.

4.1.2 KategorijaindVect ltriranih vektorskih prostora

De nicija 4.1.5. Filtrirani vektorski prostorje vektorski prostoV zajedno s@- Itracijom V
uVecttakvomdajev colimV.

Filtrirani vektorski prosto  colimV zadan je dakle komponentaia: V pg veznim
preslikavanjima j : Vi N Vi: Vp N j q Itracije, vrhom univerzalnog kokonusd nad tom
ltracijom i komponentama kokonusd : V; N V. Po propoziciji 4.1.4 sve su te komponente
kokonusa monomor zmi, a zovemo ih injekcije.

4.1.5.1. Ovdje nije nu no da se ogracimo u de niciji na @- Itracije. Svi teoremi u ovom
poglavlju vrijede za cijelu kategoriju ltracija Wect. Ograncenja su tu samo zbog toga Sto su
takva ogrargenja nu na za kategoriju ko Itriranih vektorskih prostora. Naime, bez ogaara-
nja na@-ko lItracije ne vrijedi nu no da je limes ko Itracije neprazan i ne vrijede mnogi nu ni
teoremi. Ogrardenja su ovdje u svrhu simetrije: dual Itriranog vektorskog prostor&éiko-
Itrirani vektorski prostor i obratno. Za sve te kategorije vrijedé teoremi koje pri eljkujemo.

De nicija 4.1.6. Mor zam ltriranih vektorskih prostoraV  colimV i W  colimW , gdje
su ltracije dane s&v  pt Viup;t uqgW pt Viype;t juq je svako linearno preslikava-
njef : V N W takvo da za svaki P | postojij P J ilinearno preslikavanjé; : Vi N W, za
koje je sljedéi dijagram komutativan:

v— ' w

fi
Vi ———— W,

to jest, simbolima, takvo da vrijegi@P | gpP PJqpl;i : Vi N Wigp¥ f; f Vg
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Ocito je kompozicijag f mor zama ltriranih vektorskih prostord i g mor zam ltiranih
vektorskih prostora. Kategoriju Itriranih vektorskih prostora i mor zama ltriranih vektorskih
prostora ozneavamo sndVect. Njenu punu potkategoriju Itriranih vektorskih prostocge
Itracije su objekti kategorijeindgVectFin, tj. imaju konano-dimenzionalne komponente, 0z-
nacavamo sndVectFin.

Propozicija 4.1.7. Svaki mor zam ltriranih vektorskih prostora inducira jedinstveni mor zam
odgovarajucin@- ltracija vektorskih prostora i obratno na sljedeci nacin:

() Nekajef : V N W mor zam ltriranih vektorskih prostora i neka su ltracije na njima
dane sV pt Vitp;t ugW pt W;yps;t jug De niramo skup

Hefg: t f: VN W [iPLj P Y £ f Yu

Tada svaki izbor podfamilije oblikef g : Vi N W iqgip » HEF qde nira predmor zam
ltracija V N W isvaka dva takva izbora de niraju ekvivalentne predmor zme. Pridru ivanje
koje mor zmuf Itriranih vektorskih prostora na ovaj nacin pridru i mor zam ltracija postuje
kompoziciju.

(i) Svaki predmor zan@- Itracija tf 4: Vi N W 4qup 0 V N W odreduje jedinstveno
preslikavanjef : V N W meJu kolimesima/  colimV , W  colimW tih Itracija takvo
daje zasvaki Pl

Ekvivalentni predmor zmi odm@uju isto preslikavanjé . Pridru ivanje koje mor zmu ltracija
na ovaj nacin pridru i mor zam Itriranih vektorskih prostora poStuje kompoziciju.
Ta dva pridru ivanja su mé@usobno inverzna.

Dokaz. (i) Za svakii P 1 oznaimo sK pqgskup indeksg P J za koje postoji linearno pres-
likavanjef;; : Vi N W, takvo da jejW fi, f . Svaki skupK dgje neprazan jer jé
mor zam Itriranih vektorskih prostora. Svako preslikavarfjg je jedinstveno odm@eno parom
[;j qjer su komponente kokonusﬁ{ monomor zmi. Dokazujemo da za svako vezno presli-
kavanje i : Vi N Vi vrijedi da za svaka dva preslikavarija i fy koja pripadaju skupt pf g

s domenam¥, i Vi postojin PJ takav da je sljedd@ peterokut komutativan:

be#wI }

ki éNn
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Neka jen PJ takav dajen ¥ j i n ¥ |. Na sljedéem dijagramu su komutativha oba desna
bocna trokuta (kokonus s vrhoiV), lijevi bocni trokut (konus s vrhonV), predn;ji i stra nji
cetverokuti Y je monomor zam, pa je i donji peterokut komutativan.

ki

\/i#wj
OpsSirnije, vrijedi
oo feoow Y fke
foY
L
7o
noon fii
i W je monomor zam pa slijedi
n fi ki no fii

Za svakii P | odaberimo pgq P Kpg Iz prethodno dokazane tvrdnje slijedi da je

p; tf siugpredmor zam ItracijaV N W . Takdder, prethodno dokazana tvrdnjaka i
pokazuje da su svaka takva dva predmor zma ekvivalentna. Time je morfzrittranih vek-
torskih prostora pridru en na kanonskicia mor zam odgovarajaih ltracija. Dokazujemo
sada da to pridru ivanje postuje kompoziciju. NekafsuV N W i g: W N Z mor zmi
[triranih vektorskih prostorav ~ colimV, W  colimW i Z colimZ. Za predmor-
zme p; tf 4ugq V N W ip; tg kg Ugq W N Z odabrane na prethodni cia vrijedi da
je njihova kompozicija

P t9ppiaasa T rgud
predmor zam ltracijaV N Z takav da za svakiP| vrijedi

\W V.

“orgq 9praapa fpg 9 'Hg feg 9 F i

Komponente tog predmor zma nalaze se dakle unutar skupa
Hpg fg t hy: iRz | £ hg g f Yu
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pa je predmor zam pridru en kompozicig f ekvivalentan kompoziciji predmor zama pridru-
enih f i g. Dakle, kompoziciji mor zama Itriranih vektorskih prostorg f bit e pridru ena
kompozicija odgovarajtih mor zama ltracija.

(i) Obratno, neka je dan morzanv N W ltracija V pt Viup ;t uqi W
PtW, 4py;t | ugsvojim predstavnikonp; tf;: Vi N W iqud Dokazujemo da je tada s

tV\éjq fi:\/i N W up

de niran kokonus nad/ s vchomW. Za svaki vezni mor zam ,;: V. N Vi postoji gornja
medan para pg kquJ takva da je sljeda dijagram komutativan.

Vb $W q
ki M/n

i pq
udwl da su ¥ komponente kokonusa n Iz prethodnog slijedi
Buduwci d Wk kok al i hod lijedi

\W W .
n n pq f| 0 f|.

W f . W f .
kg 'K ki n n pkq Tk ki nq

Dakle, familijomt V‘:jq fiup je de niran kokonus nad/ s vchomW pa po univerzalnom
svojstvu kolimesa ona odieje jedinstveno linearno preslikavarfie V. colimV N W
takvo da je za svakiP |
foy Vi fi

Ocito je f mor zam lItriranih vektorskih prostora. Uz to, vrijedi da j& P HE gza svaki
| P1 paiztoga ijedinstvenosti preslikavarijas tim svojstvom slijedi da je ovo pridru ivanje
inverzno prethodnom pridru ivanju.

Dokazujemo sada da ekvivalentni predmor zmi na ovaginale niraju isti kokonus i time
isto preslikavanjd . Neka jep; tg: Vi N W jugpredmor zam ekvivalentari. Za svaki
i PI postoji gornja mdan para pgqg pq PJ takva da je sljedd dijagram komutativan

WV bia_
fi

Vi Whn
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pa vrijedi
w W
fi

Pq

neg fi o npg @ iq O
Dakle, ekvivalentni predmor zmi ltracija de niraju isto preslikavanje ltriranih prostora. Time
je na kanonski ngin svakom mor zmu ltracija pridru en mor zam odgovarajtih Itriranih
vektorskih prostora.

Dokazujemo sada da to pridru ivanje poStuje kompoziciju. Nekastfiup g V N W
ip; tgymg W N Z dva predmor zma ltracija. Oni odrduju jedinstvena preslikavanfa

i gtakvadavrijedf Y Vi fiig ¥ ?%;, g. Slijedidazanjihovu kompoziciju

P tdnq filmg
za svakii P1 vrijedi

priqq 9o fi O V\éiq fi g f lV
Pridru eno jedinstveno linearno preslikavamjeV N Z takvo da je Zp viqqg 9ag fi D M
za svakii P I nuno je tada jednakg f. Dakle, kompoziciji dva predmor zma lItracija
pridru ena je kompozicija odgovaragih mor zama Itriranih vektorskih prostora.

Pridru ivanja su @ito inverzna. O]

Za dva méusobno pridru ena mor zma ltracijav N W i ltriranih vektorskih prostora
V N W iz prethodne propozicije ka emo da su inducirani jedan drugim. Elemente skupa
H @ gzovemo komponente tog mor zma ltracija odnosno tog mor zma ltriranih vektorskih
prostora.

Korolar 4.1.8. Pridru ivanje koje svako{@®- Itraciji V uVect pridru i njen kolimescolimV u
Vect, a svakom mor zm@- ltracija Vv N W njime induciran mor zam ltriranih vektorskih
prostoracolimV N colimW je funktor koji je ekvivalencija kategorij@- Itracija vektorskih
prostora i kategorije ltriranih vektorskih prostora:

Inds@Vect indVect:

Potkategorija@- Itracija u VectFin ekvivalentna je potkategoriji Itriranih vektorskih pros-
tora s konacno-dimenzionalnim komponentama,

Indﬁ@VectFin indVectFin:

4.1.9. Zamijetimo da postoji kanonsko ulaganje kategoviat & indVect (vektorski prostor
s konstantnom lItracijom) i zaboravni funktdndVect N Vect (zaboravlja ltraciju). Oba
funktora su vjerna, tj. injekcije na skupovima mor zama. c8b je s ulaganjenvectFin &l
indVectFin i zaboravnim funktoronindVectFin N Vect.
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4.1.3 Kategorija Itriranih skupova

Analogne propozicije vrijede i z&@- ltracije u Seti ltrirane skupove. Ove de nicije su
potrebne da bismo mogli de nirati bilinearni mor zam Itracija \ect.

De nicija 4.1.10. Filtrirani skup je skupS zajedno s@- Itracijom S u Set takvom da je
S colimS. Mor zam ltriranih skupovaS colimSiT colimT, gdje su ltracije dane
SS pt Sup;t ugi T pt Tjyps;t juqg je svako preslikavanje: S N T skupova sa
svojstvom

P@PIgppPJIgpd; : SN Tigb 7 [ fiq

Propozicija 4.1.11. Svaka ltracija skupova ima kolimes Set Svaka komponenta kolimesa
Itracije skupova je monomor zam.

Propozicija 4.1.12.Svaki mor zam@- ltracija S N T skupova inducira jedinstveni mor zam
SN T ltriranih skupovaS colimSiT colimT iobratno. Pridru ivanja su mdusobno
inverzna i poStuju kompoziciju.

Dokaz. Dokaz je potpuno analogan dokazu propozicije 4.1.7 za kategdeit O

Korolar 4.1.13. Pridru ivanje koje svakom Itriranom skup8 lim S pridru i njegovu ltra-
ciju S, asvakom mor zmu Itriranih skupova: S N T inducirani mor zam njihovih Itracija
je funktor koiji je ekvivalencija kategorije ltriranih skupova i kategori@- Itracija skupova,

indSet Indﬁ@Set

De nicija 4.1.14. Kartezijev produkt ItracijaS pt Siup;t wugi T pt Tjup;t juqu
kategorijiSetje Itracija S T : ptS TiWijqr a;t «i j ug

Lako se provjeri da je prethodna de nicija dobra, tj. da je kartezijev produkt monomor -
zama opet monomor zam.

De nicija 4.1.15. Neka suV, W i Z ltracije u kategoriji Vect. Za mor zam ltracija
V. W N Z uSetka emo da jebilinearanako su sve njegove komponente bilinearna presli-
kavanja.

Dovoljno je da sve komponente nekog predmor zma budu bilinearne da bi komponente
svakog predmor zma bile bilinearne.
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4.2 Tenzorski produkt na kategoriji indVect

4.2.1 ProSirenje tenzorskog produkta &/ na kategoriju Ind*V

De nicija 4.2.1. Neka jepV; b ; kgsimetrcna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva monomor zma monomor zam. Za dvije Itraci: 1 N V,W:J N V

de niramo tenzorski produkt ltracijaV b W : 1 J N V kao kompoziciju
N [tk S VAR VIRELENG Y]

Tenzorski produkt mor zama ltracija/ N Vi W N W 2 ciji su predstavnici redom pred-
morzmi f p ; tfiupgig p ; tgyYe g je morzam ltracijaV b W N Vb W lzadan
predmor zmomf b g: p ; tfib GWijqr 50

Dakle, tenzorski produkV b W ltracija V. pt Viup;t ugi W pt Wjup;t juq
zadan je komponentama
tVib Wjljqn

i veznim mor zmima
t b §:Vib W N Vi b Wilkigikj & 1gavorp I

Na isti nain mo e se de nirati tenzorski produkt na cijeloj kategorijid V usmjerenih
sustava V. Mi cemo pokazati da je prethodna de nicija dobra i dajed® V; b ; kgsimetrcna
monoidalna kategorija, a dijelovi dokaza koiji slijede impliciraju isto za kategpinjd V; b ; kg

Propozicija 4.2.2. De nicija tenzorskog produkta ltracija i mor zama Itracija je dobra, tj.
vrijedi sljedece.

() Tenzorski produkt ltracija je ltracija.
(i) Tenzorski produkt mor zama ltracija je dobro de niran mor zam ltracija.

Dokaz. (i) Ocito je time zadan usmjereni sustav, a svaki vezni mor zam je monomor zam jer
je tenzorski produkt dva monomor zma\i monomor zam.

(i) Tvrdnja slijedi direktno iz funktorijalnosti tenzorskog produkta. Detaljnije, neka su
dane ltracijeV pt Viup;t wugiW pt Wjup;t jjugte Itracije V1 opt Viup ot &i uq
i W1 pt Wiypst jug Neka su dana dva predmor znfa p ; tfiupq: V N V1
g p;tgumag W N W1 Dokazuijemo daje tadhb g p ;tfib gWijgr 30
predmor zam ItracijaV b W N Vib W1
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4.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJINDVECT

BudLEi da suf i g predmor zmi ltracija, za svaki pai @ k ul postoji gornja mdap od
dqi pkqulliza svakipaj @ | uJ postoji gornja mdar od gqgi @dquJitakve dasu
sliedeca dva peterokuta komutativna:

fi 1 9 AN L
Vo Vi Y% W

1 1
m r plq
& 3

p i éN r1

p piq rpq

S VA Y Y V2!
Vi fi Vpiq W, 9 Wn‘q

q

Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta iz toga slijedi komutativhost ovog peterokuta:

fkbg /1 1
Vi boW| Vpkquplq ) .
pkqb roplg

)
Wb o 5Vplb W

1 1 p piqb rlqu
Vib W fibg Vigb Wig
Za svaki pap;j gi k;lqul J postoji dakle gornja mn@ap;rqodp pg @gqap kg @dqq
ul! J'takva da je prethodni dijagram komutativan, tj. dokazano je dabjeg predmor zam
ltracija.

Neka su sada dana jo$ dva predmor zfdap % tflumqig' p *tg'ymqekvivalentna
redom predmor zmimd i g. Dokazujemo da je tada predmor zaitb g* p * %tflb
gjlupi;j qr sdekvivalentan predmor zmti b g.

Budwidajef flig d% zasvakii PI postoji gornja mdapod pqi ‘dqul?li
za svakij P J postoji gornja mdar od gqgi g quJltakve da su sliedm dvacetverokuta
komutativna:

1 1
8V pq . 8W na 1
/ p piq / ropiq
V' glpl WJ 7\er
f & 1 p loig gll l 1 /1131(1
Vi Wiq
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4.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJINDVECT

Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta iz toga slijedi komutativhost @metgerokuta:

1 1
VgD Wi

1 1
)

Vib W, 5Vplb Wl
MB /Mq
v lpig b Wlln‘ q
Zasvaki pap;j gl J postoji dakle gornja m@app;rqodp g gaqdp dg ‘g ggakva
da je prethodni dijagram komutativan, tjitb g*je predmor zam ekvivalentan predmor zmu
fbag
O

Propozicija 4.2.3. Tenzorski produkt ltracija w je bifunktor
b:Ind*V Ind°V N Ind®V:
Dokaz. Dokaz je jednostavna provjera da tenzorski produkt mor zama Itracija poStuje kom-
poziciju i paru identiteta pridru uje identitetu. Detaljnije, nekafsup ; tfiupq: V N V2
g p;tgup VIN V2d p;tdymgW N Wiih p;thjupgWIN W2
predmor zmi lItracija. Dokazujemo da vrijedi
g fgbph dg pgb hg pf b dg
Kompozicije predmor zamasg f p ;19 4g fiugih d p ; th 4 dyugpaje
pg fqbph dg pp ; gtpg g figqbph 54 diqucsto je jednako predmor zmu
PP 9 P; Gtpg hgb h g0 pfib diqug pgb hg pf b dg
Na kraju, tenzorski produkt dvije identitete jeitw identiteta,
pd id;tidb id: Vib W, N Vib W Wijqa 19
O
Propozicija 4.2.4. Neka jepV; b ; kgsimetricna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva monomor zma monomor zam. Tada je kategorija Itracij& ulnd®V, uz
tenzorski produkt Itracijab simetrichna monoidalna kategorija:
pnd®V; b ; kg
Njena puna potkategorijindgV je takader simetricna monoidalna kategorija. Kanonska ula-
ganja
V& IndgpV & IndV

su jaki monoidalni funktori.
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4.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJINDVECT

Dokaz.Neka sut ywzu t yu t yuit ywuasociator, lijevi unitor, desni unitor i sime-
trizator za simetdnu monoidalnu kategorijpV; b ; kg Asocijator je prirodni izomor zam
funktora pa de niraizomor zam ltracija yvwz Po nivoima predmor zmongd;t vw,z,uq

ViWmZn

prW@qbZn—/V, b pWe b Znq
Pib mabn ibp mb nq

Vb WigbZy — 2 Vi b pW, b Z,q
| familijat \ wz uje prirodna transformacija funktora:

Iylz1

Vb Wigb Z} ML

b pWib Zlq

pfib g gbhy fibpgj b hyq

PV igb W jqqbZ pqu aaPPW 4qb Z nod
Na isti nain lijevi unitor, desni unitor i simetrizator de niraju prirodne izomor znte \ u,
t vuit yw u Provjeradakomutiraju pentagon asocijatora, trokut unitora i asocijatora, Seste-
rokut simetrizatora i asocijatora i trokut simetrizatora i unitora svodi se na provjeru komutativ-
nosti na svakom nivou, a na svakom nivou dijagram je komutativan jer je jednak odg@esmaju
dijagramu wv.
O

4.2.5. Tenzorski produkV b W dviju ltracija u kategoriji Vect dolazi zajedno s jos jednim
podatkom: kanonskim bilinearnim mor zmom ltracij§f W N V b W .

Lema 4.2.6.Tenzorski produkt dva monomor zma/act (odnosnd/ectFin) je monomor zam.

Dokaz.Neka suf : V N V1ig: W N W!monomor zmi u Vect. Pokazatemo da sd b id
i id b g monomor zmi, izcegace slijeditidajeif b g pf b idg pidb ggmonomor zam.
Dovoljno je dokazati da j& b id monomor zam, dokaz z& b g je analogan.

Neka jete u pa baza vektorskog prostokai tetu pg baza vektorskog prostok& . Dakle,
te b e'w. ¢m s jebazaod/ b W. Neka jev proizvoljan element ot b W,

v s ebe ~p s eqgbe v be

Pretpostavimo da jgf b idgwqg 0. Dokazujemo da tada vrijedi 0. Vrijedi
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4.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJINDVECT

0O pfbidgqwg ~ fprgbet =~ ~ t €be

o

gdje je t € zapis odf pv qu bazipeqp vektorskog prostor&l Budlti da je onda
te? b e'y,. = baza vektorskog porostohalb W slijedi da je za svakp; qkoe cijent
t 0. Dakle, za svaki jefpv g t &€ O BudLLi da jef monomor zam, iz toga
slijedi da je svakv nulvektor pa je i poetni vektorv v b €' nulvektor. O

Korolar 4.2.7. Kategorija ltracija u Vect, Ind®Vect, je uz tenzorski produkt ltracija sime-
tricna monoidalna kategorija. Njene pune potkategotijdgVect i IndgVectFin takader. Ka-
nonski funktori ulaganja

pvect; b ; kq&l pIndgVect; b ; kq
pvectFin; b ; kq& pIndgVectFin; b ; kq

dani konstrukcijom konstantne ltracije su jaki monoidalni funktori.

4.2.2 Tenzorski produkt na kategoriji indVect

Lema 4.2.8. Neka suV i W usmijereni sustavi u kategorijfect i V colimV, W
colimW njihovi kolimesi uvect. Tada je

colimpv b Wq colimV b colimW :

Posebno, ako s¥  colimV, W  colimW ltrirani vektorski prostori, §j. V i W @-
Itracije, vrijedi colimpv b Wg Vb W.

Dokaz. Neka su usmijereni sustavi dani¥a pt Viup;t quqgW pt Wjyp;;t jugq Ten-
zorski produkti komponenti univerzalnih kokonusa

tYb Y:VibW, N Vb Wuqn ;
de niraju kokonus s vrhonV b W nad usmjerenim sustavom

VbW : ptViijUp';qu gt kib i uq

pa odréuju jedinstveno preslikavanje: colimpy b W q N V b W takvo da je

gdje su sa; oznaene komponente kolimesab W, N colimpv b W g
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4.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJINDVECT

Dalje u dokazu koristimo propoziciju 2.4.3 u kojoj je opisan Itrirani kolimes u kategoriji
Vect. Svaki element kolimeseolimV b W je klasa ekvivalencije oblika vy b wysza neki

vektor i b wy iz neke komponent¥ b W, . Buditi da je i /b [V vrijedi da je

pr vib wesq ~ rvesbrws

gdje survisi rwyss desne strane klase ekvivalencijagd wy kao elementcolimV i colimW
redom. Dokazatemo da je injekcija i surjekcija.

Pretpostavimo da je rws b rws 0. ZapiSimo svakirws kao linearnu kombinaciju
linearno nezavisnih vektora koji razapinju ljusku skuipay sy,

rwiS «IZiS

Tadaje

nvesbrwes 0 wrwsbrzs 0
k t

iz cega zbog linearne nezavisnosti vektorasy slijedi da je za svaki

kfvks O
k

Dakle, postoji komponentd: i predstavniciv} P Vi: klasarvisredom takvi da je

1 .
kt Vk 0
k

Neka suz} predstavnici klasaz;s, svi u istoj komponentiV;:. Tada slijedi da je W1b W1

> 1 1 .
wVib zo O
t ok

o

Oznaimo za svakk swi sumu | .zl Tada jerw}s r wsi vrijedi

vib wi O
k

Uz otprije poznatavys r visslijedirvg b wgs r vib wisi

r wbws r vibwls O
k k
Dakle, je injekcija.

Sada dokazujemo da je preslikavanjesurjekcija. Svaki element tenzorskog produkta
colimV b colimW je oblika rvws b rwes gdje sve reprezentanig mo emo pron&i u
istom V; i sve reprezentantai u istomW;. Ocito je ovaj element tada slika po klice
rveb ws O
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4.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJINDVECT

Lema4.2.9.Nekasu : V N V%iig: W N W!morzmi ltriranih vektorskih prostora induci-
rani predmor zmima njihovih Itracijap; tfiup gV N V%ip; tgueg W N WL Tada
je mor zam ltriranih vektorskih prostora/ b W N Vb W tinduciran tenzorskim produktom
predmor zama ltracijap ; tfi b gugjednakf b g.

Dokaz. Za svakig;j g Pl  J postojip gg @gqg PIt J!takav da postoji preslikavanje
fi b g zakoje je sljedéi dijagram komutativan.

VgV — 28 ipgwt

1 1
"oy o

Vib W, &lvlp'qb W

Zaista, za svaki P | postoji gq P1'iza svakij P J postoji gq PJ!takvi da postoje
preslikavanjd; i g; za koja su sljedea dva dijagrama komutativna:

f g
] S
e Y% W
v vl w wl
i i J J
Vi —— i W — 2w

I po funktorijalnosti tenzorskog produkta slijedi komutativnost gornjeg dijagrama. Iz jedinstve-
nosti mor zma induciranog na Itiranim vektorskim prostorima s tim svojstvom, slijedi da je
taj mor zam jednakf b g. O

De nicija 4.2.10. Tenzorski produkt ltriranih vektorskih prostor& colimV i W
colimW je ltrirani vektorski prostor

VbW colmV bW

s ltracijom V b W , zajedno s kanonskim mor zmom ltracijy W N V b W . Tenzorski
produkt mor zamaf i g ltriranih vektorskih prostoraje f b g, jedinstveno linearno preslika-
vanje melu kolimesima Itracija koje je inducirano tenzorskim produktom mor zama ltracija
induciranih & i g.

De nicija je dobra zbog prethodne dvije leme.

Propozicija 4.2.11.Kategorija lItriranih vektorskih prostora je uz tenzorski produkt ltriranih
vektorskih prostora simetricna monoidalna kategorija

pndVect; b ; kg
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Njena puna potkategorijandVectFin je njena simetricna monoidalna potkategorija. Kanonski
funktori ulaganja
Vect & indVect

VectFin & indVectFin

su jaki monoidalni funktori. Kanonski zaboravni funktori
andVect: b ; kg N pVect; b : kq

gndVectFin: b ; kgNpVect; b ; kq

su jaki monoidalni funktori.

Dokaz. Kategorija lItriranih vektorskih prostora ekvivalentna je katego@j- Itracija u kate-
goriji Vect. Funktor koji je ekvivalencija m#u njima preslikava tenzorski produkt Itriranih
vektorskih prostora u tenzorski produkt odgovac#jultracija i tenzorski produkt mor zama
Itriranih vektorskih prostora u tenzorski produkt mor zama lItracija. Tenzorski produkt Itri-
ranih vektorskih prostora je odni tenzorski produkt vektorskih prostora, a komponente sime-
trizatora, asocijatora, lijevog i desnog unitorandVect su iste kao \/ect. H

4.3 Konacne sume i ltrirane baze

De nicija 4.3.1. NekajeV  colimV ltrirani vektorski prostor,V  pt Viup ;t j uq Neka
su Y : Vi N V injekcije u vrh univerzalnog kokonusa. Ka emo da je podsBup V ltrirana
bazaodV ako postoji ko nalan podskuli usmjerenog skuplatakav da za svaki PK vrijedi
dajep) q pBgbaza vektorskog prostok4.

4.3.1.1.Ocito je ltrirana baza Itriranog vektorskog prostorsl colimV ujedno i baza
vektorskog prostor¥ .

Propozicija 4.3.2. Svaki ltrirani vektorski prostor posjeduje ltriranu bazu.

Dokaz. Neka jeV colimV ltrirani vektorski prostor,V  pt Viup;t juq Neka jeS
skup baza vektorskog prostova zai P 1. Na skupu

o]

Si 'S

iPl
de niramo parcijalni urélaj: zaB; PS; i B; PS; ka emo da jeB; = Bj ako jei @ j i bazaB,
je prosirenje linearno nezavisnog skugaBiq Za dvije usporedive baze po tom parcijalnom
uredaju ka emo da su kompatibilne.
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Usmjeren skup je ko nalnosti 1ili @. U prvom slcaju tvrdnja propozicije lako slijedi.
Promotrimo sada drugi staj. Po propoziciji 3.1.5 postoji ko nalan podsk#pod| izomorfan
s N, dakleK t Kki;ky;:::u gdje jek, Kk, 1 za svakin P N. Promotrimo skup umenih
parova

T:tpL;f:LN SqlL, K;p@PLqgfp gPS gp@ PLqfp qgifp gkompatibilngu

Svaki ur@eni parpL; f q PT predstavlja izbor m#usobno kompatibilnih baza nekih kompo-
nenti iz skupa komponenih | k PK u

Na skupuT de niramo parcijalan urdaj: p;f q @ pN;ggako jeL , N izasvaki PL
vrijedifp g gp g SkupT je ocito neprazan i vrijedi da svaki lanacTuima gornju melu.
Naime, za lanadpL;;f;q | j P Junjegova gornja méa jepL;f g gdje jeL jpy Ly i
funkcijaf : L N Szadanaje$p q fjp gza PL;. Lako se vidida jé dobro de nirana
idajep.;f g PT. Po Zornovoj lemi iz toga slijedi da postoji maksimalan element skiupa
pM:h: M N Sg SkupM , K je beskonaan, jer u protivnom bi imao najée element
kn P M ilinearno nezavisan skupy, ,k,hpk,qgmogli bismo prosiriti do baz8,, , te time
nati element véi od maksimalnog elementi; hq Dakle,M je beskonaan podskup skupa
K izomorfnog sN, iz cega slijedi da j¢V ko nalan uK , a bud&i da jeK ko nalanul, to je
I M konalanul. i

Oznaimo sB, bazuhpmqgvektorskog prostors,, zam PM . Neka jeB : nev mBma
Lako se vidi da je tad8 Itrirana baza odV . O

4.4 Osnovne konstrukcije u kategorijiindVect

4.4.1 Monomor zmiiepimor zmi
Ove dvije propozicije nisu nu ne za daljnje izlaganje, ovdje su zbog potpunosti.

Propozicija 4.4.1. Mor zam u kategorijiindVect je monomor zam undVect ako i samo ako
je monomor zam kao preslikavanjeMect.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je V N W mor zam u kategorijiindVect koji je monomo-
zam kao preslikavanje Wect. Neka jef;g: Z N V paralelan par mor zama u kategoriji
indVect takav da vrijedii  f i g. Buddti da je svako to preslikavanje ujedno i mor -
zam u kategorijVect, slijedi da mora bitif g. Obratno, pretpostavimo dajeV N W
monomor zam u kategorijindVect. Dokazatcemo da ja injekcija kao preslikavanje Mect.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dva Gtdielementa, w PW takva da jeéprg ipwg
De niramo paralelan par linearnih preslikavarfjag : kK N W safplqg vigplg w. Ta
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preslikavanja su@to mor zmi u indVect i vrijedi f g, Sto je u kontradikcijis f 1 gi
cinjenicom da je@ monomor zam uindVect. O

Propozicija 4.4.2. Mor zam u kategorijiindVect je epimor zam uindVect ako i samo ako je
epimor zam kao preslikavanje \ect.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da jp: V. N W mor zam u indVect koji je epimo zam kao
preslikavanje Wect. Neka jef; g : W N Z paralelan par mor zama imdVect takav da vrijedi
f p g p.Buddida je svako to preslikavanje ujedno i mor zanVact, slijedi da mora biti
f g. Obratno, pretpostavimo dafe V N W epimor zam u kategorijindVect. Neka je
f;g: W N Z paralelan par mor zama Mect takav da vrijedf p g p. ProstorZ mo emo
shvatiti kao lItrirani vektorski prostor s trivijalnom Itracijom i, budti da je on kodomena
preslikavanjd i g, preslikavanjd i g ocito de niraju mor zme u kategorijiindVect. Slijedi
dajef g

O

4.4.2 Koujedneitelj u kategoriji Ind®*Vect i tenzorski produkt

Propozicija 4.4.3.Za svakadvamor zmfg:V N W @- Itracija V:1 N V,W :J N V
postoji usmjeren skuf i ltracije V2: K N ViW?Z2: K N V zajedno s izomor zmima
ltracija V.~ V2, W W 2 tako da je oba mor zma ltracijaV? V N W  W?2
moguce predstaviti predmor zmima po nivoima.

Dokaz. Po propoziciji 3.1.5 mogte je pronai ko nalne podskupove usmjerenih skupolva
i J izomorfne sN. Tako dobivamo ItracieV: N & | N ViwWL N & J N V koje
Su po propoziciji 2.5.11 izomorfne lItracijam® i W, aciji je indeksni usmjereni skupl.
Komponente i vezna preslikavanja dobivenih ltracija neka su

VY opt Vithenit muq W pt Withen;t mnUg

Neka su mor zmi Itracijaf % g VN W *dobiveni od mor zamd i g pretkomponiranjem
i postkomponiranjem s izomor zmima Itracijy * V,W W 1 Predstavimo za petak
mor zme f i g*redom nekim predmor zmima

p; tFii Vi N WE thenG P tan: Vi N W ke

Sada induktivho nalazimo paralelne komponeiteg? mor zamaf ti gl na sljedéi necin.
U prvom koraku neka jeplqgnajmanja gornja nda za plqi plqi de niramo paralelan par
komponenti

2. 1. 2. 1.
fi: mqpq f1; O plg plq 91
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Pretpostavimo sada da imamotvedabrane paralelne parog, g?: V;* N W, za svei
1;,2;:::;n 1l takvedajepqgi pggqcimjeij j,zai;j 1;2;:::;n 1 Zan PN postoji
najmanja gornja nida pngod png mqatakvadaje pngj m 1gpa de niramo sljedéi
par paralelnih komponenti sa

fo: mama fn: G oa ma G-
Tako smo dobili par predmor zama
p; tf2: VN W henG  p; tae: Vi N W Uieng

koji predstavljajuf 1i g%, a imaju paralelne komponente i funkcijaN N N je strogo rastta
funkcija. Strogo rasttoj funkciji usmjerenih skupova odgovara funktor pripadnih usmjerenih
kategorija. Funkcija dakle de nira ko nalni podskup indeksnog usmjerenog skupa lItracije
W L pa mo emo ltraciju W ! zamijeniti izomorfnom Itracijomw 2 W ! W1 Pos-
tkomponiranjem konstruiranih predmor zanpg tf 2u,pngi P; tg2Upng S tim izomor zmom
W1 W 2 dobivamo tra ene predmor zme po nivoima

ad;tf 3: VIN Wlupeng  pd;tg : VIR Wlueng

koji predstavljaju paralelne mor zme lItracijy 2 V' VNW W?! w2
[

Propozicija 4.4.4.Neka jeV kategorijaVectili VectFin. Tada kategorijdnd®V ima koujedna-
citelje. Ako je paralelni par mor zama ltracija predstavljen paralelnim parom predmor zama
po nivoima, koujednacitelj tog paralelnog para mor zama lItracija je Itracija cije su kom-
ponente kvocijenti koujednacitelja paralelnih parova komponentnih preslikavanja po jezgrama
preslikavanja u kolimes koujednacitelja. Tvrdnja vrijedi i za punu potkategémiiy,V .

Dokaz. Po propoziciji 4.4.3 dovoljno je dokazati da koujeditelj postoji za dvije proizvoljne
Itracije s jednakom indeksnom kategorijoini paralelnim parom mor zama predstavljenim
predmor zmima po nivoima.

Neka su zadane dvije lItracije u kategorif,

A pt Apthpit maug B pt Bplp;t mauq
i neka je zadan paralelan par mor zama lItracija predmor zmima po nivoima

f pid;tfo: Ay N Bothmg g pid;tge: Ay N Bathp G
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KategorijaV ima koujednaitelje pa za svakn P | za paralelan pdr,; g, postoji koujednaitel]

h,: B, N C,.
fn

An

On

Neka jem @ n proizvoljan par usporedivih elemenatd u Dokazujemo da kompozicija
hm  nm koujednauje parf ,; gn. Mor zam h, koujedna&uje parf ,; g, pa vrijedi

hn fn nm hn gﬂ nm 1

iz cega, jer sd i g predmor zmi ltracija, slijedi h, am  fm hn nm Om-

hi
Ao - By —— “o
|
|
nm nm nm I
¢ |
m |
A B, Lcm

Om

Za svaki vezni mor zam ,,, dakle vrijedi dah, nm koujednauje parf ., gn pa po univer-
zalnom svojstvu koujedr#telja h,, slijedi da za svaki n, postoji jedinstveno preslikavanje
am . Cm N C, takvo da je desni kvadrat na prethodnom dijagramu komutativan.
Dokazujemo da j@tC, up ;t »mugqusmjereni sustav ¥ (ali nije nuno i Itracija). Na
sliedeeem dijagramu su komutativni lijevi trokut i oba kvadrata pa je komutativan i vanjski
peterokut. Zbog jedinstvenosti preslikavanjg sa svojstvom,, hy h, .« iztoga slijedi
jednakost, nm Kn -

hn
Bo—Co

o] By

mk mk

By h—klck

Sadactemo usmijereni sustav zamijeniti Itracijom. Neka@e colim, C, u Vect. Ozna-
cimos $:C, N C komponente tog univerzalnog kokonusa. Tad&su ¢ PV, kvocijenti

Cn{Ker $ PV isva preslikavanjer $ & C,iq,: C, N C,{Ker & sumorzmiuV.
Ocito tada za svaki P | postoji jedinstveno preslikavanjg : C,{Ker $ N C u Vect takvo
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4.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIINDVECT

da je sljedéi dijagram komutativan i to preslikavanje je injekcija.

Coc
N

N
N
c \\n
n
AN
N
N

Co ———ICa{Ker ¢

Budwidaje ,mpKer Sq, Ker § postojijedinstveno preslikavanjg,, takvo da kvadrat na
sliedeeem dijagramu komutativan, a butiwa vrijedi Stoviseker < wpKer Cqono je

injekcija.
%) (4.1)
5
81 Co—aCal Kg" ]
l
am : m
Cn ——5—Cu{ Kler i~
Vrijedi nm km, J€r je zbog komutativnosti lijevog trokuta i oba kvadrata na slje-

decem dijagramu komutativan i cijeli vanjski peterokut, & je jedinstveno preslikavanje sa
SVOjStvOM v On Gk km-

~0

%4%/@{ Kgr

kn kn

S0

| Cog————ICa{Kgr

nm nm

30

Cm —g—/Cim{ Ker

Dakle,C : pt C,{Ker Sut ,nugje ltracijau V.

Na sljedé&€em dijagramu je komutativan gornji kvadrat, donji kvadrat i lijevi trokut, pa slijedi

C

daje & ¢ . on Sto zbog jedinstvenosti preslikavanfasa svojstvom & ¢ gy
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4.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIINDVECT

povici §  .m . Dakle,t Susukomponente kokonusa s vch@mad tom ltracijom.

o
& i
51 Co——a7ColKgr ¢ | ¢

m

Cm —g—/Cm{Ker ¢

Dokazujemo da je taj kokonus univerzalan. Nek@G@et Suqdrugi kokonus wect nad |-
tracijomptC,{ Ker Sut ,nuq Tada jepG;t ¢ qg,ugkokonus nad ltracijomptC,ut nnuq
pa postoji jedinstveno preslikavarge C N G takvo dajez  § ¢ @,. Buditi daje

¢ C q,iq jeepimorzamslijediz ¢  ©. Dakle, postoji preslikavanje: C N G
takvodajez ¢  ©. Takvo preslikavanje je jedinstveno, jer svako preslikavatije N G
za koje vrijedizt & Swrijediiz! ¢ & @, paono mora biti jednako jedinstvenom
takvom preslikavanja.

Ocito je q : p id;tg,ugpredmor zam usmjerenih sustava, page h pid;tqg, hyuq

predmor zam ltracija. Dokazattemo da jeq h: B N C koujednaitelj paralelnog para
f;g:AN B.

fn

B, W ic, ® __JIc,{Ker €

n

An

On
Uzmimo bilo koju ltraciju D pt Dpuhps;t mnuqu Vi predmor zam ko ltracija
ep :INJte:By N D ot B N D
takav da jee f e ¢. Buditi da za svakn P | komponentae, koujednauje parf,; g,
postoji jedinstveno preslikavangs : C, N D mglakvodajed, h, e,.

fn

An §3n o /Cn & /Cn{ Ker © é) mq

n

% \\dn_/

€n

Neka jed: C N D preslikavanje m@u kolimesima inducirano predmor zmom; td,uq
Svaki element oKer ¢ , C, se preslikavanjend ¢ preslika u0 P D, pa je, zbog ko-

mutativnosti vanjskogetverokuta na slied@em dijagramug,pkKer $q, Ker P atojetOu

pa’
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4.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIINDVECT

jerjeD ltracija. Dakle, postoji i jedinstveno je preslikavanig: C,{ Ker $ N D mq takvo
da je doniji trokut na sljedem dijagramu komutativan. Preslikavanjege mor zam uV.

© 'y

O n

dn

Dokazujemo da j& : p ; trpugje predmor zam ltracija. Za svaki usporedivi pan @ n,
na sljedéem dijagramu su vanjskietverokut, lijevi kvadrat, gornji i doniji trokut komutativni i
preslikavanjey, je epimor zam, pa je i desni kvadrat komutativan.

dn

&a
Om m
Cn——ICn{Ker §—"——ID mq

dm

Ocitojer g h e Dokaimo sada da je svaki drugi takav predmor zam ekvivalentan
Neka jep p ; tpnugneki drugi predmorzamtakavdaje g h e Tada postoji gornja
medal PJ od mng mqtakvadaje | mq €n I mqg Pn Oh hn, tj. vanjski Sesterokut na
sljede&eem dijagramu je komutativan.

€n

/,/\

*
C
. IC.{ Ker o —/rn D mq

&

D

Pn
D pnq

Gornji cetverokut na dijagramu je komutativag,i h, je epimor zam pa iz prethodnoga slijedi
da je komutativan i desmietverokut. Dakle, predmor zmi i p su ekvivalentni. Time je dokaz
dovrsen.

]
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4.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIINDVECT

Propozicija 4.4.5. Neka je kategorijav/ jednakaVect ili VectFin. Tada u simetricnoj mono-
idalnoj kategorijipnd®V; b ; kq koujednacitelji komutiraju s tenzorskim produktom. Za njenu
potkategorijudndgV; b ; kqvrijedi isto.

Dokaz. Neka je ltraciaC pt C,{Ker Sut ,,ugzajedno s predmor zmom
q h pid;tgq, ho,ugB N C

koujednaitelj paralelnog paré, g: A N B mor zama ltracija koji su predstavljeni predmor-
zmima po nivoima konstruiran kao u dokazu propozicije 4.4.4. PritonCswrhovi koujed-
necitelja paralelnih komponenafta, g,, preslikavanja ,,, su preslikavanja inducirana e
koujednaiteljima, & su preslikavanja i€, u kolimesC usmjerenog sustay@C,u;t ,,uqu
kategorijiVect, a ,n su preslikavanja inducirana mhe kvocijentima.

fn

By——ICy——JCo{Kgr §

Ao

B, m___ic, I {Ker €

Tenzorirajmo taj dijagram s identitetom na proizvoljnoj ltracih pt Dyu;t uq elimo
pokazati da je dobivena Itracija

CbD ptpCy{Ker SgbDut ,nb yuq

zajedno s predmor zmorpg hgbid p id;tpg, b idg ph, b idqudkoujednaitelj paralelnog
paraf b id,gbid: AbD N BbD.

fnbid ) .
AntyDI T B, hD — "2 JC, hyD T pC,{Ker Sqb D,
gnbid

nm bk nm bk nm bk nm bk

fmbid . ;
Amb D Bmb D" I, b D" /Cr{Ker Sqb Dy
gm b id

BudLEi da u kategorijiV koujednaitelji komutiraju s tenzorskim produktom, prva tliana u
svakom redu opetine dijagram za koujededelj u V. Kolimes usmjerenog sustava s kompo-
nentamaC, b Dyuje C b D, gdje jeD kolimes ltracije ptD,u;t uq po propoziciji 4.2.8.
Po konstrukciji u propoziciji 4.4.4 vrh koujedai¢elja paralelnog paré b id, g b id bila bi
Itracija

pteC, b Digf{Ker SPPut 1o uqg
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4.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIINDVECT

zajedno s predmor zmorhal, ph, b idqukao na sliedeem dijagramu.

fnbid 1
- - hnbid On;
AntyDi T Bn Dy —"—JCy lyDy ———/pCy b DigfKer TP°
gnbid
nm bk nm b Kk nm Bk Amik
__fmbid _ hm b id A
Anb Dy BmbDi—"—/Cyb Dy————/pCn b Dya{Ker i°
gm b id

Preslikavanje S ° u kolimesC b D jednako je $ b P, gdjeje P: D, N D komponenta

univerzalnog kokonusa nad ltracijom . Zbog toga Sto su komponente univerzalnog kokonusa
u kolimes lItracije uVect monomor zmi, zakljicujemo da je

Ker PP Ker b D;:

n;l
Budwei da uVect koujednaitelji komutiraju s tenzoriranjem, a kvocijent je poseban oblik ko-
ujednaitelja, to jepCn{ Ker $qb D, kanonski izomorfno s

C b Dig{ier S$b Dig pCy b Dig{Ker SPP:

qr]i;l

-+

Cn ByDy — 2 JpC,{ Ker $qb Dy ————/pCy b DiafKer 5P°

n;l
b b 1
nm Ik nm Ik nm;lk

Cmb D —*2 Jrc {Ker Ccqb Dy 4/;I:néb Dyg{Ker 0P

\—// m;k

qr]ﬁ;k
Direktnom provjerom na elementima vidi se da ti izomor zmi ceekomponentama zajedno
cine izomor zam ltracija koji komutira u trokutu s predmor zmima ltracijag}, ui to, b idu.
Budwti da tada taj izomor zam komutira u trokutu s predmor zmima

tqﬁ;, ph,bidgy pg hgbid tp g, b idg ph, b idqu

zakljucujemo da je i ltracijaC b D ptp C,{Ker $SgbDjut ,n b ugzajedno s pred-
mor zmom py  hq b id koujednaitelj paralelnog paré b id,gb id: AbD N B b D.
O

Korolar 4.4.6. Simetricna monoidalna kategorijandVect; b ; kq posjeduje koujednacitelje i
oni komutiraju s tenzorskim produktom.

Dokaz. KategorijeindVect i IndgVect su ekvivalentne simethe monoidalne kategorije, a
tvrdnja vrijedi u kategorijindgVect. O
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4.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIINDVECT

4.4.3 Potprostori, jezgre, slike i kvocijenti

Ove propozicije nisu potrebne u daljnjem izlaganju, ovdje su zbog potpunosti. Dokazivane su
na na&in koji bi se mogao podpti na kategorijuindproVect, ali u kategorijiindproVect ove
konstrukcije nisu bile nu ne za dalje rezultate.

Propozicija 4.4.7. Neka jeV  colimV ltrirani vektorski prostor i neka jeW , V njegov
vektorski potprostor. Tada je n& inducirana kanonska potprostorna ItracijgV uz koju je
W  colimW ltrirani vektorski prostor i injekcijaW & V je mor zam Itriranih vektorskih
prostora.

Dokaz. Neka je ltracijanaV danasa/ pt Viup;t jiuq Injekcije u vrh kokonusa oziecane
su st iV Vi N Vup . De nirajmo komponente

Wi:p Yq'pvg, Vi

i oznacimo pripadne inkluzije sg: W; & V;, te inkluzijuw uV's : W & V.
Buduti da je za svaki po konstrukciji YpwW,q ,, W dobro je de nirano preslikavanje
W w; N W za koje je sljedéi kvadrat komutativan i takvo preslikavanje je jedinstveno jer je
injekcija. Ono je takder injekcija, jer suY i ; injekcije.

w

AN
|
|
|
|
|
|
|
I
I

3

[

Wi
Za svaki usporedivi pare j ul vrijedi
Wi p Ygq'pvg p ) ia'Pvg  i'pp’a ‘pwag  itpwiq

iz cega slijedi ;; pWiq,, W;. Zbog toga su dobro de nirana preslikavanjg: W, N W; takva
da su sljedei kvadrati komutativni:
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4.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIINDVECT

Takva preslikavanja su jedinstvena jer jeénjekcija i ocito su injekcije, jer su preslikavanjai

ji injekcije. Za kompoziciju ; i vrijedi
k kj ji kj j ji kj ji i ki i
pa zbog jedinstvenosti preslikavanjg s istim svojstvom slijedi y; i ki Dakle,

W  pt Wiup;t juge ltracija u Vect. Na sliedéem dijagramu su komutativni gornji, doniji
I vanjskicetverokut, komutativan je desni trokutje injekcija, pa je komutativan i lijevi trokut,
tj. W je vrh kokonusa ¥ : W, N Wup nad ItracijiomW .

We——V

Dokazujemo da je taj kokonus univerzalan. Nekd&Jjerh univerzalnog kokonusa nad , s
komponentama : W, N Uup. Iz univerzalnog svojstva kolimesa slijedi da tada postoji
preslikavanje : U N W takvodaje Y V. To preslikavanje je nu no injekcija. Zaista,
pretpostavimo da jepug  pugza dva elementa, u! P U. Postoji indeks P takav da sw
i ulu slici komponent&V; po Y, tj. postojew, w! PW; takvidaje "pvg ui Ypavlg  ul No
tada je jednakostpuqg  pulgjednaka pYpvgg  pUpvigqt. Ypvg YV pw'g BudiL
daje V injekcija, slijediw  w!paiu ul Preslikavanje je i surjekcija. Zaista, za svaki
elementw P W vrijedi da je pyvg PV, pa bud@i dajeV  colimV , postojii P1 takav da je
pwqu slici komponent®/; po . Po de niciji je tadaw u slici komponent&V; po V, a bud@i
daje Y VW slijedidajew usliciod .

Dakle,W  colimW je ltrirani vektorski prostor. Na kraju iz ranije pokazanoga slijedi
da je mor zam ltriranih vektorskih prostora, jer mu odgovara mor zam ltracijad;t juq

O

Korolar 4.4.8. JezgraKerf t v PV |fpug Ouislikalmf t fpvg |v P Vumor-
zmaf :V N W ltriranih vektorskih prostora su ltrirani vektorski prostori uz potprostorne
ltracije i inkluzije Kerf & V ilmf & W sumor zmi ltriranih vektorskih prostora. Kores-
trikcija f |: V N Imf je mor zam Itriranih vektorskih prostora.
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4.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIINDVECT

Propozicija 4.4.9. Kvocijent Itriranog vektorskog prostora po njegovom vektorskom potpros-
toru je uz induciranu kanonsku kvocijentnu ltraciju ltrirani vektorski prostor i kvocijentno
preslikavanje je mor zam lItriranih vektorskih prostora.

Dokaz. Neka jeV colimV ltrirani vektorski prostor,V  pt Viup;t jiug Neka jeW
njegov potprostor, s poprostornom ltracijodlv  pt Wiup ;t jugq OznzZimos : W N V
inkluziju i neka jedd;t ;up qinducirani predmor zamW N V.

Po propoziciji 4.4.4 koujedrudtelj para mor zama ltracija  p id;t jugi O p id;tOugje
Itracija cije sukomponente kvocijenti koujedritelja parova;; 0 po jezgrama preslikavanja u
kolimes tih koujedneitelja i vezna preslikavanja jedinstvena preslikavanjauigm kvocijen-
tima. Slijed€i dokaz te propozicije ozmano inducirani usmjereni sustayje su komponente
kvocijenti s

VAW : pt Vi{W;up;t juq

i ltraciju koja je vrh koujednaitelja s
K pt Kiup;t juq

Ovdje jeK; p Vi{Wig{Ker K, a preslikavanja K : K; N K su preslikavanja u kolimes
K colimV {W u kategorijiVect.

We 4V K
w v K
i i K i

]

) N _ J
W « J Y J VW, —— K|
Ji Jji ji ji
W ————V, n VW — 2 K,

Neka jeh kvocijentno preslikavanj/ N V{W, tj. koujednaitelj u Vect para ; 0. Za
svakij P 1, zbog gornjeg lijevog komutativhog kvadrata na dijagramu, kompozif'ﬁija h
koujednauje par ;; 0 pa postoje i jedinstvena su preslikavanja V; {W; N V{W takva da je
i hy h JV Zbog jedinstvenosti on@ine kokonus nad usmjerenim sustaveiW pa po
univerzalnom svojstvu kolimesa postoji jedinstveno preslikavanjg N V{W takvo da je
K ; zasvaki P1.Oznaimo se: V N K inducirani mor zam izméu kolimesae je

j
mor zam ltriranih vektorskih prostora i za svaki P | vrijedi
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Wj" ) /\/j

Zbog ekvivalentnosti kategorijamdgVect i indVect, Itrirani vektorski prostorK  colimK
je zajedno s mor zmone koujednaitelj paralelnog para 0 u kategorijiindVect. BudLEi da
ondae koujednauje par;0u Vect, ah: V N V{W je koujednaitelj tog para u kategoriji
Vect, postoji jedinstveno preslikavanje: V{W N K takvodaje h e Zasvakij Pl
vrijedi

Sto povlai

K K

j i zasvaki Pl;

jer je svakih; epimor zam. Budw&i da je inducirano preslikavanje iz vrha kokonusa u vrh

kolimesa jedinstveno, slijedi id: Za svakij P1 takoder vrijedi
\ \ K V.
h j € j hJ' ] hJ h jo
tj. vrijedi
h J j h  h J/zasvaki Pl

Buduwti da je inducirano preslikavanije iz vribakolimesa u vriv {W kokonusa nad/ jedins-
tveno, slijedi h  h; a budai da jeh epimor zam, slijedi id: Dakle, vrijedi
V{iw K colimK .

O

Napomena 4.4.10.Moguce je da je usmjereni susta{W u dokazu vé lItracija i da nije
potrebno Koristiti kvocijentiranje po jezgrama, ali ovako je izlo en zbog lakSeg gamamja na
kategorijuindproVect. Naravno, postoji mogtnost i da u kategorijindproVect kvocijentira-
nje nije nu no.
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Poglavlje 5

Kategorija indproVect
Itrirano-ko Itriranih vektorskih prostora

Cilj ovog poglavlja je izgraditi simetcnu monoidalnu kategorijundproVect; br; kq koja ce

kao pune potkategorije sadr avati kategogjedVect; b ; kqi poroVect; b ; kg Takocemo ma@i

na sustavan e kombinirati obcan tenzorski produkt s upotpunjenim tenzorskim produktom

i de nirati naprimjer djelovanja topolo3kih algebri na abie algebre. Dokaza&emo da ka-
tegorijaindproVect dopusta koujedratelje i da oni komutiraju s tenzorskim produktom, za
Sto€e nam biti potrebne mnoge prethodno dokazane propozicije 0 osnovnim konstrukcijama u
kategorijiproVect.

5.1 De nicije
Prisjetimo se da je zaboravni funktproVect N Vect vjeran, to jest

HoMprovect V; W& Homyee: pV; W

je injekcija za svaka dva ko Itrirana vektorska prostdfa IimV iW |limW . Linearna
preslikavanja u slici tog funktora zovemo neprekidnim linearnim preslikavanjima, ili ka emo
za njih da postuju ko Itraciju na domeni i kodomeni.

De nicija 5.1.1. Filtrirano-ko ltrirani vektorski prostor je vektorski prostol zajedno S@-
Itracijom V u kategorijiproVect takvom da jeV  colimV u kategorijiVect, gdje smo pri
uzimanju kolimesa ltraciju yroVect shvatili kao Itraciju u Vect.

5.1.2. Po propoziciji 3.4.15 monomor zmi u kategorifiroVect su monomor zmi uVect, pa
Itraciju u proVect mo emo gledati kao Itraciju uVect. Po propoziciji 4.1.4 slijedi da su sve
injekcije u kolimes ovakve Itracije monomor zmi ect i time i u proVect.
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5.1.3. Po propoziciji 3.4.22 kolimes ltracij¢/ u proVect jednak je kao vektorski prostor ko-
limesu uVect, pa bismo ovdje mogli de niratV kao kolimes uproVect. Time bismo osim
zadane ltracije ko Itracija naV dobili i ko Itraciju na V, no ta nam informacija rée biti po-
trebna, jece mor zmi medu Itrirano-ko Itriranim vektorskim prostorima automatski postivati
tu ko Itraciju. To ¢e biti vidljivo nakon dokaza propozicije 5.1.5.

Filtrirano-ko Itrirani vektorski prostorV  colimV zadan je dakle ltriraj@im kompo-
nentamaV; : V pgqu kategorijiproVect, veznim preslikavanjima;; : V; N Vi: Vp N jq
ltracije koja su monomor zmi uproVect, vrhom univerzalnog kokonusa u kategorijiVect i
komponentama tog kokonus¥ : V N V; koje su mor zmi uVect.

Svaka od komponen¥, je ko Itrirani vektorski prostor, to jest ima ko Itrirajée kompo-
nenteVk, k P K; i vezna preslikavanja® : VX N V! koja su epimor zmi u kategorijVect.
Dakle, ukratko,

V. coimyi colmm v
gdje su i kolimes i limes uzeti Mect, a vezna preslikavanja u Itraciji ndu komponentam¥;
su neprekidna preslikavanja i injekcije.

De nicija 5.1.4. Mor zam ltrirano-ko Itriranih vektorskih prostora V colimV i W
colimW , gdje su ltracije dane &/ pt Viup;t ugbmW pt W,;yp;;t | uq je svako
linearno preslikavanje: V N W takvo da

P@P1gpPPJIagpd; : Vi N W; neprekidno linearno preslikavange ' ¥ fjiq

VAR s WK
Sjetimo se da je linearno preslikavamje neprekidno onda kad

P@ PK;apDPLigpB}': V' N Wiadf! 7 g
gdje smo K i L; oznaili indeksne kategorije ko Itracija n&V; odnosnov;.
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Time smo de nirali kategoriju ltriranih-ko Itriranih vektorskih prostora i ozmé cemo je
sindproVect. Dalje dokazujemo da jmdproVect ekvivalentna kategorijindgproVect.

Propozicija 5.1.5. Svaki mor zam ltrirano-ko lItriranih vektorskih prostora inducira jedins-
tveni mor zam odgovarajucil@®- Itracija ko Itriranih vektorskih prostora i obratno na sljedeci
nacin:

() Neka jef : V N W mor zam ltrirano-ko Itriranih vektorskih prostoraV  colimV
i W colimW , na kojima su ltracije u kategorijiproVect dane sav  pt Viup;t guq
W  pt Wiyps;t jjuq De niramo skup

Hfg: t fji PHOMyovect Vi Wi i PLj PIF Y Y fjiu

Tada svaki izbor podfamilije oblikef g : Vi N W igm » H'f gde nira predmor zam |-
tracijaV N W uproVectisvaka dva takva izbora de niraju ekvivalentne predmor zme. Pri-
dru ivanje koje mor zmuf uindproVect na ovaj nacin pridru i mor zam lItracija u proVect
postuje kompoziciju.

(ii) Svaki predmor zam@- Itracija p; tf i4: Vi N W qupc: V. N W ko Itriranih
vektorskih prostora odduje jedinstveno preslikavanfe: V. N W meaJu kolimesimaV
colimV ,W colimW tih Itracija u kategoriji Vect takvo da je za svakiP |

\ W .
f ba | g’
Ekvivalentni predmor zmi odm@uju isto preslikavanjé . Pridru ivanje koje mor zmu ltracija
u proVect na ovaj nacin pridru i mor zam uindproVect poStuje kompoziciju.

Ta dva pridru ivanja su mé@usobno inverzna.

Dokaz. Dokaz je istovjetan dokazu propozicije 4.1.7 za kateganfiVect. Jedina razlika je
Sto su ovdje sve komponente predmor zama Itracije neprekidna linearna preslikavanja.

5.1.6. Propozicija bi vrijedila i kad bismo de nirali ltrirano-ko ltrirani vektorski prostor kao
kolimes u kategorijproVect, pa bismo lItrirano-ko ltrirane vektorske prostore mogli gledati
kao objekte u kategoriproVect na kojima je zadana ltracija proVecti mor zme lItrirano-

ko Itriranih vektorskih prostora kao mor zme yroVect koji poStuju tu ltraciju. Tako ne
gledamo jer je na temelju iskaza prethodne propozicije vidljivo da je skup mor zanda chea
objekta u oba slkeaja jednak, pa su kategorije jednake i informacija o ko Itraciji\hanam je
nepotrebna.

Za malusobno pridru ene mor zam ltracijaV N W ko triranih vektorskih prostora i
mor zam ltrirano-ko Itriranih vektorskih prostoraV N W iz prethodne propozicije ka emo
da su inducirani jedan drugim. Elemente skitp¥f qzovemo komponente tog mor zma |-
tracija odnosno tog mor zma ltrirano-ko ltriranih vektorskih prostora.
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Korolar 5.1.7. Pridru ivanje koje svako{@- Itraciji V uproVectpridru i njen kolimescolimV
u kategoriji Vect, a svakom mor zmly N W @- ltracija u proVect njime induciran mor -
zam ltrirano-ko Itriranih vektorskih prostoracolimV N colimW je funktor koji je ekviva-
lencija kategorije@- Itracija ko Itriranih vektorskih prostora i kategorije Itrirano-ko Itriranih
vektorskih prostora:

IndgproVect  indproVect:

Potkategorija ciji su objekti@- Itracije u kategoriji proVectFin ekvivalentna je potkatego-
riji Itrirano-ko Itriranih vektorskih prostora s komponentama koje su ko ltrirane konacno-
dimenzionalnim vektorskim prostorima:

IndgproVectFin  indproVectFin:
5.1.8. Zamijetimo da postoji kanonsko ulaganje kategorija
indVect & indproVect

('Itrirano-ko ltrirani vektorski prostor s trivijalno ko Itriranim komponentama), kanonsko ula-
ganje kategorija
proVect & indproVect

('Itrirano-ko ltrirani vektorski prostor koji je trivijalno Itriran) i zaboravni funktori
indproVect N indVect N Vect

(prvi zaboravlja ko Itracije na komponentama, a sljédeaboravlja Itraciju) koji su vjerni,
tj. injekcije na skupovima mor zama. KategorijadVect i proVect su dakle pune potka-
tegorije odindproVect. Slicno je s ulaganjima kategorijmdVectFin & indproVectFin,
proVectFin & indproVectFin i zaboravnim funktoronindproVectFin N indVect N Vect.

5.2 Tenzorski produkt na kategoriji indproVect

Tenzorski produkt ltracija uproVect i mor zama ltracija u proVect dan je u de niciji 4.2.1
gdje je opisan tenzorski produkt ltracija u simetnioj monoidalnoj kategoriji u kojoj je ten-
zorski produkt svaka dva monomor zma monomor zam, nakmeya je pokazano da je on
dobro de niran i da je bifunktor. UoroVect je tenzorski produkt svaka dva monomor zma
monomor zam po propoziciji 3.4.23. Slijede podsjetnik i oznake. Tenzorski produkt Itracija
V  pt Viup;t ugi W pt Wjyes;t  uqu kategorijipproVect; B'; kgje Itracija

VBW :pt iBWwiig 3:t kB juq
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Tenzorski produkt mor zama ltracijg : V N V ig: W N W *zadanih redom predmor z-
mimap; tfiupqi p; tgYegje mor zam lItracija V 6 VN W B W tzadan predmor z-
mom

p;tfibguije 10
Propozicija 5.2.1. Kategorija Itracija u proVect, Ind®proVect, je uz tenzorski produkt Itra-
cija b simetricna monoidalna kategorija:

pndproVect; b ; kg
Njena puna potkategorijindgproVect je takader simetricna monoidalna kategorija. Kanon-
ska ulaganja
poroVect; B; kq& pindgproVect; 5; kq&l pind®proVect; B ; kq
su jaki monoidalni funktori.

Dokaz. U propoziciji 3.4.23 je dokazano da je tenzorski produkt monomor zanpaayect
monomor zam, pa po propoziciji 4.2.4 slijedi da se tenzorski prodikta proVect prosiruje
do tenzorskog produkta iadgproVect i ulaganjegoroVect; B kq&l pIndgproVect; B kgje
jaki monoidalni funktor. ]

De nicija 5.2.2. Tenzorski produkt Itrirano-ko ltriranih vektorskih prostor®  colimV i
W  colimW je ltrirano-ko ltrirani vektorski prostor

VbW: colimVBHbWw

s ltraciiom V B W u proVect. Tenzorski produkt mor zamd i g ltrirano-ko Itriranih
vektorskih prostora jé b g, preslikavanje mau ltrirano-ko ltriranim vektorskim prostorima
inducirano tenzorskih produktom odgovar@jupredmor zama.

Propozicija 5.2.3. Kategorija ltrirano-ko Itriranih vektorskih prostora je uz tenzorski produkt
Itrirano-ko Itriranih vektorskih prostora simetricha monoidalna kategorija

pndproVect; b; kg

Njena puna potkategorijandproVectFin je njena simetricna monoidalna potkategorija. Ka-
nonski funktori ulaganja

peroVect; B ; kq

T

pvect; b ; kg pndproVect; b; kg

\/

pndVect; b ; kq
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su jaki monoidalni funktori.

Dokaz. KategorijaindproVect ekvivalentna je kategorijindgproVect. Funktor koji je ekvi-
valencija méu njima preslikava tenzorski produkt Itrirano-ko Itriranih vektorskih prostora u
tenzorski produkt odgovarajih Itracija i tenzorski produkt mor zama Itrirano-ko ltriranih
vektorskih prostora u tenzorski produkt mor zama ltracija. Komponente simetrizatora, asoci-
jatora, lijevog i desnog unitori indproVect inducirane su predmor zmimeije su komponente
odgovaraj@i simetrizatori, asocijatori, lijevi unitori i desni unitoriproVect. Lako se vidi da

su navedena ulaganja kategorija jaki monoidalni funktori. H

5.2.1 ProSirenja preslikavanja

Sljedece propozicije govore o proSirenju linearnih preslikavanjamebicnim tenzorskim pro-
duktima koja posStuju ltracije i ko Itracije do preslikavanja nde tenzorskim produktima Itrirano-
ko Itriranih prostora.

Propozicija 5.2.4. Neka suv  colimV i W  colimW objekti uindproVect. Kanonski
mor zam ltracija V. b W N V B W u Vect inducira linearno preslikavanje/ b W KN
V b W koje je injekcija, kanonski mor zam ltriranih vektorskih prostora:

VbW& Vb w:
Slika jednostavnog tenzoveb w PV b W je jednostavni tenzorb w PV br W.

Dokaz. Neka su ltracije zadane ¥  pt Viup;t wudqi W pt Wyp;;t jjugq Kanonski
mor zam ltracija V b W N V B W u Vect je odralen predmor zmontije su komponente
kanonska preslikavanja tenzorskog produkta u upotpunjeni tenzorski produkt:

kaW|L>VkBW|

kiblj] ]kiﬁ I

Vib W, 2= ViBw,

Prethodni dijagram je komutativan po 3.1.20 jer Ul ; upotpunjenja preslikavanjaq b

j , dakle to je zaista predmor zam lItracija. Sada taj predmor zam Itracija inducira odgova-
rajuci mor zam ltriranih vektorskih prostora koiji je injekcija jer je induciran rda Itriranim
kolimesima uVect i sve komponente predmor zma su injekcije:

VbW —— VbW

b
or] [

Vib Wy 2= VbW,
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Zadnja tvrdnja je posljedicainjenice da je slika jednostavnog tenzera w P Vb W1!po
kanonskoj inkluzijivtbh W& VH Wljednostavnitenzorb w PV W'koja je dokazana
u 3.2.10. O

U napomeni 3.1.20 dana je de nicija ko ltracije na vektorskom prostoru, upotpunjenja vek-
torskog prostora po ko Itraciji i upotpunjenja preslikavanjatigakvim vektorskim prostorima
koja postuju ko Itracije na domeni i kodomeni, Sbe biti potrebno za sljed& propoziciju.

Propozicija 5.2.5. Neka suvV, W, U, T objekti uindproVect. Ako linearno preslikavanje
f:VbWN Ub T postuje ltracije i ko Itracije na sljede¢i nacin: za svaku komponentu
Vi b W; ltracije na domeni postoji komponentd, b T, Itracije na kodomeni i preslikavanje
fi; medu njima za koje sljedeci dijagram komutira

VbW — ' s UbT

Vp W up T
b kb

VibwW, — " s Ub T,

| takvo da postuje ko Itracije na domeM b W, i kodomeniU, b T, tada sef proSiruje do
preslikavanjaf~u indproVect

VbW — " s UbT

T I

VbW — " suUbT

Preslikavanjd™je inducirano predmor zmom cije su komponente upotpunjenja gore navedenih
komponentf;; preslikavanjaf koje poStuju ko ltracije:

VoW — " s UubT

Vbw Ub T
i kil

i
V|6WJ —J>Uk6T|

Analogna tvrdnja vrijedi za domenu i kodomenu koje su obicni tenzorski produkti konacno
mnogo faktora.

Dokaz. Oznaimo ltracije u proVectnaV, W, U, T redom sa&V , W , U, T. Promatraj@i te
Itracije kao Itracije u Vect, vektorske prostord b W i Ub T mo emo gledati kao lItrirane
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vektorske prostore. Preslikavarhjge tada @ito mor zam ltriranih vektorskih prostora i takvo
da postoji predmor zanp  ; tfi; :Vib W, N U ijqb T ajqug V b W N U b T koji
ga predstavlja, aije sve komponente postuju ko Itracije na domeni i kodomeni.

o
\/ilB le ki > Uk16 T

Vieb Wit — 255 Uab T

I |

V,bWJL)Ukb-ﬂ

Vi B W, : > U B T

Sve te komponente moge je po 3.1.20 upotpuniti i vezna preslikavanja Itracifab W i
U B T uproVect su upotpunjenja odgovardijiln veznih preslikavanja Itracijy bW iUb T
u Vect. Budwti da upotpunjavanje postuje kompoziciju,

p 5 tfi i ViIBW RN UGB T g qug

je predmor zam ltracijaV B W N U B T uproVect. Taj predmor zam inducira preslikava-
nje f~ Itrirano-ko ltriranih vektorskih prostoraV b W N U br T. Na sljedéem dijagramu za
svaki parg;j g PI  J komutativni su lijevi i desni (po prethodnoj propoziciji 5.2.4), te doniji,
unutrasniji i vanjskcetverokut.

VbW >Ub

VbW — 5 UbT

Vi W Up T
i\;/jbw ibj:|\ :|\ka tJ;IIJ'T
fi

Vib W —2 5 Wb T,

Vib\Wj 1 > Ukb\-ﬂ

Preslikavanja u donjerretverokutu na prethodnom dijagramu su komponente mor zama ltra-
cija na sljedéem dijagramu. Dakle ti mor zmi Itracija na sljedeem dijagramu takaer cine
komutativnicetverokut, pa inducirani mor zmi nt kolimesima tih Itracijacine komutativan
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cetverokut, gornjcetverokut na prethodnom dijagramu.

VbW — UbT

~ I

VBHw sUBT

5.3 Dualnost u kategorijiindproVect

Pridru ivanje koje svakom objektl iz Vect pridru uje njegov dual, tj. vektorski prostor nje-
govih linearnih funkcionald/ Homyvee: pV; kg a svakom mor zmuA: V N W vektorskih
prostora dualnimor zanA :W N V ,Agfq f A, je kontravarijantan funktor

pqg: VectN Vect:

Za svakiV iz VectFin vrijedi V V itaj izomor zam je prirodni izomor zam. Slijedi da je
korestrikcija restrikcije tog funktora na kategoriju kena-dimenzionalnih vektorskih prostora

p g: VectFin N VectFin

antiekvivalencija kategorija.
Lako se provjeri da funktom q: Vect N Vect, p g: VectFin N VectFin prevode svaki
monomor zam u epimor zam i svaki epimor zam u monomor zam.

Propozicija 5.3.1. Neka jeD : V N V kontravarijantan funktor koji prevodi monomor zme u
epimor zme i epimor zme u monomor zme. Tada su formuldm de nirani kontravarijantni
funktorilnd®V N Pro®V i Pro°V N Ind®V. Ako je k tomé D prirodno izomorfarid, onda
su obje kompozicije ovih funktortnd®V N Pro’V N Ind*V i Pro’V N Ind’V N ProdV,
prirodno izomorfne identiteti. Analogna tvrdnja vrijedi k& gV i ProgV.

Dokaz. Ocito se svaka ltracija preslika u ko ltraciju i obratno. Lako se vidi da se svaki pred-
mor zam ltracija preslika u predmor zam ko Itracija i obratno, te da se ekvivalentni pred-
mor zmi preslikaju u ekvivalentne predmor zme i da se poStuje kompozicija predmor zama.
Dalje, ako jeD D prirodno izomorfan identiteti, onda za svaki mor zam ltracja N W
izomor zmi ltraciia D D V NV,D D W N W, koji dolaze od prirodne transforma-
cijeD D @ id, cine komutativarcetverokut s mor zmom lItracijav.- N W i mor zmom
ltraciia D D V N D D W dobivenim po funktor®® D. Slicno vrijedi za ko ltracije. [
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Korolar 5.3.2. Pridru ivanje koje ltraciji V. pt Viup ;t j ugpridruiko ltraciju
Vo oiptViupit j:p jiquq
i predmor zmu ltracija p; tfiupo: V N W pridru i predmor zam ko ltracija
p; tf, upq: W N v

je kontravarijantan funktor

Ind®Vect "Pro’®Vect:
Analogno se de nira kontravarijantan funktor

Ind*Vect m Pro®Vect:
Obje kompozicije sljedeta dva kontravarijantna funktora su prirodno izomorfne identiteti.
Ind®VectFin p ‘Pro°VectFin

Propozicija 5.3.3. Za ltrirani vektorski prostorV  colimV vrijedi
limV  HoMingvect BV; kg
I za ko Itrirani vektorski prostorW  lim W vrijedi
colimw Homprovect W, kg

Dokaz.Neka jeV pt Vitp;t ji:V N V;uq Vezna preslikavanja;; su inkluzije. Tada je

Voo optVioupst iV, N V., ugi vezna preslikavanja su operatori restrikcije funkcionala.
Ocito svaki funkcionaf : V N k de nira nit @Figp ulim;V; svojim restrikcijamd; : V, K

V N k. Obratno, svaka nitf ;gp U lim; V, de nira funkcionalf : V N k na sljedéi nacin:
zav PV postojiV, takav da jev PV; i de niramo f pvq: f;pvg To pridru ivanje ne ovisi 0
izboru komponent¥®;. Pridru ivanja su méusobno inverzna. Dakle,

lim V Homyect PV kq  HOMingvect PV; kG

Doka imo sada drugu tvrdnju. Neka & pt Wilp;;t j : W, N Wiuq Vezna presli-
kavanja j su surjekcije. Tada j&v  pt W; ups;t ; : W, N W; ugi vezna preslikavanja
su injekcije. Svaki funkciondl : W Nk koji je mor zam u proVect ima svojstvo da postoji
i P J takav da jef jednak kompozicijiw N W; N k projekcije ¥ i nekog funkcionala
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fi: W; N k. Time funkcionalf de nira element nekodV; , dakle i kolimesaolim; W, . Ele-
ment kolimesa pritom ne ovisi 0 odabiru komponewte Obratno, svaki element kolimesa je
funkcionalf;: W; N k na nekoj komponentdV; i kompozicijomW N W; N k de nira funk-
cionalf koji je ocito mor zam uproVect. De nirani funkcional ne ovisi o odabiru komponente
W;. Ta pridru ivanja su mdusobno inverzna pa zak{ujemo da je

colimw HoMyrovect W, KG

]

Lema 5.3.4. Kontravarijantan funktorp q: VectFin N VectFin je jaki monoidalni funktor
simetricnih monoidalnih kategorija.

Dokaz. Postoji prirodan izomor zanpV b Wq V b W teizomor zamk k koji
zadovoljavaju koherencije s asocijatorom te lijevom i desnom jedinicom. O

Propozicija 5.3.5. (Dualnost monoidalnih kategorijandVectFin i proVectFin.) Kontravari-
jantni funktori

pndgVectFin; b ; kgp ‘pProgVectFin; b ; kq

I njima inducirani kontravarijantni funktori

"Hom ingprovect P Kd'
AandVectFin; b ; kqn ‘poroVectFin; B ; kg
"Hom ingprovect P Kd'
su jaki monoidalni funktori. Kompozicije tih funktora (koje imaju smisla) su izomorfne iden-
titeti i de niraju dualnost kategorijalndgVectFin i ProgVectFin te kategorijaindVectFin i
proVectFin.

Dokaz. Funktori iz iskaza propozicije su kontravarijantni po propoziciji 5.3.2. Neka su dani
objektiV, W u Inds@VectFin. Budwi da su komponentéViup i tW,yp; tih Itracija
konacno-dimenzionalne, to su koorgo-dimenzionalne i komponertte; b W u; qn 5 Itracije
V b W . Po prethodnoj lemi postoje prirodni izomor zmi komponepib Wiq  V; b W, ,
a oni zajednacine izomor zam ko ltracijapy b W g V b W . Lako se vidi da su ti
izomor zmi ko Itracija komponente prirodnog izomor zma i da on zadovoljava koherencije s
asocijatorom i lijevom i desnom jedinicom. Ti prirodni izomor zmi dalje induciraju prirodne
izomor zme madu odgovarajaim ko Itriranim vektorskim prostorima koji takder zadovolja-
vaju te koherencije.

S druge strane, krenuvsi od dva objeMtaW u ProgVectFin, na isti n&in se poka e da
postoji prirodni izomor zam lItracijapy b W g V b W ida oniinduciraju prirodne
mor zme medu odgovarajaim Itriranim vektorskim prostorima.
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Inducirani funktori méluindVectFin i proVectFin oznaeni su s& HoMingprovect ' U SVje-
tlu propozicije 5.3.3 u kojoj je pokazano da za ltrirani vektorski prostor colimV vrijedi
limV Homingvect PV ; Kqi za ko ltrirani vektorski prostotW  lim W vrijedi colimW

Homyovect WV, kg O

U odjeljku 9.4cemo dokazatida je duR  Homye fR; kqunutrasnje Hopfove algebre u
indVectFin unutrasnja Hopfova algebrapnoVectFin i da se kanonsko sparivanje tenjima
proSiruje do sparivanjR br R N k uindproVect.

5.4 Formalne sume undproVect

U 4.3.1 je de nirana ltrirana baza, u 4.3.2 je dokazano da svaki Itrirani vektorski prostor
posjeduje ltriranu bazu, u 3.3.1 je de nirana formalna sumaraVecti u 3.3.9 formalna baza

u proVect, te je u 3.3.13 dokazano da svaki ko ltrirani vektorski prostor posjeduje formalnu
bazu.

o

De nicija 5.4.1. Izraz T je formalna sumau V iz indproVect, V cglljilmvn, ako pos-
toji n P | takav da: za svaki vrijedi T P ypvhqiizraz  pyq 'pr gje formalna suma u
ko Itriranom vektorskom prostorly,,. Tada ka emo da je formalna suma T unutar kom-
ponentév,.

Ocito svaka formalna suma\ iz indproVect ima vrijednost W/, jer ima vrijednost W,.

De nicija 5.4.2. Ka emo da linearno preslikavanj: V N W distribuira po formalnim su-
mamau V iz indproVect ako je za svaku formalnu sumu T uV,izraz ~ Apl gformalna
suma uWV ivrijednost joj je jednakaAp T g

Lema 5.4.3. Ako jeA mor zam uindproVect, ondaA distribuira po formalnim sumama.
Dokaz. Ocito. O
5.4.4. Obrat prethodne leme ne vrijedi.

5.4.5. Vektorski prostorV. mo emo gledati kao trivijalno ko Itrirani vektorski prostor. Izraz

v je formalna suma u vektorskom prostaruako je konano mnogo sumanada razto od
0. 1zraz v jeformalna suma u ltriranom vektorskom prostow ako postoji komponenta
W, koja sadr i sve sumande i izraz je formalna sum@/y, a to je opet ako je kor&o mnogo
sumanada pmetne sume raaito od 0. Dakle, formalne sume indproVect generaliziraju
konache sume ect, konacne sume undVect i formalne sume yroVect.
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Propozicija 5.4.6. Svaki element tenzorskog produkih b M, b ::: b My konacho mnogo
Itrirano-ko Itriranih vektorskih prostora je formalna suma jednostavnih tenzora.

Dokaz. Jednostavna posljedica analogne propozicije 3.3.15 za tenzorski produkt u kategoriji
proVect. O]

5.4.1 Raunanje s formalnim sumama

Lako se vidi da lema 3.3.8 ocananju s formalnim sumama u kategopjoVect vrijedi i za
formalne sume u kategorindproVect.

Lema 5.4.7.(Lema o racunanju s formalnim sumama u kategangproVect.)

o

(i) (Tenzorski produkt formalnih suma.) Neka v formalna suma W vrijednostiv i
w formalna suma W vrijednostiw u kategorijiindproVect. Tadaje . v b w
formalna suma v b W i vrijednost joj je jednakar b w. Mo emo racunati:

vb w  vbw:
(i) (Grupiranje sumanada.) Neka je . v formalna suma vrijednosti. Tada je svaka
podsuma v formalna suma i, oznacimo li njihove vrijednostvs: v ,lizraz

v je formalna suma vrijednosti. Mo emo racunati:

5 5 5 5

v p Vv ¢ Vo

(i) (Ekspanzija sumanada.) Obratno, neka je v formalna suma vrijednosti. Neka je za
svaki izraz v formalnasuma vrijednosti . Tada, akoje . v formalna suma,
njena vrijednost jednaka je. Mo emo racunati:

5 5 5 5

v p VvV q v

Tockica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne straned@kfmrmalna.

Ako, dodatno, za svaki formalna suma v ima svojstvo da iz Vv g O slijedi
Vv q Ozasvaki , ondaje odmah . v formalna suma vrijednosti pa ekspan-
ziju sumanada mo emo napraviti bez te provjere.

o o

(i) Akoje v b wgformalnasumaw 0,ondajei v formalna suma. Oznacimo li
njenu vrijednost &, vrijednost pocetne sume je tattd w. Mo emo pisati

o bwg” P’ vgbw vbw:

Analogna tvrdnja vrijedi za formalnu sumu pvb w giv 0.
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o

(iv) (Slika po mor zmu undproVect.) Nekaje v formalna suma vrijednosti. Neka je
A mor zam uindproVect. Tadaje Apv gformalna suma i njena vrijednost jednaka
je Apvg Mo emo racunati:

Ap vg  Apq
(iv') Obratno, neka jeA mor zam uindproVect i neka je ~ Apv gformalna suma. Ako je
v formalna suma vrijednost, onda je vrijednost sume Apv gjednakaApvg
Mo emo racunati:

Apr g Ap v
Tockica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne straned@kimrmalna.

Dokaz. (i) Lako slijedi iz analogne propozicije 3.3.7 o tenzorskom produktu formalnih suma u
kategorijiproVect i de nicije formalne sume u kategorijndproVect.

(i), (i), (i), (iv), (iv') Lako slijede iz leme 3.3.8 o raunanju s formalnim sumama u
proVect, de nicije formalne sume undproVect, cinjenice da mor zmi uindproVect poStuju
Itracije i da su komponente tih mor zama mor zmi proVect koji zbog toga distribuiraju po
formalnim sumama. [

o

Primjer 5.4.8. Neka je . Apv cBpwv gformalna suma u unutrasnjoj algelpR; r; rqu
indproVect, gdje je konkatenacija sktani zapis za asocijativni produkk elemenata. Neka
SuA i B neki mor zmi u indproVect cija je kodomend. Promotrimo sljedei racun.

o o

Apy cBpwv q . p Apv Bpv qq (grupiranje)
p oAp/ g®Bpv q (distributivnost |dokaz Apv gf.s.)
oAp v Bpwv q (distributivnostA i dokazo v f.s.)
Apo vV q onN g (distributivnost idokaz0 Bpw gf.s.)
Ap v Bp wgg (distributivnostB idokaz w f.s.)

o o)

Ukratko, dovoljno je dokazatidasu w i v formalne sume, tada formalnost svih ostalih
suma slijedi iz toga Sto s&, B i g mor zmi u indproVect.

5.4.9. Mi necemo de nirati pojam baze d@enito za objekte undproVect, ali za tenzorski
produkt objektaR u indVect i objektaH u proVect mo e se de nirati skup takav da se svaki
element objektd& r H mo e prikazati na jedinstven & pomau elemenata tog skupa kao
formalna suma R b H uindproVect. Naime, lako se vidi da je za ltriranu bazdD u ps 0d

R i ko Itriranu bazute u pg 0dH skuptD b e W, ¢m g takav skup z&k b-H. Analogno
vrijedi naravno za tenzorski produkit br R.

127
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5.5 Osnovne konstrukcije u kategorijiindproVect

5.5.1 Koujednaitelj u kategoriji IndgproVectitenzorski produkt

Dokaz sliedéeg teorema je slan dokazu teorema 4.4.4 s istom tvrdnjon\Vza Vect, samo
ovdje treba pa ljivije provjeravati jesu li konstruirani mor zmi u kategongroVect i koristiti
propozicije o osnovnim kategorijskim konstrukcijamanoVect.

Teorem 5.5.1.Neka jeV kategorijaproVect  ProgVect. Tada kategorijandgV ima koujed-
nacitelje. Ako je paralelni par mor zama ltracija predstavljen paralelnim parom predmor -
zama po nivoima, koujednacitelj tog paralelnog para mor zama ltracija je Itracija cije su
komponente kvocijenti koujednacitelja paralelnih parova komponentnih preslikavanja po jez-
grama preslikavanja u kolimes tih koujednacitelja.

Dokaz. Zbog propozicije 4.4.3 bez smanjenjatepitosti mo emo pretpostaviti da dvije pro-
izvoljne lItracije imaju jednaku indeksnu kategorijui da je paralelni par mor zama predstav-
ljen predmor zmima po nivoima.

Neka su dakle zadane dvije Itracije u kategohj

A pt Ayttt mmug B pt Balhp st mnug

I neka je zadan paralelan par mor zama ltracija predmor zmima po nivoima

f pid;tfn:An N BnquIq g pid;tgn:An N BnUnPIq

KategorijaV ima koujednaitelje po korolaru 3.4.4 pa za svaki paralelan parg, mo emo
odabrati koujedrgitelj h,: B, N C,.

fn

An

On
Neka jem = n proizvoljan par usporedivih elemenata lbdDokazujemo da kompozicija
hm  nm koujedna&uje parf ,; gn. Mor zam h, koujedna&uje parf ,; g, pa vrijedi

hn fn nm hn gﬂ nm 1

iz cega, jer sd i g predmor zmi ko ltracija, slijedih, o fm by am Om.

fn

hn
Ao - By —— “o
|
|
nm nm nm |
f |
m |
A §3m h—mlcm
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Dakle, za svaki vezni mor zam , vrijedi dah, . koujedn&uje parf ,; gn pa po univer-
zalnom svojstvu koujedmr#telja h,, slijedi da za svaki n, postoji jedinstveno preslikavanje
am . Cm N C, takvo da je desni kvadrat na prethodnom dijagramu komutativan.

Dokazujemo da j@tC,up ;t nmuqusmjereni sustav ¥ (ali nije nuno i ltracija). Na
sliede&eem dijagramu lijevi trokut, gornji i donji kvadrat su komutativni pa j&@  xn: Ck N
C, preslikavanje za koje je vanjski kvadrat komutativan, a loudia je takvo preslikavanje

jedinstveno, slijedix,  nm Kn -
Bo——"—C

hm
nk Bo ;CO nm mk

mk mk

B h—kICk

Sadacemo usmjereni sustav zamijeniti Itracijom. Neka@ colim, C, u kategorijiV

proVect, on postoji prema propoziciji 3.4.22. Oamimo s $: C, N C komponente tog

univerzalnog kokonusa. Tada su potprositer & o C, i kvocijenti C,{Ker & objekti uVv

i preslikavanjaKer $ & C, i q,: C, N C.{Ker $ su morzmi uV, prema lemi 3.4.10 i
propoziciji 3.4.12. Za svaki P | sada postoji jedinstveno preslikavanje

C:Co{Ker EN C

takvo da je sljed@ dijagram komutativan i to preslikavanje je mor zamMu(vidi propoziciju
3.4.14) i injekcija.

Coc

N
N

N c

AN n

N
AN
N
N

Co——5—/CafKer §

n

S0

Budwidaje \mpKer Sq, Ker &, postojijedinstveno preslikavanjg,, takvo da je kvadrat
na sljedéem dijagramu komutativan, a butlwa vrijedi StoviseKer & lpKer $q ono
je injekcija.
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S0

c C@—/qn Cni Kgrﬁ

|
|
|
nm | m
|
|

Cm —4—/Cn{Ker §

m
Inducirano preslikavanje,, je takader mor zam uV, prema propoziciji 3.4.14. Vrijedi jed-
nakost \n  nm km» J€r je zbog komutativnosti lijevog trokuta i oba kvadrata na sijede
dijagramu komutativan i cijeli vanjski peterokut, @, je jedinstveno preslikavanje sa svoj-

stvom ym On Gk km-

%4%/@{ Kgr

=0

kn kn

S0

m | Cog——5—Ca{ Kgr

nm nm

30

Cm —4—/Cim{ Ker

Dakle,C : pt C,{Ker Sut ,nugje ltracijau V.
Na sljedé€em dijagramu je komutativan gornji kvadrat, donji kvadrat i lijevi trokut, pa slijedi

daje & ¢ . on Sto zbog jedinstvenosti preslikavanfasa svojstvom & ¢ gy,

povieci & . . Dakle,t Susu komponente kokonusa s vih@mad tom Itracijom.

fo
¢ ¢
5| Co——'ColKgr ¢ | ¢
Cm Cn{Ker &

Om

130



5.5. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIINDPROVECT

Dokazujemo da je taj kokonus univerzalan. NekgGet ugdrugi kokonus W/ nad ltracijom
ptC.{Ker Sut ,nuq TadajepG;t ¢ q,ugkokonus nad ltracijomptC,u;t , Ugpa postoji
jedinstveno preslikavane: C N Gtakvodajez ¢ ¢ @,. Bud&idaje ¢ § o
i ¢, je epimor zam slijediz ¢ S Dakle, postoji preslikavanje: C N G takvo da je

z ¢  C. Takvo preslikavanje je jedinstveno, jer svako preslikavahjeC N G za koje

n
vrijediz! ¢ Cuvrijediizt ¢ ¢ ¢, paono mora biti jednako jedinstvenom takvom
preslikavanjuz.

Ocito jeq : p id;tg,ugpredmor zam usmjerenih sustava, pade h pid;tg, hyuq
predmor zam ltracija. Dokazattemo da jeg h: B N C koujednaitelj paralelnog para
f;g:AN B.

fn

B, ™ Ic, h Ic,{Ker €

n

An

On
Uzmimo bilo koju ltraciju D pt Dpuwps;t mnuqu Vi predmor zam ko ltracija
ep :INJte:Bp N D nghrg: B N D
takav da jee f e g. Buduwi da za svakn P | komponentae, koujednauje parf,; g,
postoji jedinstveno preslikavanik : C, N D mglakvodajed, h, e,.

fn

hi )
A, B, IC, Y_Jc.{Ker ¢ & ma

On

dn
€n

Neka jed: C N D preslikavanje mau kolimesima uproVect inducirano predmor zmom

p; td,ug Svaki element oKer ¢ , C, se preslikavanjend ¢ preslika u0 P D,

pa je, zbog komutativnosti vanjskagetverokuta,d,gKer $q , Ker P, . Po propoziciji
3.4.22 komponentequ: D mq N D univerzalnog kokonusa proVect nad Itracijom D

u proVect su monomor zmi, pa jeKer P t Ou Dakle, postoji i jedinstveno je preslika-

[sqle}
vanjer,: Co{Ker ¢ N D mq takvo da je donji trokut na sljedem dijagramu komutativan.

Preslikavanje, je mor zam uV po lemi 3.4.14.

© 'y

S0
w]

On n

an
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Sada dokazujemo dafe: p ; trpugpredmor zam ltracija. Za svaki usporedivi pan @ n,
na sljedéem dijagramu su vanjskietverokut, lijevi kvadrat, gornji i doniji trokut komutativni i
preslikavanjey, je epimor zam, pa je i desni kvadrat komutativan.

dn

= i £ o

(U]

nm nm nm

Om m

dm

Ocitojer g h e Dokaimo sada da je svaki drugi takav predmor zam ekvivalentan
Neka jep: p ; tphugneki drugi predmor zam takavdaje g h e Tada postoji gornja
medal PJ od png mqtakvadaje | mq €n I mqg Pn Oh hn, tj. vanjski Sesterokut na
slied&em dijagramu je komutativan.

€n

—C, o Cn{Ker §———ID
w

D

Pn
D pnq

Gornji cetverokut na dijagramu je komutativag,i h, je epimor zam pa iz prethodnoga slijedi

Bn

da je komutativan i desmietverokut. Dakle, predmor zmi i p su ekvivalentni. Time je dokaz
dovrSen. []

Teorem 5.5.2.U kategorijiindg, Prog Vect  IndgproVecti kategoriji Indg, Prog, VectFin
IndgproVectFin tenzorski produkt komutira s koujednaciteljima.

Dokaz. Neka jef ,g: A N B paralelni par mor zama ltracija yproVect. Kao u dokazu pro-
pozicije 5.5.1, pretpostavimo bez smanjenj&enitosti da su indeksne kategorije te dvije |-
tracije jednakeA pt Aplhp;t mnug B pt Bolgp jt mnUgi mor zmi su predstavljeni pa-
ralelnim mor zmima po nivoimaf pid;tf,: A, N Bplp g pid;tg,: An N BpUp g
Neka je ltracijaC pt C,{Ker Sup;t nmugzajedno s predmor zmomid;tqg, h,UpQ
koujednaitelj u proVect paralelnog pard; g konstruiran kao u dokazu te propozicije. Pri-
tom suh,: B, N C, koujednaitelji paralelnih komponenti,;g,: A, N B,, preslikavanja

132



5.5. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIINDPROVECT

am : Cm N C, su preslikavanja inducirana e vrhovima tih koujedngitelja, ©:Cy N C
su komponente univerzalnog kokonusa nad usmjerenim sustai@ya,p ;t nm Uqu provect,
¢: Co N Co{Ker ¢ sukvocijentna preslikavanja, a. preslikavanja inducirana nde kvo-

cijentima, uz sljedei komutativni dijagram iz dokaza te propozicije.

fn

hn )
Ao B, /Cog———ICo{Kgr §
On
fm h
A B, " ICy —" IC.{Ker &

(i) Tenzorirajmo taj dijagram s identitetom na proizvoljnoj ltracij pt D up;;t uqu
proVect. elimo pokazati da je dobivena ltracija

C b\ D ptp Cn{ Ker qu\ DIum;IqH 3t om b\ Ik ug
u proVect zajedno s predmor zmom
g hgbid pid;tpg, B idg ph, B idg: B, B D, N pCy{Ker $qgb D uq

koujednaitelj paralelnog par& B id, g id: ABD N BB D.

fnbid . .
ABD B, BD "2 e, fp, —*2 e, (Ker Sqb D,
gn B id
nmb\ Ik nmb\ Ik nmb\ Ik nmb\ Ik
fmbid ) he B id B id
AnB Dy BmbB D —"""ICy B Dy ———ICr{Ker Sab Dy
gm B id

(i) Konstruirajmo sada koujeduitelj paralelnog pard b id, gb id mor zama ltracija
slijedeci korake konstrukcije iz dokaza propozicije 5.5.1.

Buduwti da po korolaru 3.4.4 propozicije 3.4.2wVect koujednaitelji komutiraju s tenzor-
skim produktom, prva trelana u svakom redu na prethodnom dijagramu opet koujednai-
telj u proVect. Lako se vidi, zbog komutativnosti tog dijagrama, da su preslikavapj®
jednaka jedinstvenim preslikavanjima induciranimduevrhovima koujednatelja. Time je
prvi dio konstrukcije koujedmatelja mor zama lItracija dovrSen i imamo usmjereni sustav

ptCnb\Dlum;qul J;t nm6 Ikug
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u proVect koji nije nu no ltracija. Dalje, oznaimo scolim,, C, B D, vrh kolimesa yproVect
tog usmjerenog sustava. On je po propoziciji 3.4.22 jednak vrhu kolim&&sctiutog usmje-
renog sustava, pa ova oznaka&@eézazvati zabune. Ozaoi@no komponente tog univerzalnog
kokonusa sa

?:C 6D N colimC, B Dy;

komponente su naravno mor zmiproVect. Po konstrukciji koju slijedimo, vrh koujedode-
lja paralelnog paré b id, gb id je dakle ltracija

ptpCn B Dig{Ker 5P Unigr 35t amak UQ

u proVect zajedno s predmor zmomid; tqﬁ;| ph,b idgyniqr sgkao na sljedeem dijagramu.
Pritom sug}, kvocijentna preslikavanja, &, preslikavanja inducirana e kvocijentima u
proVect.

fnbid 1
- - hn B id Gy
AnBDI T B /D ———JC D ——— I, B Dig{Ker (P
gn b id
nm B Ik nm B Ik nm B Ik r%m;lk
_fnBid hm B id ik
AnB Dy BnBDy——ICy B Dy ————/pCp B Dra{Ker S5
gm B id

Sva navedena preslikavanja su mor zmptoVect, kako je objasSnjeno u samoj konstrukciji
koujednaitelja koju slijedimo.

(iif) Usporedimo sada komponente dva predmor zma po kojima se prethodne dvije kons-
trukcije razlikuju: kvocijentna preslikavanja u (ii)

¢, CoB D N pC, B Dig{Ker 5P

n;l
i tenzorske produkte kvocijentnih preslikavanja s identitetom u (i)
¢ bid: C, B D, NpC,{Ker $gb D;:

Po propoziciji 3.4.12 kvocijent ko Itriranog vektorskog prostora po potpunom potprostoru je
koujednaitelj inkluzije i nul-preslikavanja. Dakle, kvocijentno preslikavaqtg je koujedna-
citelj paralelnog para: nul-preslikavarfa inkluzije SP: Ker ¢P N C,B D,.

n;l n;l

CD
n;l

1
Ker ©° —  —1C,BD,— " JpC, B Dig{Ker CP

n;l n;l
0
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Iz istog razloga kvocijentno preslikavamgje koujednaitelj paralelnog para: nul-preslikavanja

Oiinkluzile $: Ker $ N C,.

T, —> IC,{Ker €

C
Ker h

n

0

Po korolaru 3.4.4 tenzorski produkt komutira s koujegitedjiima u proVect pa iz prethodnog
slijedi da jeq, b id koujednaitelj od S B id, O:
cBid

Ker S6D,__ —1C,b D — 908 jee { Ker ab D
0

Dokazattemo da je
Kerp Sgb D, Ker 5P

n;l

iz cegate slijediti da su preslikavanig, i o, B id koujednaitelji istog para mor zama: $
€ B id, 0. Time ce onda biti jasno da su Itracije konstruirane u (i) i (i) izomorfne.

(iv) Dokazujemo prvoKer P , Ker B D,. Oznaimo sD colim D, vrh, a's
D: D, N D komponente univerzalnog kokonuspreVectnad ltracijomD pt D upy;t yuq
Vet smo sC  colim, C, oznailivrhis §: C, N C komponente univerzalnog kokonusa
u proVect nad usmjerenim sustavopiC,tp ;t nmug Tenzorski produkC B D je tada vrh
kokonusa nad usmjerenim sustavpi@, b DiUnigr 3t nm b ugi komponente tog koko-
nusa sut $B Pu Po univerzalnom svojstvu kolimesa nad tim usmjerenim sustavom pos-
toji jedinstveno preslikavanje u proVect takvo da je sljed& dijagram komutativan za svaki

m;lgPl  J.

colimy CyB D) - » peolim, C,gbBpcolim, D;q

CD C D
(n;l\ nb\l

Cn6D|

|z toga slijedi da jeker P , Kerp ;B Pa Po propoziciji 3.4.22, komponente univerzal-
nog kokonusa nad Itracijom proVect su injekcije, pa po propoziciji 3.4.23 slijedi

Kerp B Pq pKer Sgb D:

Dakle vrijediKer 5P , Ker B D). Preostaje dokazati dafer ;8 D, Ker SP.

(v) Dokazujemo sad&er ¢6 D, , Ker ﬁP Proizvoljan element tenzorskog produkta
Ker ¢ B D, mo e se zapisati kao formalna suma jednostavnih tenzdfaru ¢ B D,. Zbog
toga i distributivnosti ﬁ;P po formalnim sumama dovoljno je dokazati da za svaki jednos-

tavni tenzorcb duKer $B D, vrijedi $Ppecb dq 0. U sliedee dvije tvrdnje koristimo
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propoziciju 3.4.22 u kojoj je opizsan ltrirani kolimes proVect. Komponenta ¢ je sliedé€a
kompozicija inkluzije $: C, & | C, i kvocijentnog preslikavanja:
[0} [0}

C.C, & C.Np ChgW corl‘imCn

n n

2
gdje jew W vektorski potprostor od » Cn generiran skupom

t Speg Spelg|n;m Pl;e PCy € PCo;pD ¥ n;mappnfeq  pmPEqU

Vrijedi da ie c P Ker ¢ ako i samo ako je pcg P W. Slicno cemo oznaiti injekcije
P:D/& D ,
Analogno, komponentaSP je kompozicija inkluzije $°: C, 8D & ,pCq B D(qi
kvocijentnog preslikavanja:

(o] (o]
:CBDI&  pC,BDGRNp pC,BDiGW"  colimpC, B Dig

n;l n;l

2
gdje jew?! W?2vektorski potprostor od ~1Cn B Diggeneriran skupom

t SPpeg  Shpegn;m Pkl PJ;ePC, B Dy;e' PCy B Dy;
pP ¥ n;mapD¥ k;lgpp,m B naeq p pmB wam'gqu

Ocito jech d PKer §P akoisamo ako je$Ppcb dg PW™
Neka jecb d dakle proizvoljan jednostavni tenzoiier S B D,. Dalje u dokazu nekoliko
puta koristimacinjenicu da je olman tenzorski produkt ulo en u upotpunjeni tenzorski produkt

Sto je dokazano u propoziciji 3.3.16. Zamijetimo da je
cbdPC,bD,, C,BD;:

Vrijedi cPKer § paje $pegjednak konanoj sumi generatora od:

N (o]

Smag o pSpd  S.petqa P Ca;

s 1 n
tj. takvih da za svaks postojeps ¥ ns; ms takvi daje pn.pesd  pom.Peiq Dalje je

N (o) [o)

Spgb Ppdg pT opopeg  S.pelqgb PpgP Cob D
s 1 n |
i vrijedi o o o o
Cn b D| Cn b D| ” Cn 6 D|;
n | n;l n;l
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pa piSemo

N (o]

Cmgb Ppda  pEpsgb Ppdg S.opelgb Ppdgg P Cob Dy

s 1 n;l

Zasvakin P1;| PJ je korestrikcija restrikcije

2 [0}
ni Cnb Dy ~
P leto ':Cab DN Cyb D
n;l
jednaka tenzorskom produktu

o 0 0
,?b |D:Can|N Cnb D, Can|:

n | n;l
Zbog toga mo emo prethodnu jednakost zapisati:

N o o
SPrebdg C pSOpsbdg  SPpelbdggP Cob D,  C,B Dy
s 1 n;l n;l
Sadasevididajp pn. b 1g@sbdg p pm.b a®lb dgza svakis paje svaki sumand u toj
sumi generator ow/% Slijedi SPpcb dg PWY to jestcb d PKer SP. Dokaz je dovrsen. [

n; n;l
Korolar 5.5.3. Simetricna monoidalna kategorigndproVect; b-; kgposjeduje koujednacitelje

i oni komutiraju s tenzorskim produktom.

Dokaz. KategorijeindproVect i IndgproVect su ekvivalentne simetthe monoidalne katego-
rije, a tvrdnja vrijedi u kategorijindgproVvect.
O

5.5.2 Ujednaitelj u kategoriji Ind®V
Ova propozicija nije nu na za daljnje izlaganje.

Propozicija 5.5.4. Neka kategorijav dopusta ujednacitelje. Tada kategorijad®V dopusta
ujednacitelje i ujednacitelj paralelnog para mor zama je ltracija cije su komponente ujedna-
citelji komponenti tog paralelnog para i vezni mor zmi jedinstvena inducirana preslikavanja
medu njima.

Dokaz. Zbog propozicije 4.4.3 bez smanjenjatepitosti mo emo pretpostaviti da dvije pro-
izvoljne lItracije imaju jednaku indeksnu kategorijui da je paralelni par mor zama predstav-
lien predmor zmima po nivoima. Neka su dakle zadane dvije Itracije u kategwfiji

A pt Aylhpst maug B pt Bplhp;t mauq
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I neka je zadan paralelan par mor zama ltracija predmor zmima po nivoima

Za svaki paralelan pdr,; g, mo emo odabrati ujedratelj h,: C, N A, u kategorijiV.

Neka jem & n proizvoljan par usporedivih elemenatalodBudwti da tada ., h, ujednauje
parf m; gm, vrijedi

f m mn hn mn f n hl’] mn gn hn gm mn hn 7

pa po univerzalnom svojstvu ujedsitelja postoji jedinstveni mor zamy, : C, N C, u kate-
gorijiVtakavdaje mn hy hm e

fm
m — 3
Cop — " An___ 2Bn

/r Om
|
|
|
|
|
|
|
|

S 1
On
BudLEi da je svaki ujedngtelj h, monomor zam i vezna preslikavanja,, Itracija su mo-
nomor zmi, slijedi da je i ,,n monomor zam uV. Na sljedéem dijagramu su dva unutraSnja
kvadrata komutativna i desni trokut je komutativan, pa je komutativan i vanjski peterokut, Sto
zbog jedinstvenosti preslikavanjg sa svojstvonh, |, n hppovieci m  mn In-

C %Aﬂ

AN AN

O

3

>
73

mn mn

Cnh%An

Dakle,C : pt C up;t maugje ltracijau Viocito jeh p id;thyugpredmor zam ltracija.
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Dokazattemo da jen: C N A ujednaitelj paraf , g: A N B u kategorijilnd®V. Neka
jeD pt Dpwps;t mpuqltracijau Vineka je

ep :INIte,:Dy N A jghg: D N A
predmor zam ltracijatakavdajd e g e Tada po univerzalnom svojstvu ujeditalja
postoje jedinstveni mor zmi,: Dy N C quV zakoje vrijedih ;g n €.

Dokazujemo da j& : p ; trougpredmor zam lItracija. Na sljedéem dijagramu je komu-
tativan desni kvadrat, vanjsketverokut, gornji i donji trokut h ,,mq je monomor zam, pa je
komutativan i lijevi kvadrat.

€m

T

Dn ——Cmg—F— - A mq

'n hpnq
Dh ——————Cmg——7A g

€n

Ocitojeh r e Dokaimo sada da je svaki drugi takav predmor zam ekvivalentahleka
jep p ; tpnugnekidrugi predmor zam takav daje p e Tada postoji gornja ntal Pl
od pngi mqtakva da je vanjski peterokut na slj@den dijagramu komutativan.

h
pnq
—_—
C pnqg A png
\\\\\ I png
p T
n 7A|
-7 i I pnq
h -7
M pnq

€n

BudlEi da su na sljedem dijagramu komutativni vanjski peterokut, donji trokut, dva unu-
trasSnja desnaetverokuta ih; je monomor zam, slijedi da je komutativan i unutrasnji lijevi
cetverokut, tj. predmor zanp ekvivalentan je predmor zmu.
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mq—>Amq

I png
I png
Pn

C —> A
| pnq

I png
an

en
Time je dokaz dovrsen.
O

Napomena 5.5.5.U prethodnom poglavlju nije dokazano $to je ujecitelj u proVect, ali to
je vjerojatno jednostavnergd  gg&l A za paralelni paf, g: A N B u proVect.
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Poglavije 6
Algebra u monoidalnim kategorijama

De nicija monoidalne kategorije dana je u 2.2.1 i simetr@ monoidalne kategorije u 2.2.2. U
ovom poglavlju de niramo neke tipove algebarskih struktura u monoidalnim kategorijama: mo-
noide (algebre), komonoide (koalgebre), bialgebre, module nad algebrama, komodule nad koal-
gebrama, bimodule, Yetter-Drinfeldove module, te neke osnovne konstrukcije s njima. Ponekad
se naglaSava da su to internalizirane varijante tih pojmovaturomonoidalnim kategorijama
rijecju unutarnji, dakle unutarnji modul za razliku od obih modula u kategoriji vektorskih
prostora, unutarnji monoid za razliku od obih monoida u kategoriji skupova. Za neke od tih
konstrukcija, posebno za tenzorski produkt bimodula, potrebno je da je monoidalna kategorija
simetricna ili da dopusta koujednd#elje koji komutiraju s tenzorskim produktom.

6.1 Algebra, koalgebra, bialgebra, Hopfova algebra

6.1.1 De nicija monoida (algebre) i mor zma monoida

De nicija 6.1.1. Monoid (sinonim: algebra) u monoidalnoj kategoNfi p V;b;k;a;l;rqje
trojkapA; ; qu kojojje A objektuV,a :Ab AN A (mnoenjeumonoidu)i:k N A
(jedinica monoida) su mor zmi v koji zadovoljavaju sljedea dva aksioma:

(i) asocijativnost

AbAbA_"M  /aApA
idabm m

Ab A /A
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6.1. ALGEBRA, KOALGEBRA, BIALGEBRA, HOPFOVA ALGEBRA

(i) aksiom jedinice
Abk—2" appac_P ypA

\( T

A

koji su zapisani pomtu komutativnih dijagrama.

U slucaju kad jek polje iV monoidalna kategorij-vektorskih prostora s jedionim objek-
tomk i tenzorskim produktorb ,, monoid uV zovemo ik-algebra (prcemu podrazumijevamo
asocijativnik-algebru s jedinicom).

De nicija 6.1.2. Mor zam monoidaf : pA; ; q N pA%t * Igjemorzamf: A N AluV
koji zadovoljava
Ypfbfg f ; f L

Propozicija 6.1.3. (Tenzorski produkt monoida) Neka gR; r; rQi PS; s; sgmonoidi u
simetricnoj monoidalnoj kategorivy  p V;b;k;a;l;r; g TadajegRbS; rps; rosG gdjeje
rRos P rRD sq pdrb srbidsq ros P rRD sq Ih

takader monoid Ww.

Svejedno je uzimamo li lijevu ili desnu jedinicu u prethodnoj propoziciji jer u monoidalnoj
kategoriji vrijedi Iy r: kb k N k. Dokaz je standardan, vidi [Kelly]. U apstraktnoj
Sweedlerovoj notaciji mno enje i jedinica iz prethodne propozicije su

mbsq plbslg rrib sst lrps 1r b 1s:

pa takvo mno enjeesto zovemo mno enjem po komponentama.

6.1.2 De nicija komonoida (koalgebre) i mor zma komonoida
Dualni pojam, komonoid @V; b ; k; a;I; rqje monoid u kategoriji suprotnoj kategorij, ali s
istim' tenzorskim produktonM b N°° p M b Nd®.

De nicija6.1.4. Komonoid(sinonim: koalgebra) u monoidalnoj katego¥iji p V;b;k;a;l;rq
je trojkapC; ; qu kojojje : C N Cb C morzam uV zvan komno enje (koprodukt),
: C N k mor zam u V zvan kojedinica i takva da su sljetlalijagrami komutativni:
(i) koasocijativhost
c— Icpbc— % ygrcpcgbe
ac;c;c

CbcC Tt /ICbpChb Cq
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(i) aksiom kojedinice
C
rc ‘ |

C
Chb kOWCbC A kb C

Ako je V monoidalna kategoriji-vektorskih prostora, komonoidW zovemo ik-koalgebra.

De nicija 6.1.5. Mor zam komonoida : pC; ; q N pC% % gje morzamf:C N Clu
V koji zadovoljava
o bfq L R

Sto je u apstraktnoj Sweedlerovoj notatificy abf poeqd  f Pctgb f pegeq, te o peaq peg

Komonoid u monoidalnoj kategorik-vektorskih prostora (ili openitije, k-modula gdje je
k komutativan prsten) zove gekoalgebra. (Ko)monoid u monoidalnoj kategoRjibimodula,
gdje prsten s jedinicor® mo e biti nekomutativan, zove dg-(ko)prsten.

6.1.3 Sweedlerova notacija i apstraktna Sweedlerova notacija

6.1.6. Sweedlerova notacija za koalgebréNeka jepC; ; gkomonoid u kategoriji vektorskih
prostora (tj k-kolagebra). Vrijednost pcgje oblika | ;&b h PCby C. Sweedler predla e
notacijucuq @, Cpq biindeksi izostavlja:

P4 Gugb G

Iteracije oznaava ovakoCyguq : P CGuqthg itd. Tako se aksiom koasocijativnosti mo e zapisati
na sljedéi nacin:

Cotqriq P Cpigreq D Crog b Coiq D Crogra P Crogreq L Coiq D Croq b Crag;

a aksiom kojedinice na sljede

" PugFeg © g Pt
6.1.7. Apstraktna Sweedlerova notacija. Sweedlerovu notacijeesto koristimo, zajedno s
generckim elementima, i u ofj monoidalnoj kategoriji. Detaljnije, neka &, B, C, :::
oznake objekata u monoidalnoj kategoriji i elimo linearno zapisati niz identite@umeor z-
mima s ksiranom domenom i kodomenom koje su neki monoidalni produkti objekat,
C, :::ijedinicnog objekta. Tada, oponaséijuacun s elementima u modulima, izaberemo po
jedan simbol odgovarapeg tipa u svakom od tenzorskih mno itelja i mor zme primjenjujemo
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na apstraktni simbol. Npr. aksiom asocijativnosti mno enjpidb g p b idgpisSemo

pa; pala’qq  p pa;alga’gs generckim simbolimaa; al a2 tipa A, cak i ako objektA
nije skup i stogaa; a4 a?> ne mo emo interpretirati kao elemente Ad Takvo pisanje je u redu
ukoliko na izrazima primijenjujemo samo transformacije koje odgovaraju identitetintai me
mor zmima. Naime, iz takvog izraza lako dobijemo natrag identitet eliminacijom gekiéri
simbola u svakoj strani jednakosti. Na geoke simbole mo emo primijeniti Sweedlerovu no-
taciju koja tada ne ozrmava sumu i nazivamo japstraktna Sweedlerova notacijagksiomi
kao pcuqteq  Cidalje vrijede (zanemarugii pisanje koherencija, koje se mogu umetnuti, no
tada su rauni s elementima nepregledni jer koherencije imaju po nekoliko argumenata koji tako
postanu vezani u notaciji; u ovom primjeru takep peud b G € gdjejerc: Cb kN C
komponenta (C desnog unitora). Kod apstraktne Sweedlerove notacije moramo paziti da ko-
ristimo samo identitete nalel mor zmima u toj monoidalnoj kategoriji.

6.1.8. Osim obtne Sweedlerove notacije koja ozaaa konane sume i apstraktne Sweedle-
rove notacije koja ne ozeava stvarne sume #&kompozicije mor zama, na nekoliko mjesta

u ovoj disertaciji koristimo i formalnu Sweedlerovu notaciju u kojoj se podrazumijeva suma-
cija u smislu formalnih suma. U tom posljednjemadju treba paziti da kod transformacija u
racunu stalno dobivamo formalne sume i identitet@lm&rmalnim sumama (za to moramo ko-
ristiti mor zme koji distribuiraju po formalnim sumama ili koristiti identitete whe formalnim
sumama i druge opravdane transformacije).

6.1.4 Konvolucijsko mno enje i dualne gebre uVect

Slijedeci Serrea [Serre] algebre, koalgebre i bialgebre kolektivno mo emo gehtiama
Ako je pC; ; gk-koalgebra ipA; ; qk-algebra, onda skug-linearnih preslikavanja
Hom,pC; Agima strukturuk-algebre s obzirom nkonvolucijsko mno enje dano s
f g: pf b gq
i jedinicu . AlgebruHom, pC; Agqzovemokonvolucijska algebra
Ako je pC; ; qk-koalgebra, onda njen algebarski dl Hom,pC; kg vidimo kao
poseban slcaj konvolucijske algebre. U apstraktnoj Sweedleovoj notaciff,, zpPC ,cPC,

& gaeq:  f pCuRCcedd

gdje je simbolom oznaceno odgovarajte mno enje elemenata.
Ako jepA; ; gkonacno-dimenzionaln&-algebra, onda j& k-koalgebra jer je kanonsko
preslikavanjA by A N pAbAq tadaizomor zam. Naime, z& PA , a, a' P A de nicija

dgmb a'g: fpa alg
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odreduje gfqP Ppb,Ag A b,A paimamo preslikavanje A N A b, A . Ako
k-algebraA nije konano-dimenzionalna, onda b, A & pAb,Aq.

6.1.5 De nicija bialgebre

Bimonoid(sinonimi: bialgebra, bigebra) je objeRBt u simetrcnoj monoidalnoj kategoriji koji
istovremeno ima strukturu monoida i komonoida, zajedno s kompatibilnosti koja sustinski ko-
risti simetriju g.g U toj monoidalnoj kategoriji.

De nicija 6.1.9. Bialgebraje petorkapB; ; ; ; qu kojoj jepB; ; qgmonoid ipB; ; q
komonoid sa svojstvima:

(i) kompatibilnost mno enja i komno enja

b

BbB 'BbBbBbB
idgb g bidg

BbBbBbB

‘ b

B 'Bb B

(i) kompatibilnost mno enja i kojedinice
BbB—>—Jkbk
B Ik

(i) kompatibilnost jedinice i komno enja

(iv) kompatibilnost jedinice i kojedinice

k \
B— K
koja su dana komutativnim dijagramima.

U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji ta svojstva su redom:
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() PO@gb pb@eg  BudCrqb BegCrq

(i) pba g pog

(i) plsg 1g b 1g

(v) pleg I
Primijetimo da gornji uvjeti kompatibilnosti zea da su i mor zmi monoida pricemu

je struktura monoida nB b B dana mno enjem po komponentama kao u propoziciji 6.1.3.
Ekvivalentno, ti uvjeti kompatibilnosti zre@ da su i mor zmi komonoida, pricemu je
struktura komonoida nB b B slicno inducirana po komponentama strukturom komon8ida

6.1.10. Komutativnost i kokomutativnost. Neka jeV simetrcna monoidalna kategorija sa
simetrijom t ag:AbB N Bb Aung. Tada za monoigh; ; quV kaemo da je
komutativanako je AA , a za komonoidC; ; gkaemo da jekokomutativarako

e cc . Bimonoid je komutativan ako je promatran kao monoid komutativan, te
kokomutativan ako je promatran kao komonoid kokomutativan.

6.1.6 De nicija Hopfove algebre i primjeri

De nicija 6.1.11. Hopfova algebrgH; ; ; ; gu simetrcnoj monoidalnoj kategorijV je
bialgebra na kojoj postoji mor zar: H N H u V, koji zovemo antipod, za koji vrijedi
pSb idyq pidy b Sq ;

Sto je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji

Stpeq Ay WS
Ako za bialgebriH antipod postoji, on je jedinstven.

6.1.12. Posljedice aksioma za Hopfovu algebru su slgde Antipod S je antihomomor -
zam algebri i koalgebriS: HoP®® N H: Ako je H komutativna ili kokomutativna, onda je
S?  idy. Hopfovu algebriH u kategorijik-vektorskih prostora zovemo i Hopfokaalgebra.
Ako je Hopfovak-algebraH konacno-dimenzionalna, onda &P Hom,pH; H gbijektivan.

Primjer 6.1.13. Grupovna algebr&G diskretne grupés je kokomutativha Hopfova algebra.
Kao vektorski prostoikG je skup linearnih kombinacija elemenata grips koe cijentima iz
k. Mno enje nakG je linearno proSirenje mno enja na grupi, koje stog&emito nije komuta-
tivno, a jedinica jelg. Ono je komutativho ako i samo ako(eabelova grupa. Komno enje i
kojedinica su linearna proSirenja preslikavanja na elemengi@& zadanog sa

g gbg; g L
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Postoji antipod i on je linearno prosirenje preslikavanja koje je na elemeqgtidfa dano sa

Smg g ™

o o o o

Zaa orc &0 i at op 80 U kG produkt jea a' grcP hpe 8gn 1@n Y Pa sekG
ponekad zove konvolucijska algebra.

Primjer 6.1.14. AlgebrakpGgfunkcija ha konacnoj grupz je komutativha Hopfova algebra.
Zbog kona@nosti grupeG, kpGg t f: G N ku je konano-dimenzionalan vektorski pros-
tor. Mno enje je dano mno enjem po tkama, pa j&kpGgkomutativna algebra s jedinicom.
Komno enje i kojedinica zadani su s

@ aw;hg fpghg fq fplcqg

Komno enje @ qPFunpG G;kq FunpG;kqb FunpG;kqgje komutativno ako i samo ako
je G komutativna. Antipod je zadan s

Sfamg fm ‘g

Ako je grupaG konana, Hopfovoj algebrkG dualna je Hopfova algebrapGqg Zaista,
elementi okpGq dakle funkcije na, jednoznano se proSiruju d&-linearnih funkcija n&kG,
a one su upravo elementi algebarskog dytafaq i lako se vidi da su im strukture Hopfovih
algebri dualne.

Kao poojtenje odkpGgu kojem umjesto komanih gledamo algebarske grupe, regularne
funkcije na algebarskoj grugg nad poljemk cine Hopfovu algebr®pGg

Primjer 6.1.15. Hopfova algebra regularnih funkcij®pGq na a noj algebarskoj grupiG.
Neka jek polje. A na k-viSestrukosM je skup nultaki nekog skupa polinomamnrdimenzio-
nalnom a nomk-prostoruA™, za nekim. Ti polinomi generiraju ideall, uk-algebriOpA™q
polinomijalnih funkcija naA™, koja je izomorfna algebri polinomam varijabli s koe cijen-
timaizk,

Topologija ZariskoghaM je topologija u kojoj su zatvorene upravo podvisestrukostiioda to
su oni podskupov *, M koji su takalerk-viSestrukosti u ambijentno/™. Mor zam a nih
k-visestrukostf : M N N, M , A™ N , A" je preslikavanjd : M N N koje je regularno,
a to za a ne mnogostrukosti znada postoji globalno preslikavanje: A™ N A" koje je
danon-torkom polinomijalnih funkcija icija je restrikcijaf]y ~ f. Regularna preslikavanja
M N A zovemo regularnim funkcijama i . Algebra regularnih funkcijas mno enjem po
tockama je dakle

OmMg OpA™q{lv:
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Produkt u kategorijk-viSestrukostiMm N je skupM N , A™ A" AM "'s
induciranom strukturonk-viSestrukosti izA™ ". Lako se vidi da su morzmf : M N N
a nih k-viSestrukosti u prirodnoj bijekciji s homomor zmimkalgebri

f p fgOmMNgNOpMq

danim pretkompozicijom & te da postoji kanonski izomor zark-algebri

OpM  Ng Opviqbc OpNg

prirodan uM i N. PreslikavanjaM N OpM g f PRf |, se proSiruju do jake monoidalne antie-
kvivalencije Kartezijeve monoidalne kategorjeviSestrukosti i kategorije korwao generiranih
k-algebri bez nilpotentnih elemenata s monoidalnim produkbantkoji je tamo kategorijski
koprodukt).

Po Nullstellensatzu, ako je algebarski zatvoreno polje, mor znki-viSestrukosti iz aps-
traktne teke u M u bijekciji su s takama odM kao skupa. Pripadni dualni homomor zmi
k-algebriopM g N k  Op gsu evaluacijski funkcionali u danim tkamaev,: f PNf pg
Jezgre tih funkcionala su maksimalni idealdyM qi svi maksimalni ideali se pojavljuju na taj
nacin. Tockama odM dakle odgovaraju maksimalni ideali @M g

A na algebarskak-grupaje grupaG u kategoriji a nih k-viSestrukosti nad poljerk. Mor-
zammno enjam: G G N G dakle odgovara homomor zmk-algebri

m :0pGg N OpG Ggq OpGgb OpGq
koji je komno enje, kojedinica je dana s
- 0opGq N k;  f PRf peq
gdje jee PG jedinica, a antipod je dan s

iSfquq fpy 'g gPG; f POpGq

Time algebra funkcij® pGqgpostaje Hopfov&-algebra. Svaka komutativha Hopfokalgebra
koja je kon@no generirana kak-algebra i nema nilpotentnih elemenata izomorfn@p&qza
jedinstvenu algebarskkrgrupuG. Stovise ta korespodencija se prosiruje do antiekvivalencije
kategorija.

Poseban skaj a nih algebarskihk-grupa su linearne algebarske grupe. Linearna alge-
barska grupa je Zariski zatvorena podgrupa grGhe kg dakle podgrupa oL ,pkq koja
je skup nulteki nekog skupa regularnih funkcija &L kg Algebru regularnih funkcija na
GL ,kgmo emo opisati naprimjer na sljedenacin. Ako promatramdL ,pkgkao podskup od
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k2* A’ s obzirom na preslikavanid PN M!;pM  1q qj pea;::nu kojeM pridru uje kom-
ponente matric® i matriceM 1, onda jeOpGL ,pkggzomorfna kvocijentu algebre polinoma
u varijablamau}, uj zai,j  1;:::;n po idealu generiranom sa; u| uo L | uo
zai, k  1;:::;n, pricemu su funkcije| i uf de nirane zaM PGL,kgsaupMq M| te

u} pMqgq pM 1q' . Gornji indeks je ovdje indeks retka, a donji indeks stupca matrice.

Svaka a na algebarska grupa nad algebarski zatvorenim poljem je izomorfna nekoj linearnoj
algebarskoj grupi ([JantzenAGr], str. 51). Svaka linearna algebarska grupa nad oijean
kanonsku strukturu Liejeve grupe. Nain@l.,pCqje Liejeva grupa, svaki Zariski zatvoren
podskup je ujedno zatvoren u topologiji mnogostrukosti (jer su polinomi neprekidne funkcije
pa je skup nula kao inverzna slika po polinomu nule u polju zatvoren skup) i svaka zatvorena

podgrupa Liejeve grupe je Liejeva grupa.

Primjer 6.1.16. Proizvoljna komutativha Hopfovie-algebra kao Hopfova algebra globalnih
prereza strukturnog snopa a ne grupovkesheme Kategorija a nih algebarskik-viSestrukosti
se netrivijalno ula e u veu kategoriju a nihk-shema.

Sjetimo se da je spekt&pecA skup prostih ideal&-algebreA s topologijom Zariskogija
je baza dana glavnim otvorenim skupoviikg 0 f P A Kkoji se sastoje od onih prostih ideala
koji ne sadr ef . Na tom skupu zadaje se jedinstveni sieplgebriOgyeca takav da je na
glavnim otvorenim skupovim®specaPJr @ Arf  !sirestrikcija SOspeca Pt qnaOspeca Py
je kanonski homomor zank-algebriArf s N Arg !skadf dijeli g.

Uzimanje spektrd PNSpecA se proSiruje do antiekvivalencije kategor@emy” komuta-
tivnih k-algebri i najmanje pune te zatvorene na izomor zme potkategorije kategorije topolo-
Skih prostora opremljenih snopom lokalrkkalgebri; tu potkategoriju zovemo kategorija a nih
k-shemaA ,

Com® A
Svaka a nak-shemapX; Oy qje dakle po de niciji izomorfna spektru neke komutativike
algebre, naime algebre globalnih prereza smopa Ukoliko je ta algebra kor@no generirana

A™. Njene taeke su u kanonskoj bijekciji sa zatvorenintkama a ne shem&, a sve take
od X odgovaraju svim ireducibilnim podviSestrukostimaMd Te korespodencije se proSiruju
do netrivijalnog ulaganja kategorije a nik-viSestrukostiA Var  u kategoriju a nihk-shema,

AVar & A |;

I to ulaganje je kompatibilno s ulaganjem dualne kategorije &nogeneriranih komutativnih
k-algebri bez nilpotenata u kategoriju svih komutativkialgebri.

Ukoliko komutativnak-algebra ima strukturu Hopfove-algebre, po dualnosti se ta struk-
tura prenosi do strukture grupe u kategoriji a riihlshema, odnosno a ne grupovikesheme.
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Ulaganje kategorije a nilk-viSestrukosti u a n&k-sheme inducira ulaganje kategorije algebar-
skih k-grupa u kategoriju a nih grupovnik-shema,

GrppA Var (& GrppA (g

i to ulaganje na dualnoj strani odgovara ulaganju kategorije &mma@eneriraninh Hopfovilk-
algebri bez nilpotenata u kategoriju svih komutativnin Hopfdedlalgebri. Za razliku od alge-
barskihk-grupa koje se gledaju nad poljekn k-sheme i grupovn&-sheme promatramo nad
proizvoljnim prstenonk.

Komutativni Hopfovik-algebroidi poopuju dalje ovaj primjer kao struktura na komutativ-
noj k-algebri koja po dualnosti odgovara strukturi grupoida na akwshemi.

Primjer 6.1.17. Hopfova algebra reprezentativnih funkcigeppGgna kompaktnoj topoloskoj
grupi G. Neka jeG kompaktna topoloska grupa. Ozmao sCpG; Cqalgebru neprekidnih
funkcija naG s vrijednostima (C. Za funkcijuf P CpG; Cgka emo da jereprezentativnako
je skup njenih lijevih translacija po svim elementima @konacno-dimenzionalan vektorski
potprostor odCpG; Cq gdje je lijeva translacija zg funkcijef de nirana sa

h PNf pg thg hPG:

Lako se vidi da jd reprezentativha ako i samo ako se pojavljuje kao komponenta matrice neke
konacno-dimenzionalne kompleksne reprezentacije g@p&laime, ako je : G N GL,pCq
reprezentacija o@, iz py ‘hq g g phgimamo j py *hq « kP g phgsto
pokazuje da se za svagifunkcijah PR i I thgmo e prikazati kao linearna kombinacija

dimenzionalni potprostor 0@ pG; Cqde niran tako reprezentativnom funkcijom jeibo inva-
rijantan s obzirom na djelovanije lijevim regularnim translacijama gpaCpG; Cqg

Lako se vidi da je algebeppGgHopfovaC-algebra, uz standardni koprodukt, kojedinicu
I antipod za algebru funkcija na grupi,

1

@ am;hg fpghg g fplcqg iSfawa fp g

zaf PRepaGqi g, h PG. [Khalkhali] str. 33.

Ako je G Liejeva grupa, algebreppGgje podalgebra algebre glatkih funkcif pG; Cqs
vrijednostima uC. Naime, svaki neprekidni homomor zam Liejevih grupa je automatski glatko
preslikavanje, pa je svaka neprekidna kamadimenzionalna reprezentacija Liejeve grupe i
time svaka reprezentativna funkcija glatka. [Timmermann] str. 33.

Primjer 6.1.18. Univerzalna omotacka algebrdpggLiejeve algebray je kokomutativha Hop-
fova algebra. Po de niciji [BourbakiLie, Helgason, CannWeinst], univerzalna ochatalgebra
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Upgq Liejeve algebrey je kvocijent tenzorske algebfepgg ~ v 0g”" po dvostranom idealu
| generiranomgby yb x r x;yszax,yPg,

Upgg  Tpoadl:

To je asocijativha algebra i kanonsko preslikavanjg N Upgg inducirano prirodnom ink-
luziiom g & Tpyg je univerzalno u smislu da se svako linearno preslikavanjg N A cija
je kodomena asocijativna algebra i za koje vrijadix; ysq apxoapyq apycapxqgna jedins-
tveni nain faktorizira krozi. KoristeCi univerzalno svojstvo ot pgqlako se vidi da su dobro
de nirani i jedinstveni homomor zmi algebri: Upgg N Upgg b Upggi : Umg N K, te
antihomomor zam algebrs: Umg N Upgg odredeni sa

Xg 1bX Xbl Xaq O SXq X

zaX Pg. Zatim se provjeri da jUpgg  ; ; S gkokomutativha Hopfova algebra. Ona je ko-
mutativna ako i samo ako ppabelova Liejeva algebra i tadalfggjednakaSpyg simetrcnoj
algebri odg. [Khalkhali]

Za kon&no-dimenzionalnu Liejevu algebiy elementiX,;* X" za 1;:::; o ¥ 0,

Birkhoff-Wittovom teoremu.

Primjer 6.1.19. Algebarski dualUpg-q univerzalne omotacke algebtdpg-qje unutrasnja
Hopfova algebra u kategoriiroVectFin, dualna Hopfovoj algebti pg- qu indVectFin. Alge-
bra J8 pG; eqformalnih funkcija oko jedinice Liejeve grugcija je Liejeva algebra" njoj je
izomorfna unutrasnja Hopfova algebra u kateggmipVectFin.

Algebarski dualUpg-q mo emo shvatiti i u terminima formalne geometrije na Liejevoj
grupi G cija je Liejeva algebra“. Sjetimo se da je svaka Liejeva gru@aujedno analitka
mnogostrukost sa strukturom grupe za koju su mno enje i inverz alaipreslikavanja. Ana-
liti cke funkcije n&G (i globalne i one de nirane na okolini jedinic® odredene su svojim redom
oko jedinicee. Po teoremu E. Borela [EBorel] svaki red potencija Taylorov je red neke glatke
funkcije oko0. Formalna funkcijaoko tocke e na analitckoj mnogostrukostM je klasa ekvi-
valencije parovalJ; f qgdje jeU Qe domena otvorene karte ok f : U N R glatka funkcija
pri cemu su dvije funkcije u istoj klasi ako i samo ako imaju jednake Taylorove redeve u
nekoj karti. Ta relacija ekvivalencije ne ovisi o0 izboru karte jer su prijelaziurieartama anali-
ticki. Formalne funkcije & cine algebru® pM; eqs obzirom na aritmetiku formalnih redova.
Nas zanima skeaj kad jeM G i eje jedinica Liejeve grup&. Algebral® pG; eqformalnih
funkcija oko jedinice Liejeve grup& izomorfna je upotpunjenoj simetrioj algebriSpy q
a algebra analitkih funkcija njena je podalgebra. Algebtipg-qje Hopfova algebra lijevo
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invarijantnih diferencijalnih operatora na Liejevoj gripj ona je beskorano-dimenzionalna i
Itrirana stupnjem diferencijalnog operatora, dakle objekhdVectFin. Sparivanje

x;y: Upgtqb J® pG;eq N R

je de nirano kompozicijom djelovanja diferencijalnog operatora na funkciju i evaluacije rezul-
tata u jedinicie, to jestxD;f y: Df peq to sparivanje poistovjaije dualnu algebru odpg-q
s algebrom formalnih funkcija oko jedinid® pG; eq Vise detalja je u pododjeljku 9.6.5.

Mi €emo, na temelju propozicije 5.3.5 o dualnosti u kateganiiproVect, pokazati da
je Upg-g unutrasnja Hopfova algebraproVectFin dualna Hopfovoj algebriypg- g vidi is-
kaz propozicije 9.4.3. Time dakl#® pG;eq Upg-q postaje unutrasnja Hopfova algebra u
proVectFin, dualna Hopfovoj algebitipg- g

Primjer 6.1.20. Kvantizirana univerzalna omotacka algebtgpgygza kon&no-dimenzionalnu
kompleksnu poluprostu Liejevu algebgye Hopfova algebra. De nicija kvantne grupépsl,q
dana je u pododjeljku 9.9.1.

6.2 Moduli i komoduli

De nicija 6.2.1. (Unutarnji) ljevi modul nad monoidonpd; ; g u monoidalnoj kategoriji
V pV:b:k:a;l;rqje parpM; qgdje jeM objektuVi :Ab M N M morzam (koji
nazivamo lijevo djelovanje monoid& na objektM ) takav da vrijedi

e
<

pida b g axam p bidua pAb AgbM N

p bidug Iu:kbMN M:

Desni modul nad; ; qje parpN; qggdje jeN objekti : N b A N N mor zam (koji
nazivamo desno djelovanje monoidana objektN ) takav da vrijedi

p bidaq pidy b d anaa:PNbAgbAN N

pidyb g rn:NbKkN N:

Lijevi (odnosno desni) modul nad bimonoid@Bt ; ; ; qu simetrcnoj monoidalnoj kate-
gorijiV p V;b;k;a;l;r; gje (odnosno desni) modul nad monoid@By ; g

6.2.2. Ponekad je, posebno uanima, korisno za lijevo djelovanje monoida koristiti simiol
| za desno djelovanje simbal(ponekad s dodatnim modi katorima, npr. donjim ili gornjim in-
deksima). Naime, ti simbo6ie u ra&unima s (geneckim) elementima slijediti sintaksu binarne
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operacije, dakléfn; hqpisattemon Yh. U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji gore navedena
svojstva su redom, za lijevi modul:

aYpalYmg paalgYm; 1La,Ym m
| za desni modul:
mzaqza' nZpaalg nNzla n:

Komno enje u bialgebriB omogi€ava da tenzorski produl&-modula budeB -modul,
tj. omogLtava de niciju tenzorskog produkta u kategofjirmodula.

De nicija6.2.3. NekajemB; ; ; ; gbialgebra u simetdnoj monoidalnoj kategoriy/. Ten-
zorski produkt desniB -modulapM; v qbpN; yqje desniB-modulpM b N; v pnQu kojem
je mbn kompozicija (zapis je bez asocijatora)

bidg

MbNbB™YR® MbNbBbB ™ W ™ MbBbNbDB YR" M b N:

Sto je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji,maPM ,n PN, bPB,
pmb ngzb p mZhyeq bz e
gdje smo sva djelovanjay, n, mbpn 0znaili simbolomz.

Slicno, kojedinica bialgebreB de nira strukturu desno® -modula na jedirinom objektu
k koju nazivamadesni trivijalni B-modul, naime

Kk Ik pldkb QKbBNk
gdje jerx: kb k  k koherencija jedinice. U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, zB Kk,
bPB,toje
Zb 9001

Time kategorija desniB -modula postaje monoidalna kategorija kojoj je jedmiobjekt trivi-
jalni B-modul.

Slicno se za bialgebrB de nira tenzorski produkt lijevinB -modula i trivijalni lijevi B -
modul, Stocemo navesti u sljedej propoziciji.
Propozicija 6.2.4.Neka jeB bialgebra u simetricnoj monoidalnoj kategorpV/; b ; k; a;l;r; g

Tada je kategorija lijeviiB -modula uV monoidalna kategorija. Naime, akosy : Bb M N
M i n:Bb N N N lijevaB-djelovanja, tada je formulom (bez pisanja asocijatora)

dano lijevoB-djelovanje na tenzorskom produlkiti b N, a jedinicni objekt je trivijalniB -
modul koji je dan objektork s djelovanjenB b k W kb kKN k.
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U slucaju kad jeV kategorija vektorskih prostora, akoBeHopfova algebra, onda uz poimo
njenog antipod& na dualuM HomypM; kgH -modulaM dobivamo strukturu "dualnog”
modula saph Yf qpng:  f pSphgYmaako je modul lijevi, odnosngf Zhgmgq f phZ Spmqq
ako je desni, zdh PH,f PM , m P M. Dakle reprezentacije Hopfove-algebrecine
monoidalnu kategoriju s dualima.

Komoduli nad koalgebrom su pojam dualan pojmu modula nad algebrom.

De nicija 6.2.5. Neka jepC; ; gkoalgebra u monoidalnoj kategorf p V;b;k;a;l;rg
Lijevi C-komodulje parpM; qgdje jeM objektuVi : M N Cb M mor zam (koji zovemo
lijevo kodjelovanjg¢takav da komutiraju dijagrami

M /ICh M
idchb
CbM ————JiCb CqbM —_——JCbpCb Mq

M—JICbM

bidy

'
kb M

DesniC-komodulie parpN; ggdje jeN objektuVi :N N N b C mor zam (koji zovemo
desno kodjelovanjdakav da sljed@ dijagrami

N INb C
bidc

N;C;C

N—/NbC

idy b
N b k
komultiraju.

6.2.6. Za kodjelovanja se prosiruje Sweedlerova notacija, gt#ia s oznakonys pripada mo-
dulu. Za desna kodjelovanja tako piSempnq Nros b Nis, @ za lijeva kodjelovanja

pmq m; 1sb ms. Prvii drugi aksiom desnog komodula su tada (koherencije su za-
nemarene u notaciji)

Nros b nrlspl.qb Nrispq Nrosios D Nrosns D Negs Nros D Nr1s D Npgs;

Nros M1 N;
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a prvi i drugi aksiom lijevog komodula
my lsplqb my 1s;2qb Myos my lsb Miosr 1sb Mrosios - m; Zsb m, 1sb Myos;

PMr 1s0Mios m:

6.2.7. Ako je gB; ; ; ; g onda je kategorija lijevitB-komodula takder monoidalna uz
djelovanje na tenzorski produkt objekata dano s

M; mgbpN; ng: pMb N;p bidy bidyg pdsb wmg bidvg pmb n~qq
ili, u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, s

MbN M b ng me 14N¢ 1sb ersb Nros:

Kategorija desnilB -komodula takder je tada monoidalna uz djelovanje na tenzorski produkt
objekata dano s

r.’\/l, MQb[j\l, N(: prN,debldNb q pdmb B:N blqu p|\/|b N dq

Sto je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji

MbN M b ng ersb nrOsb My15Nr1st

6.3 Hopfovo djelovanje i poludirektni produkt

Neka jeB bialgebra u simetcnoj monoidalnoj kategorij)y/. Algebru u monoidalnoj kategoriji
lijevih (desnih)B-modula zovemo lijevom (desnonB-modulnom algebrom, a pripadri®-
djelovanje HopfovimB -djelovanjem na tu algebru, kako je opisano u slfEgele niciji.

De nicija6.3.1. NekajepA; a; aQalgebraipB; g; g; ; gbialgebra u simetcnoj mono-
idalnoj kategorijiV. Desno djelovanjé: A b B N A je desnaHopfovo djelovanjésinonim:
A je desnadB-modulna algebraako dijagrami

idab agp bidg

AbAbB—"" JApAbBDB IAbBb Ab B
Zbz
. Ab A
Ab B . IA

komutiraju.
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U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, uvjeti da je desno djelovanje Hopfovo mogu se zapi-
sati, zaa, a'PA, b, b* PB, kao

ppaqzb p azbyam'z beq

1nZb  pofla

De nicija 6.3.2. Poludirektni produkiengl. (smash produgB 7A bialgebregB; 5; g; ; Q
i desneB -modulne algebr@A; A; aqu simetrcnoj monoidalnoj kategoriy/ sa simetrijom
je monoidB7A p B b A; g7; s7aQquV gdje je mor zam mno enja g7a kompozicija

B b AgbpB b Aqg
idgpab bida
pPB b AgbpB b BgbAq
idgb ag bidgbida
BbBbAbBbA

5 bp3bida g
BbpAb Aqg

I jedinica g7a s b A (bez pisanja koherencija).
De nicija mno enja i jedinice u poludirektnom produktu mo e se u apstraktnoj Sweedlero-
VOj notaciji zapisati
ragp7a’q b, 7m Z bpcp' a;a'PA; b;0PB;
lg7a  1g71a;

gdje (radi naglaSavanja) piSerad: ab b Primijetimo podalgebrég7A A iB7l, B.
Slicno de niramo lijevo Hopfovo djelovanj¥: B b A N A i poludirektni produkiA78, u
apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji

bYmaq phugYaq meqYa'y

bY1a  poofla
pg@' g afy,Ya'qhe;  a;a'PA;b;HPB
Mno enje na poludirektnom produkt& 7B (odnosnadB 7A) je de nirano upravo tako da prosi-

renje Hopfovog djelovanjB naA i djelovanjaA naA induciranog mno enjem bude djelovanje
A7 naA (odnosnd 7A naA).
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6.4 Hopfovo sparivanje, Heisenbergovo udvojenje

De nicija 6.4.1. Hopfovo sparivanjelviju Hopfovih algebriA i H u simetrcnoj monoidalnoj
kategorijiV p V;b:k;a;l;r; gjemorzamx;y: Ab H N k uV sa svojstvima:

xab;hy xab b; hy,

Xla;hy  phg

x a;hb gy xa;hgy,

g xa;lyy,

xSa;hy xa;Shy
u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, zab P A, h, g P H, pri cemu je sparivanj& b A i
H b H inducirano sparivanjem po komponentama.

Drugim rijecima, mno enje naH je formalno dualno komno enju nA, mno enje naA
formalno dualno komno enju nA i antipodi su im mdusobno dualni.

6.4.2. Neka je sad& konacno-dimenzionalna Hopfovealgebra. Tada je njek-linearni dual

A HomypA; kg Hopfovak-algebra na jedinstveni nm takav da je kanonsko sparivanje
x;y:Ab A N k,xa;fy f pag Hopfovo sparivanje. 1z osnova linearne algebre znamo da je
to sparivanje nedegenerirano u obje varijable. Mno enfe ude nirano tako tada nije nu no
standardno mno enje funkcionala pat@ma. Tada mo emo de nirati Hopfova djelovanja

Z:AbA NA >:AbA NA
u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji sa:
dzf X dygf ydeg d>f  faxd; frgy:

BudLEti da je sparivanje nedegenerirano mo emaoi da je prvo djelovanje Hopfovo djelovanje
odredeno jedinstveno saxd Z f;gy x d;fgy za svakig P A , a drugo Hopfovo djelovanje
odredeno jedinstveno sae;d> fy x ed;fyza svakie PA.

De nicija 6.4.3. Heisenbergovo udvojenjkonacno-dimenzionalne Hopfovk-algebreA je
poludirektni produkiA 7A s obzirom na desno Hopfovo djelovarjélopfove algebréd naA
kao iznad:

fd ge fguq/®Zgo® fOme/dng Gogydee

u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, tzag PA , d, e P A. Isti produkt naA b A dobije se
od lijevog djelovanja od A naA de niranog iznad jer je:

f Poaq> 998 fOmeXdpng Gogy toq®  FOpaq/dpg Grogydoc€  FO a0l Z Qoo
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Propozicija 6.4.4. Neka suA i H Hopfove algebre u simetricnoj monoidalnoj kategoNiii
neka jex;y: Ab H N k Hopfovo sparivanje . Tada su mor zmi W/

Z:AbHN A, >:AbHNH
de nirani kao kompozicije

5 AbH 22 A AbH " AbHD A khbA— A

s AbH 2 U A HOH ™ S HpAbH Y™ Hpk—H
tj. u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, E&P A, f PH, sa:
dzf X dyg f ydeg d>f  faxd; fogy

redom desno i lijevo djelovanjeV. Ta djelovanja de niraju isti poludirektni produkt 7A.

6.5 Yetter-Drinfeldovi moduli i modulne algebre

U ovom odjeljku koristimo apstraktnu Sweedlerovu notaciju bez napominjanja.

De nicija 6.5.1. Neka jeH bialgebra u simetdanoj monoidalnoj kategorij/. Desno-lijevi
Yetter-Drinfeldov modul nad bialgebrokh je objektM u V koji je desniH-modul uz desno
djelovanjez: M b H N M i lijevi H-komodul uz lijevo kodjelovanje: M N H b M, u
apstraktnoj Sweedlerovoj notacifi PNm, 1sb m;,qs, takav da zadovoljava Yetter-Drinfeldov
uvjet kompatibilnosti:

NN Z g 1sbPMZhpgos My 1shmg D PMigsZhpg h PH;m PM:

6.5.2. Objekti kategorije desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebidnu V su
desno-lijevi Yetter-Drinfeldovi moduli, a mor zmi te kategorije su mor zmi desiiikmodula
I lijevih H-komodula. Ona je monoidalna kategorija uz tenzorski produktiudjelovanje i
kodjelovanjeH na tenzorske produkte objekata de nirano na sliaecin. Desno djelovanje
H natenzorski produk¥l b N ijedinicni objektk de nirano je sa:

MbNbHRN Mb N; pmb ngzh pmZhygbpzheg

kb HN k; Lczh  pholk

a lijevo kodjelovanjeH naM b N i k sa:
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kN Hbk; 1, bN1, b 1,

Lako se provjeri da ta preslikavanja zadovoljavaju aksiome za djelovanje odnosno kodjelova-
nje. Kodjelovanje ovdje nije de nirano kao standardno kodjelovanje u monoidalnoj kategoriji
lijevih H-komodula, vé je redoslijed faktoran, isi n, 15 ovdje obrnut. Uz ovako de nirano
kodjelovanje lako se vidi da je tenzorski prodiktb N desno-lijevi Yetter-Drinfeldov modul:

hegPM b Ngz hg 1sb ppm b ngz hgos
NeagPN Z hiad b pn Z hipgGg 15 b ppm Z hinad b pn Z hipgGos
s Z Niog® 160 Z NG 160 PM Z hgltos b PN Z hpghos (i)
Ny 1NpgM Z hp@ 16 b PM Z hyygtos b PNros Z hisgd (if)
Ny 1sMr 1sNpig 0 PMyos Z hpgd b PNios Z higgd
pmb ng 1shugb ppm b Nges Z hpyQ

pri cemu smo u (i) koristili Yetter-Drinfeldovo svojstvo &l (sah, umjestoh) i u (ii) Yetter-
Drinfeldovo svojstvo odM . Uz standardno de nirano kodjelovanje to ne bi vrijedilo. Ta mo-
noidalna kategorija ima predpleteastu simetriju (engl. pre-braiding)

mn -MbNNNDb M; mn EMb ng pnzm, 10b My
Lako se vidi da je svakiy.y zaista mor zam desnili -modula i lijevihH -komodula.

6.5.3. Algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebkbnu si-
metricnoj monoidalnoj kategorij/ je dakle algebrd! uV uzmnoenje y:M b M N M i
jedinicu v : k N M koji sumor zmi u toj kategoriji Yetter-Drinfeldovih modula. Detaljnije,
mno enje i jedinica su mor zmi desnikl -modula uV:

m m'gZh pmZhag pn'zheq

v Zzh L:zh  phal
to jest desno djelovanjeje Hopfovo djelovanje, i mor zmi su lijevilH -komodula uV:

1 1
pm mig i sbpm miges mMp My 16b MiesMip

1Hb1M 1Hb1|\/|:

Ta algebra jgletenicasto-komutativnako vrijedi v m:m v to jest ako je
m m? p m'z Mr 150 Myos;
gdje je predpletersasta simetrija u toj kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula.
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Napomena 6.5.4.Pretpostavimo da j& desniH-modul i lijevi H-komodul u simetgnoj
monoidalnoj kategorijV. Ako je (i) pripadno desno djelovanfe M b H N M Hopfovo dje-
lovanje, onda je dobro de niran poludirektni produktM i mo emo pripadno kodjelovanje
gledati kao mor zam : M N H7M . Koristeti mno enje na algebrid M sva dosad navedena
svojstva mo emo zapisati u keam obliku kako slijedi. (ii) Desno-lijevo Yetter-Drinfeldovo
svojstvo odM nadH je:

hpg PMZhy pmg h; mPM;h PH:

Ako je M algebra uV uz mno enje y i jedinicu y, uvjet da je ona (iii) pletemasto-
komutativha mo emo zapisati ovako:

m m! m!zZ png m;miPM

| zatim, ako vrijedi prethodno svojstvo, uvjet da je (i mor zam lijevih H -komodula uv
Mo emo zapisati ovako:

pm m'g  pn'y png m;m*PM:

Za algebruM u V koja je desniH-modul i lijevi H-komodul dovoljno je provijeriti (i), (ii),
(iii), (iv) redom da se utvrdi da je ona desno-lijeva pletasto-komutativna Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nad u V.

Analogno se de nira kategorija lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebrom
H, kako slijedi.

De nicija 6.5.5. Neka jeH bialgebra u simetdnoj monoidalnoj kategorijVV. Lijevo-desni
Yetter-Drinfeldov modul nad bialgebrokh je objektM u V koiji je lijevi H-modul uz lijevo
djelovanjeY: H b M N M i desniH-komodul uz desno kodjelovanje M N M b H, u
apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji PNm,gs b m,ys, takav da zadovoljava Yetter-Drinfeldov
uvjet kompatibilnosti:

mplq Yersq b hqumrls p hp2q YmorOS b phqu Ymorlshplq

6.5.6. Objekti kategorije lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebidnu V su
lijevo-desni Yetter-Drinfeldovi moduli, a mor zmi te kategorije su mor zmi lijevid -modula
I desnihH -komodula. Ona je monoidalna kategorija uz tenzorski produtiwjelovanje i
kodjelovanjeH na tenzorske produkte objekata de nirano na slgaecin. Lijevo djelovanje
H natenzorski produk¥l b N ijedinicni objektk de nirano je sa:

HbMbNRN M b N; hYpmb ng phygYmagb phe, Yng
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Hb kN k; hYl  phol

a desno kodjelovanjd naM b N ik sa:
M b N N M b N b H; m b n bNerSb nrOSb nrlsmrls

kN kb H; 1, N1, b 14

Kodjelovanje ovdje nije de nirano kao standardno kodjelovanje u monoidalnoj kategoriji desnih
H -komodula, vé je redoslijed faktoran, s i n;1s ovdje obrnut. Ta monoidalna kategorija ima
predpletersastu simetriju

vwn M B NNNbD M; vy BMb NG Nosb pnps Ymag

metricnoj monoidalnoj kategorij/ je dakle algebréd! uV uzmnoenje y: M b M N M i
jedinicu v : k N M koji sumor zmi u toj kategoriji Yetter-Drinfeldovih modula. Detaljnije,
mno enje i jedinica su mor zmi lijevihH -modula uV:

hYmm m'g phyqYmg e, Ymyg
hYl, hVY1y  pholk

to jest lijevo djelovanijéY je Hopfovo djelovanje, i mor zmi su desniH -komodula uV:

1 1
pm mJOrOprm m]qls Mios b Mg b My Mygs

1y b 14 1y b 14:
Ta algebra jeletenicasto-komutativnako vrijedi v .y v to jest ako je

1

1 1
m m ers pmrlemq;

Napomena 6.5.8.Pretpostavimo da j lijevi H-modul i desniH -komodul u simetgnoj
monoidalnoj kategorijV. Ako je (i) pripadno lijevo djelovanj&: H b M N M Hopfovo dje-
lovanje, onda je dobro de niran poludirektni produt7H i mo emo pripadno kodjelovanje
gledati kao mor zam : M N M 7H . Koristeti mno enje na algebrivl 7H sva dosad navedena
svojstva mo emo zapisati u keem obliku kako slijedi. (ii) Lijevo-desno Yetter-Drinfeldovo
svojstvo odM nadH je:

h png pheeYmgq hyg mMmPM;h PH:
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Ako je M algebra W uz mno enje ijedinicu , uvjet da je ona (iii) pletegiasto-komutativna
Mo emo zapisati ovako:

m mt  pnigYm; m;miPM
| zatim, ako vrijedi prethodno svojstvo, uvjet da je (ivmor zam H -komodula uv mo emo

zapisati ovako:
pm m'g  pn'y png m;m*PM:

Za algebruM u V koja je lijevi H-modul i desniH -komodul dovoljno je provijeriti (i), (ii),
(i), (iv) redom da se utvrdi da je ona lijevo-desna pletasito-komutativna Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nald u V.

6.6 Tenzorski produkti nad unutrasnjim monoidom

6.6.1 Tenzorski produkt nad bazom

De nicija 6.6.1. Neka jeV p V;b;kgmonoidalna kategorija koja dopusta koujeditelje i
neka oni komutiraju s tenzorskim produktom. Nekgfe ; gmonoiduV, :Nb RN N
desnoR-djelovanjei : Rb M N M lijevo R-djelovanje. Tenzorski produktlesnog (unu-
tarnjeg) R-modulapN; qi lijevog (unutarnjeg)R-modulapV; qje koujednaitelj (s vrhom
NbrM)

bid
NbRbM 'dIbM INbM —— INbgM 6.1)
1an

Monoid R cesto zovemo baza tenzorskog produlita. Da bismo razlikovali tenzorski
produktb r od monoidalnog produktaVd, zovemo ga i tenzorski produkt nad monoid@nfili
bazomR). U dijagramu (6.1N br M oznaava vrh koujedngtelja koji je samo objekt v
bez dodatnih djelovanja. Taj vrh taler smatramo tenzorskim produktom nad monoid®m

6.6.2 Unutrasnji bimoduli

Neka suR; S monoidi u monoidalnoj kategorify p V;b;k;a;l;rqg

De nicija 6.6.2. R-S-bimodulje trojkapM; gr; sqQtakva da jeM objekt uV, parpM; rqje
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lijevi R-modul,pM; sqgdesniS-modul i djelovanja g i s komutiraju u smislu da dijagram

RbMgbs-—"2 /M ps

N

aRM:s M
t]

komutira.

6.6.3 Tenzorski produkt unutrasnjih bimodula

Malo viSe pa nje moramo posvetiti tenzorskom produktu nad monoidom modula s bimodu-

lom, bimodula s modulom ili bimodula s bimodulom, u nekoj monoidalnoj kategdrijDa

bi dodatno djelovanje na bimodulu, koje nije iskoristeno u tenzorskom produktu modula, indu-

ciralo djelovanje na tenzorskom produktu modula potrebno je da kowggdliakomutiraju s
tenzorskim produktom u smislu de nicije 2.2.5.

Neka je dakleR p R; r; rgmonoid uV ineka suNg p N;SqterM p M;>qredom
desni i lijeviR-modul uV. Tada je tenzorski produkiN; Sq br pM; > gmodula koujedneitel;

uVv
Shidy

idy b»>

Naravno, taj koujedra@telj ne mora uvijek postojati. Obno sam vrh koujedrdtelja takaer
zovemo tenzorskim produktom i oztevamo pojednostavljerid b g M .

NekajeS pS; s; sgmonoid uVinekajerMs p M;>gr;SsqunutradnjiR-S-bimodul
uV. To znai da djelovanjar i Ss komutiraju u smisludar pidrb Ssq Ss p>rbidsq: Rb
M b SN M. Pretpostavimo da monoidalni produktMukomutira s koujedreiteljima. To
znai da ako tenzoriramo dijagram za koujeditalj (6.2) saS zdesna, dobitemo dijagram za

koujednaitelj, pa mo emo Kkoristiti njegovo univerzalno svojstvo. Ukoliko tenzorski produkt

pN; Srq br pM; > rq postoji, tada njegov vrh ima desno djelovanjed S dano univerzalnim
svojstvom koujednatelja:

Sbidy bids
NbRbMDbS NbMbS—I/NgbrrMb'S
. |dNb>b|dS
IdNbRbés idNb§3
Sbidm
NbRbM NbM ——/NgbrrM
idNb>
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Time dobivamo desni unutrasSrg-modulNg br g Ms u V. Analogno, promatrajti dodatno
ljevo pP; p; pQdjelovanje na\, tenzorski produkt unutrasnjé®-R-bimodulap Ng i unu-
traSnjegR-S-bimodulag M 5 postaje unutrasnp-S-bimodulrN bgr Ms pNgr brrMs.

Ukoliko je A monoid u monoidalnoj kategori/ s koujednaiteljima koji komutiraju s
tenzorskim produktom tada kategorabimodulap, Va; b o; Aqi preslikavanja bimodula ima
strukturu monoidalne kategorije.
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Poglavije 7
Unutarnji bialgebroid i Hopfov algebroid

Ovo poglavlje bavi se internalizacijom pojmova bialgebroida i Hopfovih algebroida. Ova di-
sertacija je uglavnom postena razradi neke klase unutarnjih Hopfovih algebroida u kategoriji
indproVect ltrirano-ko ltriranih vektorskih prostora.
Najprije, radi motivacije (i objasnjenja nekih pojmova iz uvoda disertacije)dbesmo po-
jam grupoida i njegovog po@enja u monoidalnim kategorijama, unutarnjeg grupoida. Naime,
dualni objekt grupoidu, kogrupoid u simetnioj monoidalnoj kategoriji komutativnik-algebri
je komutativni Hopfov algebroid nad komutativnom bazom. Komutativan bialgebroid je gotovo
komutativan Hopfov algebroid, jedino mu nedostaje jedan strukturni mor zam, antipod.
Nekomutativho poopenje su asocijativrik-bialgebroidi iz [Lu], cija aksiomatika je dalje
raspravljana u [Xu, BrzMil, BohmHAIg, SS]. U drugom odjeljku radugemo internaliziranu
verziju tog pojma (prema G. Bohm [Bohmint]) u kontekstu sinuetei monoidalne kategorije s
koujednaiteljima koji komutiraju s tenzorskim produktom. Na toj internalizaciji bialgebroida
u trecem odjeljku baziramo novu de niciju internaliziranog Hopfovog algebroida. Opravdanje
same de nicije zahtijeva nesto viSe pa nje nego u kategoriji vektorskih prostora, gdje je de ni-
ciju simetrcnog Hopfovog algebroida razvila G. Bohm [BohmAlt, BohmSzlach] ispradjaju
neke nedostatke nesimetnih Hopfovih algebroida prema J-H. Lu [Lu].

7.1 Grupoidi i unutarnji grupoidi

Ovaj odjeljak nije koristen u formulaciji i dokazivanju novih rezultata u disertaciji, ali pripada
pojmovlju koje motivira koncept Hopfovih algebroida. Naime, koma generirani komutativni
Hopfovi k-algebroidi bez nilpotenata su unutarnji kogrupoidi u kategoriji kmagenerira-
nih komutativnih algebri bez nilpotenata, odnosie kategoriju dualnu kategoriji grupoida u
kategoriji a nih k-viSestrukosti.

Pojam grupoida je u matematiku uveo H. Brandt [Brandt] 1927. godine kao skup s asoci-
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jativnom parcijalno de niranom binarnom operacijom koja zadovoljava niz aksioma. Modernu
de niciju, internalizaciju i geometrijske primjene razvio je C. Ehresmann. Slijedi moderna
de nicija.

De nicija 7.1.1. (Diskretan)grupoidje mala kategorija u kojoj je svaki mor zam invertibilan.
Mor zam grupoidaje funktor. Diskretni grupoidi i njihovi mor zmicine kategoriju

Gpd GpdpSetg

Ako je G diskretan grupoid njegovi objektine dakle skufis, i mor zmi skup G;. Svakom
mor zmu f iz G; mo emo pridru iti njegovu domenwomg gi kodomenucodd g Sto de nira
preslikavanjadom, cod: Gy N G,. Skup svih parovag;fq PG, G, koji su kompozabilni,
tj. za koje vrijedicodyqg domg g je povlakG; g, Gi dan univerzalnim konusom

p2
C':‘l Go Gl —/Gl
p1 cod

-
Gl dom GO

Dakle, kompozicija je preslikavanj@: G; ¢, G1 N Gy, mpg;fq g f. Uveli smo novi
simbolm jer cemo Koristiti kompoziciju preslikavanja s drugim preslikavanjima.

Propozicija 7.1.2. Grupoid G je odraden sedmorkorpGy; G1; dom; cod m; 1;iqg gdje jeGy
skup objekata (ili jedinica) grupoidaG; skup mor zama grupoidadom: G; N Gq funk-
cija uzimanja domenegod: G; N Gy funkcija uzimanja kodomene): G; ¢, G1 N Gy,
m;fq PNg f funkcija kompozicijel: Go N Gy, x PNidy funkcija uzimanja identitete i

i: G, N Gp, f PNf ! funkcija uzimanja dvostranog inverza. Ta strukturna preslikavanja
zadovoljavaju sljedece identitete

m pm g,ide,q m pidg, ¢, MY Gy ¢, G1 o, G1 N Gy; (7.1)
cod pp cod m; dom p, dom m; (7.2)

dom 1 idg,; cod 1 idg,; (7.3)

m pidg, ,19 idg, m pl g,idg,qG (7.4)

uz identi kacijeG; ¢, Go Gi1 Gy g, G, te zahtjeve za funkciju uzimanja inveiza

dom i cod <cod i dom; (7.5)
G, &/G1 &, G1 gPida G, (7.6)
\ m/
(Gl
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De nicija 7.1.3. Grupoid u kategorijiC je sedmorkagiGo; G1; dom; cod; m; 1;iqu kojoj su
Go, G objekti uC, postoje povlacG; ¢, G11G; g, G1 g, Go, adom, cod: G, N Go,

m: Gy 6, G1 N Gi,1: Gy N Gyii: Gy N Gy sumorzmiuC koji zadovoljavaju iden-
tite (7.1), (7.2), (7.3), (7.4), (7.5), (7.6) u kategofiji Mor zam grupoidau C,

F p Fo; F1g: pGo; G1; dom; cod, m; 1;iq N pGy; GL; dom’; cod' m% 1% i'g

je par mor zamaF,: Go N G}, F1: G} N G} u C koji komutiraju sa strukturnim mor zmima
u smislu da vrijeddom' F; Foq dom,cod F; Fo codFo m m! Fo,F; 1 1! Fy
iit F, Fy i.GrupoidiuC injihovi mor zmi cine kategoriju

GpdpCq

Osim diskretnih grupoida, tj. grupoida Set, poznati geometrijski primjecine Liejevi
grupoidi. Liejev grupoid se mo e de nirati kao unutarnji grupoid u kategoriji glatkin mno-
gostrukosti. Kategorija glatkih mnogostrukosti nema ujeitee nekih glatkih preslikavanja
pa ne dopusta ni povlake proizvoljnih parova mor zama s istom kodomenom. Ipak, povlaci
G: g, Gi (iiteracije) postoje ako sdomi codsubmerzije. Stoga Liejev grupoid apio de -
niramo pom@u podatakds,; G;; dom; cod, m; 1;i kao gore s dodatnim zahtjevom dadam
I codsubmerzije.

De nicija 7.1.4. Kategorija komutativnih Hopfovilk-algebroidggGpdpCom"qdP je katego-
rija suprotna kategoriji grupoida u katego@om," suprotnoj kategoriji komutativnih algebri
nadcvrstim poljemk. Komutativni Hopfok-algebroidje objekt u kategoriji

pGpdpCom qdP:

U algebarskoj geometriji se kategorifzomy” obicno identi cira s jednom geometrijskom
kategorijom, kategorijom a nitk-shemaA , vidi primjer 6.1.16. Ekvivalencija kategorija
koja realizira tu identi kaciju je dana funktorom spektra komutativhog prstena

Spec: Con® A :

Funktor Specprebacuje tenzorski produkt algebri u kategorijski produkt, a tenzorski produkt
nad baznom algebrom u povi@pe@B b, Bq Spe® gpen Sped. Dakle, kategorija
komutativnih Hopfovihk-algebroida je dualna kategoriji grupoida u kategdijix, a ponekad
se tako i de nira. Ukoliko je Hopfov algebroid kooao generiran bez nilpotenata, mo emo
umjesto s a nimk-shemama raditi s a nink-viSestrukostima, vidi primjer 6.1.15.

Mor zme k-algebri koji po dualnostk-algebri i a nih k-shema (odnosnk-viSestrukosti)
odgovaraju strukturnim mor zmima zvaemo dom , cod, m , 1
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I , a projekcijama povlaka su dualni mor zrty, by, idn, Py, idn, by 4, P, koji
su injekcije koprodukta @omy. Sjetimo se da su ti dualni mor zmi dani pretkompozicijom,
npr.cod cod
Eksplicitnije, u terminima kategorij€omy (usporedi [Ravenel]), komutativni Hopfov al-
gebroid je dan podacim@d;Ho; ; ; ;; ggdje suHq, H; P Come komutativnek-algebre
S mno enjimamy,, My, i jedinicamaly,, 1n,, @ , :Ho N Hi, @ Hi N Hiby, Hy,
:H1 N Hp, :H:N H; morzmi komutativnih k-algebri koji zadovoljavaju identitete

P bHo idqu pidHleo q - Hlﬂ HleoHle0 Hi; (77)
bHo 1H1 ; 1H1 bHo ; (78)

o idhiy: (7.9)

pdu, br, q idu, P buoidn,q (7.10)

gdje su identi cirani vektorski prostoi b y,Ho Hi Hobu,H3, te zahtjeve za antipodno
preslikavanje ,
: X (7.11)

H, (7.12)

Hy Hyb o Hy M,

my, p bidg

Primijetimo da je kod komutativnih Hopfovih algebroidazomor zam komutativnih algebri.

7.2 Unutarnji bialgebroid

U ovom odjeljkuV p V;b;k;a;l;r; qje ksirana simetrcna monoidalna kategorija koja
dopusta koujedratelje koji komutiraju s tenzorskim produktonu smislu de nicije 2.2.5. Te
pretpostavke su potrebne da bi mogli de nirati pojam unutrasnjeg bialgebroida.

7.2.1 Pripremne leme

U sljede&eem nizu lema u svakoj sljedej lemi koristitce se: notacija uvedena u prethodnim
lemama i izmdu lema, te svojstva objekata tako ozeaih dokazana u prethodnim lemama.

7.2.1.Nekasun; ; LqipH; w; ngmonoidi uV. Kako koujednaitelji komutiraju s ten-
zorskim produktom, dobro je de nirana monoidalna kategdrijhimodulap V ;b ;Lg
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Lema7.2.2.Nekasu : L N H, :L° N H morzmi monoida W za koje vrijedi

H HH P b g wpbog (7.13)

Tada jeH unutarnji L-bimodul preko lijevog djelovanjay p b idyqi desnog djelovanja
H wH Pidyb g

Dokaz. Dokazujemo prvo dajey p b idyqlijevo djelovanje. Imamo

H P bpwp bidiggg w ppw p b qgqbiduq
H PP Lqbiduqg
gdje smo u prvoj liniji koristili asocijativhosty, , a u drugoj da je mor zam monoida. Dalje,
za kompatibilnost sa jedinicomy primijetimo 4 pp Lgbidyq H prbidsg Iy
Slicnose dokaedajey nwn pidy b gdesno djelovanje.
Na kraju treba provjeriti da lijevo i desno djelovanje komutiraju, tj. da je

H P bpu wn pPidib 09d W ww PP W P bidyggb g:LbHbLKN H

Lijeva strana je jednakay p yw bidyq p b b idyq pd. b . g Desnastrana je
jednaka y p bp y p bidyggq rpw Stoje v ppw P b qgbidyg Lha
pa pretpostavka 7.13 svoditona ppny P b g L.gbidyq LpnL Stoje jednako
H P ubidygg p b bidyg pLL bidyg LpuL . Jednakostlijeve i desne strane izlazi

sadaizo L b idyig Lpwr  idi b ony. [
7.2.3.Za i kao u prethodnoj propoziciji ozeano s~i ~ kompozicije:
L—/kb L-"2/H.b H L —/Lbk—"H.bH

\_/ \_/

U apstraktnoj Sweedlerovoj notacijito jedq 14 b pgi "dg pdqgb 14.

7.2.4.0znximOS ypn : P ub wq pdub py bidyqgi wpr : P b KHQ Ikl. Tada
jeprema 6.1.3H b H;, hpH; HbHgmMoNoid uVv.

7.2.5. Neka je kanonsko preslikavanjd b H N H b H, tj. koujednaitelj
HbLbH_ _HbH-—/Hb H

zalL-bimodulH. Lako se vidi da je tada takader koujednaitelj paralelnog para mor zama
HbH P~b idubHG Hbn PTD idhpHG

~bid
LbpHbHgq_ /;HbHgbpHbHg—YHbH—/Hb_H
“bid
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Lema 7.2.6. (i) Postoji jedinstveni takav da je sljedeti dijagram komutativan:

pHbHgbpH b Hg—=" /pH b Hq
bid

pHb, HgbpH b Hg----- “pH b Hq

(ii) Taj jedinstveni je desno djelovanje.

Dokaz. Jedinstvenost proizlazi iz razmatranja sljeelg dijagrama.

idb HpH

LbpHb HgbpH b Hq /LbpH b Hq
~bidbid( )~bidbid ~bid( )~bid
fHb HgbpH b HgbpH b Hg——"" JiH b HgbpH b Hq
Hbrbid HbH
pH b HgbpH b Hq /H b Hq
bid ‘
pHb HgbpHb Hg- - - - - — - — - - JpH b, Hq

Vertikalna preslikavanja desno na dijagramine dijagram za koujedcd#el] , a vertikalna
preslikavanja lijevo na dijagramcine dijagram za koujedidelj b id, jer u kategorijiV
koujednaitelji komutiraju s tenzorskim produktom. Gornji pravokutnik sekvencijalno komu-
tira zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta i srednji jer jg, 4 asocijativan, pa slijedi da
HbH kKoujedn&uje paralelni par vertikalnih preslikavanja lijevo na dijagramu. Zbog toga
postoji jedinstveni , iz univerzalnog svojstva koujedaitelja b id.
Doka imo sada da je desno djelovanje.

pHbLHgbpHRHGbpHbHa——"—JHb HagpHbHg

bidbid b id
HbHgbpHbHgbpHbHg—"""% /3ibHqbpHbHq
idb HpH idb HpH HbH
pHbHgbpHbHq oo /HbH(q
bid
prZquprHq 'Hb Hq

Komutativnost unutrasnjih peetverokuta proizlazi iz asocijativnosti ogy, 4 , de nicije od

i funktorijalnosti tenzorskog produkta, & id b id je epimor zam, pa je komutativan i vanjski
cetverokut.
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7.2. UNUTARNJI BIALGEBROID

HbHgbk —2"" /HibHgbpHbHg—""" JHbHq
‘bid ‘bid ‘

Hb Habk ——"*" /b HgbpHbHg——/pHb Hq

Komutativnost gornjeg trokuta, unutrasngitverokuta i vanjskogetverokuta prozlazi iz kom-
patibilnosti mno enja i jedinice u monoidd b H, funktorijalnosti tenzorskog produkta, de ni-
cije itoga da je desni unitor u kategoriji prirodna transformacija. Uzlboid je epimor zam,
pa komutira i donji trokut. ]

7.2.7. Neka je daljg H_ opremljen strukturom komonoidad; ; qu monoidalnoj kategoriji
L-bimodula. Dakle,: H N H b_ H je koasocijativan mor zan.-bimodulai : H N L je
kojedinica za , takader mor zamL -bimodula.

Lema 7.2.8.Neka koujednacujepar b ~i b

HbL
bid
idb ~
pHb HgbL MHb HgbpHbHQ

idb ~

pHb Hq
Tada postoji jedinstveni takav da je sljedecCi dijagram komutativan.

idb

HbpHbHq
b id !

|
pHb HgbpHbHg————pHb  Hq

'HbpHb_ Hq
|
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7.2. UNUTARNJI BIALGEBROID

Dokaz.
HbpHpLHq
idb <
idb ~bid . idb HbH \\
HbLbpHbHq HbpHbHgbpHbHg——"——/H bpHbHqg "\
idb b id AN
bidbid bidbid b id \\
|
idb ~b i idb |
pHb . HgbLbpHbHQq b HgbpHbHgbpHbHg— mHb HgbpHbHqg
idb “bid //
/
bid o
Z/
pHb HgbpHbHq 'Hb Hq

BudlEi da uV koujednaitelji komutiraju s tenzorskim produktonidd b je koujednaitelj
preslikavanja na gornjem rubu dijagrama. 1z pretpostavke leme slijedbdal koujedn&uje

par b ~bidi b ~b id. Dijjagram zato je steperasti lijevi rub dijagrama. Tri pravokut-
nika komutiraju zbog funktorijalnosb itoga da je djelovanje (gornji lijevi sekvencijalno).
Slijedida p b idgkoujednauje horizontalna preslikavanja na gornjem rubu dijagrama. Po
univerzalnom svojstvu koujedoielja b id zbog toga postoji jedinstveno preslikavanje [

Lema 7.2.9.Preslikavanja b idiidb komutiraju.

Dokaz.
HbpHbHgbpHbHg—2Y /b, HgbpHbHgbpHb Hq
idb bid bid
HbpHb HgbpHbHq bid /Hb, HgbpHbHq
idb HpH idb b HbH
HbpHp Hq /prqu
idb
bid

$
HbpHbHq /Hb HgbpHbHq
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7.2. UNUTARNJI BIALGEBROID

Komutiraju gornjicetverokut (de nicija za , tenzoriranje zdesnaid), desnicetverokut ( je
djelovanje), vanjskcetverokut (funktorijalnost tenzorskog produkta), dagtverokut (de ni-
cijaod )ilijevi cetverokut (de nicijaod , tenzoriranje slijevail) i idb b id je epimor zam,
pa komutira i centralncetverokut (komutativnostb id said b ). O

Lema 7.2.10.Ako vrijedi

' HbH (7.14)

to jest komutativan je dijagram

k a /H
HbH

pHbHg————/Hb Hg

I za mor zam vrijedi

to jest komutativan je dijagram

HbH : /H
idb

HbpHb Hg———/pHb_Hg

onda je mor zam lijevo H -djelovanje naH b H.

U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji ta se dva uvjeta mogu zapisailyq 14 b 14
i phb hy b hiq phhig zah; h! P H. U kategoriji vektorskih prostora drugi uvjet je
naprosto phh'q  hyehty b hpht,, za sveh;ht P H, ali dobra de niranost desne strane
jednakosti zahtijeva dodatne gornje aksiome.
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7.2. UNUTARNJI BIALGEBROID

Dokaz.
HbHbpHbHg— 2% /4 ppHb, HgbpHbHQ (7.16)
idbidb idb
HbHbpHb Hg 'db /HbpHb Hq
Hon bid won bid bid

HbpHp L Hq HbgHq

idb

$ .
HbHbpHbHg—>9 /Hb, HgbpHbHq

Komutiraju gornjicetverokut (de nicija od , tenzoriranje slijeva &), donji cetverokut (de -
nicija od ), lijevi cetverokut (funktorijalnost tenzorskog produkta), desstverokut (komuta-
tivnost b id saidb ) ivanjskicetverokut (uvjetna i tenzoriran zdesnaid)iidb idb

je epimor zam, pa komutira i centralmietverokut (aksiom asocijativnosti za djelovanje 2a

HbHgbpHbHq /HbHq

bid

i i (
kbpHbHgq——"*Y /4 bpHbHg—— 2% JHb, HgbpHbH(q
idb idb

kbpHb Hg—">%  JH bpHb, Hg IHb Hq

\_// (7.17)

Komutiraju vanjskicetverokut (prirodnost lijeve jedinice monoidalne kategorije), gornji trokut
(aksiom jedinice za mno enjey, 1 ), unutradnji gornjicetverokut (uvjet na i y tenzoriran
zdesna &), unutrasnji donji lijevicetverokut (funktorijalnost tenzorskog produkta), unutrasnji
doniji desnicetverokut (de nicija od ), unutrasnji desncetverokut (aksiom asocijativnosti za
djelovanje )iidb je epimor zam, pa komutira i donji trokut (aksiom jedinice za djelovanje
za ). O
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7.2. UNUTARNJI BIALGEBROID

Lema 7.2.11.0bratno, ako je lijevo djelovanje, onda vrijede

H HbH

H pIdH b g

Dokaz. Promatrajmo ponovno dijagram (7.16). Ako je komutativan centregtwverokut, iz
komutativnosti ostal&@etiri unutarnjacetverokuta slijedi komutativnost vanjskegtverokuta,

a to je traeno svojstvo za i tenzorirano gd. Koristeti jedinicu y, 1 cinjenicu da je

ona monomor zam, mo emo iz toga dobiti komutativhasttverokuta za to tra eno svojstvo

H pidy b ¢
Promatrajmo sada ponovno dijagram (7.17). Ako je komutativan donji trokut, komutativan

je i unutradnji gornjicetverokut, a to je tra eno svojstvo 4 HbH tenzorirano

sid. Koristeti jedinicu n,y | cinjenicu da je ona monomor zam, mo emo iz toga dobiti
komutativnostetverokuta za to tra eno svojstvo. O

Dakle, pokazalo se da je svojstvo 4 HbH €kvivalentno aksiomu jedinice za
djelovanje za , a svojstvo H pidy b gekvivalentno aksiomu asocijativhosti za
djelovanje za .

Korolar 7.2.12. H b H je unutarnjiH-pH b H gbimodul s obzirom na djelovanjai

7.2.2 De nicija unutrasnjeg bialgebroida

U sljedece dvije de nicije kategorijaV je simetrcha monoidalna kategorijV/; b ; k;a;l;r; g
koja dopusta koujedré#telje i takva da oni komutiraju s tenzorskim produktom.

De nicija 7.2.13. Neka jeL pL; _; .gmonoid uV. Unutrasn;ji lijevi L-bialgebroid u
kategorijiV dan je sa sljed@m podacima:

(i) monoidH; 4; wquV

(i) morzmi monoida :L N H, :L°° N H zakojevrijedi 4y wu p b g
H P b g

(iif) komonoidpH; ; qu monoidalnoj kategorijL -bimodulap.V, ;b ;Lq gdje jeH unu-
tarnji L-bimodul preko lijevog djelovanjay p b idyqi desnog djelovanjay w4
pdy b g

koji zadovoljavaju sljedee uvijete:
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7.2. UNUTARNJI BIALGEBROID

(i) Jedinstveno desno djelovanjeza koje je sljedéi dijagram komutativan:
pHb HgbpH b Hg—="  JpH b Hq
bid
pHb HgbpH b Hg- - - - - “pH b Hq

zadovoljava uvjet

p b b yq pdybr 'q p b ywb g pdybl ‘g

pri cemu sur i I, komponente desne i lijeve jedinice monoidalne kategdfije ypH
mno enje u monoidyH b H; {pH; HbrQginducirano s 4 po komponentama i pres-
likavanje u koujedneitelluH b H N Hb H.

(ii) Jedinstveno preslikavanje (usporedi lemu 7.2.8) za koje je sljdmlelijagram komutati-

van

HbpHbHg—=

HbpHb_Hq
bid :
|
pHb HgbpHbHg———/pHb Hq

je lijevo djelovanje. Ekvivalentno, vrijedi:

H HbH
H pidy b q
gdjeje wpn: kN H b H jedinicaumonoidygH b H; wpu: nbuginducirana sy .

(iii) Vrijedi

H pidy bp aq H H pidy bp qaq

zovemomor zam izvorai  mor zam ponorandexmor zam ponora. Time je de nicija do-
vrSena.

De nicija je dobra zbog prethodno dokazanih pripremnih lema.
U kategoriji vektorskih prostora, uvijet (i) je uvjet da je slika koprodukta unutar Takeuchi-
jevog produkta, a uvjet (i) da vrijedi plyq 14 by L4 i phh'g  hpghy, b hpdhy,,
to je dobro de nirano zbog (i). Uvijet (iii) u toj kategoriji jeplyq 1. i ph p phiggq
phhlg  pth p phlgqgili ekvivalentno, preslikavanje danohsY | th dqgi preslikavanje
dano sh Y| ph dqgsu lijeva djelovanja.
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7.2. UNUTARNJI BIALGEBROID

De nicija 7.2.14. Neka jepR; r; rgmonoid uV. Unutrasnji desnR-bialgebroid u katego-
riji V dan je sa sljed®@m podacima:

(i) monoidH; H; wquVv

(i) morzmi monoida :R N H, :R® N H zakojevrijedi y wn p b g
Hpboq

(i) komonoidpH; ; gu monoidalnoj kategorijR-bimodulapz Vr; b r; Rg gdje jeH unu-
tarnji R-bimodul preko desnog djelovanjg pidy b qilijevog djelovanja n.n
p biduyg

koji zadovoljavaju sljedee uvijete:
(i) Jedinstveno lijevo djelovanje za koje je sljedéi dijagram komutativan:

pHb HgbpH b Hg—" /piH b Hq
idb

pHbHgbpH brHg----- “pH brHq

zadovoljava uvjet

pub b q prtbiduqg p b wb q pgtbidig

pri cemu sug i [g komponente desne i lijeve jedinice monoidalne kategdfije 1+
mno enje u monoidyH b H; hpH; Wb (ginducirano s y po komponentama i pres-
likavanje u koujednaiteljuH b H N HbgH.

(ii) Jedinstveno preslikavanjeza koje je sljedé dijagram komutativan

bid

pHbHgbH /HbrHQgbH
|
idb |

|
pHbHgbpHbrHg———/HbrHq
je desno djelovanje. Ekvivalentno, vrijedi:

H HbH
H p biduq
gdjeje wpn: kN H b H jedinicaumonoidyH b H; wpu; nbuginducirana sy .
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7.3. UNUTARNJI HOPFQOV ALGEBROID

(iii) Vrijedi

H PP qbidyq H H PP qbidyq
Time je de nicija dovrSena.

Da je de nicija dobra mo e se dokazati nizom lema analogno dokazanim pripremnim le-
mama. U kategoriji vektorskih prostora, uvjet (i) je uvjet da je slika koprodukta unutar Takeuc-
hijevog produkta, a uvjet (ii) da vrijedi pluq 14 br 14 i phhig  hpghy br hpdsy,,
Sto je dobro de nirano zbog (i). Uvjet (iii) u toj kategoriji jealyg 1z i p p phgdplg

pthhlg  p p phgdplg ili ekvivalentno, preslikavanje danorszh  p prohgi preslikavanje
dano s 72'h  p prdhgsu desna djelovanja.

7.3 Unutarnji Hopfov algebroid

7.3.1 Pripremne leme

Neka su dani monoidr i L u simetrcnoj monoidalnoj kategoriV s koujednaiteljima koji
komutiraju s tenzorskim produktom.

Lema 7.3.1.NekajeH. pH; u; n; o; r; vL; LqlijeviunutrasnjiL-bialgebroid i neka
je strukturaR-bimodula naH dana mno enjem zdesna komutiraju€im mor zmima monoida
r: RPN H, g:RN H. Ako vrijedi

L L R R» L L R R:

ondaje | mor zamR-bimodula.

Analogno, za desni unutrasiigi-bialgebroidHg p H; w; H; Rr; r; R; rOSastruktu-
romL -bimodula naH danom mno enjem slijeva komutiraju¢im mor zmima monoiga L°P N
H, .:L N H, ako vrijedi

R R L L R R L Ls
ondaje g mor zamL-bimodula.

Dokaz. Dokazattemo da je | mor zam desnogR-modula, dokaz da je on mor zam lijevog
R-modula provede se analogno.c®io se obje tvrdnje doka u zar. Dokazujemo

L H pidy b R R P Lbidrq
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gdje je r desnoR-djelovanje naH b H koje je po de niciji tenzorskog produkta desnog
L-modula iL-R-bimodula inducirano desnimR-djelovanjem  pidy b rgnaH, to jest
jedinstveno preslikavanje; takvo da je

R Ppo.bidgg | pidybp y pidy b rQqq

U dokazu€emo imitirati sljedéi racun s elementima. U petku imamo:

LN Rqu(i)" Lphg  Lp rPraq

| zatim recunamo )
P rErad” P LPLP RPTAQAY

o LP LPLP rPrAQq 14 q
) LPlLg Lp rPOQ
“b1bL g LprPag
“ 3 bpLpLp rRPFAAY 14
o 14 b rpq

te uvrstimo u prvu jednakost:

(g prEAd " uphg mu bl rprad @ g rpg
Pritom su izrazi pod navodnicima zapravo redom
phb Lp rprqqq

thb 14 b RFqu(vm) p tphgbly b rpraq

Dakle, redontemo u sljedeem raunu Koristiti sljedée.
(i) jelijevo djelovanje: | 4 pidy b g
(i) jednakost iz iskaza lemeg L L R,

(iii) aksiom jedinice y pidy b wq ryt  idy;

(iv) L je mor zam desnihL-modula: | H P Lbidyg HL L p Lbid.g
gdieje L:Hb_Hb LN Hb_H desno djelovanje inducirano desnim djelovanjem
Hpriqu HLHbLNH,

(v) jelijevo djelovanje pa za jedinicu vrijedi.  y L HbH LPub wagl Y

(vi) po de niciji desnog djelovanja . pomcu gore navedenog desnog djelovanja vrijedi:
L P Lbideq L pidypbp y p Lbidyg wLOq
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(vii) jednostavan reun napravljen ispod glavnogaana koji koristi aksiom jedinice g

(viii) po de niciji od

pdy b W

FH s

je: pidyb Lq p L bidybidyg

(ix) dodatni r&un napravljen ispod glavnogaana koji koristi da je r jedinstveno preslika-

vanje za kojejegr p . b idrqQ L pidy bp y pidy b rQqg cinjenicu da po
de n|C|j| od Vrijedi P L b idypn q L HbH -

Racunamo dakle:

U]
(ii)

(iii)

(iv)

V)

(vi)
(vii)

(viii)

()

L v pidy b Rr(Q

pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp
pidy bp

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

rRAC
L L rOQ
idy L. rOQ
H pidy b wQ rH1 L L rOQ
h o Pidub wg pL L rbidkg rg'qq
HPLL rRD Ha rR'gq
H P Lbidig pL rb HQ rglg
H P Lbidig we Pub L RO Rk rr'd
p Lbidig pub L rq Ig'qq
pp L wab L rQ Ig'qq
PP L wougb L RO IR'qQ
p Lbidig pubub L rQ |R1qq
pLbidg pub wb L rq p*bidrg Ig'qq
pidi bp y p Lbidug wiag pub nb L rg pl*bidrg Ig'qg
pubp r Irqq B 'bidrg Iz'qq
pubp r lrqq pdcb Iz'q Iz'qq
Ppub rg lg'qq

pidy b Lq pidy bppub ra Iz'qq

p Lbidybidig pidybpprb rq lglag
pidup, n bpp b RO Ig'ag p b idrg

rR P Lbidrq
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Pritom je jednostavan cain za korak (vii) napravljen ovdje:

Ady bp w p Lbidig wiLdag pub wb L RrQ
Hbp w poLbidig w pub L rQQ
Hbp w poLbidyg pL rD WO «rQ
Hbpw PLL RD HO «krQ
Hbp v P rRD KO «rQ
Hbp w pidib wg p rbidkg «rQ
nbpry p rbidig «rQ
Hbp r R krQ
hnbp r IrQ
Na kraju opravdanje za korak (ix) slijedi ovdje. Dokazujemo da je
pidus, v bpp b R Ix'ag  &:
Preslikavanje r je jedinstveno preslikavanje za koje vrijedi
R P Lbidrg L pidqa bp 4 pidy b rQqq
padokaimodaza pidy,, 1 bppu b rQ Ig'qovrijediisto. R&unamo
Pidip, 1 bpPPH b RO I'qq pL b idrq
p Lbidypnd pdupn b wb rg pidann b Ig'g
L HoH Pidupu b wb rg pdupu b Ig'q
L P Hb HO deb Hbidy b rRQ F]de H;kbidRq deblde|R1q
L PrH bp H pIdH b rAd de b H:k b IdRq p|d|_| bidy b lqu
L pidy bp w pidy b rgqgq py b idy b idrq pidy by b idrg pidy b idy b |R1CI
Preostaje dokazati ovu tvrdnju s unitorima:

Py b |d|-| b |dRq de b H:k b |dRq p|dH b |d|-| b lqu |dH b |d|-| b |dR

a ona lako slijedi iz aksioma simeatrie monoidalne kategorije. O

7.3.2 De nicija unutrasnjeg Hopfovog algebroida

De nicija 7.3.2. Unutrasnji Hopfov algebroid nald i R u kategorijiV dan je sljedéim po-
dacima: lijevi unutrasnjL-bialgebroidH, pH; 4; w; L; L; L; LG desni unutrasnji
R-bialgebroidHg  pH; u; u; r; r, r; rQi antihomomor zam algebri : H N H
(antipod) koji zadovoljavaju sljede uvjete:
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7.3. UNUTARNJI HOPFQOV ALGEBROID

(i)
L L R Ry L L R R» (718)
R R L L, R R L L»
(ii)
p rbLidyg | pidibr LQ R (7.19)
p Lbridig r pidibr rO L (7.20)
Tenzorski produkt | bg idy je dobro de niran jer je | prema lemi 7.3.1 mor zam
R-bimodula.
(iii)
L Ls R R
bt P bidag R R (7.21)

by Pidub g R L L
gdje je p1: H bt H N H mnoenje uR-prstenupH; bt; rOINducirano s y i
bt H bl H N H mno enje uL-prstenupH; bl; Lginducirano s y, a kompo-
zicije preslikavanja su dobro de nirane jer su dobro de nirana sli&dereslikavanja
bidi:Hb ,HN HbfHiidyb :HbgHN HbLH.
Lema 7.3.3. U svakomL -bialgebroidu je Loidp L L. Slijediidasu | i
L L idempotentni.

Dokaz. Jednakosid L L dokazatemo imitirajl€i ovaj recun s elementima

LP LAag  tpwAgq wg | plwg 1L
dakle, koristittemo (zdesna nalijevo) (i) aksiom jedinice pid, b g r. *  id., (i)
kompatibilnost kojedinice s jedinicom L, (iii) zahtjev da je | mor zam lijevih
L-modula, | H p Lbidug L. pidib qgLbH N L te (iv) aksiom jedinice
w pidy b g ryt idy. Recunamo:

id. O | pidb .q r.?

® pid.bpL wag .t
pid.b .g pid.b wg r.*
W p Lbidig pd.b wg rt
L nw PLb gt
L w Pidyib wog pobidg r*
L Ty P Lbidkg r|_l

-

(V)

L L-
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U zadnjem koraku koristimo prirodnost desnog unitora
Za dokaz jednakosid L L imitirat Eemo ovaj raun s elementima

LpLAag  pLAq g Lplwg oL 1

dakle, koristittemo (zdesna nalijevo) (i) aksiom jedinice p ( b id.gq I *  id., (i)

kompatibilnost kojedinice s jedinicom 4 L, (iii) zahtjev da je | mor zam desnih

L-modula, ., 4 p Lbidyg 4. L p.LbidigHDbLN L te (iv) aksiom jedinice
hw pidy b g ryt idy. Recunamo:

id, © | pLbidg I.*
® L PpL  wQbid.q ||_1
L pLbidig pubidg I?
L H P Lbidhg wL P wbideg ||_1
L H P Lbidig pdib wg kL ||_1
L w PpoLbidyg pd.b pqg r*t
L w PLb wg ot
L w Pidyb g prbidag r*
L Ty P Lbidkq r|_1

(i)

(V)

L L-
O
Korolar 7.3.4. r _:L° R jeizomorzam s inverzom R.
Dokaz. | rr L L ddii g R R R Idg. O
Korolar 7.3.5. | r:R°% L jeizomor zam s inverzomng L.
Dokaz. r L L R RR dri L rRRr L Lo ide. O
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Poglavije 8

Konstrukcija unutrasnjeg skalarnog
prosirenja

8.1 Teorem o skalarnom prosSirenju

Cilj ovog poglavlja je dokazati sljedeteorem i opisati strukturu tog Hopfovog algebroida.

Teorem. Neka jeH unutrasnja Hopfova algebra u kategoniidproVect s bijektivnim antipo-
dom. Neka j&R unutradnja pletenicasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna
algebra nadH u toj kategoriji. Tada je poludirektni produld 7R unutarnji Hopfov algebroid
nadR°P i R u toj kategoriji (uz odgovarajuce formule koje slijede).

Takve Hopfove algebroide zovemo skalarnim prosSirenjima. Sada slijedi pojednostavljeni
pregled cijelog dokaza, a nakon toggbiti proveden dokaz kroz nekoliko propozicija. Pritom
nece biti potpuno préen ovaj pojednostavljeni minimalni plan.

() Neka jeR pletenctasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad
H uz desno djelovanjg: Rb-H N R i lijevo kodjelovanje : R N H br R. De niramo
preslikavanja:

R RN HR
y PN1y &
R RPN HTR

y DN Wq yr 1s7ers
R HRN HRbgrH™MR

f 7 PNF q7lr b f pqfy
R HRN R
f A bN of oy

184



8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

TadajeHr pHTR; uwr; r; r; r; rQdesnibialgebroid naR uindproVect.

(i) Oznacimo sL algebruR® i nekaje : L N R odgovarajéi antizomor zam algebri.
De niramo preslikavanja:

L:LNHTR
X PN p Xqq g 1s7 PXCos
L LN HR

X PN XGosZS 1 XG 15
L: HRN HRb  HR

f A PNf ug71r b foqfy
L HRN L
f W DN lFMOS2 FSZlesSf qq

TadajeH, pHTR; ww: L; L; L; Lqlijevi bialgebroid nad. i L°° uindproVect,
Sto cemo dokazati koriste izomor zam iz dijela (v) s lijevim bialgebroidont H iz
dijela (iv) za kaiji je priprema dio (iii).

(i) Tada jeL pletencasto-komutativna lijevo-desna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad
H uz lijevo djelovanjeY: H b L N L de nirano sa

fYx: ' mqz Sfq
I desno kodjelovanje de nirano sa

X IDNXrOsb Xr1s - 1p p(orOsq b S 1p p(or 1sq

(iv) De niramo preslikavanja analogno:

~

L LN L™
x PRX 71,
L LN L7

x PN g XosXr1s
L:LHNLHb L™
f 7% PRXTF pagb 1 7F oq
L:LHNL
f 7 PN pf ox
TadajeH! pL7™; .#; ; L; v; Lqlijevibialgebroid nad. uindproVect.
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

(v) Deniramo : L™H N H7R sa
x7® PN p xaq f 7lr ~ SXr1s7 Prosd f 7lg:

To preslikavanje je izomor zam algebri.

Po tom izomor zmu, sve formule ot odgovaraju svim formulama dd, paje iH_
lijevi bialgebroid, izomorfarH ..

(vi) De niramo antipod:
: HRPP N HR
f7y IDNers Szyr lsSf

Doka emo da je antihomomor zam koristéi izomor zam
(vii) TadajeH p H_;HR; qHopfov algebroid undproVect.

U propozicijamée osim ovoga biti istodobno olifana i analogna verzija s usporedbom desnog
bialgebroidaHr H7RiHL L7H idane formule za te bialgebroide.
Slijedi lijevo-desna verzija prethodnog teorema.

Teorem. Neka jeH unutrasnja Hopfova algebra u kategonidproVect s bijektivnim antipo-
dom. Neka j&. unutrasnja pletenicasto-komutativna lijevo-desna Yetter-Drinfeldova modulna
algebra nadH u toj kategoriji. Tada je poludirektni produkt7H unutarnji Hopfov algebroid
nadL u toj kategoriji (uz odgovarajuce formule navedene iznad), koji zovemo skalarno proSi-
renje.

8.1.1 Lijepi lijevi i desni bialgebroidi

Lema 8.1.1.Neka jepR; r; Rr;Z; qunutrasSnja pletenicasto-komutativha desno-lijeva Yetter-
Drinfeldova modulna algebra nad unutraSnjom Hopfovom algelfomkategorijiindproVect.
Tada je kodjelovanje

RN HR

antihomomor zam algebri:
€ 1s/€0s Yr 1sMros P Y€ 157 [Y€CGos

Tvrdnja teorema vrijedi i za unutrasnju lijevo-desnu pletenicasto-komutativnu Yetter-Drinfeldovu
modulnu algebri. nadH i pripadno kodjelovanje i poludirektni produktd. 7H .
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

Dokaz.
& 1s/0s Yr 1sHros € 1Yr 2s/BrosZ Yr 15Wros
€& 1sYr 1sNros€ros
P Ye} 1s71y€%os
Druga i tre€a jednakost vrijede zbog svojstva pletaste-komutativnosti i toga Sto @ mo-
dulna algebra. Analogno se doka e tvrdnjalzaadH . O

Najprije €emo dokazati da lijevo-desne i desno-lijeve Yetter-Drinfeldove modulne algebre
daju na jednostavan om lijeve i desne bialgebroide.

Propozicija8.1.2.NekajegH; ; ; ; ; SqunutraSnja Hopfova algebra u kategoiiijidproVect
s bijektivnim antipodom. Neka iR; r; r;Z; qunutrasnja pletenicasto-komutativha desno-
lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra n&tlu toj kategoriji.

De niramo preslikavanja:

R RN HTR
y PNL,
r: RPN HTR

y DN Wq yr 15Wr03
R HRN HRbrHTR

f A PRF g71r bR foqfy
r: HRN R
f7 PN of oy
TadajeHr pHTR; wmw: Rr: rR: Rr; rQdesnibialgebroid na®R u kategorijiindproVect.

Dokaz. (i) Ocito je sa rpyq 14 A de niran homomor zam algebri. Dokazujemo da je sa

RBYAQ Yr 1s7ers

de niran antihomomor zam algebri. Vrijedi

Rwaq pyeq 1s7lya)r05
€ 1sYr 1sMVros€ros

jer je R pletencasto-komutativna algebra nédd Zatim imamo

qu qu S 1s7erOs yr 157Yr05
& 1sYr 257Fer052yr 1sCVrOs
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

ato je jednako gornjem j&® nadH ima svojstvo pletemiaste-komutativnosti:

p( Z dr 1squOs dX

Dokazujemo dalje da slike preslikavanjai | komutiraju. To opet izlazi iz toga Sto f@
pletencasto-komutativna algebra nait

Ll e 1sfeos € 27YZ6 150 0s
S ls7erOSy
& 1s7erOs 1H 7y

H 7R je dakleR-R bimodul uz ovako de nirana djelovanja:
y djeluje zdesnanh7e f7e grpyq fTey

ydjelujeslijevand 72 f7 grpyq f78 Vi 1sHos TYr 1sHr0s€

(ii) Zatim dokazujemo da jgrH Rr; r; rgkomonoid uxM gr;br;Rqg Za
rRAF A gl br fogdy

rRAFYG ooy

koasocijativnhost koprodukta jednostavno slijedi iz koasocijativnosti koprodukta Aksiom
kojedinice takder vrijedi jer lako se vidi:

fugr  rRPRAFReYAY fH

freg  rRPRAMe/lraq 7y
Lako se provjeri da su oni mor znfR-bimodula:

rF 76 rpydq fug/lr br fpqley
frugr br foge  rRPYQ

rREE7e  rPYAD fugyr 2571 DR frogyr 1sPr0se
frgyr 1sr Dr g R0
fogyr 1slr  rRPYrosq br f g7
frugflr  rRPYQ bR f 47

rF 76 rpyqq o ey
rIf 76q Yy
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

rREE7e rPYAd  HYr 150
o aye
y rAF7eq
(iif) Dokazujemo sada da r ima svojstvo

RIVA frag/lr DR fpqge  fugflr br rPYQ fpqfe

Desna strana jednaka je

fp1q7:|-R b R Yr 1s7yr0$ fp2q7e fp1q7:|-R b R Yr 1s]c p2q7Q'r05 zf p3qcp

Lijeva strana jednaka je
14 W fp1q71R b R fp2q7e fp]_q?W V4 prqq bR fp3q7e
fp1q7lR RWifmqq bR fFSc'?e

fplq7lR bep3q7e RFnypgqq
fplq71R bep3q7lR Rwiprqq 14 7e

gdje zadnja jednakost vrijedi jer slika og komutira sa slikom od g. Jednakost te dvije strane
izlazi iz desno-lijevog Yetter-Drinfeldovog uvjeta:

Frea® Z Tt 1sDPY Zfmglos Vi 1sf g b PYros Z foq0

freglr ROV ZTue@  Yr asf pa/Wros Z froq

(iv) Lako se provjeri da r ima svojstvo
rREA g7eq  fugflr Ougllr DR freqd Geqle

rF A greq RIFD g/ 1Y Z OroqBQ
fo1qOp1q71R D R froqOq? 1y Z Gsqe
fraqlr Oma/lr DR froqy Gegfe

(v) Na kraju dokazujemo da jg; desni karakter.
rPALH AR 1R

rREY geg rp rPrAF AQq g7eq
rREEA g7eq kP rPRE WO g7eq
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

Te tvrdnje je lako provjeriti kako slijedi.

RN g%ed  rEFQuq’lY Z GuqtEd
9 pqdly Z GoqB
o ay Zgee

LPp rPrRAFAQQ g7eq  pEFdly A g7eq
o qplioy Zge
& ay Zge

LP rPrAF AQQq g7eq L P O 1sHr0s 97EQ
Ff q Wr 1sq[yr05 2 gcp
o ay Zgee

Dakle,H 7R je desni bialgebroid naR.
O

Propozicija8.1.3.Neka jegH; ; ; ; ; Squnutrasnja Hopfova algebra u kategoiifidproVect
S bijektivnim antipodom.

Nekajed ; .; ;Y. gqunutradnja pletenicasto-komutativna lijevo-desna Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nadf u toj kategoriji.

De niramo preslikavanja

L: LN LM
x PR 714
L LN L7

x PN xXq  XrosXr1s
L LHNLHb LM

X7 PR g 1 7F o
L LHN L

x7 PN pf ox

TadajeH! pL™; .x; r; o; vL; Lqlijevibialgebroid nadL u kategorijiindproVect.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu propozicije 8.1.2. (Dit0 je sa pxq X714 de niran
homomor zam algebri. Dokazujemo da je sa

L p(q Xr037xrls
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

de niran antihomomor zam algebri. Vrijedi

LiXdq  pxdgos7Xdhs
XrOsdrOs7drlerls
jer jeL pletencasto-komutativna algebra néld Zatim imamo
L qu L FXq drOs7drls XrOs7Xrls
rosPdr1s YXrOsq TrosXr1s

ato je jednako gornjem jeér nadH ima svojstvo pletemiaste-komutativnosti

€roslEr1s qu Xe

Dokazujemo dalje da slike preslikavanja i | komutiraju. To opet izlazi iz toga Sto Je
pletencasto-komutativna algebra nait

Orosfris X7y Crogfdras YXqﬁrZs
Xdr037drls
X7y s/

Dakle,L™ je L-L bimodul uz ovako de nirana djelovanja:
x djeluje slijeva nad7 LiXq dA  xd7#
x djeluje zdesna nd# LIXg A7 XsXp1s A dXos X 1sf
(i) Zatim dokazujemodaj@ L™, ; | ; .gkomonoidu M . Za
LIXA g XTpqb 1 7 pq

LX7Ag o

koasocijativnost koprodukta jednostavno slijedi iz koasocijativhosti koprodukta Aksiom
kojedinice takder vrijedi jer lako se vidi:

LP XA uqdq 1L Fpg X7
LP LRl FpqQq X7 g X7
Lako se provjeri da su oni mor zmii -bimodula.
LP LXq dAgq Xd& b 1 7 pq
L PXq d?fplqu 1pr2q
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

LP LXq d7A g dXosXrasf pg b L 1L Krosf 12g
LPXrosd A7 g b1 1 Kpasf (og
dAmgbr Lresd L Kpasf g
dfmgb L Lpxg 1.7 pq

LPp uxq dAgq pfoxd
X (pd7q

LPLXg dAq  pXrsf odXros
pf cplx
Lpd7 g x
(iii) Dokazujemo sada da | ima svojstvo

d7fp1q Lp(qu 1L7fp2q d?fplqu 1L7fp2q L PXQ

Lijeva strana jednaka je

d7 plqg XrOs7Xrls b L1 Lj p2q de plqg YXrOsq-; p2qxrls b L1 7 P3q
Desna strana jednaka je
dwplqu 1L7fp2q X714 dwplqu p‘pquXqugq
dﬁp]_qu L[:fpquXq 1|_7frﬁq

Lrjpzqvxq d?fplqu 1|_7fp3q
d7lH L[J‘pquXq 1|_7fp1qb|_ 1L7fp3q

gdje zadnja jednakost vrijedi jer slika ogd komutira sa slikom od . . Jednakost te dvije strane
izlazi iz lijevo-desnog Yetter-Drinfeldovog uvjeta:

L oq YXQ 1 T g P f g VX007 ooXias
(iv) Lako se provjeri da | ima svojstvo
L p(?f d7gq X7 plq d7gp1q b L1 i n2q 1. 7gp2q

(XA d79q e g YAGT 2qgg
X p1q Y AT rocOpiq b L 1 7 psoGreq
XFpg dfnab L I A eq 1 Toeq
(v) Na kraju dokazujemo da je lijevi karakter.

Ll 71qg 1o
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

Lpd7fA elgq L pdA L pLpefgqaq

Lpd7? egqg  opd@® L popefggqq

Te tvrdnje je lako provjeriti kako slijedi.

Ld® elgq L pdf g Yeq? eqdd
Ff p2ng1p‘ plq qu
poodpf Yeq

Lpd7®  popefggaq L pd7A pyoe7lh g
pog ply odpf Yeq
Pyt Yeq

L pd7 LPpLpe/aqq L pd7A pyoeos/enisd
poq per1soild Yenos
pocdpf Yeq

Dakle,L ™ je lijevi bialgebroid nad. .

8.1.2 lzomor zam lijevog i desnog poludirektnog produkta

Zatim elimo povezati desni bialgebroid 7R i lijevi bialgebroidL™H zalL  R°P tako da na
kraju oni zajednaine Hopfov algebroid.

Propozicija8.1.4.NekajegH; ; ; ; ; SqunutraSnja Hopfova algebra u kategoiiijidproVect
s bijektivnim antipodom.

NekastR,L  R°P dvije unutra3nje algebre u kategorijidproVect i oznacimos : L N
R odgovarajuci antiizomor zam algebri.

() Ako jepR; Rr; Rr;Z; qunutradnja pletenicasto-komutativha desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nat u toj kategoriji, onda je. unutrasnja pletenicasto-komutativna lijevo-
desna Yetter-Drinfeldova modulna algebra ridduz lijevo djelovanjeY: H b L N L de ni-
rano sa

f¥Yx: 'p gz Sfq

I desno kodjelovanje de nirano sa

X PNXrosb Xr1s: 'p XGos0 b S 'p X 19
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8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

Obratno, ako jepl; ; (;Y: gunutradnja pletenicasto-komutativna lijevo-desna Yetter-
Drinfeldova modulna algebra naH , onda jeR unutrasnja pletenicasto-komutativha desno-
lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra n&tl uz na jednak nacin kao gore de nirane veze
djelovanja i kodjelovanja: desno djelovarie RbH N R de nirano je sa

S M Yxq :yzf:

i lijevo kodjelovanje sa
PXrosd b Sp(rlsq : Yios b Yro1s:

Tada vrijedi sljedece:
(i) Preslikavanje : L7H N H 7R de nirano sa

0 X7 PN p xaq f 7r  SXs? Ko f 7lr
je izomor zam algebri. Njegov inverz dan je sa
f 7y I::'N:I-L S Byr 154 lQ/rOSq-Zl-H 1L xS 2p(rlsq XrOs71H

gdje je sax oznacen element dd takav da je pxq .
(iii) Preslikavanje : H7R N H 7R de nirano sa

f 75/ I:)NYrOs SZWr 1s(ﬁf
i preslikavanje ©: L™H N L7H de nirano sa
L x7 PRNSFS?p,160 Xros

su antihomomor zmi algebri i za njih vrijedi

Dokaz. (i) Neka sux PL i y PR takvi da jey pxg Zadano je

Xosb Xris  'Prosd b S 'y 19
f Yx oy 7 Sfq
Ekvivalentno,
PXrosd b SPXr1sd Yros b Yr 15
S i Yxq yzf:
Lako se poka e da djelovanje i kodjelovartie naR time de nira djelovanje i kodjelovanjél

nalL i obratno.
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(a) Dokazujemo prvo da zadovoljava lijevo-desni Yetter-Drinfeldov uvjet:
i YXGosb pf YXths P froq YXr0s0 b f eXr1sS 1 piqd
akoR nadH zadovoljava desno-lijevi Yetter-Drinfeldov uvjet:
YZia 1sbpyZfaes S A ea®r 1sfpqb PYrosZ f g
Krenimo od tog uvjeta z&f iy 0300
P azSfg 1sbp ™azSfaes S 'prSfasd MG 15P5f Gugb P PXGos Z PST Gogd

P XQZSfq 1sbp MAZSFqos frq G 1550 80 b P XGos Z SHF A
of YXg 1sb o YXGos  frqSPXGsOSH mqd b P PXr0saZ SH qdq
Spi YXGisd b P YXCGosl  fpiqSPXGHsBSH i b Ff g VX105

Djelujemo zatims& b lizatims . irezultatje
ff YXGosb pf YXas P f g Y Xr0sg b f BgXr1sS 1p‘ piqd

Sve jednakosti u dokazu su ekvivalentne, dakle, vrijedi i obratno da iz lijevo-desnog Yetter-
Drinfeldovog uvjeta zad slijedi desno-lijevi Yetter-Drinfeldov uvjet zR.

(b) Dokazujemo da j& modulna algebra. Budiida jeR desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nald vrijedi:

eqzf pyZfpezfieg
pyeq 1sbpye(:}05 € 1sYr lsb Yros€ros
(b1) Uzmimo prvi uvjet z&5f, y pxg e pdg
P mq pdacz St p XxaZ pSf oueap pdaZ pSf geqg
pdxqz St p gz Spf pqqappdaz Spfmaq
o Ydxq  PeqYXQ PagYdg
M Ydxq g Ydap eq Yxaq
Djelujemo s !iimamo tra eni uvjet za. nadH :
f Ypoxg pf g Ydam eq YXq
(b2) Uzmimo sada drugi uvjet
e 1sbpyedos € 1sYr 15D YiosEos
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zay xge pdg

P Xg pdog 1sbp mXg pdachs PAdG 15 XG 1sb XGos PdGos

p quq 1sb p quq’bs Smlrlscﬁp(rlsq b p(rOSq FﬁrOsq
SppﬂXOrlsq b meOrOsq Sp(rlsdrlsq b FdrOerOSq

i djelumo nanjegas8& b lizatims y. . Dobittemo tra eni uvjet za nadH:

quOS b pdqus drOerOs b drlsxrls

U oba dokaza je slijed ekvivalentnih jednakosti, dakle, vrijedi da iz analognih uvjdtanzal

H slijede uvjeti zaR nadH .
(c) Provjeravamo svojstvo pletaraiste komutativnosti od nadH :

XrosXr1s Yeq  ex
Krenimo od pleterdaste komutativnosti og nadH :
pdZyr 16r0s  yd
Neka jee PL takavdaje peqg d. Zamijenimoy sa pxqi dsa peg
P PEAZ XG 19 XCGos  XQ Peq

P PeOZ SpXr1sdq PXrosd  PEXq
P XusYeq Xosd  PeXq
PosXrs Yeq  pexq
XrosXr1s YEO — €x

Sve ove jednakosti su ekvivalentne, pa @&oiz pletentaste komutativnosti ol nad H
obratno slijedi pletemiasta komutativhost dd nadH .

(i) Dokazujemo da je x7& d7q X7 q pd7ggza genekke elementx# , dig P
L7H. Vrijedi

X7 d7gq X g YT 2q0q
X g YOG 157 PP g YdaGos freq@7lr
™G 157 KGos M pq YdG 167 [ g Ydgos fro@7lr (i)
XG 157 KGos f7lr  pdg 157 pdoes 971 (i)
X7®q pdigq
196



8.1. TEOREM O SKALARNOM PROSIRENJU

gdje smo u koraku (i') koristili da je antiizomor zam algebri i da je koakcija antihomomor -
zam algebri Sto je dokazano u lemi 8.1.1:

PeYG 1s/®YGos Yr 1sWros € 1s/€o0s

a u koraku (ii") smo koristili jednakost

Ffplq qu 157 Ffplq quOS fp2q f Fﬂq 157 quS

koja je ekvivalentna desno-lijevom Yetter-Drinfeldovom uvjetu na siiedecin. Jednaka je
P pdaZ S uAQ 1s7P PAAZ S Qs froq PG 157 pdros

S pqdP PdqZ Spf qdd 1s7P PAAZ S pGos Fraq PG 157 PdGos
Spf 0P PdaZ Spf oG 1s7P PAAZ S pgdGs G 17 dgos Sf

ST gogp Pdaz pST gudd 1s7Pp Pdaz pST guadGos PG 157 pdgos ST

Time je dokazano je da je homomor zam algebrLH i H 7R. Lako se provjeri da je njegov
inverz de niran formulom

f 7y DN]-?TS Pyr 150 1Wr0sq1 17S 2p(rlsq XrOs71
gdje je sax oznaen element odl takav da je pxq Y.

(iii)

(a) Provjeravamo podudarnost 1

pIX®ag PSP a5 150 Xros

SEqy
jerje
'oyd S Xros
Znamo da je
XEAQ Yr 1sBros T Ve 1sf g/ Wros Z T e
HFAa  Yos Spyr 1505H g
Provjeravamo

P XTQd P/ 1sf pq/Wros Z f oq0q
P ViosZf quC}Osssz'rOs 2T o0 180 1sf mqd
pq
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Po desno-lijevom Yetter-Drinfeldovom uvjetu vrijedi:

PYros zf p2q0r 1s b PYros zf quOrOs b Yr 1s bf plg S lp( p4qCVr 1sf p2q b PYros zf quq b Yr 2s b f plq

pa slijedi zamjenom prve dvije komponente, primjenohb S?b & i zatim primjenom
idb idb S nataj uvjetina kraju mno enjem svih komponenti i uvrStavanjem u gornju jednakost

Pd PYosZfd S*PS "Mpe®r 15 ead SPYr 25 i
P Y ZFuqdSH g
Spqy
p ‘™7 qq
(b) Dokazujemo sada je je: LH N L7H, % x7 PNSfS?m,1s0 Xos antihomomor zam.
Najprije uaimo da je

px7aqq pSIS?Xnud Xog Sf Y
zay gjerje  'pyq S Xos Slijedi
™7 q 'S 7 mxqq

Sada iz toga Sto sui S antihomomor zmii izomor zam algebri lako slijedi da je antiho-

momor zam.
p ™7 diggg  p P g YdoT 2009

SPASH 2qd7 X g Ydag
SPYOSH 127 [ g Ydg pxq
SpyaSH o 7PPdgZ Spf padd PXq
Spyq7 pdg Sef g7 pdg
p 'pd7gqq p ™7 qq
p 'pd7gg ™7 qq
Dakle, !je antihomomor zam

'™7* digg ‘g ™7 g

a iz toga zbog 1 lgljedidajetoi :HMRN HTR, :x7 PNSfS?p;1s0 Xros.
[

8.1.3 Nelijepi bialgebroidi pomctu lijepih

Sada mo emo powei strukturu lijevog bialgebroida sa™H naH 7R i strukturu desnog bial-
gebroida s&H 7R naL7H pomctu izomor zma tih algebri, a na krajuwemo dokazati da te
strukture zajedno s de niranim antipodimaodnosno *cine Hopfov algebroid.
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Propozicija8.1.5.NekajegH; ; ; ; ; SqunutraSnja Hopfova algebra u kategoiiiidproVect
S bijektivnim antipodom.

NekajeR; r; r;Y. qunutradnja pletenicasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nat u toj kategoriji. Oznacimo & algebruR° inekaje : L N R odgo-
varajuci antiizomor zam algebri.

De niramo preslikavanja:

L:LNHMR
X PN p Xqq g 1s7 PXCos
L LN H7R

X PN XGosZS 1 XG 15
L: HRN HRb  HR

f A PNf ug71r b foq?y
L: HRNL
f 7 PN 'pyios 2 pS?y; 1sSfqq
TadajeH., pHTR; u=w; L; L; v; rqlijevibialgebroid nadL uindproVect.

Dokaz. U propoziciji 8.1.4 je dokazano da |e nadH pletencasto-komutativna lijevo-desna
Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz lijevo djelovaiifjeH br L N L de nirano sa

f ¥Yx: 'p gz Sfq
I desno kodjelovanje de nirano sa
x PRXiosb X151 'p mGosqb S 'p @ 1q
izomorfna kao algebra ¢4 7R po izomor zmu : L7H N H7R de niranim sa
x7 PN p xaq f 7lr ~ SXus? Prosd T 71R;

a u propoziciji 8.1.3 je zA ™ uz formule

LN LM
x PRX 7Ly
P LPN L™

X PN X0 Xrosr1s
" LHNLHb, LM

f %X PRXT g b 1 7F o
LHN L

f 7 PN pf ox

i

e
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dokazano da je lijevi bialgebroid ! nadL.

Dokazatcemo da po izomor zmu sve formule odH} odgovaraju svim formulama dd
pace slijediti da je iH_ lijevi bialgebroid, izomorfarH?.

| dalje koristimo oznake PL iy PR za par geneckih elemenata za koje vrijegi  pxg
Izomor zam podalgebriH odL 7™ preslikava identino u podalgebridi odH 7R:

plAq f71

za genexki element PH.

Provjeravamo sada podudarnosts {i | s (.

p ip(qq p(?lq Sp(rlsq7 Xrosd Xq 157 XGos Yr ls7yr05 LIXq

p |}p<qq p(r057xrlsq Sp(rlsq7 p(rOSq Xr2s p(rOsq2 Xri1s ers ZS lWr 1sq L p(q

Dakle, dobro je de nirano preslikavanjeb, : L#H b, L#H N R#H b,  R#H.
Sada provjeravamo podudarno§ti | .

L Aq "o Z PS°DYr 1050 909 S P 19Y PYrosd P TS *MXr1sdaY Xros

ix7®q o
'p 'EAHOY  ESZXnd X PTSZXaad¥xes L G

Provjeravamo podudarnost i .

p b, gpi®aq p b gxTpugbL 1% el Y 1sWros frgb L freqld

D<7f q Yr 1s7ers f

LP X7Adg P 1sHos FQ
L 1 pug?Wros Z foq0q
Yr of gl DL Yr 1sf g Wros Z T e
Yr osf gL B L Yr 1sWros freq
Pq
Sto je, budai da je
LIXA  Yr 1sWros
LXA YiosZS TP 10
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jednako
PA PYrosZS "B 159Yr 25f paafl b1 frog
Yr 1sWos frgb L fog
p b. ap{x7aq
Dokazali smo da se sve formule £ podudaraju s odgovaraim formulama zaH, .
Slijedi da jeH  lijevi bialgebroid, izomorfarH ! .
O

Propozicija8.1.6.NekajegH; ; ; ; ; SqunutraSnja Hopfova algebra u kategoiiijidproVect
s bijektivnim antipodom.

Nekajed; |; [;Z; qunutrasnja pletenicasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra natf u toj kategoriji. Oznacimo R algebruL® inekaje : L N R odgo-
varajuci antiizomor zam algebri.

De niramo preslikavanja:

r: RN LM

y PRS?p oo 'y
r: RPN LM

y PN 'pyqay

R: LHN LMHbgLM
X7 PRXT qbr 1 7F oq
r: LHNR
x7 PN S g qYxq

TadajeHr pL™; _mw; r; r; Rr; rgdesnibialgebroid nadR u kategorijiindproVect.

Dokaz. U propoziciji 8.1.4 je dokazano da @ nadH pletencasto-komutativha desno-lijeva
Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz desno djelovanj® b H N R de nirano je sa

;S M Yxq :yzf

i lijevo kodjelovanje sa

p(rOsq b Sp(rlsq - Yros b Yr 1s

izomorfna kao algebra 4a7X po izomorzmu : L7H N H 7R de niranim sa

x7 PN p xaq f 71r ~ SXr1s7 Prosd T 7lg;
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a u propoziciji 8.1.2 je z&l R uz formule

t:RNHMR
y PNL, %y
Fi RPN HR

y DN Wq yr 1sWrOs

t:HRN HRbrHMR
f A PNf 171z DR froq?y
L:HRNR

f 7 PN of oy
dokazano da je desni bialgebrdi; nadR.
Dokazattemo da po izomor zmu formule odH} odgovaraju formulama otz pace
slijediti da je iHRr desni bialgebroid, izomorfaH % .
| dalje koristimo oznake PL iy PR za par geneckih elemenata za koje vrijegi  pxg
Izomor zam podalgebriH odL 7™ preslikava identno u podalgebrii odH 7R:

pLL g f7lg

za genexki element PH.

Provjeravamo sada podudarnosts i rS 3.

lp IlRqu lle 7yq SWr 1sq 1p_)/rOsq Szp(rlsq Xr0s qu

PRAXAQ P74 Spad7 Kol XG 157 XGos  Yr 1sBros  rXQ
Dakle, dobro je de nirano preslikavanjebg : LMH bg L™ N R7H bg R™H.
Sada provjeravamo podudarno$ti .

rRIXAQ S 'q¥xq mqzif yZzf
rREAG oy
Rp p(?f qq RWr 1s7yr05 fq yzf

Provjeravamo podudarnostz i L.

p br ap rXTaq p br X7 pqbr 17 o
Yr 1sWr0s frqDR freg
Yr 1sf piq?Wros Z T g0 br T sq
Yr 1sf pia? RPYros Z f ol br faq
Yr 1sf g PR fraqg RPYros Z T ogd
Yr 1sf pig P R FeqPros Z Froql 15PYr0s Z f reqlos
Pq
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pa po desno-lijevom yetter-Drinfeldovom uvjetu slijedi da je to jednako

PO Yr 2sf PR Yr 1sf pgros Z f aqd
Yr 2f g DR Yr 15Hr0s g
Uz
X7AQ  Yr 1sHos |

racunamo
RP XA Qqd  rPYr 1sWros O
RIVr 1sf piq?Wros Z f 200
Yr of gL O R Yr 1sf g/ Wros Z f e
Yr of gL DR Yr 15Br0s frog
Dokazali smo da se formule 24} podudaraju s odgovardim formulama zaH . Slijedi
da jeH desni bialgebroid, izomorfaH & .
O

8.1.4 Hopfovi algebroidi

Sada mo emo dokazati da lijevi i desni bialgebroid HaGR zajedno s prije uvedenim cine
Hopfov algebroid.

Teorem 8.1.7.Neka jegH; ; ; ; ; Squnutrasnja Hopfova algebra u kategoripndproVect
s bijektivnim antipodom. Neka fR; gr; r;Z; qunutrasnja pletenicasto-komutativha desno-
lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nadl u toj kategoriji. Oznacimo 4 : R |
odgovaraju¢i antizomor zams: L N R.

De niramo preslikavanja:

r: RN HTR L LN HTR
y PR, 7y x PN p qq  mq 157 PXGos
r: RPN HTR L LN HR
yPN g i 1sWios x PN XGosZS ' q 15
rR: HRN HRbrHTR L: HRN HRb_ HTR
f 7 PNF g7l b g f oqfy f A PNfpq7lr b f gy
rR: HRN R L HRN L
f % PN o oy fA PN 'pyios Z 8%y, 1Sfaq
 HRPP N HR

f7y pNerS SZYr 1sSf
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Tada jeH /R; H | ; Hr; qunutrasnji Hopfov algebroid u kategorimdproVect s lijevim bial-
gebroidomH, pHTR; y=w;: L; L; L; tgnhadL idesnim bialgebroidonHr p HTR;
H®R, R, R; R, rONAAR.

Dokaz. U propozicijama 8.1.2 i 8.1.5 je dokazano datsg i H desni odnosno lijevi bialge-
broid nadR odnosnd. i u propoziciji 8.1.4 da je antihomomor zam.
(i) Dokazujemo prvo jednakosti

Prvu, treeu i cetvrtu jednakost je lako dokazati.

LPLP RIYOD  LPLPYr 1sHros0]
LP 'Pros Z P5%RYr 10850y 29994
LP 'PAa Ve 1sWios
rRPYC

RPRP LXQAAQ  rRPRPY0sZS 'Y 15999
rRPY0sZS 'Pyr 15009
YiosZS 'pyr 1500
LIXq

RPRP LXQAq RPRPYr 15Wr0s0q
RPYA  Yr 1sWros
LXq
Dokazujemo sada drugu jednakost.
LPLP rPYAQQAq PPy Aaq
LP 'PosZ S?Yr 1599
P YrosZ S%r 15%0sZS 'PhrosZ SV 1sG 1s
pPqg
Koristeci desno-lijevi Yetter-Drinfeldov uvjet imamo:

peZgabsS 'reZzgy 15 €ZGpqb S 'S e 159
€ZGogb S 'S B 1585 e
Sada primjenimo desno djelovanje na lijevu i desnu stranu i imamo:
PPZOaZS 'RZY% 15 €ZPheeS P P 18 *Phedd
ezpS 'pr 185 2paqq
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Primjenomtoga za Ysig S?py, 1sqracunamo dalje

pq YrOstS 1Wr 1scﬁ ZWr quq
147y
rRIYQ

(i) Lako se vidi da vrijedi:

p rbyidg L pidbr Q

R

p Lbridg r pidbr rqQ

Naime, obje strane prve jednakosti na gecleym elementd 7 jednake su:

fplq71R bep2q7lR b|_ fp?:q?y

a obje strane druge jednakosti:

(iif) Na kraju dokazujemo

L Ls R R
p bidg . =&
pidb q = L L

b

o~ e

b

P rPYAQ PYr 1s7yr05q

ers SZWr 1scﬁw qu
y rRPYQA

PLPAd  PrsZS 'prr 1599
B 1sMos S Y 2600
Yr 35 Yros S°PYr 1s0SPY 20
Yr 1shros  LIYQ
Ovdje je p1 mno enje uR-prstenyH; ,:; rG Monoidu u kategorijzM r; bé; Rqu kojoj
je lijevo i desno djelovanje n&l dano mno enjem s r slijeva i zdesna, inducirano s;.

Analogno, ,: je mno enje uL-prstenupH; :; g monoidu u kategorijp. M ; bﬁ; Lqu
kojoj je lijevo i desno djelovanje nel dano sa mno enjem s, slijeva i zdesna, inducirano s

1 . Kompozicije preslikavanja su dobro de nirane jer je zbog prethodno dokazana dva svojstva
od dobro de nirano:

bid: HRb, HRN HRb{ HTR
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idb :HRbrHMRN HRbiHTR

Prva jednakost se lako provjeri na geesk&dm elementd 7:

b1 PP b idap L Aqaq S gy A dwdy  rPrA A

a za drugu je potrebno Koristiti Yetter-Drinfeldov uvjet:

biPPd b ap rEF Haaq pippd b g p7ls br feqAag
fp1q Yros SZWr 15050 p2qd

P A P TPYes 2 PS%py: 105 qag
Yros Z FSZWr 1s05f qq
Sto je po desno-lijevom Yetter-Drinfeldovom uvjetu jednako:

S 1@294 Zscﬁfj pquq/r 13@294 4sC§Ff p3qqq7¥?05 Z IOSZFM 3S(ﬁrf p2qqqq
f pquZWr Zscﬁﬁ p3qq7pr05 2 FBZWr 3sC§pc p2qqqq
f plg Yros SZWr 1scﬁﬁ p2qq

Slijedi i lijevo-desna verzija prethodnog teorema.

Teorem 8.1.8.Neka jeH; ; ; ; ;Squnutrasnja Hopfova algebra u kategoripdproVect
s bijektivnim antipodom. Neka j; ; ;Y. qunutradnja pletenicasto-komutativna lijevo-
desna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nddu toj kategoriji. Oznacimo &R : L |
odgovaraju¢i antiizomor zams: L N R.

De niramo preslikavanja:

L LN LM r: RN LM
x PRX 71y yPNS’p 'pyaiq  'Bydos
L LN L7H r: RPN LM
x PN g X051 y PN 'pyqiy
L LHNLMHb LM R:LMHNLMHbgLM
X7 PRXTF g 1 7F o X7 PR g br 1 7 o
L LHN L r: LHNR
x7 PN pf ox x7@ PN pS gf q¥Yxq
LM N L7H

X7 PNSfS2X1s Xros
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Tada jep.™; H_;Hgr; qunutrasSnji Hopfov algebroid u kategorijndproVect s lijevim bi-

algebroidomH, pL™; % o; L;

LM R R, R, rRONadR.

L; LgnadL i desnim bialgebroidoni g

p LM,

Dokaz. Iz prethodnog dokazanog slijedi da je to Hopfov algebroid izomorfan Hopfovom alge-

broidu iz teorema 8.1.7.

]

Slijedi tablica u kojoj su ukratko navedene sve formule koje se pojavljuju u prethodnim

propozicijama. Postoje dva istaknuta antizomor zmadmeé N R koja proizlaze iz strukture

Hopfovog algebroida, naime
1

L sinverzom ' | g, te R

L Sinverzom

L r. Ovdje su kao u prethodnim propozicijama ti antiizomor zmi koriSteni da se

pove u formule za prikaze Hopfovog algebroida KGR i L H . Izomor zam te dvije algebre,

tji. veza ta dva prikaza iste algebre, vidljiva je iz tablice usgojei preslikavanja s lijeve i

desne strane, naprimjet:  x71y

Lpxq PL™H jednakje | pxq

XG 1s7 XGos PHMR

iimajuci naumu da jel, # PL7H jednakf 71 PH 7TR.

L™

H R

lijevi bialgebroid nad L

LXg X7y
Lp(q XrOs7Xrls

lijevi bialgebroid nad_; pomctu
LP 'PAd Ve 1sBros
LP 'mAa YiosZS ' 1

LXA G X pgb i 1 7 pq LE YA fruglr b frogdy
(g f o L AA 'Pros 2 PSPy 1595 qqq
desni bialgebroid naR; pomcu desni bialgebroid nadR
RP XAQ  S*PXisd Xros R LTy
rRP XQq X714 RPYA  Yr 1sWros
RIXTQ  XApgbr 17 RAFAQ frgllr brfrogdy
rRX7AQ S ‘ffqYxq rREYG oy
antipod antipod

p(?fq Spc cﬁzp(rlsq Xr0s
1p<7fq S 1qu XrOs7Xrls

pc 7yq ers SZWr 1sC§Ff q
'EHA Y 1sHes S 'HQ

Ovdije je R b

L N R antiizomor zam

Alternativno, formule za drugi bialgebroid mo emo zapisati i pdm@ore navedenogkao u

sljedetoj tablici. Dijelovi ove dodatne tablice mogu zamijeniti dijelove gornje tablice u kojima
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su formule zapisane poroo .

L™ H7R
desni bialgebroid naR; pomcu lijevi bialgebroid nad.; pomcu
RP XAQ  XosXr1s LP 'PAd Yros SV 10
RP A4 S 'PXrsdYXr0s P ‘ad W
RIXTQ XA yqbr 1 7 g LA fugr by fpgly
RXT G pBPF S°XaddYXxod  LHF A ‘o ZS 'paq
Ovdje je R L. ' L &, :LN R antiizomorzam

Zamijetimo da su u dodatnoj tablici formule za desni bialgebroid Rgubmacu analogne
formulama u osnovnoj tablici za desni bialgebroid Radomatu i slicno za formule za lijeve
bialgebroide pomeou i

Napomena 8.1.9.Dokazi teorema i propozicija u ovom poglavlju lako se prevode u apstrak-
tnoj Sweedlerovoj notaciji na dokaze analognih teorema i propozicija u kojima je kategorija
indproVect zamijenjena proizvoljnom simetmom monoidalnom kategorijom koja posjeduje
koujednaitelje koji komutiraju s monoidalnim produktom. Posebnu pa nju pritom treba dati
samo izrazima oblika phq phlg jer rad s njima ukljeuje identitete koji sadr e djelovanja

I iz de nicije 7.2.13 unutarnjeg bialgebroida, vidi dokaze lema u odjeljku 7.3. Ovdje to nije
bilo potrebno jer je koprodukt phg PH b o H uvijek bio u racunu predstavljen s,ph'gza
nekih!PH b H, gdje smo $H oznaili poludirektne produkte. 7H i H 7R, sA algebrel i R,

as | kanonsku projekcijtdi b H N Hb H.
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Poglavlje 9

Dualne Hopfove algebre,
Yetter-Drinfeldove modulne algebre |
skalarna prosirenja u indproVect

U ovom poglavlju bavimo se pitanjem kada za unutrasnje Hopfove aldgebté¢ u Hopfovom
sparivanju u kategorijindproVect vrijedi da jeR nadH unutrasSnja pletenasto-komutativha
Yetter-Drinfeldova modulna algebra u kategomnijdproVect. U prethodnom poglaviju je do-
kazano da svaka takva Yetter-Drinfeldova modulna algebra (uz bijektivhost antipoda Hopfove
algebreH ) vodi na strukturu Hopfovog algebroida na poludirektnom produk@@R. Pritom
nas najvise zanimaju sparivanja Hopfovih algebri iz dualnih potkategod)gect i proVect,
te Heisenbergova udvojenia 7R u toj kategoriji zaR iz kategorijeindVectFin.

Hopfovo sparivanje, Hopfovo djelovanje i poludirektni produkihdproVect de nirani su
u odjeljcima 6.3 i 6.4 poglavlja Algebra u monoidalnim kategorijama.

9.1 Pregled rezultatai metoda

Rezultate smo dobili za Hopfova sparivaidr H N k koja su nedegenerirana u drugoj vari-
jabli, 3to naravno ukljouje kanonsko sparivanRb- R N k i primjer Heisenbergovog udvo-
jenjaR 7R za Hopfovu algebriR u indVectFin. U dokazu sljedeeg teorema 9.3.10 smo
koristili injektivnosti odralenih linearnih preslikavanj&, T; i T,, koje ne bi mogle vrijediti
da sparivanje nije nedegenerirano u drugoj varijabli. Ipak, dodatnodnnarimjeri u kojima
sparivanje nije nedegenerirano u drugoj varijabli.

Teorem A. Neka stR i H unutradnje Hopfove algebreindproVectinekajez: RbH N R
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desno Hopfovo djelovanjeindproVect takvo da jeT, koji je de niran u napomeni 9.2.2
To: HH bR N HoMingprovect IR " R; RQ
T,p h bhibrgubdg ~ pdzh gutzhig
injekcija.
Tada ako postoji mor zam: R N H br R uindproVect za koji vrijedi uvjet:

R p2b'|dRq deb' q R R:R

to jest

r'z owq rrl zasve;r'PR;

vrijedida je lijevo kodjelovanje R je uz djelovanje i kodjelovanje unutrasnja pletenicasto-
komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modulathadndproVect.
Nadalje, taj je jedinstveno takvo kodjelovanje.

Injektivnost linearnog preslikavanjg dokazali smo
(i) u slucaju Hopfovog sparivanj® i H iz potkategorijandVect i proVect: koristei slo-

eniju propoziciju s anihilatorima, uz dodatne dovoljne uvjete na koprodukt Hopfove
algebreR,

(i) u slucaju Hopfovog sparivanj& iz indVectFin saR iz proVectFin (Heisenbergovo
udvojenjeR 7R), te oftenitije saH iz proVect: koristeti jednostavnije dokaze s uvede-
nim kanonskim elementima.

9.1.1 Hopfove algebre iz potkategorijandVect i proVect

OpiSimo sada prvi skeaj. Dokazan je sljedeéteorem.

Teorem B. Neka jeR unutrasnja Hopfova algebra imdVect, H unutrasnja Hopfova algebra
u proVect i neka jex;y: RbbH Nk Hopfovo sparivanje m#i njima uindproVect koje
je nedegenerirano u drugoj varijabli. Nek®& ima Itrirajuce komponentet R, U,pn, | Skup
generatora kao vektorskog prostora za koji vrijedi:

( o) zasvakigeneratar P R, postojir! P R koji nije djelitelj nule takavdaije rprq rbripP
AnihgpHgb R

( ») zasven PN, za svaki generatar P R, postojir! P R koji nije djelitelj nule takav da je
rPg rbriPR, 1b R AnihgpHgbR
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Tada ako postoji mor zam: R N H br R uindproVect za koji je
r'2 pmq rrl zasve;r'PR;

onda je lijevo kodjelovanje R je uz djelovanje i kodjelovanje unutrasnja pletenicasto-
komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modulathadndproVect.
Nadalje, taj je, ako postoji, jedinstven takav mor zam i jedinstveno takvo kodjelovanje.

Zamijetimo su zahtjew oqi p hgpooptenja sljedéih zahtjeva:
(3 Ro k
( 1) zasven PN, zasvakir PR, vrijedi rprq rb 1R PR, ;bR

koji su zadovoljeni naprimjer za univerzalnu omeka algebruJpgqi za povezane strogo I-
trirane Hopfove algebre, te poognja sljedéih zahtjeva:

( 3) zasvaki generatar P R, postojirt P R koji nije djelitelj nule takav daje rprq rbr?t

( 2) zasven PN, za svaki generatar P R,, postojir! P R koji nije djelitelj nule takav da je
rREFq rbrPR, ;bR

za kojecCe se pokazati da su zadovoljeni naprimjeftdzasl,q uz standardnu ltraciju koja je
cini objektom uindVect koji nije unutarindVectFin.

9.1.1. Pregled pomonih rezultata. Dokazano je da svakimor zatbr B N C uindproVect

de nira linearno preslikavanjgé N HoMingprovect PA; C g Sto je Koristeno za de niciju potreb-

nih linearnih preslikavanja koja slijede. Koristeltriranu bazu odR i formalnu bazu ocH

poka e se da su, ako je sparivanje nedegenerirano u drugoj varijabli, linearna preslikavanja
de nirana u napomeni 9.2.2:

Sl: HbR N HomindproVect FR; RO,' Slp’ h br qpﬂq ’ Xd;h yr

S;: HbH b RN Homigprovect R 7 R; RG
S;p h bhibrgubdyg =~ xd:hyxd:hiyr

injekcije. To je winjeno u pododjeljku 9.3.1. Zatim se koriste zahtjpvipqi p nqda bi se
preslikavanjal; i T, na nekim pogodnim kvocijentima prikazala potodnjekcijaS; i S; i na
temelju toga dokazala injektivnost i T,. To je wcinjeno u pododjeljcima 9.3.219.3.3, gdje su
pripremne propozicije i glavna slo enija propozicija s anihilatorima koja pokazuje injektivnost
linearnog preslikavanja,.
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9.1.2 Heisenbergovo udvojenje Hopfove algebre indVectFin

OpiSimo sada drugi staj. Heisenbergovo udvojenje, poludirektni prodak7A, de nirano je
za kon@no-dimenzionalne Hopfove algebte Ovdjece Heisenbergovo udvojenje biti de ni-
rano ofgenitije za sve Hopfove algebi koje su Itrirane konano-dimenzionalnim kompo-
nentama, tj. objekti indVectFin. Naime, za takve Hopfove algebre vrijedi da je njihov dral
unutrasnja Hopfova algebraproVectFin i da je njihovo sparivanje mor zam indproVect,
vidi odjeljak 9.4.

Za Hopfove algebrdR iz indVectFin koje imaju bijektivan antipod, dokazali smo da je
linearno preslikavanj&; injektivno i zatim pronasli jednostavan nu an i dovoljan uvjet za pos-
tojanje preslikavanja iz teorema A.

Teorem C. Neka jeR unutrasnja Hopfova algebra indVectFin s bijektivnim antipodom.
Tada postoji kodjelovanje: R N R b R takvo da jeR nadR desno-lijeva pletenicasto-
komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz sparivanjem inducirano djelozafé

R N R ako i samo ako je orbita svakog elemeita R po adjungiranim djelovanjima oB
potprostor konacne dimenzije. To kodjelovanje je tada jedinstveno.

Nakon toga je u primjerima pokazano da uvjete teorema zadovoljavaju univerzalna omo-
tacka algebrdJpgg konacno-dimenzionalne Liejeve algebge Stoce voditi na skalarno prosi-
renjeUpgq Upggkoje se mo e kao algebra poistovijetiti s algebrom formalnih diferencijalnih
operatoral® pG; eqUpyg Takader, dokazano je da je uvjet teorema zadovoljen za kvantnu
grupuUgpsl,gpromatranu kao Hopfovu algebrundVectFin.

9.1.2. Pregled pomonih rezultata. Ovdje upravo konena-dimenzionalnost komponenata od
R 1 bijektivnost antipoda (koja je ir@ zadovoljena za sve karreo-dimenzionalne Hopfove
algebre) omogtava de niciju odr@enih kanonskih elemenata i njihovu upotrebu. Naime, po-
ka e se da je mogte de nirati kanonske elemente

K;L: EndRgNR BR

koristeti Itriranu bazupD g odR injoj dualnu formalnu bazpe q odR , koja ne bi bila for-
malna baza da nisu komponente koma-dimenzionalne. Oni su unutar skupéegodR b R,
ali opet unutar kategorije, jer je taj skup jednak tenzorskom prodgktor R R B R; gdje
je saR oznaeno da je n& zaboravljena ltracija. Kanonski elemeft i njegov inverzS; su

K: EndRgN R B R; Kpg ~eb pq
S;i:RBRNEndRg Sip h brgdbN xdhy
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te kanonski elemert i njegov inverzT;

L: EndRqN R B R; Lpg eS'egbD p q

T.: R B RN EndiRg Tip h brgdpN pzh g :

Cilj je pomatu kanonskih elemenata dokazati daTsu T, injekcije. U oba slaaja se lako
dokaedajeS; K idenamqi Ti L idenamq ali te e da su obratne kompozicije identitete,
tojestda s, i T injekcije. Zatim se na analogancia doka e poméu dvostrukog kanonskog
elementaV da jeT; injekcija. Pritom suS;, T, prosirenja reprezentacig, T, (dviju struktura
algebre naR b R na veti tenzorski produkR B R koji je i dalje u kategoriji, ali nije algebra
u kategoriji. Analogno jéf, prosirenje odT,. Tako se poka e da j&, injekcija, $to je jedan
uvjet teorema A. Dalje se korigteopet kanonske elemente poka e da se preslikavanje

lu: Lpyg RN R BR; v:Z bNYZ

korestringira do tra enog mor zma: R N R bR tocno onda kad su orbite elemenata od
R po adjungiranom djelovanju kooae dimenzijecime se zadovolji drugi uvjet teorema A.
Pritom ta veza s adjungiranim djelovanjem dolazi iz formule

Sifp vaq Z PRS 2 p@Y Zg:

9.1.3 Hopfove algebre iz potkategorijandVectFin i proVect

Sada opiSimo ofenitiju verziju drugog sloaja seH u proVect umjestoR , koji se nadovezuje
na prethodno.

Teorem D.Neka jeR unutrasnja Hopfova algebraimdVectFin s bijekivnim antipodom. Neka

je H unutradnja Hopfova algebraproVectu Hopfovom sparivanju;y: RboH Rb H N k

sR uindproVect koje je nedegenerirano u drugoj varijabli. Tada postoji kodjelovanj® N

H 7R uz koje jeR nadH pletenicasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra sa spa-
rivanjem induciranim djelovanjeth: Rb H N R ako i samo ako jeupRq,, HTR, R TR.

Na temelju ovog teoremée slijediti da jeUpgd™" 7Upgq skalarno prosirenje nadpyq za
odradenu Hopfovu algebrpgd™ , Upgg koju dobijemo ekplicitno izreunavsi generatore
I strukturna preslikavanja najmanje Hopfove algeHre, Upgq takve da jeLupRq ,, H7R.
Takoder, bud@i da ce iz tih eksplicitnih rauna biti jasno da j@&Jpgd™™ Hopfova algebra u
kategoriji Vect ,, proVect, direktnoce slijediti da je iUpgq "Upgq skalarno proSirenje nad
Upgqgza reducirani dudlpyg , Upgg .
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Takader, imamo i geometrijski de nirane primje@pAut pygq@pggi O™" pGaUpgg kod
kojih pak sparivanje nije nedegenerirano u drugoj varijabli; jecinjenica da jeUpgqg nad
O™ nGqgi nad OpAut pgqq Yetter-Drinfeldova modulna algebra dokazana direktno kasiste
nadeni opis generatora i strukturnih preslikavanja tih Hopfovih algebri.

Takader, zaUypsl,qje analizirano kako se mogu upotrijebiti kanonski elemeak i kada
Uqpsl,gqgledamo sa standardnom Itracijom, kao objekindVect koji nije u indVectFin.

9.2 Reprezentacije

Propozicija 9.2.1. Neka jef : AbB N C mor zam uindproVect. Tada je za svaki P B li-
nearno preslikavanj@ pog: A N C de niranosa: T pgogmq  f pab bgmor zam uindproVect.
Dakle, mor zamf : Ab B N C uindproVect de nira linearno preslikavanje

T:BN HomindproVect PA; Cq

Zaformalnusumu b buBiaPAvrijedidaje pI b g@aggformalna suma (i
Tpomg Tp bamg Pl b ggq

pa je, ako jeB tenzorski produkt objekata, preslikavanjejedinstveno odm@eno svojom vri-
jednosti na jednostavnim tenzorima.

Analogno je za svalka P A de niran mor zamB N C u indproVect cime je de nirano
linearno preslikavanjedA N HoMingprovect PB; Cgi 0ono je odre&leno svojim vrijednostima na
jednostavnim tenzorima.

Dokaz. Neka su komponente odl, B, C redomtA;up, tBjyp;, tCilkpx . Lako se vidi
da je T pbg zaista mor zam uindproVect. Naime, za svaki P |, P J postoji Itrirajuca
komponenteCy takva da postoji mor zanf;; : A; B B; N Cy u proVect koji je komponenta
mor zmaf : AbB N C. Budlti da sebnalazi u nekoj ltrirajucoj komponentB;, za svaki
i postojik takav da postoji linearno preslikavarjgbag: A; N Cy, T, pogmq fijpab bg za
koje vrijediTpog & ¢ Tipng

Preslikavanjd; je mor zam uproVect pa distribuira po formalnim sumama, dakle i for-
malnim sumama oblikp aqbb pa b bqg(tenzorski produkt formalnih suma je for-
malna suma po lemi 5.4.7) tega slijedi da linearno preslikavanjghqdistribuira po formal-
nim sumama a , tj. daje ono takder mor zam uproVect. Time je pokazano da je linearno
preslikavanjel pogmor zam uindproVect. Vrijedi

Tp bamq fmbp bagg fp abbg ~ fmbbqg = prbgrqq
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jer je tenzorski produkt formalnih suma formalna sunfiadistribuira po formalnim sumama.
O

9.2.2. Po propoziciji 9.2.1 desno Hopfovo djelovarie RbrH N R Hopfove algebreHd u
indproVect na Hopfovu algebriR u indproVect de nira linearno preslikavanje

TO: H N HomindproVect FR; Rq TOth: d DRU zh
i desno djelovanjd@; : Z: RbpH 7Rq N R de nira linearno preslikavanje

T HR N HoMpgprovest FR;RG Tip h  q:dPRdZp h & q ~ mzhqg:

Budwti daH 7R djeluje naR, preslikavanjel; je antihomomor zam algebri.
Analogno, sparivanje;y: RbbH Nk objekataR i H u indproVect de nira linearno
preslikavanje
So: H N Homingprovect FR; kG Sophq: d PN &; hy

i mor zam S; uindproVect dan kompozicijomR br H r R _ PR R JR de nira

linearno preslikavanje

Si: Hb RN Hompgpoveet R;RG Sip h br g:dbN xd;h yr :

Po toj propoziciji preslikavanja su dobro de nirana formulama s formalnim sumama s desne
strane i odrdena su svojim vrijednostima na jednostavnim tenzorima.

Dodatnocemo de nirati primjenom iste propozicije 9.2.1 dva preslikavanja kejaam biti
potrebna u dokazu glavnog teorema 9.3.10.

Mor zam T, u indproVect dan kompozicijom

RERbBHODHTR SR ® P ® o b HBREHR —2%2 IRFR—F /R

na jednostavnim tenzorima je
T,:db d'b hb h'b r PN @z hgu'zh'frq pdZhgp'zhly
I de nira linearno preslikavanje
To: Ho HR N Homingprovect PR b R; Rq
T,p hbhibrgdbdpN pdzh qu'Zzhig :
Pritom se lako vidi da iz de nicije preslikavanjg osim svojstva

T.,p h bhlbrgubdg ~ pzh gu'zhig
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imamo i svojstva:

T:p p h bh'gbraubdg ~p pdzh qa'zh' qq

T.p hbp h'br qggbdg = pzhagp pd'zh' g g
Mor zam S, u indproVect dan kompozicijom

ROUREHIODHb RS A T ey bR H PR — Y™V R bR IR

na jednostavnim tenzorima je
S;:db d'b hb h'b r bN &; hyxd’; hlyr
I de nira linearno preslikavanje
S;: HbH b RN Homigprovect PR 7 R; RG
S;p h bhibr gdbdbN xdhyxd:hiy :

Slike po preslikavanjim&, i T, dovoljno je zadati na jednostavnim tenzorima jer je doka-
zano da su te slike mor zmi indproVect (dakle, mogu se proSiriti na cijelu domeRir R
koristeti zapise pomou formalnih suma i to je dobro de nirano, tj. neovisno o izboru formalne
sume).

U sljedeEih nekoliko propozicija dokazatemo da vrijedi: (i) ako j&Sy injekcija, onda su
S; i S; injekcije, (i) uz neke odréene uvjete na bialgebm u indVect koja je u Hopfovom
sparivanju s bialgebroril u proVect, ako je S, injekcija, onda sulp, T; | T, injekcije. To
c¢emo onda koristiti u teoremu 9.3.10 da doka emo jednakost nekih elemehbta ti 7R i u
HbHTR.

9.3 Injektivnost reprezentacija

9.3.1 InjektivnostS; i S,

Propozicija 9.3.1. Neka jepe q pa formalna baza objektél u proVectineka jepD qps |-
trirana baza objektaR uindVect. Tada se svaki element étib- R mo e zapisati na jedinstven
nacin kao formalnasuma ;. ., ga e b D .
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Dokaz. Neka ltracija naR ima komponent®tR;up g SkuppD qpg je Itrirana baza odRr,
pa postoji ko nalni podskugK od| takav da je za svakiP K praslika tog skupa po injekciji
R:Ry N R, RptD | PBug :tD | PB;u baza ltrirajute komponent®;, objekta
u Vect. Budwti da je R; trivijalno ko Itriran vektorski prostor kao objekt yproVect, to je
tD | PBjunjegova formalna baza, pa po propoziciji 3.3.14 slijedi deejeb D @,. ¢m 8
formalna baza od ltrirajge komponentél B R;, objekta uproVect.

Svaki element od H br R pripada nekoj komponenti B R;. Zbog ko nalnostiK u I,
komponentu mo emo odabrati tako daude uK . Element unutar komponentel B R; mo e
se tada po propoziciji 3.3.10 zapisati na jedinstvecim&ao formalna suma u toj bazi. Ako
uzmemo zapise u dvije razlte komponentél B R; i H B R;, pricemu komponente ne moraju
imati indekse iz skupK , lako se vidi da zbog ko nalnosti skupgé postoji komponental B Ry
sak PK u kojoj ce slike tih dviju formalnih suma po neprekidnim veznim preslikavanjima (koja
su inkuzije) po prethodnome biti ista formalna suma. Dakle, zapis je jedinstven. ]

Propozicija 9.3.2. Neka jeR objekt uindVect, H objekt uproVectinekajex;y: RbH N k
sparivanje uindproVect. Neka suSy, S; i S, linearna preslikavanja de nirana u napomeni
9.2.2:

SO: H N HomindprOVect FR; kq SthQFﬂq X d; hy;

Si: HB RN Hompgpoveet FR;RG Sip h brgug — xd;h yr ;

S;: HbH b RN HoMigprovect IR 7 R; RG

S;p h bhibrgubdyg =~ xd;hyxdihiyr :

Tada vrijedi sljedece: ako j&, injekcija, tj. sparivanje je nedegenerirano u drugoj varijabli,
ondasuiS; i S; injekcije.

Dokaz. Pretpostavimo da j&; injekcija. Neka jgee q pa formalna baza objektd u proVect
I neka jepD g pg Itrirana baza objektaR u indVect. One postoje po propozicijama 3.3.13 i
4.3.2.

Dokazujemo da j&,; injekcija. Neka jet 0 element odH br R. On se mo e zapisati kao
formalna sumaoblika ;. ., g@ e b D po propoziciji 9.3.1. Po lemi 5.4.7 ocananju s
formalnim sumama: (a) grupiranjem sumanada imamo da je zasvakaz ,a e b D
formalna suma, (b) bududa je za svaki elementD 0, slijedi da je za svaki izraz

pa @ € formalna suma neke vrijednosti i vrijedi

aebD ~p aegbD ~ vbD:
p; g B
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Sada odaberemo nediP R takav da je barem jedaal; v y 0. Takav postoji jer u protivnom
bi, jer je Sy injekcija, svakiv bio jednakO pa it jednak0. Sada imamo

Sipqug Si;p v b D quq ~ xd;vyD

Sto je zbog linearne nezavisnos) u razlicito od0. Dokazali smo da j&, injekcija.

Sada dokazujemo da f& injekcija. Zakljwcivanje slijedi sleno kao zaS; koristeti iste
propozicije i leme. Neka je¢  Oelement oH br H br R. On se mo e zapisati kao formalna
sumaoblika ,.. . o g@ € be b D .Grupiranjem sumanadaimamo da je za svaki
p; gizraz ,a e be b D formalnasuma. Budida je za svakp; ¢element
e bD 0, slijedi da je za svakp; qizraz ,a e formalna suma neke vrijednosti
v ivrijedi

5

a ebebD ~p a egbebD ~ v bebD:
Pi; oM A B ; ;

Sada odaberemo neitt P R takav da je barem jedaml; v y 0. Takav postoji jer u protiv-
nom bi, jer jeSy injekcija, svakiv  bio jednak0 pa itjednak0. Buditi dajex; ybridy bridg
mor zam u indproVect, izraz

" xdtv ye bD

je takdder formalna suma. Po propoziciji 9.3.1, zapis je jedinstven, pa slijedi da je ta formalna
suma vrijednosti 0. BudLti da jeS; injekcija, postojid PR takav da jeS;pqug Opaje
Spgpb dg ~ xdbv yxd;eyD  Sitqug O

Dokazali smo da |&; injekcija. ]

Napomena 9.3.3.U de niciji linearnog preslikavanjaS, i dokazu propozicije zapravo nije
bitno da su sparivanja jednaka i &asudjeluje u njima, pa bi se analogno mogla dokazati i
opcenitije tvrdnje da je

Sy Hib Ha b R N HOMingprovect PR1 B R2; RG;
Slp hbhibragubdg ~ xd;hyxd:hy,r
dobro de nirano linearno preslikavanje i da je injekcijan su sparivanja; y,: Ry b Hy N k
i X; ¥2: Ro,brH, Nk nedegenerirana u drugoj varijabli, te da je
Si: Hib R N HoMingprovect PR1; RY
Sip h bramg ~ xdhyr

dobro de nirano linearno preslikavanje i da je injekcgin je sparivanjes; yi: R1brHy N k
nedegenerirano u drugoj varijabli.
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9.3.2 Pripremne propozicije

Propozicija 9.3.4. Neka suV i W objekti uproVect i neka suvta V i Wl a W njihovi
potpuni potprostori. Tada je presjek potpunih potprostereh W i VB WlodV B W jednak
Vb Wi

Dokaz. Jezgraod/*!b W & VB W N V BpW{Wgje jezgra tenzorskog produkta: B g1
monomor zma i kvocijentnog preslikavanja, dakle, po propoziciji 3.4.23, ona je jednaka

VB Kergyw: VB WE

S druge strane, bud@uda je kvocijent po potpunom potprostorytoVect koujednaitel;
po propoziciji 3.4.12 i da po korolaru 3.4.4proVect koujednaitelj komutira s tenzorskim
produktom, to jev BpW{Wg pV B Wa{pv B Wgi desni trokut na sljedeem dijagramu je
komutativan.

V BpW{Wl

_

Vb w 1B idw v B Wa{pv B Wig

\%

Jezgra preslikavang'b W & VBW N pV B Wa{p/ B Wigje skup svih elemenata od
V1B W koji se preslikaju unutar jezgé B W *kvocijentnog preslikavanjg, g4 1, dakle, jez-
graje

vIBwg pv B Wi

Jezgre su jednake, dakle vrijgdth Wt p ViH Wq“ VB Wl O

Propozicija 9.3.5. Neka jeR objekt uindVect, H objekt uproVectinekajex;y: RbH N k

sparivanje mdu njima uindproVect. Tada za svaku ltrirajucu komponent,, od R vrijedi

dajeAnihyRhq: t hPH | xr;hy 0; @ PRyupotpun potprostor odd. Nadalje, postoji
jedinstveno preslikavanje

X; Yo : Ro BpH{ Anihy pRhaq Nk

takvo da je sljedeci dijagram komutativan, ono je mor zarproVect i nedegenerirano je u
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drugoj varijabli.

RbH — 4k

]

R\BH — 2,k

idg, B nl

R, BpH { Anihy PRy gg—2— k

. L
Ovdje je s , oznaceno kvocijentno preslikavariieN H Anihy pR,g mor zam uproVect.

Dokaz. (i) Dokazujemo da jeAnihpR,q potpun potprostor odH za svaku lItrirajucu kom-
ponentuR,. PreslikavanjeR, B H N k u drugom retku je komponenta mor zma; y u
indproVect, dakle mor zam uproVect. Buditi da tada to preslikavanje distribuira po formal-
nim sumama, slijedi danihpR,gsadr i sve formalne sumeiji su sumandi njegovi elementi,
pa je po propoziciji 3.4.8 potpun potprostor |d

(i) Dokazujemo da je dobro de nirano preslikavanje

X; Yn: Ro BpH{ Anihy pRhaq Nk

u najdonjem retku na dijagramu, da je ono mor zarpneVect i da je nedegenerirano u dru-
goj varijabli. Budwti da je AnihpR,q potpun potprostor odH, slijedi da jeR,, B AnihpR,q
potpun potprostor ok, B H. Zbog toga $to j&R, B AnihpR,,qpodskup jezgre preslikavanja
Ro.BH N k u drugom retku i pI(_)tpun potprostor d&l, B H, po propoziciji 3.4.14 postoji
jedinstveno preslikavanjgR, b Hq pR, B AnihpR,qqg N k u tretem retku na sljedem dija-
gramu takvo da je dijagram komutativan i ono je mor zamroVect.

Xy

RbH > K

R, B H aid s K

L
PR, B Hg PR, B Anihy pRgg—— k
Po korolaru 3.4.4 koujedéelj u proVect komutira s tenzorskim produktom, pa je

L . L
R, B Hg R, B AnihpgR,qq R, BpH  AnihpR,qq
- L
i kvocijentno preslikavanj®, b H N pR, b Hqg pR, B AnihpR,ggmo emo zamijeniti s

- L
idg, B n:R,BH N R,BpH AnihpR,qq
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Propozicija 9.3.6. Neka jeR unutrasnja Hopfova algebra undVect, H unutrasnja Hopfova
algebra uproVecti neka jex; y: RbbH Nk Hopfovo sparivanje n njima uindproVect.
NekaR ima ltrirajuce komponentd R, u,py , | Neka vrijedi za svakin P Ng

rRPRnG, Rnb R AnihgpHqbR:
Za svakin je tadaAnihy pR,qpotpun potprostor odH te postoji jedinstveno preslikavanje
Zn: Ry BpH{ Anih; pRyqq N Ry

do na izbor kodomenR,,, takvo da je sljedeci dijagram komutativan i ono je mor zam u
proVect.

RbH z sy R
R\BH —2% R,

o 6 l ‘

Rn BpH { Anihy lRagg—2— Ry

Ovdje jez: RbH NLR desno djelovanje de nirano u 6.4.4. § je oznaceno kvocijentno
preslikavanjeH N H Anihy pR,,g mor zam uproVect.

Dokaz. U propoziciji 9.3.5 dokazano je da fmihpR,gpotpun potprostor ol za svaku ltri-
rajucu komponentiR,,. Preslikavanj&R, 5 H N k u drugom retku je komponenta mor znia
u indproVect, dakle mor zam uproVect. Dokazujemo da je dobro de nirano preslikavanje

7o Ry BpH{ Anihy pRhgq N R,

u najdonjem retku na dijagramu i da je ono mor zamneVect. Buditi da jeAnihpR,,gpotpun
potprostor oH, slijedi da jeR, B AnihpR,,qpotpun potprostor oR, B H. BudLti da je

Rmnqn Rnb R AnlhqubR,

vrijedi da je R, B AnihpR,,q podskup jezgre preslikavanR, b H N R,, u drugom retku
na sliedéem dijagramu, komponente mor znia Naime, svaki element o, B Anihy pR,q
mo emo zapisati kao formalnu sumu r b h u kojoj je svakih uAnihy pRnqi svakir u
Rn, azbog svojstva koje ima koprodukt, zasvakje r gpqbr pqPR,bR AnihgpHgbR;
paje

p rbhg X pghy g O
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9.3. INJEKTIVNOST REPREZENTACIJA

L ~
Po propoziciji 3.4.14 zbog toga postoji jedinstveno preslikavaRje) Hg pR, b AnihpR,qgq N
R u treCem retku na sljedem dijagramu takvo da je dijagram komutativan i ono je mor zam

> R
\Rm

L
R, B Hg pR, B Anihy R,gg—— Ry,

u proVect.

RobH z

R, B H 2

Po korolaru 3.4.4 koujedi#el] u proVect komutira s tenzorskim produktom, pa je
R, B H quRn B AnihpR,qgq R, bBpH I_Anih Rnqq
i kvocijentno preslikavanj®, b H N pR, B H qL|dQn B AnihpR,,qgmo emo zamijeniti s
idg, B 1:R,BHN R, BpH I'Anih|canq
[

Propozicija 9.3.7. Neka jeR unutrasSnja Hopfova algebra indVect, H unutrasnja Hopfova
algebra uproVecti neka jex; y: RbbH Nk Hopfovo sparivanje nt njima uindproVect.
NekaR ima ltrirajuce komponentd R, u\py ,: Tada vrijede sljedece dvije tvrdnje.

Ako zar PR postojir! PR sa svojstvom

rREFQ rbrtPAnihgpHqbR;

onda za svakn PH vrijedir Zh x r;hyr®
Ako zan PN ir PR, postojir! PR sa svojstvom

rrq rbriPR, 1:b R AnihgpHgbR;

onda za svakn P Anihy pR, iqvrijedir Zzh x r;hyr®:
Ovdje jez: RbrH N R desno djelovanje inducirano sparivanjem de nirano u 6.4.4.

Dokaz.Akoje rprgq rb rtPAnihgpHgb R; onda za svakh PH vrijedi
" X g Y X hyrt 0

tojestr zh x rhyr: Akoje rprg rbr'PR, 1b R AnihgpHgb R; onda sleno za
svakih PAnihpR, iqvrijedi  Xryq hyrpq X r;hyrt  Otojestr Zh x r;hyr O
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9.3. INJEKTIVNOST REPREZENTACIJA

9.3.3 Injektivnost Ty, T1 1 To

Propozicija 9.3.8. Neka jeR unutrasnja Hopfova algebra indVect, H unutrasnja Hopfova
algebra uproVecti neka jex; y: RbbH Nk Hopfovo sparivanje nt njima uindproVect.
Neka suSy, To, Ty i T, linearna preslikavanja de nirana u napomeni 9.2.2:

So: H N HOMingprovect PR; KG  Sophqig  x d; hy;

TO: H N HomindproVect FR; RU,' Tthqmq dzh

T Hb R N HoMigprovest FR;RG Tip h brgug ~ pdzh g ;
To: HrH bR N Homingprovect IR " R; Rq
T,p h bhibrgubdg =~ pzh gu'zhio :
Pretpostavimo da j&, injekcija, tj. da je sparivanje nedegenerirano u drugoj varijabli. Tada
vrijedi sljiedece
(a) To je injekcija, tj. djelovanjeHd naR je efektivno

(b) akoR ima ltrirajuce komponentet RW,py, | SKup generatora oR kao vektorskog
prostora za koiji vrijedi:

( o) zasvaki generatar PR, postojirt PR koji nije djelitelj nule takav da je rprq
rb rtPAnihgpHgbR

( ) zasven PN, za svaki generatar P R,, postojir! P R koiji nije djelitelj nule takav
daje rprg rbriPR, :b R AnihgpHgbR

onda jeT; injekcija, tj. djelovanjeH 7R naR je efektivno, iT; je injekcija.

Dokaz. (a) Doka imo da jeT, injekcija ako jeS, injekcija. 1z de nicije djelovanjaz proizlazi
da zasve PR isveh PH vrijedi

Xlg;r Zhy xr;hy:

Akojer zh 0Ozasvakir PR, ondaje ixr;hy 0 za svakir, pa je zbog injektivhostsy
nunoh O.

(b) Doka imo prvo da jeT; injekcija ako jeSy injekcija i vrijede navedena svojstva §) i
( n) koprodukta n&R. Iz injektivnostiT, lako €e na kraju slijediti injektivnost;.
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9.3. INJEKTIVNOST REPREZENTACIJA

Pregled cijelog dokaza da & injekcija je u dijelu (ix) dokaza koji slijedi. Ovdje prije
pocetka navodimo ukratko Steemo winiti. Zat PH b'H bR, t h bhtbr,t 0
pronai cemodb d!PRbRisPHBOHbDR,s g bgtbp,takvedaije

Spquib dg 0

S;paqub dg ~ xd;h ydbhlyr  xd;gydiglyp  Spsquib d'g

Tpaqub d'gy ~ pzh qp'zh'q  * pdzgaplzgip  Topsqmib d'y
i takve da zad?, d® koiji nisu djelitelji nule i pripadajud i d*po ( o) i( 1) vrijedi za svaki
dzg xdgyd; d'zg' xdig'yd
pa onda
Topsquib dg ~ pdzg qpzg'ep xdigydxdiglydp  d’d® Sypmsquib d'y

i iz toga
Squib dg 0d Topsqub dg O

Sada slijedi dokaz.
() Morzam S,: RbRbrH bbH bR N R uindproVect de niran u 9.2.2 kao kompozi-
cija mor zama uindproVect na jednostavnim tenzorima je:

S,pdb d'b hb hib rq xd;hyx®hiyr
i de nira linearno preslikavanje

S;: HbH IR N HoMingprovect IR " R; RG
S,p h bhtbrgubdyg =~ xd:hyxd:hiyr

koje je injekcija jer jeSy injekcija, po propoziciji 9.3.2.

Za svakipk; I; nqpostoji mor zam melu Itriraju ¢im komponentama, preslikavanje u dru-
gom retku sljedeega dijagrama, i ono je mor zam proVect. Jednostavna posljedica leme
9.3.5 je da je dobro de nirano preslikavanje u zadnjem retku na sidedijagramu i da je
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9.3. INJEKTIVNOST REPREZENTACIJA

ono mor zam uproVect, kao kompozicija mor zama groVect, te da je dijagram komutati-
van, zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta.

RbRbHbHDBR > R

RBRBHBHBR, » Rn

idg, Bidg, B «B (B idg,

~

L L 1 H
ReB R BpH  AnihpRqdbpH  AnihpRiqd Ry —2— Ry,

Po istoj lemi vrijedi da su odgovardja sparivanja
L -
X; Yk: ReB H AnihpReg N k

L .
X;y:R/BH AnihpRigN k

nedegenerirana u drugoj varijabli, pa je po napomeni 9.3.3 pripadno linearno preslikavanje (koje
pripadaS?)

L L . -
S%: FH Anih [qud()\pH Anih FRIqu\ Rn N HomindproVect mk b\ RI; an
injekcija. Zbog komutativnosti dijagrama za sval®H b H B R,, vrijedi

Soptq Sippk B 1B idgr,qpaq

(i) Neka jet PH b H br R proizvoljan element raait od 0. Postojin P Ny takav da jet
unutar ltrirajuce komponentél B H B R,:

tPHHHBR,;t O
(iii) Dokazujemo da za taj postoji pank; Iqtakav da jep 6 | B idr,qpg O.

HbHbR

HBHB R,

B 1 Bidg,

L L
pH AnihpReqdipH - AnihpR,gcf R,

Preslikavanjes; je injekcija pa postoji generatorb d'PR br R takav da jeS,ptqui b d'g 0.
Postojek, | PN takvi da jed b d'unutar ltrirajuce komponent® B R, Ry b R;. BudLti
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9.3. INJEKTIVNOST REPREZENTACIJA

da jeSippk B Bidg,apqgdb dg S;pgm b d'gpo komutativnosti donjegetverokuta
na dijagramu u (b1), mora bip b 6 idg, qpq 0. Dakle postoji park;|qtakav da je

pxb Bidg,qpq O.
(iv) Neka je sadak; lgnajmanji par Ny  Ng takav da za zadani 0 vrijedi

tt: p «b Bidg,qpg O

i saS}i S3 oznaena odgovaraa preslikavanja za taj pgk; |g kao gore.

RbRbHbHbBR = s

T

idg, B idg, B B 1B idg, H
1

ReBRIBHBHBR, \

=}

R B R BpH AnihpReqdpH ~ AnihRiadb R, — 2 R,
(v) Dokazujemo da tada vrijedi sljece:
(1) akojek 0,1 0,ondat'P fA\x 1{AqbpA, {Agh Ry;
(2) akojek 0,1 0,ondat'P H{AqbpA, {Agh Ry;
(3) akojek 0,1 0,ondat'P ;A {AqbpH{Agb Ry;
(4) akojek 0,1 0, ondat'P pi{AgbpH{A gb R,:
Ovdje smo Ay oznaili AnihpRyqradi kratkd@e zapisa, za svaki. Neka je
ok 1 H{AKN H{A( 1

preslikavanje
H—9 L H

H{Ak W H{A 1

Ono je zbogAx ,, Ak 1 dobro de nirano i po propoziciji 3.4.14 je mor zam proVect. U
komutativnhom kvadratu je vidljivo da vrijedix 1 K1k k-

Akojek,| 0, buditi da jegk; Ignajmaniji par sa svojstvom dape, b | B idg, qpg O,
to jet u jezgri preslikavanjay 18 B idg, i u jezgri preslikavanja 6 | 1B idgr,. Iz
toga slijedi da se' nalazi u jezgri preslikavanjay 1 B idna, B idr, i u jezgri preslika-
vanjaidua, B g 19 B idr,. Po propoziciji 3.4.23, te jezgre A¢ 1{AgBpH{A b R, i
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9.3. INJEKTIVNOST REPREZENTACIJA

pH{AgbpA, {A gh R,. Dakle,t! nalazi se u njihovom presjeku. Po propoziciji 9.3.4 taj
presjek jednak j@A 1{AqbpA, {Agh R, to jest vrijedi

t'P A {AcabpA; {AQE Ry:

Akojek 0,1 Otada je iz istog razlogau jezgri preslikavanjagb | ;6 idg,, pa
set! nalazi u jezgri preslikavanjiya, B u 19 B idr,, Sto je po propoziciji 3.4.23 jednako
H{A.gbpA, 1{A/gb R,. Treti slucaj poka e se analogno. detvrtom sleaju nema se $to
pokazati.

(vi) Sada dokazujemo da postsjPH B H b R, takav da je

p«B 1Bidr,apq t*
I vrijedi:
(1) zak 0,1 OjesPA¢ 1B A 1b6Ry;
(2) zak 0,1 OjesPHB A bRy
(3) zak 0,1 OjesPAx 1:BHDBR,;
(4) zak 0,1 OjesPHBHDBR,

Zak,| 0 promotrimo sljedéi komutativni dijagram:

HbHDBbR
Ac 1BA 1BR, - sHB HB R,
Lp ﬂb‘idgnl kB 1 Bidgr,

PAL 1{AkaBpA; 1{AgB R, —— pH{AqBpH{Aqb R,
Dovoljno je dokazati dajel b B idr, surjekcija, iz togae zbog
t'P A 1{AaBpA; 1{AdB R,

slijediti da postoji
sPA 16A| 16 Ry

koji se preslikava u njega. Dokazujemo da &5 !B idg, surjekcija.
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Tenzorski produkt viSe kvocijentnih preslikavanja i (mogwise) identiteta provVectmo e
se prikazati kao kompozicija tenzorskih produkata jednog kvocijentnog preslikavanja i identi-
teta. Ovdje je (B | B idg, kompozicija:

A 1B A 1BR,

LBida, , B idg,

P {AgB Al 1B R,

ida, i, B 1B ide,
PAx 1{AcaBpA; {A 0B R,

Tenzorski produkt jednog kvocijentnog preslikavanja i (miguiSe) identiteta yproVect je
surjekcija, jer vrijedi: uproVect je kvocijentno preslikavanje koujedcigelj, u proVect ko-
ujednaitelj komutira s tenzorskim produktom i kvocijentno preslikavanije je surjekcija. Ovdje
poesbno imamo zbog toga komutativan dijagram iz kojeg slijedi surjektivnost prvog preslika-
vanja u kompoziciji:

A 1B A 1BR,

LB ida, lﬁianl BRI

-3
PAc {AB Al 1B Ry ¢-—--- Pk 1B A 1B Ra{AB A 16 Rnq

Slicno za drugo preslikavanje u kompoziciji zaldjyemo da je surjekcija. Kompozicija surjek-
cija je surjekcija pa je dokazana surjektivnost dd | B idg,, .

Analogno se u skeajevima (2) i (3) doka e da su preslikavanjg) 1B idgr,, tB B idg,
surjekcije izcega slijedi postojanje traenagPH B A, 16 R, odnosnass PA, 1B HB R,.
U slucaju (4) se nema Sto dokazati jer mo emo uzeti t.

(vii) Mor zam T,: RbRbbH brH br R N R uindproVect de niran u 9.2.2 kao kompo-
zicija mor zama uindproVect na jednostavnim tenzorima je:

Topdb d'b hb h'b rq pdZhgpZzh’y
I de nira linearno preslikavanje
T,: HoH bR N HoMigproveet R ¥ R; R
T,p h bhibrgubdg ~ pdZzh qu'zhio

Za [X;l; ng postoji mor zam melu ltriraju €im komponentama, preslikavanje u drugom
retku sliedéega dijagrama, i ono je mor zam proVect. Jednostavna posljedica leme 9.3.6
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je da je dobro de nirano preslikavanje u zadnjem retku na sededijagramu i da je ono
mor zam u proVect, kao kompozicija mor zama proVect, te da je dijagram komutativan,
zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta.

\

RbrRobHbHDBDR

R
RkBRBHBHDBR, > Rm
idr, Bide, B B B idr,
L ) L . T2
R b R BpH AnihpRegdipH AnihpR,gdd R, —— Rp,

Linearno preslikavanje koje pripadgd oznaimo s
T, pH LAnih pRiqcPpH LAnih PRigP Ry N HoMingprovect PRk B Ri; RnG
Zbog komutativnosti dijagrama za svakPH B H B R, vrijedi
Totg  T,pp B B idr,apaq
(viii) Sada dokazujemo da mPH B H b R, takav da vrijedi:
(1) akojek 0,1 0,ondasPA, 16 A 1bRy;
(2') akojek 0,1 0,ondasPHB A, 1B Ry;
(3") akojek 0,1 O,ondasPAy :HHBRy;
(4') akojek 0,1 0,ondasPHB HbB R,
i db d*bilo koji generator IR, b R, vrijedi
Spsquib dg 0 A Tomqub dg O

Oznaimo zad s d? element koji nije djelitelj nule takav da jegpdg db d? PAnihgpHgbR
zak 0,o0dnosno, rpdg db d? PRy 1b R AnihgpHgbR zak 0. Analogno, neka
je d® takav element zd. Neka jes prikazan kao formalna sunsa h b hlbr .Pritom
susvin UA, ;akojek Oisvih!uA, ;akojel 0. Koristeti lemu 9.3.6 vidimo da za
takvesi db d'PRy b R, vrijedi

T,p hbhbr gubdgq ~ pizh qo2hig = xd;h ydPxdthlyd®r  d?d® S,psquib dig
to jest
Topsquib d'y  d°d® Sypsqul b d'g
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Budwci dad? i d® nisu djelitelji nule, tvrdnja slijedi.
(ix) Sada mo emo napokon provesti dokaz do kraja. U (ii) smo za

tPHbHbDR; t O
odredili Itriraju ¢u komponentu u kojoj se nalazi:
tPHHOHBR,, t O
Zatim smo u (iv) zadali da jgk; lgnajmaniji par za koji vrijedp B | 6 idg, qpg  0i oznecili
tt p «B Bidg,apg O;

L L
t'PH  AnihpRegdbpH AnihpRgdd Ry:

U (iii) smo dokazali da iz injektivnosti o0&y slijedi da barem jedan takav par postoji, dakle,
postoji i najmaniji. Budai da jet! 0i S injekcija po (i), to postoji generator

db d'PRB R, Rib R,

takav da je
S)p'gab d'g O
Zatim smo iz minimalnosti parng; lqu (v) pokazali da mora biti, ako je, | 0,

L L
plg t'P pAnihpRy 10 AnihpRgdfpAnihpR, 1q AnihpRqdf Ry;

ili, ako je neki od njih jednak), neka od mogenosti (2), (3), (4) u kojima jAnihpRy¢ 1q
zamijenjen H ako jek 0i AnihpR, ;gzamijenjen H akojel O.
Onda smo u (vi) dokazali da postsgjiPH b H B R, takav da je

pb Bidg gmq t*
i takav da, ako j&, | 0O, vrijedi
pl'y s PAnihpRy 198 AnihpR, 198 Ry;

ili, ako je neki od njih jednald, neka od mogenosti (2'), (3", (4") u kojima jeAnihpR¢ 1q
zamijenjen sH ako jek 0 i AnihpR, 19 zamijenjen sH ako jel 0. Budwti da je
pkb Bidg, qmq tizaspo (i) vrijedi:

Sepsaplib g S;t'guib d'g O;
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a u (viii) je, iz cinjenice das zadovoljava neko od svojstava (1), (2", (3", (4" i iz svojstava
( 0)i( n), dokazano da vrijedi:

Spsquib dg 0 A Tymsqub dg O
Dakle, imamo
Tomsqu b dg O
Po (vii) vrijedi:
Tmquib dq Tplguib dq Tpqub d'g
pa slijedi
Topqub d'g O

Za proizvoljant 0 pronalen je dakled b d' P Rbr R takav da jeT,pqu b d'g 0, dakle
pokazano je da j&; injekcija i dokaz je dovrSen.

(x) Doka imo sada da j€T; injekcija. Neka jet P Hb R, t 0. Tadajely bt P
HoHbRily bt 0. BudkidajeT, injekcija, postoji generatatb d*uR br R takav da
jeToply b tguib dig 0. Buditida jeT,ply b tquib dg pdz1yqutztqg dpd*ztg O,
mora bitiT,ptgpl'g dzt O.

O

Napomena 9.3.9.Zamijetimo da su uvjeti prethodne propozicije zadovoljeni posebno za unu-
traSnju Hopfovu algebr® uindVect s Itriraju €¢im komponentaméR, U,py , takvu da je:

(l) Ry t 1r: Pku k
(i) rpg rb 1R PR, 1b R,zasve PR,,zasven PN

i bilo koju unutrasnju Hopfovu algebrd u proVect koja je u Hopfovom sparivanjuR koje
je nedegenerirano u drugoj varijabli.

9.3.4 Teorem o Yetter-Drinfeldovoj modulnoj algebri

Teorem 9.3.10.Neka stR i H unutra3nje Hopfove algebreindproVectinekajeZz: RbH N
R desno Hopfovo djelovanjeindproVect takvo da jeT, de niran u napomeni 9.2.2

T, HoH bR N HoMingproveet R ¥ R; R
T,p h bhibrgubdg ~ pdzh gu'zhig
injekcija.
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Tada ako postoji mor zam: R N H br R uindproVect za koji vrijedi uvjet:

R p2b'|dRq deb' q R R:R

to jest

r'z pwq rrl zasve;r'PR;

vrijedida je lijevo kodjelovanje R je uz djelovanje i kodjelovanje unutrasnja pletenicasto-
komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modulakhadndproVect.
Nadalje, taj je jedinstveno takvo kodjelovanje.

Dokaz. SaH 7R je oznaen poludirektni produkt de niran djelovanjem kao u 6.3. Injektiv-

nost preslikavanjd, nam omogauje da jednakost dva elementas uH br H 7R dokazujemo

tako da doka emo jednakost preslikavafatqi Topsg Jednakost preslikavanfapqi Topsq

je pak dovoljno provijeriti na jednostavnim tenzorima jer su oni mor zmndproVect, kako

je pokazano u napomeni 9.2.2 kao posljedica propozicije 9.2.1, pa distribuiraju po formalnim
sumama, a svaki element tenzorskog produkta objekataproVect mo e se prikazati kao
formalna suma jednostavnih tenzora po 5.4.6.

InjektivnostT, povlaci injektivnostT; de niranog kao u napomeni 9.2.2
Tl: HR N HomindproVect FR; Rq Tlﬁ h br quq , Fdz h a

Sto je dokazuje na isti mén kao dokaz iste tvrdnje zB u indVect i H u proVect pri kraju
dokaza propozicije 9.3.8. Dakle djelovarfe/R naR je efektivho. Analogno jednakost dva
elementa i suH 7R mo emo dokazati tako da doka emo jednakost preslikavdnpqi T, psg

Prvo cemo dokazati desno-lijevo Yetter-Drinfeldovo svojstvo, zapisano gomano enja
UHTR:

5

g h heq I Zhpdg

za svaki jednostavan tenziofr uH 7R. Desna strana je formalna sum&luR, jer je nastala iz

h7 primjenom mor zama undproVect. Jednakost je dovoljno dokazati za jednostavan tenzor
h7 jer obje strane nastaju primjenom mor zamandproVect. Neka jed proizvoljan element
odR. Lijeva strana jednakosti djeluje ok

Tipprgq hgulg dZzppg hq
pdz pqoh
p rdgzh
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Desna strana jednakosti djeluje dia

o

Tip hpq P Zhggadg dZp hgg  prZhgg
, dZMheq I Z2hpgdq
. pdZ hpgdZ @ Z hpgd

o Zhpqaml Z hpgg

p rdgzh

o

ZapiSimo sadap qu Sweedlerovoj notaciji kao formalnu sumur, sb r,os UH7R.

Da bismo pokazali da je de nirano preslikavanje kodjelovanje, trebamo dokazati:

5 5

p e 1sp1qb I 1sp2qq b I'ros I 1sbp I'rosr 1sb rrOs;rOsq

H r 1sq r0s r

za svakir P R. Obje sume na lijevoj strani su formalne sume, ali ne mo emo ekspandirati
sumande i dobiti jednu formalnu sumu. Jednako tako vrijedi za desnu strante Sworiti
probleme u raunu kojeCemo rijeSiti na sljedd nacin. Preslikavanjd, ima po napomeni 9.2.2
svojstva, zalb d!PR bR,

T,p hbhibrgubdg ~ pzhgu'zhlg =~ T,ph bhibr qub dyg
T,p p h bh'gbraubdy ~p mzh qu'zh' qq

T,p h bp h'br qogdbdgq ~ mzhgp pd'zh' g q

pa mo emo raunati na sljed@ nacin.
Neka jed b d*proizvoljan uR br R. Lijeva strana:

o o o

ToP P fro1spqD Iro15p@ b oAb d'g Topp rroasaqb I asped b rrosqal b dig
. P pdzr, 1saqqmi12rr 1s2qd ¥ ros
ppﬂd]girr 159 ros
pddaZ 1, 1sTos
rdd*

Desna strana:
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o

Top e 1sbp Trosr 15D Trosnsqqp b d'g . Tofrr 1B Trosr 150 TrososQqA b d'q
. pdZr, 1gp Fﬁ:z Irosr 150 rosiosd
_zr 1002 Frosr 157 r0si0sd
opdirr 169 rosdt
PoZre 140 os0pt
pdZ 1 1/ o0t
rdd?!
Druga jednakost: .
Pre 150 ros PAlr 02 e 150 ros
IrZp rr 10700
r
Jos preostaje dokazati daRealgebra u toj kategoriji, tj. dokazati da vrijedi:

Arg 170 tes 1l e 1sTros fos
zasver b r'PR IR, jer je dovoljno provjeriti jednakost za jednostavne tenzore kao $to objas-
njeno pri dokazu prve tvrdnje. Na desnoj strani je formalna suriam jer je nastala iz for-

malnihsuma r, 1sb resi 1} (b rk tenzoriranjemi primjenom mor zamaindproVect,

na lijevoj strani je formalna suma po de niciji.
Djelujemo lijevom stranom na proizvoljahP R:

Tlp T g 1s7pr gosapig dzp AT g 1s7Pr 'Gosy
dz prig
rrid

I djelujemo desnom stranom:

) oo
Tlp I’;L 1srr 157rr05r}05qmq 9 oz p I’;L 1srr 1s7rrOsrr103q
dzl’} 1sfr 137rf03r}03
PZEE e 15000 s
[IiZl'r 1sqz re 15qf05rr05
PRIZrY 1 OZ e 157 1050010
pjirrl 1AZp 1s7rr05qr105
I’[I]ZI‘r 1sqr0$
r mzrr 1sqr05
rpdZp 1 g
rrd

[ele]
[ele]

[ele]
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U dokazu smo s ttkicom nad znakom jednakosti nazilaprovjeru da je izraz s desne strane
takader formalna suma, kao u lemi 5.4.7 @oaanju s formalnim sumamaindproVect. [

Napomena 9.3.11.Dokaz smo mogli provesti elegantnije apstraktnim Sweedlerovaurmam
pa na kraju iskoristiti da si; i T, injekcije. Generiki elementi:r, r d, d'PR,h PH.
Desno-lijevo Yetter-Drinfeldovo svojstvo:

Pa h hpg pZhaQ

Provjeravamo:
dZppqg hg pdz pagh
prdqzh

dZphpy I Zhpd pdZhpZz prZhggQ
przhgamzheg
p rdgzh
Kodjelovanje:

I 1sp1qb Iy 1sp2qb I'ros Iy 1sb I'rosr 1sb I'rosos

Pr 1sUros T
Provjeravamo:
PAZre 15aq0m'Z1e 159 r0s PPAXZ I 150 05
p dd'gZ r, 1sf0s
rdd?!

pdZr, 100" Z Fosr 160 ros0s P AZ T 1@t Z Frogr 157 rosi0s
pdzr, 10!
pdZr, 157 st
rdd?
Druga jednakost:
e o1dros P IR ZTr 150 ros
1R Zr 1M 0s
r
Algebra:
PTG 167Pr Gos 1} 1dr 157 rosf jos
Provjeravamo:
dzprlg o7priges rrid
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y .1 1 3y vyl 1
d z rr 1Srr 1Sw rOSr rOs d z gr ]_Srr 1Sq rOSr rOs
31l Y 1
p dz I'r 1sqz ry 1sqr03rros
3.1 1
I’m z rr 1sqr05
rrd

Napomena 9.3.12.Naravno, ako z& i H uindproVect vrijedi da jeT, injekcija, onda moraju

bitii T, i To injekcije. Ako je Hopfovo djelovanije de nirano iz Hopfovog sparivanja, onda mora
biti i S injekcija (jer ako postoje dva elementa koji se jednako sparuju, onda jednako i djeluju).
Za zadovoljenje uvjeta ove propozicije dolaze dakle u obzir samo efektivha Hopfova djelovanja,
odnosno Hopfova sparivanja nedegenerirana u drugoj varijabli.

Teorem 9.3.13.Neka jeR unutradnja Hopfova algebra indVect, H unutrasnja Hopfova
algebra uproVecti neka jex; y: RbbH N k Hopfovo sparivanje nt njima uindproVect.
Ako vrijedi sljedete:

(i) sparivanje je nedegenerirano u drugoj varijabli
(i) R ima ltrirajute komponente R,w,py, | Skup generatora kao vektorskog prostora za
koji vrijedi:
( o) zasvaki generatar P R, postojir PR koji nije djelitelj nule takav da je rprq
rb rtPAnihgpHgbR
( ») zasven PN, za svaki generatar P R,, postojir! P R koji nije djelitelj nule takav
daje grpg rbrPR, 1:b R AnihgpHgbR
(iii) postojimor zam : R N H br R uindproVect za koji je

r'z mwq rrl zasve;r'PR;

onda je lijevo kodjelovanje R je uz djelovanje i kodjelovanje unutrasnja pletenicasto-
komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modulathadndproVect.

Dokaz. Posljedica propozicije 9.3.8 i teorema 9.3.10. O

9.4 Dualne Hopfove algebre undproVectFin

Sljedeca propozicija pokazuje da je dual Itriranog vektorskog prostéraobjekta uindVect,
ko Itrirani vektorski prostorV , objekt uproVect, i da se sparivanje proSiruje do mor zma u
indproVect. Ona je posljedica tvrdnji o dualnosti u kategopjdproVect; b-; kgdokazanih u
odjeljku 5.3. Prisjetimo se da 2a u indVect vrijedi Homyeq pV; kKq  HOoMingvect PV; kg
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Propozicija 9.4.1. Neka jeV objekt uindVect s ltracijom ptV,up ;t mnuq Tada je na dualu
\ Homyeqt PV; kqvektorskog prostor& inducirana ko ltracija
V, : V {Anihpv,q pWhQq
s veznim preslikavanjima
am - P mng:V, NV,
i projekcijama Y :V N V, koje su kanonska kvocijentna preslikavanja i time dual postaje
ko Itrirani vektorski prostorV , objekt uproVect. Uz to, sparivanje;y: Vb V. N k u Vect
se proSiruje do sparivanja
x:y: VbV N k
u indproVect.

Dokaz. U propoziciji 5.3.2 je dokazano dapV, u,p ;t  nmugko ltracija, a u propoziciji 5.3.3
dajeVv lim,p V, . Dokazatemo da postoji proSirenje sparivanja koris{gropoziciju 5.2.5
o0 prosSirenju preslikavanjaindproVect.

Sparivanjex;y: V. b VN k postuje ltracije na domeni i kodomeni i ko Itracije na
njihovim komponentama na sljetienacin. Za svaku komponent, b V  Itracije na domeni
postoji komponent& ltracije na kodomeni i preslikavanje;;yt: Vo, b V. Nk takvo da
gornji kvadrat na sljed®m dijagramu komutira i takvo da ono poStuje ko Itracije na domeni i
kodomeni. Naime, svaka restrikcjabV & VbV N k je takva da gornji kvadrat komutira
i svaka takva restrikcija zaista poStuje ko Itracije na domeni i kodomeni. Doka imo drugu
tvrdnju. Za svaku komponentuko ltracije kodomene preslikavanjg; y: postoji komponenta
ko Itracije na domeniV,,b V (naime, to je komponend, b V, ) takva da postoji preslikavanje
medu njima za koje je donji kvadrat na sljeoiam dijagramu komutativan (to je sparivanjeb
V. N k).

Vbv 5k

Po propoziciji 5.2.5 o proSirenju preslikavanja, slijedi da se to sparivanje proSiruje do jedinstve-
nog mor zma uindproVect
VbV ----->k

I

VbV ——k
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i da su komponente tog mor zma upotpunjenja navedenih preslikavapja
Xy

VbV «—— VbV --——--3 > k

<
=~

<
O
<
< <
O K== (@53 [SHERENEN
<
e

Na dijagramu su kanonskimorzm¥ b V. & VbW iV,b Vv & V,BV injekcije po
propozicijama 3.3.16 15.2.4.
[

Ko Itraciju na dualuV induciranu ltracijom Itriranog vektorskog prostor kao u pret-
hodnoj propoziciji zovemdo ltracija dualna ltraciji naV.

Propozicija 9.4.2. (i) Tenzorski produk€ B H u kategoriji proVect konacno-dimenzionalnog
vektorskog prostora&C i ko Itriranog vektorskog prostoraH jednak je obicnom tenzorskom
produktuC b H uz istu ko ltraciju.

(i) Tenzorski produkR b- H objekta uindVectFin i objekta uproVect jednak je obicnom
tenzorskom produkt® b H uz istu ltraciju ko Itracija.

Dokaz. (i) Ko ltracija na C je trivijalna. Neka jeH pt Hyup ;t mnugko ltracija od H,
H limH . Ko ltracija od CH H dakle jeptC b H,u,p ;tidc b mnuq Nekajetey;:::;eu
baza odC i tf u formalna baza odi. Svaki element o€ B H je vrijednost neke formalne
sume . & &b f ,anjenavrijednost jednaka je vrijednosti formalne sume

eebp a.fq i ebp a.fgq

Konacna suma jednostavnih tenzora je unutarcobg tenzorskog produki@ b H. Dakle,
injekcijaC b H & CB H je bijekcija.

(i) Primjenom (i) na komponente ltracije nR b H. ]
Propozicija 9.4.3.Neka jeR unutradSnja Hopfova algebngR; ; ; ; ; SqupndVectFin; b ; kg
Tada je njenduaR unutradnjaHopfovaalgebeR ; ; ; ; ;S quporoVectFin; b ;kqg
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Sparivanje je mor zam u kategorifindproVectFin;b; kg RbbR N k.

R:RbRN R R :R NR BR
r: kN R R R N k
r: RN RbR R :RBR NR
r: RN k r kN R
Sr:RN R S :R N R

x:y:Rb R N k

Dakle, sve su to objekti i mor zmi gindproVect; br; kg

Dokaz. To je posljedica prethodne dvije propozicije, propozicije 5.3.5 o dualnosti monoidalnih
kategorijaindVectFin i proVectFin te samodualnosti aksioma Hopfove algebre. ]

9.5 Kanonski elementi i Luina formula

9.5.1 Heisenbergovo udvojenj® 7R zaR iz indVectFin

9.5.1. Neka jeR unutrasnja Hopfova algebraindVectFin i neka jex;y: RbrR N k kanon-

sko Hopfovo sparivanje iznal R i njenog duala, unutrasnje Hopfove algeBreu proVectFin.
Tada imamo sljedw:

(i) Desno Hopfovo djelovanjé: RbrR N R uindproVect:
7:ROR — % RERER " RER bR kpR-— R
u apstraktnoj Sweedlerovoj notacijidano8h X ryg hyrpqzar PR, h PR .
(i) Heisenbergovo udvojenjg 7R, algebra uz mno enje indproVect:

R bRbR bR

idy bidgb g bidg
R bRbR bR bR

idg b gg bidg bidg
R bR bRbR bR

r b2bidg

R bkbR

R bR
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u apstraktnoj Sweedlerovoj notacijidanb® h*#* hhy 7p Zh, g*zah, h'PH,r,
rlPR,telR R 1R 71R:

(i) Desno djelovanje: RbpR 7Rq N R uindproVect

RbR bR—2Y% /RyRrR_— % IR

u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji danocsaph#q pdzhg zad,r PR,h PR .

Napomena 9.5.2.De nirat ¢emo sada neka linearna preslikavanja po propoziciji 9.2.1 kao u
napomeni 9.2.2. Desno djelovarfe 7R naR de nira linearno preslikavanjd,: R R N

HOMingprovect BR; RA HOMingprovectrin PRy R Homyet R; R : EndpRqg 1z prethodne
propozicije slijedi da je to preslikavanje

T.:RMRN EndpRg T:;p h brgugq ~pZh g

antihomomor zam unitalnih algebri. Suma na desnoj strani je formalna suRadakle ima
najvise konano mnogo sumanada raztih od nule.
;ybid o : .
Morzam RbbR b R—"* J/kiy R—/R de nira linearno preslikavanje

S;:R bRN EndpRg Sip h brqug =~ xd;hyr

To je standardno pridruivanj® b R N EndpRg Mnoenje naR b R koje odgovara
kompoziciji operatorajenb r hib rt hx;hlybrl
Analogno de niramo linearna preslikavanja i S,, kao u napomeni 9.2.2.

9.5.2 Upotpunjenje Heisenbergovog udvojenja

NekajepR; Rr; r; R; rQunutrasnja Hopfova algebrandVectFin. Oznaimo sR Hopfovu
algebruR kojoj smo zaboravili Itraciju,pR; r; r; Rr; rQUpPVect;b; kg Kako je Itracija
naR bR uindproVect trivijalna, to jeR brR jednakR B R u proVect. Taj ko ltrirani
vektorski prostor

R BR

oznaavatcemo jos i saR B R (kad n&e biti mogwnosti zabune) i zvati gapotpunjenje
Heisenbergovog udvojenja Hopfove algeBre

Napomena 9.5.3.De niramo Ty '7:Rb pR B Rq N R kao kompoziciju
7:RbR bR—2 RpR—"" R
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mor zama uindproVect: djelovanjaz: RbbR N Rimnoenja rr: RbR N R, za koje
se lako vidi da je mor zam undVect. Po propoziciji 9.2.1, ono de nira linearno preslikavanje

T.: R B RN EndpRq
f.p f bE qi¥q ~ pYzf E PR

Vrijedi HomMipgvect R; RG HOMyet IR; Rq HOMingvectrin PR; RQ i zbog toga smo kodo-
menu oznaili jednostavno €£ndpRg Mor zam 7 nije djelovanje jer nije mogte de nirati
Mno enje na upotpunjenju Heisenbergovog udvojenja koje bi bilo mor zam u kategoriji. Mo-
emo racunati

YZp fbEq ~ prif g PR

zaformalnusumu f b E uR B R. Sume na desnoj strani su formalne sunf, wakle
imaju najviSe konano mnogo pribrojnika raatitih od 0.
Mor zam $;: RbpR B Rg N R uindproVect de niran kompozicijom:

RbR bR—2%" KpR—IR
po istoj propoziciji odrduje linearno preslikavanje
Si:R B RN EndpRq
Sip f bEqYDbPN xY:;fyE PR

Dakle, analogoni preslikavanfa i S; postojecak i ako prosiimdR b RdoR B R. Jo3
¢emo provjeriti da isto vrijedi i z&, i S,, analogond, i S,.
Mor zam T, uindproVect dan kompozicijom

idr b . bid bid < ha )
RORUR bR bR——— " " ™ ppR bRbER bRZZZRER -SSR

na jednostavnim tenzorima j&: db d'b hb hlb r PN @7 hgui'Z h'y i de nira linearno
preslikavanje
T, R AR B RN HompRR b R;Rq

oo h bhibr gdb d'PN pdZzh gutZzhlg PR:
OVdje VrijediHomindVect FR b R; Rq HomVectFR b R; Rq HomindVectFin FR b R; qua sSmo

kodomenu jednostavno oztiks HompR b R; Rg
Mor zam &, uindproVect dan kompozicijom

idr b R b id b id cybx ;ybid
ROROR bR bR——— " "% "™ ppR bRbBR bR "

kbR R
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na jednostavnim tenzorima f&: db d'b hb h'b r PN ®; hyxd: hiyr i de nira linearno
preslikavanje
$;:R BR BRN HompR b R;Rq

S;p h bhibr gdbdpbN xdihyxhiy :

Sva preslikavanja iz napomene 9.2.2 su restrikcije odgov@hajreslikavanja u ovoj napo-
meni. Naprimjer]T, je restrikcija odf5, T, je restrikcijaT} i slicno.

RbRbpR BR b Rg—*— R

idror 0 idg g g tridR:|\ TidR

RbRbpRR BR gbRg—2— R

9.5.3 Dualne baze

U 4.3.1 je de nirana ltrirana baza undVect, u 4.3.2 je dokazano da svaki ltrirani vektorski
prostor posjeduje Itriranu bazu. U 3.3.1 je de nirana formalna sunm@aaMect, u 3.3.9 for-
malna baza proVect, a u 3.3.13 je dokazano da svaki ko ltrirani vektorski prostor posjeduje
formalnu bazu. U 5.4.1 je de nirana formalna sumandproVect.

U sljedeoj propoziciji je kljucno daR bude Itrirana kon&no-dimenzionalnim komponen-
tama.

Propozicija 9.5.4. NekaR objekt uindVectFin i neka jepD g pa Itrirana baza od R. Ozna-
cimo zasvaki PA sae PR funkcional naR takav da je za svaki PA

xD ;ey: e q

Tada je taj dualni skup funkcionalge q pa formalna baza odR kao objekta yroVectFin,
pricemu naR podrazumijevamo ko Itraciju dualnu Itraciji naR.

Dokaz. Neka sutR,u,p, komponente ltracije odR. SkupB : t D | P Auje ltrirana
baza odR, dakle postoji ko nalan usmjeren skup ul takav da je praslika

Bx:p kq'mBg :tD | PAyu

baza konano-dimenzionalne komponerfg, za svakk PK . Ozna&imosB :t e | PAu
dualni skup funkcionala iz iskaza propozicije. Bétida jeKer [ AnihpRq za svakik,
to za svakk PK vrijedi

B,: 2B zKerpR qq te AnihpReq|e RAnihpRyqu te AnihpRyq| PAu
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Za svakin P sljedei je dijagram komutativan:

RbR — = 4k
RibR — =,k

i

Rn b R { AnihpR,q——>— k

gdje je ltrirajuca komponent®k, B R jednakaR, b R jer je R, konano-dimenzionalan,
po propoziciji 9.4.2. Sparivanjg, b R { AnihpR,q N k u zadnjem retku zadano je sah
AnihpR,qy: X r;hyi ocito je ono dobro de nirano i nedegenerirano sparivanje.

Zak PK,D PBg,e PB,,vrijedixD ;e AnihpRyqy xD ;ey , dakleB,
cine dualni skup funkcionala za baBy vektorskog prostor&y. Budwti da jeRy konano-
dimenzionalan, vektorski prostdRy i R { AnihpR«q R, su jednake (korene) dimenzije,
pa je taj dualni skup funkcionala baza Bd{ AnihpRxq m

9.5.5. Neka jeR ltrirani vektorski prostor, objekt undVect. SaR je oznaen isti vektorski
prostor sa zaboravljenom lItracijonik je objekt uVect.

Korolar 9.5.6. Neka jeR objekt uindVectFin i neka jeR njegov dual, objekt proVectFin.
Neka jepe q formalna baza odR dualna lItriranoj bazipD q odR. Tadajepe b D q
formalnabazaod®R B R R b R uproVect.

Dokaz. Tvrdnja lako slijedi jer jgD q formalna baza trivijalno ko Itriranog vektorskog pros-
toraR, a prethodno je dokazano u propoziciji 3.3.14 da je teelab D q. formalna baza
tenzorskog produkta tih ko Itriranih vektorskih prostora. ]

9.5.4 KanonskielementK i L

Propozicija 9.5.7.Neka jeR objekt uindVectFin i neka jeR njegov dual, objekt proVectFin.
Neka jepe g formalna baza oR dualna ltriranoj bazipD q odR. Tada je izraz e
formalna suma UR i kanonski element

ebD

je formalna suma u ko Itriranom vektorskom prostdRu b R R b R. Nadalje, za kanonski
element vrijedi:
Sip ebD g¥g ~ xY;eyD Y

za svakiY PR.
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Dokaz. (i) Postoji ko nalan podskuK indeksnog skup& za koji se formalna baza od
projicira u baze komponen®, zak PK, tako da se svi elementi osim onih koji se preslikaju u
elemente baze preslikajulu BudLti da je za svakk komponentdR, konano-dimenzionalna,
to se projekcijom } : R N R, sviosim konano mnogo elemenata baze u preslikaju Lo0.
Projekcija E R na komponent®, b R se na jednostavnim tenzorima podudara&ab idg,
pa iz prethodnog vidimo da se za svélgvi osim konano mnogo sumanadab D preslikaju
u 0. Time je dokazano da su dani izrazi formalne sume.

(if) Podsjetimo se da je zR iz indVect formalna suma R isto Sto i formalna suma R:
to su sume s koo mnogo pribrojnika raaitih od 0. ElementY P R mo emo zapisati u
Itriranoj bazi od R kao formalnu (s koneno mnogo pribrojnika raatitihodQ) sumu  y D .
SparivanjeRbrR Nk distribuira po formalnim sumama pay¥;ey _ yxD ;ey
y : Dakle, xY;eyD je formalna suma (R jednaka formalnoj sumi y D injena je
vrijednostY . ]

Propozicija 9.5.8.Neka jeR objekt uindVectFin i neka jeR njegov dual, objekt proVectFin.
Neka jepe q formalna baza ok dualna ltriranoj bazi D q odR. Nekaje P EndpRg

Za kanonski element e bD uR B Rtadavrijedidaje e b pD gformalnasumau
R BRI

Sip eb D agg¥g ~ xXY;ey D q  prq

za svakiY PR. Dakle za linearno preslikavanje

K: EndRgNR BR; Kpg ~eb @ q

vrijedi
Si K idenamg

Dokaz.Morzamidg b :R bR N R bR distribuira po formalnim sumama, pa je, bu-
duti da je kanonski element formalna suma, njegova slikae b D qtakoder formalna
suma. Po prethodnoj propoziciji znamo da jexY;e yD formalna suma R vrijednostiY .
Morzam : R N R distribuira po formalnim sumamaR paje XxY;ey pD gformalna
suma i vrijedi:

Prg p XY;eyD g ~ xY;ey pD g

Propozicija 9.5.9.S, i S, su injekcije.

Dokaz. Dokaz analogan dokazu u propoziciji 9.3.2, vidi napomenu 9.3.3. ]
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Napomena 9.5.10.Dakle, linearna preslikavanja

SR BPRN EndpRg Sip f bE qY PN xY;f yE PR

K: EndRgNR BR; Kpg ~eb @ q

su malusobno inverzne bijekcije, po prethodne dvije propozicije. Kanonskom elementu je pri-
dru ena identiteta i iz injektivnosti 0&; zakljucujemo da kanonski element ne ovisi o odabiru
Itrirane baze odR. To opravdava naziv kanonski element. Td&bzakljicujemo da vrijednost
formalne sume e b pD qgne ovisioizboru Itrirane baze oR.

Propozicija 9.5.11.Neka jeR unutrasnja Hopfova algebramdVectFin s bijektivnim antipo-
dom. Za PEndpRgq HomyeR; Rgde niramo

Lpg  eS'eegbD g

Toje formalnasuma® B R R bR.L jedakle linearno preslikavanje
L: EndlRqgN R B R:
Dokaz. Kanonski element e bD jeformalnasuma® b R, paje
ebD bebD
formalna suma (R b Rb'R bR cija je vrijednost jednaka tenzorskom produktu dva ka-

nonska elementa e b D i e b D po lemi 5.4.7 o raunanju s formalnim sumama.
Preslikavanjarr ,Sg*i : R N R sumor zmiuproVect, paje i

ebS'egbhD b D q

formalnasuma® bR b Rb R. Dalje, preslikavanjar :R bR N R i g: R RN
R su mor zmi uproVectpajei

eS 'regbD [ q

formalna suma R b R.
O

Propozicija 9.5.12.Neka jeR unutrasnja Hopfova algebramdVectFin s bijektivnim antipo-
dom. Tada za sval PR isvaki P EndpRrqvrijedi

filpagdg Y ZLpqg prg
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Dakle za linearno preslikavanje
L: EndRgNR BR;, Lpg ~ eS'pegbD D q
vrijedi
f]_ L idEndqu:

Dokaz. Slijedi racun s formalnim sumama kadje biti opravdan nakon njega.

o

Y 7Lpq Y7 . eS'pegbD pq (i)
. YZpeS'imaqyD D q (ii)
. _ XYog € yXV g S 'pe yYieg D D g
v XYgs € Y Xo S ‘e ayYssD D 9 (ii)
oo XYg € Y XYog, S 1p30qup3qD D q (iv)
vo TmeS ‘PYeGe yD p XYugey @ qq
YisgXS 'pYpge yD  pYugd (v)

_ Ymg XS 'oYpge yD  pYud
. YoS Vil PYoned
PYi2qd PYpued
pYq
Dokaz korektnosti reuna s formalnim sumama.

(i) Prije je pokazano da jep gformalnasuma R b R ida je preslikavanje
'7:RbpR bRqN R

mor zam ko ltriranih vektorskih prostora, pa distribuira po formalnim sumama.

(i) Suma XYpug e YXpq S tpe qyYeg je formalna suma za svaki, jer je nastala od
formalne (konane) sume

Yogb Yeqb Yggb e be

mor zmom u indproVect. Mno enje distribuira po formalnim sumama pa je i sljéde
suma formalna
XYpg € Y XS ‘pe qyYeD M q
(i) Sljedetiizraz je formalnasumaBRb RbRbR bRbR b R:

55

Y1qb Yiegb Ygsbe bD be b D
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(iv)

(v)

jer je ona tenzorski produkt formalnih suma:

P Yugb Yeqb Ysgbp e bD qbp e bDq

pa je i sljedéi izraz formalna suma jer je nastao mor zmoninglproVect od nje:

5 5

XYiig € Y XVpq; S 'pe qWeD D g
Grupiranjem sumanada te formalne sume dobije se prethodna formalna sucoaw ra

" XV e Y S 'R aWedD D g

YisxS 'pYreG € YD XYmg ey D g

Grupiranjem sumanada formalne sume dobije se formalna suma formalnih suma:

55

YiaS 'PYegGe YD XYugey D g

[o}

UnutraSnjasuma XYyq ey pD qje formalna suma i mno enje distribuira po formal-
nim sumama pa je vrijednosti prethodne jednaka vrijednost ove formalne sume:

5 5

Ye$S 'PYoGeyD = XYggey P q

atoje
YsXS ‘PG e yD  pPYugd

Grupiranjem sumanada formalne sume dobije se formalna suma formalnih suma:

YeagXS 1pr2qq eyD pYad

UnutraSnja suma xS pYpge yD je formalna suma i mno enje distribuira po for-
malnim sumama pa je vrijednosti prethodne jednaka vrijednost ove formalne sume:

Yioqg XS 'pYpGe yD  pYud

atoje
YP3QS lequCI prqu
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o) o

Ukratko, e b D je formalna suma (R b'R, Yuqb Ygpqb Ygqje formalna (ko-
nacna) suma (R b Rbr R pa su i njihovi tenzorski produkti formalne sume. Sljéderes-
likavanja su mor zmi uindproVect: ?: RbpR bRqN R, :RN R,S::R N R,

R :RBR N R ,x;y:RbR N k, rr: RbORN R, g:RbRN R, r:RbRN R,
pa su i kompozicije tenzorskih produkata tih preslikavanja mor znmdproVect. Sve sume
koje se pojavljuju u reunu mogu se dobiti iz tenzorskog produkta navedenih formalnih suma
primjenom navedenih mor zama i njihovih tenzorskih produkata pa slijedi da su one formalne
sume. U raunu se koristi distributivnos¥’ i r po formalnim sumama.

O

Propozicija 9.5.13.Neka jeR unutrasnja Hopfova algebramdVectFin s bijektivnim antipo-
dom. Tada za svak PR isvaki PEndpRqvrijedi

Sikp qa¥g S pPYed PYud

Nadalje, linearno preslikavanje

S L: EndRgN EndpRg  Sioip qq Y PRS pYie PYiagd

ima inverzno preslikavanje

Up: EndpRq N EndpRG  Uip q; Z PRZ pq PZpudG

Dokaz. Po de niciji Lp gimamo

Sippgava Y PN xY;eS ‘g0 [ q

Racunamo: o
YPN . x;eS 'req @ q (i)
XV € Y XS ‘e ayD D q (i)
. XYpg; € yXszq;Solpe b P q (iii)
P XYpgS 'peayD gp XYugey D qq (V)
P xS 'peGeyD gp X¥ngeyD g
S PYreed PYpuc

Dokaz opravdanosti caina s formalnim sumama:

(i) Zasvaki i jesuma
" XYpgie Y S e ay

konacna suma jednakey;e S pe qy
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(i) Suma
Ypqb Yeqb e b S 'pegqbD b D q

jeformalnasuma® b RbFR bR bbRb R pajei

55

XYpg € YXpq S ‘e oyD D g

formalna suma R jer je slika po mor zmu uindproVect.
o o

(i) Sume XYpgS 'pe gD i XYugey @ gsuzasvakVygb Ypqformalne sume
uR, pa je konana suma njihovih umno aka

5

P XYeq:S 'pe D OGP XYugey P dg

formalna suma IR. Tenzorski produkt formalnih suma je za svakiqb Ypq
P XYpqS ‘e D qbp XYpgey D qq

formalna suma R br R jednake vrijednosti kao

’_ XYioq; S ‘pe D bxYpgey D g

a mno enje distribuira po formalnim sumama pa je slgaeuma jednake vrijednosti kao
prethodna:

T XYpqS ‘e gD XYggey P g

(iv) : RN R jemorzam uindproVect pa distribuira po formalnim sumama.

Ukratko, e b D jeformalnasuma® bR, Yuqb Ypqje formalna (konana) suma u
R b R pa su i njihovi tenzorski produkti formalne sume. Sljed@reslikavanja su mor zmi u
indproVect pa su i kompozicije tenzorskih produkata tih preslikavanja mor znmdproVect:
SR NR, g :RBR NR ,x;y:RbR N k, rgr:RbRN R, r:RbRN R,

r: Rb R N R. Sve sume u @unu mogu se dobiti iz tenzorskih produkata navedenih formal-
nih suma primjenom navedenih mor zamaalproVect i njihovih tenzorskih produkata, dakle,
one su formalne sume. Uaanu se koristi i distributivhost po formalnim sumama mor zama u
indproVect.

Sada dokazujemo da ¢ inverzno preslikavanje of; L, to jest

1 Lg U idenarg U pS1 Lg
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Za
:pSi Lapg Y PN S *pYpgd PYadd
imamo

Up 020 Zpq Zpd  ZpeS 'Eed Zud — Zed Zud g
Slicno za
Up g Z PN Zpq ®Zugd
imamo
M1 Lapa¥d S 'Pogd PYugd S 'Pis@¥g Mucd Pl Pud  PYQ
[

Korolar 9.5.14. PreslikavanjeL je bijekcija. Preslikavanja‘fl i L su ma&usobno inverzne
bijekcije.

Dokaz. Po prethodnoj propoziciji j&; L bijekcija, a po propoziciji 9.5.9 j&, injekcija, dakle
S. je bijekcija, pa je iL bijekcija. Po propoziciji 9.5.12 j&; L idendprq P@ iz prethodnog
slijedi da suf} i L medusobno inverzne bijekcije. O

Napomena 9.5.15 Linearna preslikavanja

T.:R BRN EndRg Tip f bE q Y PN pYzf

L: EndRgNR BR;, Lpg ~ eS'pegbD D q

su dakle mdusobno inverzne bijekcije. 1z injektivnosti tada slijedildp qne ovisi o izboru
Itrirane baze odR. Element koji se preslikava u identitetu je tada kanonski elemet# za

Ladrqg = e S 'pegqbD D :

Posljedica bijektivnosti je da kompozicija endomor zamaEndpRgbEndpRq N EndpRq
de nira suprotno mno enje elemenata

PR BRgbprR B RgNpR B Rq

koje se na vektorskom potprostdrRu b R podudara s mno enjem u poludirektnom produktu
R TR.
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Napomena 9.5.16.Ne mo emo de nirati mno enje naR B R u kategorijiproVect jer nije
de nirano upotpunjenj&: Rb R N R djelovanja ni upotpunjenjg;y: RbbR Nk spari-
vanja. Naprimjer, xD ;e y 8 cimR nije konane dimenzije.

R bRbrR bR
idg bidgb & bidg
R bRbR bR bR
idg b gg bidg bidg
R bR bRbR bR
r bZbidg nije de nirano
R bkbR

R bR

9.5.5 Dvostruki kanonski elementM
Slicno kao prethodne dvije propozicije doka e se sllpropozicija.

Propozicija 9.5.17.Neka jeR unutrasnja Hopfova algebramdVectFin s bijektivnim antipo-
dom. De niramo linearno preslikavanje

M : HompRb R;RgNR BR BR

Mpg ~ eS'eqbeS!pgbDD P bDq

Za linearna preslikavanjd,, $,: R B R B R N HompR b R;Rqde nirana u napomeni
9.5.3
T,p h bhibr gdbdpPN pdzh go'zhig
S,p h bhibr gdbdpbN xdih yx:hlyr
vrijedi
T, M idHompRb RiRq
S, Mapay b Zq S 'WZpS "PYed Mauqb Zug

i S, M imainverzno preslikavanje
U,: HompR b R;Rq N HompR b R;Rq

Up o Y b Z PNYpeZioq PYugh Zpgd
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Dokaz. Dokazujemo
fz M idHompr R:R g
Izraz
Mpg ~ eS'egbeSlpeqgbDD P bDq

o

je formalna suma jer je nastala od kanonskih elemenata b D PR B R tenzoriranjem
u indproVect i primjenom mor zama rgr , R R 1 RR» SRl, R ;temorzama rgr:RDb
RN R, R:RbRN Ri :Rb RN RuindproVect. Sljed&€a suma je formalna zbog
svojstva preslikavanij#s.

YZpeS 'qq ZZpeS 'rrqqgDD  bDq

XYg € YXpiS ‘P yYieg ZZpeS '‘qaD D @ bDq

Unutrasnja suma u sljedem izrazu je formalna jer je nastala iz sumanda prethodne formalne

sume (koji je umno ak formalne sume, elementaRkiz elementa izR) primjenom mno enja
r:RbRN Ri rRr: RDb R N R koja su mor zmi uindproVect. Vanjske formalne sume

su dakle iste vrijednosti.

5

XYpg € Y X S 'pe OyYsq ZZpe S 'peqqD D D bD q pig

o

Sliedeca suma (i) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskih elemenata

D PR B Rikonane sume Yuqb Ypqb Ygq primjenom simetrizatora, zatig;*, & ,

te morzamax;y: Rb R N k,Z:RbR N R, :RbRN R, rg:RbRN R

i r:RDb R N R uindproVect. Jednake je vrijednosti kao prethodna jer prethodna iz nje
nastaje grupiranjem sumanada.

Aig  XYgge yXeqS 'peayYeq ZZpe S 'peqqD D pD b D g pig

Grupiranjem sumanada iz te dobivamo sljadérmalnu sumu.

5 5

fii g " XYug € YRYp S ‘e ayYieq ZZpe S 'rrqqD D D bD g piiig

Sliedeca suma (iv) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskih elemenata

D PR B Rikonane sume Yyqb Ypqb Yieq primjenom simetrizatora, zati®;*, & ,

te morzamax;y: Rb R N k,ZzRbR N R, :RbRN R, rr:RbRN RI
r: Rb RN R uindproVect.

5 5

pvq XYroq; S 'Pe OyYeq ZZpe S 'peqqD D pYuqb D g
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| zatim, jer je mor zam je mor zam uindproVect, vrijedi:

5 5

XYoq S 'pe ayYweq Z Zpe S 'peqqD D pp XYug€ YD qbD g

XY S e OyYieq ZZpe S 'peqqD D XY¥pgey @ bD g
iz cega primjenom mno enjag.gr i r Unutar sumanada dobivamo formalnu sumui (iii):
3 XYpqi € YX S ' ayYeq ZZpe S 'peqqD D D b D g piiiq

Dalje, iz formalne sume (iv)

5 5

AvQ XYq S ‘P ayYeq ZZpe S 'peqqD D pYugb D g

grupiranjem dobivamo

5 5

’ XYpqS ' qyWeq ZZ2pe S 'reqqD D pYusb D g pvq

Sliede&ca suma (vi) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta formalnih suma (kao gore)

~

primjenomsimetrizatoraimorzamSRl,SRl, R +Z, , R, RR, R UindproVect.

55

viq Yeq ZZpe S 'peqqD S 'pYed PYueb D g

Yeq Z2E S 'reqqD ~ XYpqS e gD pYuqb D g
Sto je primjenom mno enjar unutar sumanda jednako formalnoj sumi (v):
C XYpS ' ayYeg ZZpe S 'eeqqD D pYusb D g pvg

Dalje se postupak Za provede skino kao zay . Sljed&a suma (vi) je formalna jer je nastala iz
tenzorskog produkta kanonskih elemenata i km@esume primjenom mor zamaiodproVect
slicno kao gore.

55

ig Yo ZZpe S ' qqD S *pYpd Pagb D q

Yp‘%q | XZplq;e yXZqu’S lm q)Zqu DS 1pr2qq prlqb D q
Mno enjem unutar sumanda nastaje

5 5

YsoZpmg € Y2 S P A sD S 'PYiegd PYueb D q  pviig
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Sljede€a suma je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskih elemenateriikona
suma primjenom mor zama indproVect slicno kao gore.

piiig " Yoo € YWZeq; S "Pe A¥aqD S *PYieqd PYpagb D
Grupiranjem sumanada dobivamo prethodnu sumu:
YoZ g € Y¥Zpq S ' D S 'PYrd PYugb D g pviig

Grupiranjem sumanada iz formalne sume (viii) dobivamo:

55 5

pviii g YieZpg € YW S 'Pe 0D S 'PVieqd PYugb D

Vs Zpic; € Y¥roq; S 'Pe Al S 'PYrea PYigb D g p iXq

Sljedea suma (x) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskog elementa i ko-
nacnih suma primjenom mor zama imdproVect slicno kao gore.

55 5

X YoZoq: S ‘e qZ D S 'PYiecd Mgb Zpmgd

Sto je, jer je . mor zam uindproVect, jednako

55 5

YeZog S *pe 0D S ‘e XZmg €Y PYugb D g

iz cega se mno enjem unutar sumanda dobiva formalna suma

55 5

YoZpag € YpqS 'Pe D S 'PYe PYugb D 0 pixq

Grupiranjem sumanada formalne sume (x) imamo

55 5

X YeoZoq: S ‘e qZ D S 'PYieed Magb Zpmgd

5 5 5

YedZog S 'Pe 0D S 'PYiogd PYugb Zud P Xiq

Sljedea suma (xii) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produktadaihauma primjenom
mor zama uindproVect slicno kao gore.

i T YeZseS pd P Pagb Zug

YesqZ 8q 3 ZpsS ‘e S 'PYed Mugb Zugd
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Sto je mno enjem unutar sumanda jednako
YisoZiog S '8 OeqD S 'PYred PYugb Zmed P Xig
Dalje su sume korane i rcunamo
id T YsZmseS 'EedS "PYed Mugb Zud
Yieg  ZeaS 'Mpd S "PViecd BYaab Zpned
Yisq @S PYieqd PYpgb Zpcd
P YiseS 'Peqdd Fimgbp P pqdd
PYed PYuqb Zq
PP PYreamed b 2

pY b Zq

Dokazali smo da vrijedi
fz M idHompRb RR g

Slicnim zakljucivanjem mo e se pokazati da vrijedi
xY;eS ‘peagyZ;e S 'peqyD D D bD g S ' PYed ugb Zugd

to jest
S, Mapa¥ bzg S "o PYedd PYpugb Zpudd

Na kraju se lako provjeri da je
U, pé\z Mg idhompbRRq

B Mg U idhommbrRe
O
Korolar 9.5.18. PreslikavanjeM je bijekcija. Preslikavanjavi i T, su me&usobno inverzne
bijekcije.

Dokaz. Po prethodnoj propoziciijs, M je bijekcija, a po propoziciji 9.5.9 j&, injekcija,
dakle$;, je bijekcija, pa je iM bijekcija. 1zT; M iduommb rirq tada slijedi da sM i T,
medusobno inverzne bijekcije. ]
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Napomena 9.5.19.Dakle, ako jeR unutrasnja Hopfova algebraindVectFin, onda jeR
unutradnja Hopfova algebraproVectFin i x;y: Rb R N k je nedegenerirano Hopfovo
sparivanje undproVectFin. Sva preslikavanj&;, S, T1, T, su injekcije, kao restrikcije bi-
jekcija Sy, S,, T1, T, bez dodatnih uvjeta na Hopfovu algelRuosim bijektivnosti antipoda.
Po teoremu 9.3.10 dakle, za unutrasSnju Hopfovu alg&windVectFin s bijektivnim anti-
podom vrijedi:R je pletencasto-komutativha desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra
nadR uindproVect ako i samo ako postoji mor zam: R N R 7R u indproVect za koji je
Zz pYq YZ, zasveY,Z PR. Pitamo se za koje Hopfove algeliRepostoji takav .

Vet znamo da j& : EndpRq N R B R bijekcija i da vrijediZ b Lpq Z g pa takav

postoji tacno onda kad: postoji korestrikcija i b R preslikavanja

RN EndgRgN R B R; Y bN vy PNLp yvq gdjeje v:Z PNY Z

I ona je mor zam uindproVect. Pogledajmo kada tmoR ima to svojstvo.

9.5.6 Luinaformula

Propozicija 9.5.20.Neka jeR unutrasnja Hopfova algebramdVectFin s bijektivnim antipo-
dom. Oznacimo z& PR sa y PEndR mno enje slijeva®’, yZq Y Zide niramo

Lup¥g: Lpvg eS'pgbD YD :

TadajeLu: R N R B R mor zam uindproVect i moguce ga je korestringirati nR b R do
morzma : RN R b R uindproVect ako i samo ako je za sva¥i PR preslikavanje

SipupYqq Siplp vqq Z PN S YZpqdY Zug
konacnog ranga.

Dokaz. Lako se vidi da jeLu mor zam u indproVect, jer je ono kompozicija mor zama u
indproVect. Prvo zamijetimo da vrijede sljede jednakosti vektorskih prostor&® b R
R BR,teR bR R b R jer zbog konane dimenzionalnosti Itrirajgih komponentR,,
odRvrijediR B R, R b R,. Udokazucemo katkad pisati jedan, katkad drugi tenzorski
produkt.

Slika preslikavanjau je unutarR bR R b RikorestrikcijaR N R br R je mor zam
u indproVect ako i samo ako za svaku ltriraftu komponentlR,, od R postoji ltrirajuca
komponentdr,, odR takva da je

LupRnq, R b Rpy:
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