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Sazetak

U ovoj se disertaciji proucava neponistavanje Poincaréovih redova na metaplektickom
natkrivacu, SLs(R)™, grupe SLo(R) i istrazuju se primjene tih redova u teoriji modularnih
formi polucijele tezine. Pritom se koriste tri osnovna alata: Harish-Chandrin pristup teoriji
reprezentacija povezanih poluprostih Liejevih grupa s konac¢nim centrom, klasi¢na kore-
spondencija izmedu kusp-formi polucijele tezine i kuspidalnih automorfnih formi na grupi
SLo(R)™ 1 integralni kriterij neponistavanja za Poincaréove redove na lokalno kompaktnim
Hausdorffovim grupama koji je dokazao G. Muic.

U disertaciji su pomoc¢u Poincaréovih redova K-kona¢nih matri¢nih koeficijenata inte-
grabilnih reprezentacija grupe SLs(R)™ konstruirani sustavi izvodnica za prostore kusp-
-formi polucijele tezine m > g Dokazana je i formula za Peterssonov skalarni produkt
spomenutih Poincaréovih redova s proizvoljnom kuspidalnom automorfnom formom na
SLo(R)™ iste tezine. Iz te formule i njena dokaza proizasao je niz rezultata o kusp-formama
polucijele tezine.

Nadalje, dokazane su blago ojacane varijante Muic¢eva integralnog kriterija neponi-
stavanja za Poincaréove redove na Liejevim grupama i za Poincaréove redove polucijele
tezine na gornjoj kompleksnoj poluravnini. Njihovom su primjenom dokazani rezultati
o neponistavanju Poincaréovih redova pridruzenih K-konac¢nim matri¢nim koeficijentima
integrabilnih reprezentacija grupe SLy(R)™ i pripadnih kusp-formi polucijele tezine, rezul-
tati o neponistavanju nekih klasicnih Poincaréovih redova polucijele tezine i rezultati o

neponistavanju L-funkcija pridruzenih kusp-formama polucijele tezine m > % u tockama

pruge C% <R(s)<m—1-

Kljucne rijeci: neponistavanje Poincaréovih redova, metaplekticki natkriva¢ grupe
SL2(R), modularne forme polucijele tezine, K-konac¢ni matricni koeficijenti, L-funkcije

kusp-formi polucijele tezine.
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Summary

In this thesis, we study the non-vanishing of Poincaré series on the metaplectic cover,
SLs(R)™, of SLy(R) and investigate their applications in the theory of modular forms of half-
integral weight. Our methods rely on the following three tools: Harish-Chandra’s approach
to representation theory of connected semisimple Lie groups with finite center, the classical
correspondence between cusp forms of half-integral weight and cuspidal automorphic forms
on SLy(R)™, and the integral non-vanishing criterion for Poincaré series on locally compact
Hausdorff groups that was proved by G. Muic.

In the thesis, we use the Poincaré series of K-finite matrix coefficients of integrable
representations of SLy(R)™ to construct spanning sets for spaces of cusp forms of half-
integral weight m > % We prove a formula for the Petersson inner product of these
Poincaré series with any cuspidal automorphic form on SLy(R)™ of the same weight. From
this formula and its proof, we derive a series of results on cusp forms of half-integral
weight.

Next, we prove strengthened variants of Mui¢’s integral non-vanishing criterion for
Poincaré series on Lie groups and for Poincaré series of half-integral weight on the upper
half-plane. Using these criteria, we prove results on the non-vanishing of Poincaré series of
K-finite matrix coefficients of integrable representations of SLo(R)™ and of corresponding
cusp forms, results on the non-vanishing of some classical Poincaré series of half-integral
weight, and results on the non-vanishing of L-functions associated to cusp forms of half-

integral weight m > % in points of the strip Cu cx(s)<m-1-

Keywords: non-vanishing of Poincaré series, metaplectic cover of SLy(R), modular
forms of half-integral weight, K-finite matrix coefficients, L-functions associated to cusp

forms of half-integral weight.
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Extended Summary

In this thesis, we study the non-vanishing of Poincaré series on the metaplectic cover,
SLa(R)™, of SLy(R) and investigate their applications in the theory of modular forms of half-
integral weight. Our methods rely on the following three tools: Harish-Chandra’s approach
to representation theory of connected semisimple Lie groups with finite center, the classical
correspondence between cusp forms of half-integral weight and cuspidal automorphic forms
on SLy(R)™, and the integral non-vanishing criterion [31, Theorem 4-1] for Poincaré series
on locally compact Hausdorff groups.

We define modular forms of half-integral weight in a very general setting: for every
m € % + Zsg, we define the spaces M, (T, x) of modular forms and S,,(T, x) of cusp
forms for every discrete subgroup I' that is of finite covolume in SLy(R)™ and for every
character y : I' — C* of finite order. Among these spaces are the standardly defined
spaces M,,(N, ) and S,,(N, 1) from [57], where N € 47~ and 1 is a Dirichlet character
modulo N. In our general setting, we give detailed proofs of many facts about cusp forms
of half-integral weight. For example, we prove that the classical lift f — F} from the
space Sy, (I', 1) to the space Agyusp (I'\SL2(R)™), . of cuspidal automorphic forms for I' of
weight m is a unitary isomorphism.

To build a representation-theoretic foundation for our main results, we investigate the
infinitesimal structure of the principal series of SLy(R)™ and construct realizations of the
holomorphic and antiholomorphic discrete series of SLy(R)™ on spaces of (anti)holomorphic
functions on the upper half-plane H and on the unit disk D. Next, for every square
integrable representation 7 of SLy(R)™, we compute the K-finite matrix coefficients of 7
that transform on both sides as characters of K. We do this in three ways: the first way is
a calculation from the principal series; the second way is a calculation from our realization
of the antiholomorphic discrete series on spaces of antiholomorphic functions on D; the
third way uses some Harish-Chandra’s results to reveal a connection between the K-finite
matrix coefficients of the antiholomorphic discrete series and the K-finite vectors in our
realization of the holomorphic discrete series on spaces of holomorphic functions on H.

In the main part of the thesis, we prove that for every m € g + Z>, the Poincaré
series of certain K-finite matrix coefficients Fj,, (k € Z>o) from the previous paragraph
span the space Acysp (I'\SLa(R)™), . We also prove the formula for the Petersson inner

product of these Poincaré series with any element of A, (I'\SL2(R)"™),,. By transferring
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Extended Summary

these results to S,,(I', 1) via the inverse of the lift f — F, we construct spanning sets
for spaces S,,,(I', x) and reveal a connection between their elements and the cusp forms
Arkmex € Sm(L, x) that represent, in the sense of the Riesz representation theorem, the
linear functionals S,,(T',x) — C, f — f®)(€), for k € Zso and € € H. In this way, we
obtain a representation-theoretic proof of formulae for cusp forms Arj ¢, Moreover,
our proofs incidentally produce a few corollaries about cusp forms of half-integral weight.
For example, we obtain some bounds on the derivatives of classical Poincaré series and
prove that every f € S, (T, x), where m € 2 + Zs, satisfies sup,cy ‘f(k)(z)%(z)%““‘ < 00
for all £ € Z>y. Under some additional assumptions, we find the Fourier expansion of
cusp forms Arp ¢, and their expansion in a series of classical Poincaré series. We also
prove formulae for the action of standardly defined Hecke operators on Ar j ¢, in terms
of the latter expansion. Most of these results are half-integral weight variants of results
of [32], [34], [35], and [36].

Next, we prove strengthened variants of the integral non-vanishing criteria [31, Theorem
4-1] and [33, Lemmas 2-1 and 3-1] for Poincaré series on Lie groups and for Poincaré series
of half-integral weight on H. By applying these criteria, we study the non-vanishing of
the Poincaré series of matrix coefficients Fy, ,, and of the corresponding cusp forms. We
also prove the non-vanishing of some classical Poincaré series of half-integral weight.

In the last part of the thesis, we adapt the techniques of [35] to study the analytic
continuation and non-vanishing of L-functions associated to cusp forms of half-integral
weight. We construct the Poincaré series Wr,, s € S, (L', x) that, in the sense of the
Riesz representation theorem, correspond up to a multiplicative constant to the linear
functionals S,,,(I', x) = C, f +— L(m —3, f), where m € %+ZZO, ' is a discrete subgroup
of finite covolume in SLy(R)™ with a cusp at 0o, y : I' — C* is an appropriate character,
and s is an appropriate complex number. We use the series Wr ,, \ m—s to prove a result
on the analytic continuation of L-functions associated to cusp forms in S,,(I', x) from the
half-plane Cg(s)>m 41 to the halt-plane Cg(s)»=. Finally, by applying our non-vanishing
criteria, we prove a result on the non-vanishing of cusp forms Wr ,, \ s that translates

into a sufficient condition for the inequality L(s, Ut y.m—3) > 0 to hold.
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Uvod

Poincaréovi redovi predstavljaju vrlo opéenitu metodu konstrukcije automorfnih i modu-
larnih formi ([2, §11], [3], [4, §11.6]), Sto ih ¢ini vaznim alatom u analitickoj teoriji brojeva
i teoriji reprezentacija. U ovom radu proucavamo Poincaréove redove na metaplektic-
kom natkrivacu grupe SLy(R) koji posredstvom klasicnog lifta odgovaraju kusp-formama,
polucijele tezine. Primjenom ojacanih integralnih kriterija neponistavanja iz [31] i [33]
dokazujemo rezultate o neponistavanju takvih redova i istrazujemo njihove primjene u
teoriji modularnih formi. Da bismo motivirali ovo istrazivanje i uklopili ga u povijesni i
matematicki kontekst, navedimo neke poznate rezultate o primjenama Poincaréovih redova
u teoriji modularnih formi i teoriji reprezentacija te o problemu njihova neponistavanja.

Jedna su od najpoznatijih i najranije proucavanih familija Poincaréovih redova tzv. kla-
sicni Poincaréovi redovi — kusp-forme r ., 7 € Zso, koje u smislu Rieszova te-
orema do na multiplikativnu konstantu reprezentiraju linearne funkcionale S,,(T", x) — C,
f = an(f), gdje je an(f) n-ti Fourierov koeficijent kusp-forme f(z) = 323°, ax(f)e2 "%,
Ovdje su m € Z>3, I' Fuchsova grupa prve vrste s kuspom u oo, x : I' = C* prikladan
karakter konacnog reda i h € R, konstanta koja ovisi samo o I". Klasi¢ne su Poincaréove
redove proucavali ve¢ H. Poincaré [45] i H. Petersson [43]. Oni su dokazali formule za
Fourierove koeficijente klasi¢nih Poincaréovih redova u terminima Kloostermanovih suma
i Besselovih funkcija: Poincaré u slucaju kad je I' = SLy(Z), a Petersson za opcenitije
grupe.

Naizgled jednostavno pitanje jesu li pojedini (ne nuzno klasi¢ni) Poincaréovi redovi
identicki jednaki 0 kao netrivijalan problem spominje ve¢ H. Poincaré u svojem memoaru
[46, str. 249] iz 1882. godine. Cak je i za klasi¢ne Poincaréove redove problem neponi-
Stavanja i, opcenitije, odredivanja svih linearnih relacija medu tim redovima do danas
ostao otvoreno pitanje, koje postavlja i H. Iwaniec u [16, str. 54]. Razni su pristupi tom
pitanju uspjeli dati samo djelomicne odgovore. Prije svega, dobro je poznato da redovi
VSLoz)mm,1, 1 € {1,2,...,dime S,,,(SLa(Z)) }, ¢ine bazu prostora S,,(SL2(Z)) pa posebno
nisu identicki jednaki 0. Nadalje, R. A. Rankin je u [51] ocjenom n-tog Fourierova ko-
eficijenta kusp-forme sy, z)n,m,1 dokazao da postoje mg € Z>g i B € Ruy1,2 takvi da
VSLy2)mmi1 Z 0 28 sve m € 2Lz, in € ZN }O, m2_ﬁ] Istom su metodom J. Lehner
[26] odnosno C. J. Mozzochi [29] dokazali varijante Rankinova rezultata za opéu Fuchsovu

grupu I" koja posjeduje translacije odnosno za grupe I'y(N), N € Z~o. G. Mui¢ je u [33]

1



Uvod

dokazao rezultate o neponistavanju nekih klasi¢nih Poincaréovih redova koristeéi profinje-
nje [33, Lema 2-1] svojeg integralnog kriterija neponistavanja [31, Teorem 4-1]. Jos je
jedan pristup ovom problemu istrazio R. C. Rhoades u [52]: on postojanje linearne relacije
medu klasi¢nim Poincaréovim redovima iz S,,,(I'o(N)), gdje je N € Z~, interpretira u
terminima postojanja slabo holomorfne modularne forme s propisanim glavnim dijelom
Fourierova razvoja u kuspovima. Spomenimo i da je znatno bolji rezultat o neponistava-
nju nego u prosjecnom slucaju dokazan numerickim metodama za klasicne Poincaréove
redove iz S12(SL2(Z)), Cije je neponistavanje ekvivalentno Lehmerovoj slutnji da Ramanu-
janova tau-funkcija 7 : Z-o — C nema nultocaka: provjereno je da vsr,(z)n,12,1 Z 0 (ili
ekvivalentno da 7(n) # 0) za n < 816212624008487344127999 ~ 8 - 10* [7].

Klasi¢ni Poincaréovi redovi nisu jedina zanimljiva klasa kusp-formi konstruiranih u
obliku Poincaréovih redova. Primjerice, H. Petersson je u [44] uveo tzv. elipticki i hi-
perbolicki Fourierov razvoj modularnih formi i s njima povezane elipticke i hiperbolicke
Poincaréove redove, koji se i danas intenzivno proucavaju (vidi npr. [34], [36] i [41]).

S druge strane, u [32] je G. Mui¢ za prostor kusp-formi S,,(I") konstruirao sustav
izvodnica ¢iji elementi preko klasi¢nog lifta ® prostora S,,(I") u prostor kuspidalnih auto-
morfnih formi A, (['\SL2(R)) odgovaraju Poincaréovim redovima K-konac¢nih matri¢nih
koeficijenata Fj,, (k € Z>o) integrabilnih reprezentacija grupe SLy(R), pri ¢emu se ma-
triéni koeficijenti Fy,, s obiju strana transformiraju kao karakteri grupe K = SO5(R).
Ovdje su m € Z>3 i I' proizvoljna Fuchsova grupa prve vrste. Konstruirane su kusp-forme
poseban slucaj Peterssonovih eliptickih Poincaréovih redova [36, §4]. U [32] je primjenom
integralnog kriterija neponistavanja [31, Teorem 4-1] dokazano neponiStavanje mnogih
konstruiranih Poincaréovih redova. Nadalje, u [36] je tehnikama iz teorije reprezentacija do-
kazana formula za Peterssonov skalarni produkt proizvoljne ¢ € ®(S,,(I")) s Poincaréovim
redovima funkcija Fj, ,,,. Ta formula otkriva vezu konstruiranih kusp-formi s kusp-formama
Arkmex € Sm(I, x) koje u smislu Rieszova teorema reprezentiraju linearne funkcionale
ST, x) = C, frs fBE), gdjesu k € Zsgi &€ € H = Cg(z)>0. Otkrivena veza pred-
stavlja reprezentacijski dokaz formula za kusp-forme Ar j ,, ¢, u terminima Poincaréovih

redova.

Konstrukecija u [32] Poincaréovih redova iz prethodnog odlomka bila je motivirana
sljede¢om primjedbom D. Mili¢i¢a [37, Lema 6-6]. Neka su G povezana poluprosta Li-
ejeva grupa s kona¢nim centrom, K maksimalna kompaktna podgrupa od G' i I' diskretna
podgrupa od G. Tada Poincaréovi redovi K-kona¢nih matri¢nih koeficijenata proizvoljne
integrabilne reprezentacije m grupe G razapinju m-izotipicnu komponentu u reprezentaciji
grupe G desnim translacijama u L*(T\G). Ovaj rezultat ilustrira ulogu Poincaréovih
redova u teoriji reprezentacija grupe GG, preciznije u proucavanju spektralne dekompozicije
reprezentacije L?(I'\G). Ona je jo§ jasnija iz ¢injenice da su Poincaréovi redovi klasi¢na me-
toda konstrukcije automorfnih formi, a dobro je poznato da je prostor A*(T'\G) kvadratno

integrabilnih automorfnih formi za I' gust u zatvaracu sume svih zatvorenih ireducibilnih



Uvod

podreprezentacija od L*(T\G) (vidi npr. [30, Teorem 1-6]). Navedimo jos dva primjera
ovakve primjene Poincaréovih redova: G. Savin u [53] dokazuje rezultate o konstrukeiji
kuspidalnih automorfnih formi pomoc¢u Poincaréovih redova, dok G. Muié¢ u [30] dokazuje
rezultate o spektralnoj dekompoziciji reprezentacije L?(I'\G) u kokompaktnom slucaju

koristeci spektralnu dekompoziciju kompaktno nosenih Poincaréovih redova.

Teorija Poincaréovih redova prirodno se prevodi i na adelicki jezik (vidi [31]). Primje-
rice, G. Henniart [14], M.-F. Vignéras [59] i F. Shahidi [55] su pomoc¢u kompaktno nosenih
(adelickih) Poincaréovih redova razvili metodu konstrukcije kuspidalnih automorfnih re-
prezentacija s propisanim lokalnim ponasanjem u nekom kona¢nom mjestu. Profinjenjem
ove ideje G. Mui¢ je u [38] pomoéu kompaktno nosenih (adelickih) Poincaréovih redova

proucavao problem egzistencije kuspidalnih automorfnih formi.

Za kraj ovog kratkog i ni priblizno sveobuhvatnog pregleda poznatih rezultata o Po-
incaréovim redovima, spomenimo jos jednu primjenu Poincaréovih redova u teoriji mo-
dularnih formi koja je u uskoj vezi sa zadnjim dijelom ovog rada. U nizu je radova
zapocetom Kohnenovim radom [22] pomoc¢u Poincaréovih redova proucavano neponistava-
nje L-funkcija pridruzenih kusp-formama. Objasnimo poblize ovaj problem na primjeru
kusp-formi za SLy(Z). Neka je m € 2Z~¢. L-funkcija kusp-forme f(z) = 3°°, a,(f)e*™?
iz S;(SLa(Z)) definirana je formulom

L= 20 gL
1 n 2
Dobro je poznato da se funkcija L*(s, f) := (2m)~*I'(s)L(s, f) prosiruje do cijele funkcije
koja zadovoljava funkcionalnu jednadzbu L*(s, f) = (—=1)% L*(m — s, f). Nadalje, ako je
f Heckeova eigenforma, tj. zajednicka svojstvena funkcija svih Heckeovih operatora na
Sm(SLa(Z)), tada se sve nultocke funkeije L*( -, f) nalaze u kritiénoj pruzi 251 < R(s) <
mT“, a generalizirana Riemannova hipoteza predvida da sve one leze na praveu R(s) =
7. W. Kohnen je u [22] dokazao rezultate o neponistavanju sume L-funkcija prikladno
normaliziranih Heckeovih eigenformi u tockama kriti¢cne pruge. Dokaz se temelji na ocjeni
prvog Fourierova koeficijenta kusp-forme R,, s € S,,,(SL2(Z)) koja do na multiplikativnu
konstantu u smislu Rieszova teorema reprezentira linearni funkcional S,,(SL2(Z)) — C,
f = L*(s, f), gdje je 0 < ‘5}?(5) — %‘ < 3. Kohnenovu je metodu A. Raghuram u [49]
prilagodio L-funkcijama kusp-formi nivoa N € Z- s karakterom, u [50] je primijenjena
na L-funkcije kusp-formi tezine m & % + Z>q i nivoa N € 47, s karakterom, a u [23] na

L-funkcije kusp-formi iz Kohnenova plus-prostora S, (T'(4)), gdje je m € 3 + 2Z>.

Motiviran Kohnenovom metodom, u [35] je G. Muié¢ proucavao L-funkcije kusp-formi
iz. prostora S,,(I', x), gdje su I" proizvoljna Fuchsova grupa s regularnim kuspom u oo,

m € Zs5 1 x : I' = C* prikladan karakter. Za f € S,,(I',x) s Fourierovim razvojem
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f(z) =3 a,(f)e¥™ i, L-funkcija od f je definirana formulom
L(s, f):=)_ a’;fp, R(s) > % + 1.
n=1

U [35] su odredeni Poincaréovi redovi Pr .5 € Sm (L, x) sa sljedeéim svojstvom: formula

L(SJ f) = <f7 PF’m’X’m7§>Sm(F,X) ) f € Sm(F7 X)7

definira holomorfno prosirenje funkcije L( -, f) na poluravninu Cx(s)>=. Nadalje, primje-
nom integralnog kriterija neponistavanja [33, Lema 3-1] na redove Pr , y.m—5 dokazano je
nekoliko rezultata o neponistavanju L-funkcija kusp-formi iz S, (T, x).

U ovom radu dokazujemo sljedece ojacanje (Teorem 7.1) integralnog kriterija nepo-
nistavanja [31, Teorem 4-1] odnosno [33, Lema 2-1] za Poincaréove redove na Liejevim

grupama:

Teorem 0.1. Neka su G povezana poluprosta Liejeva grupa s konacnim centrom, dg
Haarova mjera na G, I' diskretna podgrupa od G, A podgrupa od I' i x : I' — C* unitarni

karakter. Neka je ¢ : G — C izmjeriva funkcija sa sljedecim svojstvima:
(F1) (Ag) = x(Nelg), A€A, ged.
(F2) |o] € LYA\G).

Tada Poincaréov red
(Parae) (9) = > x(e(r9),

yeA\T

koji konvergira apsolutno gotovo svuda na G, zadovoljava

/1"\@ ‘(PA\F’X90> (g)‘ dg >0
ako postoji Borel-izmjeriv skup C' C G sa sljedec¢im svojstvima:
(C1) CO'NT C A

(C2) Uz oznaku (AC)¢ := G\ AC, vrijedi

d >/ d
Amdwwﬂg Mmmjwwlg
za neku izmjerivu funkciju | - | : C — Rsq sa sljedeéim svojstvima:

(M1) 0] = 0.
(M2) |z| =]z|], =z€C.

(M3) | 320 20| <3200 | 2n| 2za svaki (2n)nez., C C takav da je Y00 |z,] < o0.
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Spomenimo da, ako je f : Rsg — Rs( konkavna funkcija takva da je f(0) = 0, tada je
funkcija | - | := f(]-]) : C — Rx¢ izmjeriva i ima svojstva (M1) — (M3) iz Teorema 0.1
(Lema 7.4).

Opcenitije, Teorem 0.1 vrijedi, s analognim dokazom, ako je G unimodularna lokalno
kompaktna Hausdorffova grupa koja zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti. U ovom radu
pomocu tog teorema dokazujemo rezultate o neponistavanju nekoliko klasa Poincaréovih

redova povezanih s kusp-formama polucijele tezine. Objasnimo to detaljnije.

Za razliku od kusp-formi cijele tezine, standardno se definirane kusp-forme polucijele
tezine (vidi npr. [40] ili [57]) ne dizu prirodno do automorfnih formi na grupi SLy(R),
nego do automorfnih formi na metaplektickom natkrivacu grupe SLs(R), koji krace zo-
vemo metaplektickom grupom. Dobro je poznato da metaplekticka grupa nema vjernih
kona¢nodimenzionalnih reprezentacija, dakle ne moze se realizirati kao podgrupa grupe
GL,(C) ni za koji n € Z~. Mi uvodimo tri njene korisne realizacije, sugestivno oznacene
sa SLo(R)™, SU(1,1)~ i SLy(R) x, {£1} (vidi potpoglavlje 1.2). Za nasSe je potrebe

najvaznija realizacija

b
SLQ(R)N = {0’ = (go = (CLU da> ,77(,) S SLQ(R) X (CH .
Co o

7, je holomorfna i n2(z) = ¢,z + d, za sve z € 7—[}

s pravilom mnozenja

0102 ‘= (90190277701 (gog’z)nog('z))’ 01,02 S SLQ(R)N

Uz kracu oznaku (g,,7,(7)) za elemente 0 = (g5, 7,) € SLa(R)™, grupa

cost —sint it
K = k= ) e2 | :telR
sint cost

je maksimalna kompaktna podgrupa od SLs(R)™. Unitarni dual grupe K ¢ine karakteri
Xn: K = C*, neiz,
Xn(Ky) = e, teR.

U nastavku neka je m € § + Zxo. Grupa SLy(R)™ djeluje slijeva na H po formuli

as% + by ~
0.2 = m, o€ SLQ(R) , 2 € H,
i zdesna na C* po formuli
(f| o) (z)i=f(o2) mo(2)",  feC¥, geSL(R)”, z€H. (0.1)
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U odnosu na djelovanje (0.1) prirodno definiramo prostore M,,(I", x) modularnih formi
i Spu(L, x) kusp-formi za svaku diskretnu podgrupu I' koja je kona¢nog kovolumena u
SLo(R)™ i za svaki karakter x : [' — C* konac¢nog reda. Ova definicija kao poseban slu¢aj
ukljucuje prostore M,, (N, ) i S, (N, ) iz [57], gdje su N € 47~ i ¢ Dirichletov karakter
modulo N (vidi potpoglavlje 3.6). U uvedenoj opéenitosti detaljno dokazujemo mnoga
svojstva kusp-formi polucijele tezine. Primjerice dokazujemo da je klasicni lift funkcije
f:H — C do funkcije Fy : SLy(R)~ — C, Fy(o (f‘ ) ), unitarni izomorfizam s
prostora Sy, (') := S,,,(T', 1) na prostor Ae,s, (F\SLQ( )™),, € L* (I'\SL2(R)™) kuspidalnih
automorfnih formi za I' tezine m (Teorem 3.25). Pritom S,,(I', x) promatramo kao

konac¢nodimenzionalan Hilbertov prostor s Peterssonovim skalarnim produktom

(f1, f2>sm(r,x) =ep' /F\H F1(2) f2(2)S(2)™ dv(2), fis fo € Sm(T, ),

gdje su er := |I'N Z (SLy(R)™)| i dv(z + iy) = dzdy zax € Riy e Ryy.
Najjednostavnija je metoda konstrukcije modularnih formi iz M,, (T, x) konstrukcija u

obliku Poincaréovih redova

Paoryf = Y. x(vy f‘ Vs

~yeA\T

gdje je A podgrupa od I', a f je prikladna funkcija H — C. Pomoc¢u Teorema 0.1 u Lemi

7.5 1 Teoremu 7.6 dokazujemo sljedeci kriterij neponistavanja za takve Poincaréove redove:

Teorem 0.2. Neka sum € % + Zso, I' diskretna podgrupa od SLy(R)™, A podgrupa od
I'ix : ' = C* unitarni karakter. Neka je f : H — C izmjeriva funkcija sa sljedeéim

svojstvima:

(f1) f| A=x(Vf, AeA.

(12) fue |F(2)3(2) %] dv(z) < oo.
Tada vrijedi:
(i) Ako je X‘FHZ(SL (R)~) %Xm‘FmZ(SL (R)™) , tada je Py f = 0.

Tada vrijeds

(ii) Pretpostavimo da je X‘ = Xm‘

I'NZ(SLy(R)™)

/F\H (Paraf) (2)3(2)%

ako postoji Borel-izmjeriv skup S C H sa sljedecim svojstvima:

INZ(SL2(R)~) "

(2) >0

(S1) Za sve zy, 2z € S vrijedi: ako je z1 # 2o, tada je I'.zy # T.zs.
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(S2) Uz oznaku (A.S)¢:=H \ A.S, vrijedi

fansl @@ > [ 1536
za neku izmjerivu funkciju | - | : C — R>o sa svojstvima (M1) — (M3) iz

Teorema 0.1.

Pomoc¢u Teorema 0.1 i 0.2 u ovom radu dokazujemo rezultate o neponistavanju triju
klasa Poincaréovih redova. Prva je od njih opisana sljede¢im teoremom, koji slijedi iz

Propozicije 4.9 i iz Teorema 6.3 i 6.4.

Teorem 0.3. Neka sum € %—FZzo, [ diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLa(R)™

ix : I' = C* karakter konacnog reda. Za svaki k € Zxq definiramo funkciju fim : H — C,

(z — i)

fom(2) = (Qi)mm~

Vrijedi:
(i) Funkcije Fy, ., k € Zxo, K-konacni su matricni koeficijenti do na unitarnu ekviva-

lenciju jedinstvene ireducibilne unitarne reprezentacije grupe SLa(R)™ koja se kao

reprezentacija grupe K rastavlja u ortogonalnu sumu @D,ecz. , Xmi2n-
(ii) Acusp (T\SL2(R)™),, = spang { Pr1Fy, k€ Zso} .

(ZZZ) Sm(F,X) = Spall¢ {PF,ka:,m ke Zzo} .

Da bismo izgradili reprezentacijske temelje za dokaz Teorema 0.3, u radu istrazujemo
infinitezimalnu strukturu reprezentacija iz osnovne serije grupe SLy(R)™ i realiziramo
reprezentacije iz holomorfne i antiholomorfne diskretne serije grupe SLy(R)™ na prostorima
(anti)holomorfnih funkcija na A i na jedinicnom disku D. Nadalje, za svaku kvadratno
integrabilnu reprezentaciju 7 grupe SLy(R)™ rac¢unamo K-konac¢ne matri¢ne koeficijente
od 7 koji se s obiju strana transformiraju kao karakteri grupe K. To radimo na tri
nacina: prvi je izracun iz osnovne serije; drugi je izracun iz realizacija reprezentacija
iz antiholomorfne diskretne serije na prostorima antiholomorfnih funkcija na D; treéi se
na¢in temelji na tehnici iz [32]: pomocéu nekih Harish-Chandrinih rezultata otkrivamo
vezu izmedu K-konac¢nih matri¢nih koeficijenata reprezentacija iz antiholomorfne diskretne
serije i K-konacnih vektora u realizacijama reprezentacija iz holomorfne diskretne serije na
prostorima holomorfnih funkcija na H, odakle lako proizlaze formule za trazene K-konacne
matri¢ne koeficijente.

Da bismo dokazali Teorem 0.3.(ii)—(iii), tehnikama iz teorije reprezentacija racu-
namo Peterssonov skalarni produkt Poincaréovih redova PrFy, . s proizvoljnom ¢ €
Acusp (I\SL2(R)™). Pomo¢u dokazane formule (Teorem 6.3) dokazujemo i sljedeci teorem
(Teorem 6.8):
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Teorem 0.4. Neka su T diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™, x : T' — C*
karakter konacnog reda, m € 5+ Zsg i £ € H. Za k € Zso definiramo funkciju by m :
H — C,

r=0

Ok,me(2) = ﬁ?rm <H(m -1+ 7“)) (_z)myg

i 02nactmo Ar gmex = PryOrme. Vrijedi:

(1) Skup {Arkmey : k € Z>o} je sustav izvodnica prostora Sy,(L', x).

(i) (f, Arpmex) s,y = fHE) [ € Su(l,X), k € Zso.

Spomenimo da se jednakost iz Teorema 0.4.(ii) u slucaju kad je k = 0 moze dokazati i
bez koristenja tehnika iz teorije reprezentacija, prilagodbom dokaza teorema [28, Teorem
6.3.3] na slucaj polucijele tezine. Jednakost u slucaju kad je k € Z-q iz nje slijedi k-
terostrukim deriviranjem (Vidi Lemu 6.7. Da je Ar gmey € Sm(L, x), moze se dokazati
primjenom Leme 5.10.).

Iz nasih dokaza proizlazi i nekoliko korolara o kusp-formama tezine m € g + Z>q. Pri-
mjerice, dokazujemo neke ocjene derivacija klasicnih Poincaréovih redova (Korolar 6.14).
Nadalje, dokazujemo da svaka f € S,,(I', x) zadovoljava sup,.4 ’f(k)(z)%(z)%”“‘ < 00
za svaki k € Zso (Korolar 6.10). Uz neke dodatne pretpostavke na I'" i x odredujemo
Fourierov razvoj kusp-formi Ar j ,,¢ . i njihov razvoj u red klasi¢nih Poincaréovih redova
(Teorem 6.13), u terminima kojeg dokazujemo i formule za djelovanje standardno definira-
nih Heckeovih operatora na kusp-forme Ar j ,, ¢, (Korolar 6.15). Veéina su ovih rezultata
polucijelotezinske varijante rezultata iz [32], [34], [35] i [36].

Nadalje, primjenom Teorema 0.1 dokazujemo sljedeci rezultat o neponistavanju Po-
incaréovih redova Pr, Fj, ., 1 pripadnih kusp-formi (Lema 7.7 i Teorem 7.9). U njegovu
se iskazu pojavljuje pojam medijana M(a,b) beta-distribucije s parametrima a,b € R~g —
jedinstvenog M(a, b) € |0, 1] takvog da je

M(a,b) 1
/ 21— 2)" de = / (1 —2)" " da.
0 M(a,b)

Definirajmo i projekciju P : SLy(R)™~ — SLe(R), P(0) := g,.

Teorem 0.5. Neka sul' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLo(R)™ i x : I' — C*

karakter konacnog reda. Neka sum € 3+ Zso i k € Z>o. Tada vrijedi:
(i) Ako je X‘mK =+ Xm+2k’FmK’ tada je Pr\Fym =01 Pry frm = 0.

(ii) Neka je N € Z~q. Pretpostavimo da je P(I') CT'(N) i da m’z’jedz’x’m[( = X2k
Ako je

I'nk’

4M(§+1,%—1>%
1-M(E+1,2-1)

N >
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tada PF,XFk,m 7_é 02 PF,thm §é 0.

Druga klasa Poincaréovih redova c¢ije neponistavanje proucavamo u ovom radu jesu
klasi¢ni Poincaréovi redovi polucijele tezine. Nas je osnovni rezultat o njihovu neponi-
stavanju sljedeci teorem, koji slijedi iz Leme 5.11 i Teorema 7.19. U njegovu se iskazu
pojavljuje pojam medijana Mr,; gama-distribucije s parametrima a,b € R.o — jedins-

tvenog Mr(,p) € Ry takvog da je

MF(a,b) z © T
/ et dr = / 2% le % dr.
0

Mr(q,p)

Teorem 0.6. Neka su I' diskretna podgrupa od SLy(R)™ takva da je oo kusp od P(T),
m € g +Zso i x : I' = C* karakter konacnog reda takav da vrijedi 7);27” = x(v) za sve
v € I'. Neka je h € Ry takav da je Z (SLy(R)™) ' = Z (SLa(R)™) (ny). Definiramo

N = inf{|c|: (CCL 2) e P(I) ic#()} € R.o.

Neka jen € Z~o. Tada red

A 2min—+
¢F7n7m7X L PFOO\F7X€ h

konvergira apsolutno i lokalno uniformno na H. Nadalje, ako je

2mn

v < Meeg

a 71,1)7

tada Yr pmy Z 0.

U zadnjem dijelu ovog rada prilagodbom metoda iz [35] prou¢avamo problem anali-
tickog prosirenja i neponistavanja L-funkcija pridruzenih kusp-formama polucijele tezine.
Neka su I' diskretna podgrupa kona¢nog kovolumena u SLy(R)™ takva da je co kusp od
PT), me % + Zso i x: ' = C* karakter konacnog reda takav da je 77;2’" = x(7) za sve
v € I's. Neka je h € Ry takav da je Z (SLy(R)™) oo = Z (SL2(R)™) (ny,). Tada svaka
f € Sn(T, x) ima Fourierov razvoj oblika

f(z)=> an (f)e*™ ™, z€H.

n=1

L-funkcija od f jest funkcija L( -, f) : Cp(gsm 41 — C,

an(f) .

n

Lis. f) = i

Sljededi rezultat o analitickom prosirenju funkeije L( -, f) na poluravninu Cyps)>m slijedi

iz Leme 8.4 1 Teorema 8&.5.
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Teorem 0.7. Neka suI', m, x i h kao gore. Neka je f € S,,(I',x). Tada za R(s) <
red

[e's)
R s—1 2min+
\Ijr7m7X7s T PFOO\F7X <Z n € h)

n=1

konvergira apsolutno i lokalno uniformno na ‘H i definira element iz S,,(I', x), a formula

er(4m)mt
L(‘Sv f) = hnfl—‘(?n_l) <f> qu,m,x,m—§>Sm(F’X) (02)

definira holomorfno prosirenje funkcije L( -, f) na poluravninu Cr(s)>z-

Jednakost (0.2) omogucuje nam da na kraju rada primjenom Teorema 0.2 na Poincaréove
redove Wr,, s dokazemo sljedeci rezultat o neponistavanju L-funkcija pridruzenih kusp-

formama polucijele tezine (Korolar 8.7).

Teorem 0.8. Neka su L', m, x i h kao gore. Neka je 5 < R(s) < m — 1. Pretpostavimo

da je NT" veci od ili jednak

L(5,Yr pmymz) > 0.

Slijedi kratak pregled sadrzaja po poglavljima.

Poglavlje 1 uvodi osnovne pojmove i rezultate na kojima se temelji ostatak rada.
Nakon pregleda nama vaznih dijelova teorije reprezentacija povezanih poluprostih Liejevih
grupa s konacnim centrom, uvodimo tri realizacije metaplekticke grupe i istrazujemo
njihova svojstva. Dajemo i kratak pregled rezultata o djelovanju diskretnih podgrupa
grupe G € {SLy(R), SLy(R)~} na gornju kompleksnu poluravninu H. Na kraju Poglavlja
1 definiramo korisne Radonove mjere na kvocijentnim prostorima I'\H i T\ G, gdje je T’
diskretna podgrupa grupe G' € {SLs(R), SL2(R)™}.

U Poglavlju 2 proucavamo reprezentacije grupe SLy(R)™: istrazujemo infinitezimalnu
strukturu reprezentacija iz osnovne serije grupe SLy(R)™ i konstruiramo realizacije holo-
morfne i antiholomorfne diskretne serije grupe SLy(R)™ na Hilbertovim prostorima sastav-
ljenim od (anti)holomorfnih funkcija definiranih na poluravnini # odnosno na jedini¢nom
disku D.

U Poglavlju 3 izlazemo osnove teorije modularnih formi polucijele tezine. Dokazujemo
da je klasi¢ni lift s prostora S,,(I") u prostor Agusp (I'\SL2(R)™), . unitarni izomorfizam.

Ovdje su m € % + Z>o i I' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™.
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U Poglavlju 4 na tri nac¢ina dokazujemo formule za K-konac¢ne matricne koeficijente
kvadratno integrabilnih reprezentacija grupe SLy(R)™ koji se s obiju strana transformiraju
kao karakteri njene maksimalne kompaktne podgrupe K.

U Poglavlju 5 izlazemo niz rezultata o konvergenciji Poincaréovih redova na Liejevim
grupama i Poincaréovih redova polucijele tezine na H.

U Poglavlju 6 dokazujemo da odredeni Poincaréovi redovi pridruzeni K-konac¢nim
matricnim koeficijentima integrabilnih reprezentacija grupe SLy(R)™ pipadaju prostoru
Acusp (T\SL2(R)™), . Odredujemo Peterssonov skalarni produkt tih Poincaréovih redova
s proizvoljnom ¢ € Acysp (I\SL2(R)™), 1 pomocu njih konstruiramo sustav izvodnica za
prostor S,, (I, x). Ovdje sum € g + Z>g, I diskretna podgrupa kona¢nog kovolumena u
SLy(R)™ 1 x : I' = C* karakter kona¢nog reda. Dokazujemo i niz korolara o kusp-formama,
polucijele tezine.

U Poglavlju 7 prou¢avamo neponistavanje Poincaréovih redova: dokazujemo ojacane va-
rijante integralnih kriterija neponistavanja iz [31] i [33] za Poincaréove redove na Liejevim
grupama odnosno na H. Primjenom tih kriterija dokazujemo rezultate o neponistava-
nju Poincaréovih redova iz Poglavlja 6 i o neponistavanju klasi¢nih Poincaréovih redova
polucijele tezine.

U Poglavlju 8 primjenom razvijene teorije konvergencije i neponistavanja Poincaréo-
vih redova dokazujemo rezultate o analitickom prosirenju i neponistavanju L-funkcija

pridruzenih kusp-formama polucijele tezine.

Napomenimo da su neki rezultati ovog istrazivanja objavljeni u [61].
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Uvod
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Oznake

R(2) realni dio kompleksnog broja z
3(2) imaginarni dio kompleksnog broja z
i imaginarna jedinica, tj. (0,1) € C

C* C\ {0}

H {z€eC:3(2) >0}
D {zeC:|z| <1}

D~ D\ {0}

T {zeC:|z|] =1}

P skup prostih brojeva.

Za otvoren podskup €2 C C:

Hol(Q) prostor svih holomorfnih funkcija 2 — C.

Za topolosku mnogostrukost M i f: M — C:

C(M) prostor neprekidnih funkcija M — C
Ce(M) prostor neprekidnih funkcija s kompaktnim nosacem M — C
supp f nosa¢ funkcije f, tj. zatvara¢ u M skupa {p € M : f(p) # 0}.

Za glatku mnogostrukost M:

C>®(M) prostor glatkih funkcija M — C
C(M) prostor glatkih funkcija s kompaktnim nosacem M — C
CRe (M) prostor glatkih funkcija M — R.
Za grupu G:
1lg neutralni element u G.

Za Liejevu grupu G:
Lie(G) Liejeva algebra od G.
Za prostor mjere (X, p) i izmjerivu f: X — C:
| flo esencijalni supremum funkcije f.

Za topoloski prostor X i A C X:

13



Oznake

14 karakteristicna funkcija skupa A u X

Clx A zatvaraC skupa A u X.
Za prsten Rin € Z-y:

M, (R) prsten kvadratnih matrica reda n s koeficijentima iz R.
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Poglavlje 1
Osnove

U ovom poglavlju uvodimo osnovne pojmove i rezultate na kojima se temelji ostatak rada:

* Potpoglavlje 1.1 je kratak pregled nama vaznih dijelova teorije reprezentacija pove-

zanih poluprostih Liejevih grupa s kona¢nim centrom.

+ U potpoglavlju 1.2 uvodimo tri realizacije metaplekticke grupe: SLo(R)™, SU(1, 1)~

i SLy(R) x4 {1}, i istrazujemo njihova svojstva.

* Potpoglavlje 1.3 je pregled poznatih rezultata o djelovanju diskretnih podgrupa
grupe SLy(R) na gornju kompleksnu poluravninu #, kao i varijanti tih rezultata za

diskretne podgrupe grupe SLy(R)™.

« U potpoglavlju 1.4 definiramo korisne Radonove mjere na kvocijentima I'\H i
I'\SLs(R) odnosno I'\SLy(R)™, gdje je I" diskretna podgrupa od SLa(R) odnosno od
SLy(R)™.

1.1 Reprezentacije povezanih poluprostih Liejevih

grupa s konacnim centrom

Neka je G povezana poluprosta Liejeva grupa s konacnim centrom. Neka je K njena
maksimalna kompaktna podgrupa. Oznacimo sa g Liejevu algebru od G, sa U(gc) univer-
zalnu omotacku algebru kompleksifikacije od g, a sa Z(gc) centar algebre U(gc). Neka je
exp : g — G eksponencijalno preslikavanje od G.

Ovo je potpoglavlje pregled nama vaznih dijelova teorije reprezentacija grupe G. U
odjeljku 1.1.1 izlazemo poznati Harish-Chandrin rezultat o kompleksnim funkcijama na
grupi GG, Teorem 1.3, koji ¢emo cCesto koristiti u kasnijim poglavljima. U odjeljku 1.1.2
definiramo dopustive reprezentacije grupe G na Hilbertovim prostorima i izlazemo teme-
lje Harish-Chandrina pristupa prouc¢avanju tih reprezentacija pomo¢u pripadnih (g, K)-

modula. U odjeljku 1.1.3 izlazemo osnovne informacije o matri¢nim koeficijentima repre-
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Poglavlje 1. Osnove

zentacija grupe G na Hilbertovim prostorima, a u odjeljku 1.1.4 detaljnije prouc¢avamo
unitarnu reprezentaciju grupe G desnim translacijama u L*(T\G), gdje je T’ diskretna
podgrupa od G.

Kao povezana poluprosta Liejeva grupa, G je unimodularna [18, Korolar 8.31]. Fiksi-

rajmo njenu Haarovu mjeru pg.

1.1.1 Kompleksne funkcije na grupi G

Za p € Ry iizmjerivu f : G — C, oznacimo

191, 2= (17 duc)”

Ovime je definirana norma || - || ) Banachova prostora LP(G) sastavljenog od klasa ekviva-
lencije, po relaciji jednakosti ug-gotovo svuda, izmjerivih funkcija f : G — C takvih da

je Ifll, < oo. L*(G) éemo promatrati kao Hilbertov prostor sa skalarnim produktom

<f7 g>L2(G) = /Gfgd:uC% f?g € L2(G)

1

Le(G) sastavljen od klasa ekvivalencije, po relaciji jednakosti pig-

Definiramo i prostor L
gotovo svuda, izmjerivih funkcija f : G — C takvih da je [, |f| due < oo za svaki
kompaktan skup C' C G.

Definicija 1.1. Neka su f, g : G — C izmjerive funkcije takve da vrijedi jedno od sljedeceg:

(a) f,g9 € LY(G).
(b) f € LYG), a g je ogranicena na G, ili obratno.
(c) feC.(@), age L.(Q), ili obratno.
Formula
(f *g)(x) = /Gf (zy ) 9w)dy, wed,
definira funkciju f * g : G — C (u slucaju (a) kao element prostora L'(QG)), koju zovemo

konvolucijom funkcija f 1 g.

Pridruzivanje elementu X € g lijevoinvarijantnog diferencijalnog operatora X : C*(G) —

COO(G)7

(Xf)(z): f(rexp(tX)), req, felC®G), (1.1)

t=0

T dt

na jedinstven se nacin prosiruje do izomorfizma unitalne asocijativne C-algebre U(gc)
i algebre lijevoinvarijantnih linearnih diferencijalnih operatora C*(G) — C*°(G). Pri-

tom se Z(gc) preslikava na podalgebru biinvarijantnih linearnih diferencijalnih operatora
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1.1. Reprezentacije povezanih poluprostih Liejevih grupa s konacnim centrom

C>®(G) — C*(G). U nastavku ¢emo elemente iz U(gc) identificirati s odgovarajué¢im

lijevoinvarijantnim diferencijalnim operatorima.
Definicija 1.2. f € C*(G) je:

(a) Z(gc)-konacna ako je
dim Z(gc)f < oo.

(b) K-konacna slijeva ako je

dimspanc{f(k-): k € K} < oc.

(c) K-konacéna zdesna ako je

dimspanc{f(-k) : k € K} < 0.

Sljededi je teorem poseban slucaj teorema [13, Teorem 1].

Teorem 1.3. Neka je f € C®(G) Z(gc)-konacna i K-konacna zdesna. Neka je U

otvorena okolina od 1¢ v G. Tada postoji o« € C°(G) sa sljedecim svojstvima:
(i) suppa C U.
(ii) a(kzk™) =a(z), z€G, ke K.
(iii) f=fx*a.
Koristit ¢emo i “lijevu” varijantu Teorema 1.3:

Teorem 1.4. Neka je f € C*(G) Z(gc)-konacna i K-konacna slijeva. Neka je U otvorena
okolina od 1¢ u G. Tada postoji f € CX(G) sa sljedecim svojstvima:

(i) suppB C U.
(ii) B (kxk™')=B(x), 7€qG, ke K.
(iif) f=p5x*f.

Dokaz. Primjenom Teorema 1.3 na funkciju f (- ~1). O]

1.1.2 Reprezentacije na Hilbertovim prostorima

U ovom odjeljku uvodimo osnovne pojmove iz teorije reprezentacija povezanih poluprostih
Liejevih grupa s konac¢nim centrom na Hilbertovim prostorima i iznosimo temelje Harish-
Chandrina pristupa proucavanju tih reprezentacija pomocu pripadnih (g, K)-modula. Ovaj

je pregled sastavljen po uzoru na [19, Uvod].
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Poglavlje 1. Osnove

I dalje koristimo oznake s pocetka ovog poglavlja. Neka je (H, (-, -);) separabilan
kompleksan Hilbertov prostor. Ozna¢imo sa GL(H) grupu svih neprekidnih invertibilnih
linearnih operatora H — H ¢iji je inverz neprekidan. Neka je m : G — GL(H) homomor-
fizam grupa takav da je (z,v) — 7(z)v neprekidno preslikavanje G x H — H. Ureden
par (m, H) zovemo reprezentacijom grupe G na prostoru H. Ponekad je krace ozna-
cavamo sa 7 ili sa H. 7 je ireducibilna ako H ima to¢no dva zatvorena G-invarijantna
potprostora: 01 H. 7 je unitarna ako su svi operatori w(x), € G, unitarni.

Kazemo da su unitarne reprezentacije (71, Hy) i (w2, Hz) grupe G unitarno ekviva-

lentne ako postoji unitarni izomorfizam A : H; — H, takav da je
Amy(x) = ma(x)A, z € q.

U tom slucaju operator A zovemo unitarnom ekvivalencijom reprezentacija m; i ms.
Skup svih klasa unitarne ekvivalencije ireducibilnih unitarnih reprezentacija grupe G

oznacava se sa GG i zove unitarni dual grupe G.

Definicija 1.5. v € H je gladak vektor reprezentacije m ako je x — m(x)v glatko

preslikavanje G — H. Prostor svih takvih vektora oznacavamo sa H®.

H® je G-invarijantan potprostor od H na kojem reprezentacija 7w inducira izvedenu

reprezentaciju Liejeve algebre g definiranu formulom

m(X)v: m(exp(tX))v, Xeg, ve H®.

dt|,_,

Izvedena reprezentacija od g na jedinstven se nacin prosiruje do reprezentacije algebre
U(gc) na prostoru H*°, koju takoder oznacavamo sa .

L. Garding je dokazao da je prostor H* gust u H [9]. Preciznije, Gardingov pot-
prostor

{n(f)v: feC(G), ve H}

je sadrzan u H* i gust u H. Ovdje je 7(f) ogranicen linearan operator H — H definiran

za svaku f € C.(G), a u slucaju kad je 7 unitarna i za svaku f € L*(G), formulom

n(fjoi= [ f@m@vdic(e),  veH,

pri ¢emu je vrijednost integrala na desnoj strani definirana zahtjevom da vrijedi

</G f(x)m(z)vdug(x), w>H = /Gf(x) (n(z)v, w)y, duc(z), we H.

Harish-Chandra je primijetio jos neke potprostore od H korisne za razvoj algebarskog

pristupa teoriji reprezentacija grupe G (vidi [11]):
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1.1. Reprezentacije povezanih poluprostih Liejevih grupa s konacnim centrom

Definicija 1.6. (i) v € H je analiticki vektor reprezentacije ™ ako je x +— w(x)v
realno analiticko preslikavanje G — H. Prostor svih takvih vektora oznacavamo sa
H“.

(ii) v € H je K-konacan vektor reprezentacije m ako je
dim spang m(K)v < o0,

Prostor svih takvih vektora oznacavamo sa Hy .

Prostori H* N Hi i HY N Hg su gusti u H [11, Teorem 4], a izvedena reprezentacija

Liejeve algebre g i reprezentacija . grupe K opskrbljuju ih strukturom (g, K)-modula:

Definicija 1.7. (g, K)-modul je kompleksan vektorski prostor V' s reprezentacijom Lie-

jeve algebre g i reprezentacijom grupe K na V' takvima da vrijedi:

(i) Za svaki v € V, spangs K.v je konacnodimenzionalan vektorski prostor na koji K

djeluje neprekidno.

(i) Xv= %‘ Oexp(tX).v, veV, X € Lie(K).

(iii) (Ad(k)X)v =k Xk v, wveV, Xeg, keK.

Homomorfizam (g, K)-modula V; i V5 je linearan operator A : V; — V5 koji je
ujedno preplitanje pripadnih reprezentacija od K i od g. Ako je A bijektivan, zovemo
ga izomorfizmom (g, K)-modula V; i V; i tada kazemo da su (g, K)-moduli V; i V4
izomorfni.

(g, K)-modul Hx N H*® zove se (g, K)-modul (K-kona¢nih vektora) reprezen-
tacije m. Kazemo da su reprezentacije (my, Hy) i (ma, H2) grupe G infinitezimalno
ekvivalentne ako su njihovi (g, K)-moduli izomorfni.

Za ireducibilnu reprezentaciju grupe K ekvivalentnu reprezentacijama iz klase v € K

kazemo da je tipa . Iz [19, Propozicija 1.18] slijedi:

Propozicija 1.8. Neka je V' (g, K)-modul. Za ~y € f(\, oznacimo sa V., sumu svih iredu-

ctbilnih K -invarijantnih potprostora od V' tipa . Vrijedi rastav u direktnu sumu

V=@V, (1.2)

76?

i za svaku se vy € K prostor V., (tzv. vy-izotipicna ili K-izotipicna komponenta
(g9, K)-modula V') rastavija u direktnu sumu ireducibilnih K -invarijantnih potprostora

tipa .

Kazemo da je (g, K)-modul V' dopustiv ako su sve njegove K-izotipi¢ne komponente

kona¢nodimenzionalne.
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Poglavlje 1. Osnove

Neka su x € v € K. Suma svih ireducibilnih K -invarijantnih potprostora od H tipa
zove se K-izotipi¢na, v-izotipi¢na ili y-izotipicna komponenta reprezentacije 7;
oznacavamo je sa H, ili H,. Kazemo da je m dopustiva ako su sve njezine K-izotipicne
komponente kona¢nodimenzionalne. U tom sluc¢aju vrijedi H* " Hxy = H* N Hg = Hg
[11, Lema 34]. Nadalje, Harish-Chandra je u [11, Teorem 5] dokazao da vrijedi:

Teorem 1.9. Pretpostavimo da je © dopustiva. Tada su zatvoreni G-invarijantni pot-
prostort od H u 1-1 korespondenciji s g-invarijantnim potprostorima od Hy, pri cemu je

korespondencija W < V' dana sa

Kazemo da je (g, K)-modul V infinitezimalno unitaran ako postoji pozitivno defi-

nitna hermitska forma (-, -) : V' x V — C sa svojstvima:
(1) <k.U1, k.UQ) = <’01, 'UQ) R U1,V € ‘/, ke K.
(11) <X.’Ul, 'U2> = — <’U1, X.U2>, V1, Vg € ‘/, X € g.

Teorem 1.10 svodi klasifikaciju ireducibilnih unitarnih reprezentacija grupe G na kla-
sifikaciju ireducibilnih dopustivih infinitezimalno unitarnih (g, K)-modula. Tvrdnju (iii)
tog teorema dokazao je Harish-Chandra [11, Teorem 8]. Tvrdnja (ii) slijedi iz teorema
[11, Teorem 9] po subkvocijentnom teoremu [12, Teorem 4] u slucaju kad je G linearna,
a po subkvocijentnom teoremu koji su neovisno dokazali J. Lepowsky [27, Teorem 1.1] i

C. Rader [48] u opéem slucaju.
Teorem 1.10. Vrijedi:

(i) (g, K)-modul svake ireducibilne unitarne reprezentacije grupe G ireducibilan je, do-

pustiv i infinitezimalno unitaran.

(ii) Svaki ireducibilan dopustiv infinitezimalno unitaran (g, K)-modul izomorfan je (g, K )-

modulu neke ireducibilne unitarne reprezentacije grupe G.

(iii) Dwije ireducibilne unitarne reprezentacije grupe G ekvivalentne su ako i samo ako

su infinitezimalno ekvivalentne.

1.1.3 Matric¢ni koeficijenti unitarnih reprezentacija

Neka je m reprezentacija grupe G na Hilbertovu prostoru (H, (-, -)y). Za v,w € H,
preslikavanje ¢, ,, : G = C,

Cow(x) 1= (m(x)v, W)y,
zovemo matriénim koeficijentom reprezentacije m. Ako su v,w € Hg, zovemo ga

K-konac¢nim matriénim koeficijentom reprezentacije .
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1.1. Reprezentacije povezanih poluprostih Liejevih grupa s konacnim centrom

Iz [5, Teorem 8.7] slijedi:

Teorem 1.11. Neka su (my, Hy) i (7o, Hy) dopustive reprezentacije grupe G na Hilbertovim
prostorima. Ako su (my, Hy) i (7o, Hs) infinitezimalno ekvivalentne, tada imaju isti prostor

K -konacnih matricnih koeficijenata.

Desna regularna reprezentacija r¢ i lijeva regularna reprezentacija [ grupe

G njene su unitarne reprezentacije na prostoru L?(G) definirane formulama

ra(a)f = f(-2), lg(a)f=f (x_l ) : €, fel*q).

Dobro je poznato da su sljedeé¢e dvije definicije dobre:

Definicija 1.12. KaZemo da je ireducibilna unitarna reprezentacija (7, H) grupe G kva-
dratno integrabilna ili da pripada diskretnoj seriji reprezentacija grupe G ako ima

sljedeca ekvivalentna svojstva:
(a) Postoje v,w € H \ {0} takvi da je c,,, € L*(G).
(b) Svi su matriéni koeficijenti reprezentacije T u L*(G).
(¢)  je unitarno ekvivalentna nekoj podreprezentaciji od lg.
d) 7 je unitarno ekvivalentna nekoj podreprezentaciji od re.
(d) 7 j podrep ]

Definicija 1.13. KaZemo da je ireducibilna unitarna reprezentacija (7, H) grupe G in-

tegrabilna ako ima sljedeca ekvivalentna svojstva:
(a) Postoje v,w € Hg \ {0} takvi da je c,., € L*(G).
(b) Svi su K-konacni matricni koeficijenti reprezentacije = u L*(Q).

Kako su svi matri¢ni koeficijenti reprezentacije m ogranicene funkcije, za sve v,w € H
vrijedi implikacija
Cow € LNG) = cpu € L}G).

Odavde slijedi:

Lema 1.14. Ako je reprezentacija 7 integrabilna, tada je i kvadratno integrabilna.

1.1.4 Reprezentacija desnim translacijama u L*(I'\G)

Neka je I' diskretna podgrupa od G. Kvocijentni prostor I'\G promatrat ¢emo kao glatku
mnogostrukost s jedinstvenom glatkom strukturom za koju je kvocijentno preslikavanje

x +— Tz lokalni difeomorfizam G — I'\G. Funkciju f : G — C koja zadovoljava
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Poglavlje 1. Osnove

mozemo identificirati s funkcijom I'\G' — C, I'z — f(x). Time dobivamo i identifikacije

C(\G) = {f € C(G): f(7+) = f za sve 7 €T},
C*(M\G)={feC®G): f(v-)=frasveyeTl}.

Oznacimo sa jir\¢ jedinstvenu Radonovu mjeru na I'\G' takvu da je

e

(Detaljnije o njoj u potpoglavlju 1.4.2.)

> o) duna(e) = [ fdue.  feCAG).

yel’

Za svaki p € Rx definiramo Banachov prostor LP(I'\G) kao prostor klasa ekvivalencije,

po relaciji jednakosti i\ g-gotovo svuda, izmjerivih funkcija f : I'\G — C za koje je

p
Hfhmmm¢:<AVJﬂpWWw> < 00,

s normom | - || 15\ - L*(T'\G) je Hilbertov prostor sa skalarnim produktom

(f1, f2>L2(I“\G) = /F\G f1£dﬂr\aa Ji, f2 € LQ(F\G)-

1

Definiramo i prostor L;,,

(I'\G) svih klasa ekvivalencije, po relaciji jednakosti pr\g-gotovo
svuda, izmjerivih funkcija f : I'\G — C takvih da je [ |f| dur¢ < oo za svaki kompaktan
skup C CT'\G.

Definiramo unitarnu reprezentaciju rr grupe G na prostoru L?(I'\G) formulom
re(z)f = f(-x), r€G, fe Ll*(T\G). (1.4)

Sljededi je niz rezultata, od Leme 1.15 do Leme 1.20, dobro poznat, ali u literaturi

najcesée dokazan samo u slucaju kad je I' = {15}. Radi potpunosti ih ovdje dokazujemo.
Lema 1.15. Ako je f € C°(T\G) N L*(T\G)*>, tada je
rr(X)f=Xf, X e€U(ge).

Dokaz. Dovoljno je dokazati da jednakost vrijedi za X € g. Neka je (¢,)nez., niz u R koji

konvergira prema 0. Tada je po definiciji izvedene reprezentacije

= 0.
L3(T\G)

—re(X)f

lim
n—oo

H f( eXp(tnX)) —f
Ly

Kako svaki L?-konvergentan niz ima podniz koji konvergira gotovo svuda (s istim limesom),
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1.1. Reprezentacije povezanih poluprostih Liejevih grupa s konacnim centrom

postoji podniz (t,, )kez., niza (t,) takav da je gotovo za sve x € G

f(x exp(tn, X)) = f(2)

lim = (e (X)) ().
k—o00 tnk
Po (1.1) je limes na lijevoj strani jednak (X f)(z). Tvrdnja slijedi. O

Lema 1.16. Neka su F € L'(G) i f € L*(T\G). Tada vrijedi

(re(F))(x) = [ F(y)f(@y) duc(y) (15)

gotovo za sve x € G. Preciznije, integral na desnoj strani je definiran ¢ konacan gotovo za
sve © € G pa je desna strana gotovo svuda definirana funkcija T\G — C varijable z; ona
definira element iz L*(T\G) koji je jednak rr(F)f.

Dokaz. Element rp(F)f iz L*(T\G) jedinstveno je odreden svojstvom da za svaku h €
L*(T\QG) vrijedi

e (F) ) oy = [ P W) e@)f. b)) dic)
= / /F\ 3 zy) h(w) dprc (x) dpc (y)
= Ji Jo ) S ) dncly) B dpr(o), (16)

=: p(z)

pri ¢emu je primjena Fubinijeva teorema u zadnjoj jednakosti opravdana ¢injenicom da

je, koriste¢i Holderovu nejednakost,
L o [F@) £ B0 dirol@) dia o) < 1L 1z el

Posebno je ¢ h dobro definiran element prostora L!(I'\G); kako to vrijedi za svaku h €
L*(T'\G), pa posebno za karakteristicne funkcije svih kompaktnih skupova u I'\G, slijedi
da je ¢ dobro definiran element prostora L}, .(I'\G). Stovise, jednakost (1.6) pokazuje da

jep=rr(F)f. O

Korolar 1.17. Neka su F € L'(G) i f € L*>(T\G). Pretpostavimo da je f neprekidna i
ogranicena. Tada integral u jednakosti (1.5) konvergira za svaki x € G 1 ta je jednakost

formula za neprekidnog predstavnika od rr(F)f.

Lema 1.18. Neka je f € C*(I'\G)NL*(T'\G) Z(gc)-konacna i K-konacna zdesna. Tada
je f € L*(T\G)>®

Dokaz. Po Teoremu 1.3 postoji o« € C°(G) takva da je f = f* «a. Kako je po (1.5)
fxa=rr(a(-71))f,slijedi da f pripada Gardingovu potprostoru od rr pa je posebno

f gladak vektor reprezentacije rr. O
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Lema 1.19. Neka je f € C(D\G)NL*(T\G) Z(gc)-konacna i K -konacna zdesna. Tada
je (g, K)-podmodul od L? (T\G)™ N L* (I\G) generiran sa f dopustiv i konacne duljine.

Dokaz. Slijedi iz [60, Korolar 3.4.7 i Teorem 4.2.1]. O

Lema 1.20. Neka je f € C*(I'\G) N L*(T\G), f # 0, Z(gc)-konacna i K-konacna
zdesna. Oznacimo sa H najmanji zatvoren G-invarijantan potprostor od L*(T\G) koji

sadrzi f. Vrijedi:
(i) Hrx =Ul(ge)-f-

(ii) H je ortogonalna suma konacno mnogo zatvorenih ireducibilnih G-invarijantnih

potprostora.

Dokaz. Oznac¢imo sa V' (g, K)-podmodul od L? (I'\G)* N L? (I'\G) ;; generiran sa f, dakle
V =U(gc).f. Kao u [13, §8, dokaz Teorema 1], K-konacnost i Z(gc)-konacnost funkcije
f povlace da je V gust u H. Dokazimo sad (i) i (ii).

(i) Dovoljno je dokazati da za proizvoljan 6 € K vrijedi V3 = Hy. O¢ito je Vs C H; pa
je za dokaz jednakosti, s obzirom da je po Lemi 1.19 Vj kona¢nodimenzionalan vektorski
prostor, dovoljno dokazati da je Vs gust u Hs, tj. dokazati da je proizvoljan h € Hs limes
nekog niza s ¢lanovima iz Vy. Kako je V' gust u H, proizvoljan je h € H; limes nekog niza
(hn)nez-y €V, pa onda i niza ((hy,)s)nez-, ortogonalnih projekcija ¢lanova niza (h,) na
Hjs. S obzirom da ortogonalna projekcija na Hs na potprostoru V' djeluje kao ortogonalna
projekcija na Vi, ((hy)s) je niz u Vy, sto dokazuje tvrdnju.

(ii) Po tvrdnji (i) i Lemi 1.19 (g, K)-modul Hk je dopustiv i konacne duljine; posebno
je reprezentacija H dopustiva. Odaberimo ireducibilan (g, K)-podmodul V; od Hg. Po
Teoremu 1.9 je Hy := Cly V; zatvoren ireducibilan G-invarijantan potprostor od H. Njegov
je ortogonalni komplement (H;)* u H zatvoren G-invarijantan potprostor od H d&iji je
(g, K)-modul K-kona¢nih vektora izomorfan (g, K)-modulu Hg /V;, koji je duljine za 1
manje od duljine (g, K)-modula Hg. Nastavkom opisanog postupka dobivamo konaénu
familiju medusobno ortogonalnih zatvorenih G-invarijantnih potprostora od H koji u sumi
daju H. O]

1.2 Metaplekticka grupa

U ovom potpoglavlju konstruiramo tri realizacije metaplekticke grupe: SLy(R)~, SU(1, 1)~
i SLo(R) x4 {£1}. Najopsirnije opisujemo grupu SLs(R)™ C SLy(R) x Hol(#), koja se
pokazala najkorisnijom za nase istrazivanje zahvaljujuéi svojoj bliskoj vezi s modularnim
formama polucijele tezine. Grupa SU(1,1)~ C SU(1, 1) x Hol(D), dobivena iz SLy(R)™

“konjugiranjem” Cayleyjevom transformacijom H — C, z — 272, u potpoglavlju ¢e 2.3

olaksati proucavanje K-konacne strukture reprezentacija iz holomorfne i antiholomorfne
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1.2. Metaplekticka grupa

diskretne serije. Napokon, realizacija SLo(R) x, {£1} metaplekticke grupe pomocu 2-

kociklusa ima elemente najjednostavnijeg oblika, ali u ostatku rada nije koristena.

1.2.1 Osnovne oznake
Za z € C* definiramo arg(z) € |-, 7] zahtjevom da vrijedi z = |z| '), Glavna grana
kompleksnog logaritma, Ln : C* — C, dana je formulom

Ln(z) :=In|z| + iarg(z), (1.7)
a glavna grana drugog korijena, /- : C — C, formulom

JIn() 413 oo ako e 2 £ 0
e2 = |Z|2 - e2 , aKo ]je z s
/7 2| jez#

0, ako je z = 0.

Dakle, arg (1/2) € }—E E} za sve z € C*. Na skupu C \ Ry funkcije Ln i /- su

272
holomorfne, a funkcija arg glatka. Uvedimo oznaku

2m 1
"= e C~ €E—-+7Z.
z (\/Z> , 2z ,mE o +
Grupa GLy(C) djeluje slijeva na C U {oo} Mébiusovim transformacijama:

az+b a b
2= — = L )
92 = o g (c d)EG 2(C), z € CU{o0}

Pritom djelovanje grupe SLy(R) ima tri orbite: H, —H i OH := RU {oo}.

Definiramo j : GLy(C) x C — C,

j((j g)) v

J (9192, 2) = j (91, 92-2) j (G2, 2) (1.8)

Vrijedi

za sve g1, g2 € GLy(C) i z € C takve da je j(go, z) # 0. Korisna je i relacija

S(g.2) = .%(Z)

2 geSLy(R), z€H. (1.9)
17(g, 2)|
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Poglavlje 1. Osnove

1.2.2 Prva realizacija metaplekticke grupe

Definiramo
SLy(R)™ = {a = (9o, M) € SLa(R) x Hol(H) : n2(2) = j(go, 2) za sve z € 7-[}
Propozicija 1.21. SLy(R)™ je grupa s mnoZenjem

0109 1= (gglgm,%1 (g@.z)n@(z)), 01,09 € SLy(R)™. (1.10)

Dokaz. Neka su o1, 09,03 € SLy(R)™. Zatvorenost od SLy(R)™ na mnozenje jasna je iz

jednakosti

(1.8)

2 . . .
(M0 (9o2-2)1102(2)) " = (901 92-2) § (9022 2) = 591920 2)s 2 €.

Asocijativnost mnozenja dokazuje jednakost

(0102) 03 = (90190905 T1or (2G5 203 (G321 (2) ) = 01 (02073) -

Lako se provjeri i da je neutralni element za mnozenje (I, 1), dok je inverz elementa o

dan sa
1

=g —]. O
g (go 7770—( 0_-12:)>

Lema 1.22. Projekcija
P : SLy(R)™ — SLy(R), P(o) := g,, (1.11)

jest epimorfizam grupa. Za svaki g € SLo(R) wvrijedi

P~ ({g}) = {(g, i(g, -)) : (9, —\/ilg, ))} (1.12)

a
Dokaz. P je o¢ito homomorfizam grupa. Neka je g = (
c

2) € SLy(R). Definiramo
n := 1/7(g, -). n je holomorfna funkcija na H. Naime, ako je ¢ = 0, n je konstantna
funkcija; ako ¢ # 0, slika funkcije j(g, - ) sadrzana je u skupu C \ R, na kojem je funkcija
v/+ holomorfna. Jasno je i da je n* = j(g, - ), pa su (¢g,m) i (g,—n) (razli¢iti, s obzirom
da funkcija j(g, - ), pa onda ni funkcija n, nije nulfunkcija, Stovise uopée nema nultocaka)
elementi grupe SLy(R)™~ u vlaknu P~1({g}). Posebno, P je surjekcija.

Da bismo dokazali (1.12), trebamo jos dokazati da nijedno vlakno epimorfizma P nema
vise od 2 elementa. Kako su za epimorfizme grupa sva vlakna istog kardinaliteta, dovoljno
je provjeriti da je

PU({LY) = (1, 1), (I, 1)}, (1.13)
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1.2. Metaplekticka grupa

Za svaku n € Hol(H) vrijedi niz ekvivalencija

([2’77) S SL?(R)N A 772 = j(IQv ) =1

pri ¢emu zadnja ekvivalencija vrijedi jer je n neprekidna funkcija s povezanom domenom

pa ima diskretnu sliku ako i samo ako je konstantna. (1.13) slijedi. [

Iz Leme je 1.22 jasno da je

o = (9o, M0())

bijekcija izmedu SLy(R)™ i odgovarajuéeg podskupa od SLy(R) x C*; u nastavku ¢emo je
radi jednostavnijeg zapisa elemenata grupe SLy(IR)™ koristiti kao identifikaciju.

Definiramo topologiju i glatku strukturu na SLy(R)™ zahtjevom da bijekcija Z : R X
]R>0 X ]R/47TZ — SLQ(R)N,

1 3 t —sint)
et (1) () ) (008 ) oo
Y2 sin cos
1 =z y% cost —sint _1 ot
= 7y 462 )
1 Y- sint cost

bude difeomorfizam s produkta Liejevih grupa (R, +) x (Rs, - ) X (R/47Z, +) na SLy(R)™.
Time SLy(R)™ postaje glatka mnogostrukost s globalnom glatkom parametrizacijom Z :
R x Rog x R — SLy(R)™,

N

koju zovemo Iwasawinom parametrizacijom grupe SLy(R)~. Karte (U,,Z '), r € R,

gdje je

Ur:=Z(R x Rsg X |r,r + 27[), (1.16)
Z. = ‘R X Rsg X |r,r+ 27 — U, (1.17)

RXRsoX]r,r+2m]

¢ine glatki atlas za SLo(R)™.
Faktore u produktu na desnoj strani jednakosti (1.14) oznac¢imo, slijeva nadesno, sa

Ny, ay 1 ke Lako se vidi da je centar Z (SLo(R)™) grupe SLy(R)™ dan sa
Z (SLy(R)™) = P~ ({*1L2}) = {knr : n € Z} = (Z/AZ,+).
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Poglavlje 1. Osnove

Sjetimo se sad standardne definicije Liejeve grupe:

Definicija 1.23. Liejeva grupa je grupa G koja je ujedno glatka mnogostrukost takva

da su mnoZenje i invertiranje glatka preslikavanja G X G — G odnosno G — G.

Propozicija 1.24. S upravo definiranom topologijom i glatkom strukturom grupa SLo(R)™

je Liejeva grupa.
U dokazu ¢emo Propozicije 1.24 koristiti sljedeéu poznatu lemu [25, Problem 7-3].

Lema 1.25. Neka je G grupa koja je ujedno glatka mnogostrukost takva da je mnoZenje

u G glatko preslikavanje G x G — G. Tada je G Liejeva grupa.

Dokaz. Potrebno je dokazati da je invertiranje u G glatko. Definiramo F': Gx G — G X G,

F(g,h) = (g,9h).

F je glatka bijekcija s inverzom F~': G x G — G x G,
F~Y(g,h) = (9.97"h).

Invertiranje u G je kompozicija triju preslikavanja: (glatke) inkluzije (-,1g) : G — G X G,
preslikavanja F~! i (glatke) projekcije G x G — G, (g, h) — h. Dakle, da bismo dokazali
da je invertiranje u G' glatko, dovoljno je dokazati da je F' difeomorfizam.

Kako je F' glatka bijekcija, po Globalnom je teoremu o rangu [25, Teorem 4.14.(c)]
dovoljno dokazati da je F' konstantnog ranga. Kako je mnozenje u G glatko, za svaki su
(z,y) € G x G preslikavanja L, ,, R, : G x G = G x G,

Lqyy(g, ) = (vg,7hy), Ryy(g,h) == (zg, hy),

difeomorfizmi. Uz to, vrijedi
LyyoF =FoR,,,

odakle uzimanjem diferencijala lijeve i desne strane u 1y dobivamo

d (L:E,y) odlg, o = dFzy od (Rx,y) (1.18)

laxa lexa *

S obzirom da su L, , i R,,, difeomorfizmi, operatori d (L) id(Ryy),,, . sulinearni

laxa
izomorfizmi pa iz (1.18) vidimo da su operatori dFi, , i dF,, , istog ranga. Dakle, F je

konstantnog ranga. []

Dokaz Propozicije 1.24. Po Lemi 1.25 trebamo dokazati samo da je mnozenje m : SLy(R)™ x
SLy(R)™ — SLo(R)™, m(oq, 09) := 0109, glatko. Dovoljno je dokazati da je preslikavanje

m:=Z 'omo(ZxZI): (R xRsgxR/47Z) x (R x Rsg x R/47Z) — R x Ry x R/47Z
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glatko.
Lako se vidi da je
Z0) = R(90-1),9(go.1),2arg (ny(i)) + 477Z) , o € SLy(R)™~, (1.19)
pa, uz definiciju € : R — {0, 1},

0, akojete|—m n|+4nZ,
£(t) == et €l=mml (1.20)
1, ako jet € |m, 3n| + 4nZ,

za sve (z1,y1,t1 + 47Z), (x9, Y2, ta + 47Z) € R x Ryg x R/47Z imamo

m(xy, Y1, 0 + 472, 19, Y2, to + ATZ)
=7 (I(x17y17t1 +4A7Z) (w2, 2,12 + 47TZ))

1 1

_ 7 1 = Yi cost; —sint; 1 x9 Ys costy —sints

= 1 1 s
1 Y, 2 sint; cost; 1 Yo 2 sints costs

1 _1
(—1)=t)y, 4\/cos t1 + (29 + 1yo) sinty yy 4el?>

= (z,y,t + 4nZ),

gdje je po (1.19)

1
1 x 2 cost; —sint
T +iy = ! vi 1 . ! ! (xo +iys),
1 Yy 2 sint; cost;

t =2me(ty) + to + arg (costy + (wqg + iyz) sinty) .
Odavde vidimo da je m glatko na skupu
S = (R x Rsg x (|-, 7+ 27Z) /47Z) x (R x Rso x R/47Z).

Naime, funkcije x i y su ocito glatke na cijeloj domeni od m. Nadalje, preslikavanje
(1, Y1, 01 +ATZL, x9, Y2, ta+4TZ) — costy+(x2+iys) sin t; na S poprima vrijednosti u skupu
C\R<y, na kojem je funkcija arg glatka, a preslikavanje (x1, y1, t1 +47Z, T2, Yo, to+47Z) +—
£(t1) je konstantno na svakoj komponenti povezanosti od S. Odavde je jasno da je i

preslikavanje ¢t glatko na S.

Sjetimo se sad da je k, = (—1I5,1) € Z (SLy(R)™) i da je k' = k_, pa imamo

Z(xy, 41, t1 +47Z) L(xg, Yo, ta + 4ATZ)
= (I(xl, Y1, t1 + 47TZ)/€W) (I(@, Yo, to + 47TZ)I{_7T)
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=TZ(x1,y1,t1 + 1+ 4A7Z) L (22, Yo, to — ™ + AT7Z).
Primjenom Z ! na ovu jednakost dobivamo relaciju
m(zy,y1,t; + 4772, ko, ya, to + A7Z) = m(x1, 1,01 + 7 + 4L, X9, Yo, to — ™ + ATZ),
koja u kombinaciji s glatko¢om od m na S povlaci da je m glatko i na skupu
T := (R x Ryg x (|0, 27] + 27Z) /47Z) x (R x Ry x R/47Z).
Kako je S UT domena od m, ovime je dokaz zavrsen. O
Lema 1.26. Licjeva grupa SLy(R)™ je povezana.

Dokaz. Jasno iz povezanosti domene njezine globalne glatke parametrizacije Z. O

Definicija 1.27 ([25, str. 91]). Neka su S i S povezane glatke mnogostrukosti. Glatko
surjektivno preslikavanje 7 : S — S sa svojstvom da svaki p € S ima otvorenu okolinu U
takvu da 7 svaku komponentu povezanosti od 7= (U) preslikava difeomorfno na U zovemo
glatkim natkrivanjem. Sva vilakna glatkog natkrivanja © imaju isti kardinalitet, koji

zovemo stupnjem natkrivanja .

Definicija 1.28. Neka su G i G povezane Liejeve grupe. Ako postoji homomorfizam
grupa ™ : G — G koji je ujedno glatko natkrivanje stupnja k € Z-q, kaZfemo da je w
natkrivajuéi homomorfizam G—G stupnja k i da je G natkrivajuéa grupa od

G stupnja k.

Sljedeca propozicija pokazuje da je projekcija P natkrivajuéi homomorfizam SLy(R)™ —
SLo(R) stupnja 2. U njenom ¢emo dokazu koristiti Iwasawinu parametrizaciju Z :
R x R5p x R — SLy(R) grupe SLy(R) definiranu formulom

7( 9 1 =z y% cost —sint (1.21)
x,y,t) == 1 .
=\ 1 Yy 2 sint cost

i glatki atlas {(QT,LTI) T € R} za SLo(R) zadan sa

U, =Z(R xR0 x]r,r+27(),

N
i
N

T R X Rog x|r,r+27[— U,.

RXRxoX]r,r+27|
(Usp. (L.15) — (1.17).)

Propozicija 1.29. Projekcija P je natkrivajuéi homomorfizam SLy(R)™ — SLy(R) stup-
nja 2.
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Dokaz. Bududi da su SLy(R)™ i SLy(R) povezane Liejeve grupe (vidi Lemu 1.26), a P je
epimorfizam grupa ¢ije je svako vlakno kardinaliteta 2 (Lema 1.22), dovoljno je dokazati da,
za proizvoljan r € R projekcija P svaku komponentu povezanosti od P~! (U,.) preslikava,
difeomorfno na U,.

Ocito su komponente povezanosti od P~ (U,) skupovi U, i U, 42, (vidi (1.16)). Res-
trikcije P| U, - U, 1 P
od P

: Upyor — U, su difeomorfizmi s obzirom da je prikaz

Ur r427

: U, — U, u koordinatama induciranim glatkim kartama (U,,Z, ') i (Q L, 1)

Ur
identiteta, kao i prikaz od P

U : Upy2r — U, u koordinatama induciranim glatkim
421

kartama (UHQW, Tjrl%) i (QT,Z;J}Qﬂ). ]

Dakle, Liejeva grupa SLy(R)™ je natkrivajuc¢a grupa od SLs(R) stupnja 2 — tzv. meta-
plekticki natkriva¢ grupe SLy(R) ili krace metaplekticka grupa. Definiramo njeno

glatko lijevo djelovanje na H formulom

0.2 1= (5.2, o € SLy(R)™, z € H.

1.2.3 Iwasawina dekompozicija

Dobro je poznato da su

cost —sint
K=<k = . teR
sint cost

zatvorene Liejeve podgrupe grupe SLy(R) i da je preslikavanje N x A x K — SLy(R),
(n,a, k) — nak,

difeomorfizam koji definira Iwasawinu dekompoziciju grupe SL;(R). Pomocu Iwa-
sawine dekompozicije lako se vidi da je K maksimalna kompaktna podgrupa od SLy(R).

U ovom potpoglavlju dokazujemo analogne rezultate o grupi SLy(R)™.
Propozicija 1.30 (Iwasawina dekompozicija metaplekticke grupe).
(i) Sljedeci su podskupovi zatvorene Liejeve podgrupe od SLo(R)™:

N :={n, :z € R}, A:={a, :y € Ry}, K:={r:teR}. (1.22)
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(ii) Preslikavanja

Z,: (R,+) —N, Zi(x) :=ny,,
IQ : (R>07 ) — A, Ig(y) =y,
1-3 : (R/47TZ, +)—>K, Ig(t+47TZ) = Ky,

jesu izomorfizmi Liejevih grupa.
(iii) Preslikavanje ® : N x A x K — SLy(R)™,
® (n,a, k) := nak,
jest difeomorfizam.

Dokaz. (i) Podgrupe N, A i K su zatvorene u SLy(R)™ kao slike zatvorenih podskupova
(Rx {1} x {0}, {0} x Ry x {0} odnosno {0} x {1} x R/47Z) direktnog produkta Liejevih
grupa R x Ryy x R/47Z po difeomorfizmu Z.

(ii) Z1, Z5 i Z3 su ocito bijekcije, i to glatke (svaka je od njih kompozicija kanonskog
ulaganja jedne od Liejevih grupa (R, +), (Rso, -) i (R/47Z,+) u njihov direktni produkt
i difeomorfizma Z). Lako se provjeri da je svaka od njih i homomorfizam grupa: za Z3 to

slijedi iz raspisa
Ts(t +4772) Is(s + AnZ) = Kiks
= (Kutis M, (o)1, (7))
= (s M (00, (0))
- (ﬁt—l—s? ezéezg)

= Kt+s
=Z3((t +472Z) + (s + 4nZ)), s,t € R,

a provjera za L1 i Iy jos je jednostavnija. Kako je svaki homomorfizam Liejevih grupa
konstantnog ranga [25, Teorem 7.5], po Globalnom teoremu o rangu [25, Teorem 4.14.(c)]
slijedi da su Zy, Z i Z3 izomorfizmi Liejevih grupa.

(iii) Definiramo ¢ : N x A x K — R x Ry¢ x R/47Z,
¢ (nx? Ay, 'Lit) = (.Z’, Yy, t+ 47TZ) :

Iz (ii) slijedi da je ¢ izomorfizam Liejevih grupa pa je, s obzirom da je Z difeomorfizam, i

kompozicija ® = Z o ¢ difeomorfizam. O]

Propozicija 1.31. K je maksimalna kompakina podgrupa od SLs(R)~. Njen unitarni
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dual sastoji se od karaktera x, : K — C*, n € %Z, definiranih sa
Xn(Ke) = e teR.

Dokaz. Kompaktnost i tvrdnja o unitarnom dualu grupe K slijede iz ¢injenice da je po
Propoziciji 1.30.(ii) K posredstvom izomorfizma Z; ' izomorfna kompaktnoj Liejevoj grupi
(R/47Z,+), ¢iji unitarni dual ¢ine karakteri

1

t+ 477 — et n e §Z.

Preostaje dokazati tvrdnju o maksimalnosti, tj. dokazati da za kompaktnu podgrupu
C' grupe SLy(R)™ vrijedi:
COK = C(CCK.

Ako je C' kompaktna podgrupa grupe SLy(R)~ i C O K, tada je P(C'), s obzirom da je P
neprekidan homomorfizam grupa, kompaktna podgrupa grupe SLy(R), i P(C) 2 P (K) =
K, pa je, s obzirom da je K maksimalna kompaktna podgrupa grupe SLy(R), P(C) = K,
dakle C C P7Y(K) =K.

U

Definicija 1.32. Neka su f : SLo(R)™ — C in € 3Z. KaZemo da se [ transformira

zdesna kao Yy, ako vrijedi
flor) = f(o) xn(K), k€ K, o€ SLy(R)™.
KazZemo da se [ transformira slijeva kao x, ako vrijedi

f(ko) = xn(K) f(o), k€ K, o€ SLy(R)™.

1.2.4 Lijevoinvarijantni diferencijalni operatori

U ovom odjeljku definiramo istaknute elemente iz U (Lie (SL2(R)™).) i dokazujemo formule
u Iwasawinim koordinatama za njihovo djelovanje kao lijevoinvarijantnih diferencijalnih
operatora na C* (SLy(R)™).

Oznac¢imo sa P, homomorfizam Liejevih algebri Lie (SLy(R)™~) — Lie (SL2(R)) induci-
ran natkrivajuéim homomorfizmom P : SLy(R)~ — SLy(R). P, svakom lijevoinvarijant-
nom vektorskom polju X na SLy(R)™ pridruzuje jedinstveno lijevoinvarijantno vektorsko

polje P.X na SLy(R) koje zadovoljava

(P.X - dPlsL2<R>~ Nigry @~

) sty ()

ili ekvivalentno

(PX)foP=X(foP),  feC™(SLy(R)). (1.23)

33



Poglavlje 1. Osnove

Lema 1.33. Neka sum € Z~o @ Xi,...,X,, € Lie (SLy(R)™). Neka su

ol (£ o
X Xufol= Y o peor L@y, 12
jal<m
P*(XI)P*(Xm)fol: Z baW7 fE COO<SL2(R))7
la|<m

gdje su ay,b, € C® (R x Ryg X R), prikazi lijevoinvarijantnih diferencijalnih operatora
Xy X 1 Po(X1) - -+ Po(X,n) w Iwasawinim koordinatama za SLa(R)™ odnosno za SLa(R).
Tada je

(o = bq, la| < m.

Dokaz. S obzirom da je Z = P oZ, za svaku f € C*° (SLy(R)) imamo

PX)P.(Xa) - Pu(X)f oL = PAX)) (Pu(Xa) - Pu(X,)f) 0 PoT

(1.23)

= X1 X, (foP)oZ

(1.24) ol (foPoT)
N Z o ox®

laf<m

N dlel (f o Z)
= Z aaT. ]

laj<m

Kako je P lokalni difeomorfizam, P, je izomorfizam Liejevih algebri Lie (SLy(R)™) —

Lie (SL2(R)), $to nam omogucuje da identificiramo Liejeve algebre
Lie (SLy(R)™) Z Lie (SLy(R)) = sk(R).

Ova se identifikacija realnih Liejevih algebri na jedinstven nacin prosiruje do identifikacije

univerzalnih omotackih algebri njihovih kompleksifikacija:
U (Lie (SL2(R)™)¢) = U (Lie(SL2(R))c) = U (sl2(C)) .

Lemu 1.33 sada mozemo ekvivalentno zapisati na sljedeé¢i koristan nacin:

Propozicija 1.34. Neka je u € U(sly(C)). Tada su prikazi v lwasawinim koordinatama
odgovarajuceg lijevoinvarijantnog diferencijalnog operatora na C* (SLy(R)™) @ onog na
C* (SLy(R)) jednaksi.

U nastavku ¢emo pomocu gornjih rezultata definirati neke istaknute elemente alge-
bre U (Lie (SLa(R)™)) i odrediti formule u Iwasawinim koordinatama za odgovarajuce

lijevoinvarijantne diferencijalne operatore na C* (SLy(R)™).
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Matrice - (1 _1)7 :< 1)’ fi= (1 )

za 5ly(C): vrijede komutacijske relacije

e, f1=h, [h, €] = 2e, [h, f1 = =21,
[nﬂn‘} = k°, {k:o,nJ“] =2n"t, {k",n_} =—-2n". (1.25)

Definiramo Casimirov element C € U(sl(C)) sa

1
C:= §h2+ef—|—f€
1
= ()’ +ntn +nnt

(k°)? — k° 4+ 2nn~ (1.26)

N~ —DNo

(k°) + k° +2n"n*. (1.27)

Dobro je poznato da je C[C] centar algebre U (sl3(C)).

Korolar 1.35. Djelovanje elemenata k°, nt, n=, C € U(sly(C)) kao lijevoinvarijantnih di-
ferencijalnih operatora na C*°(SLy(R)) ¢ na C* (SLy(R)™) u Twasawinim je koordinatama

dano formulama:

K =i (1.28)
(0 0 o O
'I’L+ = Y:ye_mt (ax — Zay> —|— %6_2#&, (129)
(0 0 T o O
— _ __pop2it [ S ) S
n- = —iye <8x+28y> 5 B (1.50)
0? 0? 0?
_ 2
C =2y (8352 + ay2> + 25 (1.31)

Dokaz. Rezultat za grupu SLs(R) dobiva se elementarnim racunom koriste¢i ¢injenicu
da je njena eksponencijalna funkcija matricni eksponencijal (vidi npr. [24]). Rezultat za

grupu SLy(R)™ tada slijedi primjenom Propozicije 1.34. O
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1.2.5 Haarova mjera

U ovom potpoglavlju dokazujemo formulu u Iwasawinim koordinatama za Haarovu mjeru

na SLo(R)™. Sljedec¢a je propozicija dobro poznata (vidi npr. [28, §1.4]).

Propozicija 1.36. Radonova mjera vy na ‘H zadana relacijom

[ ran=[" [ rarin®E recn,

jest SLy(R)-invarijantna.
Sljedeéi je teorem poseban slucaj teorema [18, Teorem 8.36].

Teorem 1.37. Neka je G unimodularna Liejeva grupa s Haarovom mjerom ug i neka
je H zatvorena unimodularna podgrupa od G s Haarovom mgjerom ug. Tada na lokalno
kompaktnom Hausdorffovu prostoru G/H postoji do na multiplikativnu konstantu jedins-
tvena netrivijalna G-invarijantna Radonova mjera pug,p. Pogodno normalizirana, pan

zadovoljava
[ gan= [ ([, #am) dun() duciu(ob). £ € CLO).

Kao povezana poluprosta Liejeva grupa, SLs(R)™ je unimodularna [18, Korolar 8.30.(b)].

I njena podgrupa K je unimodularna, s Haarovom mjerom

fhﬁéfdmﬁz424“fmgﬁ, feCK). (1.32)

Propozicija 1.38. Radonova mjera na SLs(R)™ zadana formulom

1 47 ) N
/SLQ(R)N [ dpsr,my~ = ﬂ/o /H f(ngayre) doy(x +iy)dt, fe C.(SLa(R)™), (1.33)

jest Haarova mjera na SLy(R)™.

Dokaz. Radonova mjera jisr,m)~/x na SLy(R)~/K zadana formulom
d N::/ a,K) d ), feC.(SLy(R)~/K), (1.34
/SLQ(R)N/Kf psLoy~/i = [ (naayK) doy(z +iy),  f € Ce(SL(R)7/K),  (1.34)

ocito je netrivijalna i (zbog SLo(R)-invarijantnosti mjere vy;) SLo(R)™~-invarijantna. Dakle,

po Teoremu 1.37 Radonova mjera p na SLy(R)™ zadana formulom

Lo Fme= [ ([ fom) duic)) dusuar i (0K) . € Co(SLa(R)).

jest Haarova mjera na SLy(R)™. Uvrstavanjem (1.32) i (1.34) u ovu formulu vidimo da je

[ = USLy(R)~- L
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Analogno se moze dokazati poznata SLy(R)-varijanta Propozicije 1.38:

Propozicija 1.39. Radonova mjera na SLy(R) zadana formulom

2T
/SLQ(R) J dpsiam) = 27?/ / f(ngayk,) doy(z +iy) dt,  f € C.(SL2(R)),

jest Haarova mjera na SLy(R).

1.2.6 Cartanova dekompozicija

U ovom odjeljku definiramo Cartanovu dekompoziciju grupe SLs(R)™ i dokazujemo for-

mulu u Cartanovim koordinatama za Haarovu mjeru pisr, g~ -

t
A+ = {ht = (6 t) :te R>Q} - SLQ(R),
e

K x A+ x K — SLQ(R), (k:l,a, k’g) — k?l(lkg,

Uz oznaku

preslikavanje

zove se Cartanova dekompozicija grupe SLy(R). Njegova je slika SLy(R)\ K, a vlakno

elementa kjaky jest

{(mkl, a, m’lkz) tm € Z(SLQ(R))}

(vidi npr. [24, str. 139]). Odavde lako slijedi, uz oznake

t
e ((e —t) 763) € SL(R)™,  t € Ry, (1.35)
€

+ = {ht ot - R>0} g SLQ(R>N7

sljedeca lema.

Lema 1.40. Slika preslikavanja
K x A" x K — SLy(R)", (k1,a, ko) — kyaks, (1.36)
jest SLo(R)™ \ K, a vlakno elementa kiaks jest
{(m/ﬁ, a, m’1k2> :méeZ (SLQ(R)N)} .

Preslikavanje (1.36) zovemo Cartanovom dekompozicijom grupe SLy(R)™.

Lema 1.41. Za svaku f € C. (SLy(R)™) vrijedi

4 47
/ [ dpisiaey- / / / £ (0, herg,) sinh(2¢) 6, dt dbs. (1.37)
SLQ( 471—
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Dokaz. Elementaran racun pokazuje da za o = nzayks = kg, hykg, € SLo(R)™ vrijedi

(e —1)sin6; cosby +ie*  sinh (2t)sin(20;) +

et sin? 0 + cos? 6; ~ cosh(2t) — sinh(2t) cos(26;)’

1 e _ ;
Yy 2e”’ = (@et sin@; + e " cos 01> et

T +1y

odakle je jasno da je

or oy os
00, 00y 7 00y
pa je
Op,x O Og,x
Op,x O
T (0r,t,05) := |00,y Oy Do,y| = 80 at
Op, 5 Ors  Op,s 0y Y
_|2y?sinh(2t) (cos(261) cosh(2t) — sinh(2t)) 21 sin(26,)
B —2y? sinh(2t) sin(26;) 2y? (cosh(2t) cos(20;) — sinh(2t))
= 4y*sinh(2t). (1.38)

Posebno, J ne iScezava ni u jednoj tocki (01,t,05) € R x Ryy x R pa je po Teoremu o

inverznoj funkciji preslikavanje

(017 t: 92) = (fE, Y, t)

lokalni difeomorfizam R x Ryg x R —+ R x R.g x R. Sada po Teoremu o zamjeni varijabli,

koriste¢i svojstva Cartanove dekompozicije iz Leme 1.40, za sve f € C, (SLy(R)™) imamo

(1.33) 1 o
/ J dpsr,®)~ / / / f(nga,rs)y 2 de dy ds
SLa(R)~

4 4
- Z ° g / / / ’%elhtﬁeg) (917t 62)72 "-7(917 t? 62)’ del dt dez

1 47 4
e / / f (kg hikg, ) sinh(2t) db, dt dfy. H

1.2.7 Druga realizacija metaplekticke grupe

Zatvorena Liejeva podgrupa SU(1,1) grupe GL2(C) definirana je formulom

SU(1,1) := {(“ ”) € GLo(C) : [ul? — [of? = 1} .

__Z) izomorfizam Liejevih grupa SLy(R) —

1
Dobro je poznato da je konjugiranje sa (1
?

SU(1,1) i da Cayleyjeva transformacija z +— : n Z definira analiticki izomorfizam H — D.
z2+1
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Motivirani time, uvodimo oznake

C = (9c,mc) = (1 (1 _Z) ) Z+i) € GLy(C) x Hol(H),

20 \1 4 21

C=(g9c-1,n0-1) == (( ' 2) V1 — w) € GLy(C) x Hol(D)

-1 1
i definiramo C-konjugat 0 € SU(1,1) x Hol(D) elementa o € SLy(R)™ formulom
c_(,Cc . .C\._ -1
0 = (95.n5) == (909090" 1 (9o9¢-1-) No (9e-1w) o1 (w)) -

Napokon, definiramo Liejevu grupu SU(1,1)~ zahtjevom da -¢ bude izomorfizam
Liejevih grupa SLy(R)™~ — SU(1,1)~. Lako se vidi da je

SU(L, 1)~ = {a = (9, M) € SU(1,1) x Hol(D) : ny(w)* = j(go,w) za sve w € D} :
Mnozenje u SU(1, 1)~ dano je formulom

0102 = (901902,7701 (gUz'w) Noy (w))

(usp. (1.10)), dok je projekcija na prvu koordinatu natkrivajuéi homomorfizam SU(1, 1)~ —
SU(1,1) stupnja 2.

1.2.8 Treca realizacija metaplekticke grupe

Definicija 1.42. Egzaktan niz grupa i homomorfizama grupa

1 A G H 1

takav da se grupa A ulaZe u centar grupe G zovemo centralnim prosirenjem grupe H

grupom A.

Pogledajmo centralno prosirenje
1 —— {+1} —— SLy(R)™ —£— SLy(R) —— 1,
gdje je homomorfizam ¢ : {£1} — SLy(R)~ dan formulama
(1) = (I, 1), o=1):= (I, 1),
a P je projekcija definirana formulom (1.11). Fiksirajmo sekciju
6 SLa(R) > SLa(R),  6(9) 1= (9:1/ils. )
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od P. Definiramo v : SLo(R) x SLo(R) — {£1},

J(91,92.2)1/ 7 (92, )
1/’(91792) = \/ !