Baricentricke koordinate 20 centara trokuta

Cadi¢, Zeljka

Master's thesis / Diplomski rad

2017

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:220389

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2025-03-29

W £,
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% E_;' Repository of the Faculty of Science - University of
3 o Zagreb
9, Nad
% S
Op. o

\‘
Yo _ e

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:220389
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:583
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:583
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:583

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Zeljka Cadié

BARICENTRICKE KOORDINATE 20
CENTARA TROKUTA

Diplomski rad

Voditelj rada:
doc. dr. sc. Vjekoslav Kova¢

Zagreb, 2017.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana
renstvom u sastavu:

pred ispitnim povije-

1. , predsjednik
, Clan
3. , Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi clanova povjerenstva:




Sadrzaj

Sadrzaj
Uvod

1 Baricentricke koordinate

1.1 Definicija i svojstva baricentrickih koordinata . . . . . . . ... ...
1.2 Definicija centra trokuta i enciklopedija ETC . . . . . .. ... .. ..

2 Klasicéni centri trokuta

2.1 Srediste trokutu upisane kruznice: X(1)=0 . . . . ... ... .. ..
2.2 Teziste trokuta: X(2) =T . . . . .. ...
2.3 Srediste trokutu opisane kruznice: X(3) =S5 . .. .. ... ... ...
24 Ortocentar: X(4)=H . . . ... ... ... ...

3 Jos neki poznati centri trokuta
3.1 Gergonneova tocka: X(7) =G

3.2 Nagelova tocka: X (8) . . . . . . . .. ..
3.3 Lemoineova tocka: X(6) . . . . ... ...
3.4 Srediste kruznice devet tocaka: X(5) =09 . . . . . . ... ...

4 Neki izvedeni centri trokuta

4.1 Formula za baricentricke koordinate izvedene tocke . . . . . . . . ..

4.2 Jos 12 centara iz enciklopedije ETC

Bibliografija

1l

iii

(G20 \V]

,_.
Ul = © 0o

—_

17
22
23
25

28
28
29

34



Uvod

Ovaj rad bavi se centrima trokuta, tj. karakteristicnim tockama trokuta, od kojih su
neki sasvim klasi¢ni, neki su relativno poznati, dok su neki prilicno nepoznati.

Pocetak rada, tj. prvo poglavlje, posvec¢en je definiranju osnovnih pojmova i
navodenju svojstava baricentrickih koordinata tocaka trokuta, o kojima se govori kroz
cijeli ovaj diplomski rad. Sve tocke, odosno centri trokuta, birani su iz enciklopedije
ETC [2], u kojoj su dosad navedene baricentricke koordinate za 10 682 razlicite tocke
trokuta. Zanimljiva je ¢injenica da, uz unutarnje tocke trokuta, baricentricke koordi-
nate mozemo pridruziti i tockama izvan njega, kao i onima na njegovim stranicama.

Koriste¢i brojna svojstva trokuta, u radu se prikazuju baricentricke koordinate
dvadeset centara trokuta, pri ¢emu se u drugom poglavlju polazi od cetiri klasi¢ne
karakteristicne tocke trokuta: sredista trokutu opisane i upisane kruznice, tezista i
ortocentra trokuta.

Nadalje, u tre¢em poglavlju se racunaju baricentricke koordinate jos nekih pozna-
tih centara trokuta, kao Sto su primjerice Gergonneova tocka i srediste kruznice devet
tocaka. U tom dijelu se, pri dokazivanju, primjenjuju poznati Cevain i Van Aubelov
teorem uz brojne ilustracije za lakse pracenje.

Posljednji dio diplomskog rada, tj. ¢etvrto poglavlje, posvecen je centrima trokuta
koji se mogu jednostavno izraziti pomocu klasi¢nih karakteristicnih tocaka trokuta.
Sredivanje kompliciranih simbolickih izraza provodi se koristenjem racunala, tj. pro-
gramskog paketa Mathematica [1], a njihove se koordinate zapisuju pomo¢u duljina
stranica a, b, c.

Sve slike u ovom diplomskom radu izradene su programskim paketom GeoGebra
[4].



Poglavlje 1

Baricentricke koordinate

1.1 Definicija i svojstva baricentrickih koordinata

Neka je u ravnini fiksiran trokut ABC. Baricentricke koordinate odreduju polozaj
proizvoljne tocke P u toj ravnini, ali relativno, obzirom na spomenuti trokut. Pret-
postavimo da je u toj ravnini odabran koordinatni sustav s ishodistem O. Radijus

vektor bilo koje tocke P ¢emo kratko pisati b, t]. =0

Definicija 1.1.1. KaZemo da tocka P u ravnini trokuta ABC ima baricentricke
koordinate u : v : w ako vrijedi u,v,w € R, u+v+w #0 te

ur} 4 vrg + wid
Tp = . (11)
u+v+w

Primijetimo da je posljednja vektorska jednakost ekvivalentna s dvije skalarne je-
dnakosti dobivene izjednacavanjem koeficijenata vektora uz clanove standardne baze:

UT A +vrp + wWro
Tp = 9
u+v+w

_uya +oyp + wWyc
Yyp = 4+ v+ w )
pri cemu (zp,yp) oznacavaju Kartezijeve koordinate tocke P obzirom na odabrani
koordinatni sustav.
Primijetimo i da baricentricke koordinate nisu sasvim jedinstvene: ukoliko su
u : v : w baricentricke koordinate tocke P, tada su to i Au : \v : Aw za bilo koji
A # 0. Premda bismo mogli normalizirati tako da zahtijevamo v + v +w = 1, mi to

ne ¢inimo kako bismo zadrzali veéu fleksibilnost.
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Teorem 1.1.2. Baricentricke koordinate uvijek postoje, ne ovise o izboru koordina-
tnog sustava i jedinstvene su do na izbor skalarnog visekratnika.

Dokaz. Definicijsku jednakost (1.1) mozemo ekvivalentno zapisati

e = S u - = v — =
rp—re u+v—|—w(m rc)+u+v+w(r3 re),
odnosno
—
cP-—Y chy—" __CB
u+v+w u+v+w

Primijetimo da koordinatni sustav vise ne igra nikakvu ulogu u posljednjoj jednakosti.

.—%.—ﬁ . .. . . . ..
Vektori CA i C'B su linearno nezavisni pa se svaki ravninski vektor moze jed-
noznacno zapisati kao njihova linearna kombinacija. Posebno postoje jedinstveni

a, B € R takvi da je .
C? =aCA+ BC@.

Usporedivanjem koeficijenata vidimo da su u : v : w baricentricke koordinate tocke
P ako i samo ako vrijedi

tj. ekvivalentno

(a0 = Du+ av+ aw =0,
Bu+ (8 —1)v+ fw = 0.

Direktnim uvr§tavanjem vidimo da je (u,v,w) = (Aa, AB, A(1 — a — (3)) rjesenje tog
sustava linearnih jednadzbi za svaki A € R. Kako je tada u + v 4+ w = A, vidimo
da za svaki A # 0 dobijemo baricentricke koordinate tocke P, ¢ime smo pokazali
egzistenciju. Primijetimo da matrica prethodnog sustava linearnih jednadzbi ima rang

2:
a—1 « « -1 0 « 1 0 0
B p-1 8 0 -1 8 01 0|°
Kako je rije¢ o homogenom sustavu, zakljuéujemo da su (u,v,w) = Mo, 5,1 — o —

B), A € R zapravo sva rjeSenja. Odavde slijedi Zeljena jedinstvenost baricentrickih
koordinata do na skalarni visekratnik A, tj.

u:v:w=a:p:1—a—p. n

Ubuduce ¢emo sa P oznacavati funkciju povrsine likova u ravnini.
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Slika 1.1: Trokut iz dokaza teorema 1.1.3.

Teorem 1.1.3. Ukoliko se tocka P nalazi unutar trokuta ABC, tada su njene bari-
centricke koordinate u : v : w dane sa P(PBC) : P(PCA) : P(PAB).

Dokaz. Primijetimo da je P(PBC) + P(PCA) + P(PAB) = P(ABC). 1z dokaza
prethodnog teorema vidimo da je dovoljno provjeriti

 P(PBC)— P(PCA)
ﬁ_—P(ABC)CA+—P(ABC)@ (1.2)

Neka pravac CP sijece stranicu AB u tocki D. Kako trokuti PCA i DCA imaju
zajednicku visinu iz vrha A, njihove povrsine se odnose kao duljine baza, tj.

P(PCA) |CP| (13)

P(DCA) |CD| ‘
a sasvim analogno dobivamo

P(PBC) |CP]| (1.4)

P(DBC) |CD| ‘
Nadalje, trokuti ADC i ABC' imaju zajednicku visinu iz vrha C', odakle slijedi

P(ADC) |AD| (15)

P(ABC) |AB] '
te sli¢no P(DBC 5D

(DBC) _|BD| 16)

P(ABC) |AB|
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—
Krenimo od vektora CP i raspisimo ga u bazi {C'A, C@}

e~ I ep _ Pl @

CD| [k

_CPl— ICP| |AD|
CD| CD| 4B
|CP|=— |CP| |AD| ?

_ CP =3 A)
cp YAt ep) 1ag© ¢/
CP| /. |AD |CP| ]AD|

_ 1 A
|CD|< |AB|>C 1CD| " |AB|
|CP| |BD|— _|CP| |AD)

— P et B e 57
D) (A5 YT e 1aB©

Ako redom iskoristimo (1.4), (1.6), (1.3), (1.5), dobit ¢emo

P(PBC) P(DBC) -+ P(PCA) P(ADC)
CP = P(DBC) P(ABC) " T B(ADC) P(ABC)@
_ P(PBC)=; P(PCA)
= panc) Tt P(ABC)(J-é’
sto je upravo Zeljena jednakost (1.2). O

Napomenimo kako formula iz teorema 1.1.3 ostaje vrijediti i za tocke P izvan tro-
kuta ABC' ako navedene trokute shvatimo kao orijentirane tako da im povrsine mogu
biti i negativne. Ista napomena vrijedi i za tocke na samom rubu trokuta ABC', kada
neki od trokuta PBC, PC'A, PAB postaju degenerirani pa im je povrsina jednaka
0.

Primjeri baricentrickih koordinata uz normalizaciju v+ v 4w = 1 prikazani su na
slici 1.2. Na toj slici je svaka od stranica podijeljena na cetiri jednaka dijela te su svi
ucrtani pravci paralelni s nekom od stranica.

Primjeri baricentrickih koordinata bez normalizacije mogu se naci na slici 1.3. Na-
prosto smo baricentricke koordinate s prethodne slike pomnozili njihovim zajednickim
nazivnikom kako bismo dobili cjelobrojne vrijednosti, Sto je mnogo preglednije.

1.2 Definicija centra trokuta i enciklopedija ETC

U nastavku rada spominjat ¢emo razne istaknute tocke trokuta za koje ¢emo racunati
baricentricke koordinate. Napomenimo da postoje i alternativne koordinate, tzv. tri-
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C@:0:1)

Slika 1.2: Primjeri baricentrickih koordinata uz normalizaciju.

A(:0:0)

B@:1:0) 0:3:1 0:1:1 0:1:3 C:0:1)

Slika 1.3: Primjeri baricentrickih koordinata bez normalizacije.
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linearne koordinate x : y : z, koje se pretvaraju u baricentricke u : v : w po formuli
u:v:w=axr:by:cz,

tj.
u v w
a b ¢
Moze se pokazati da se x, y, z zapravo odnose kao orijentirane udaljenosti tocke od
stranica trokuta, no nama to nece biti vazno jer ¢emo uvijek preferirati baricentricke
koordinate.

Prirodno se postavlja pitanje koje svojstvo zahtijevati da bi tocka bila na neki

nacin istaknuta, tj. zanimljiva. U vezi toga definira se centar trokuta ili karakteristicna
tocka trokuta kao tocka ¢ije su baricentricke koordinate dane s

Ty 2=

fla;b.c): f(b,c,a): f(c,a,b),

pri ¢emu su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, a f: R* — R je funkcija koja zadovoljava:

e f(a,b,c) = f(a,c,b),
o f(Aa,\b,A\c) = f(a,b,c),

za neki n € R i za svake a, b, c > 0 koji ¢ine duljine stranica nekog trokuta.

Enciklopedija ETC [2] sistematizira dosad poznate centre trokuta i daje formule za
njihove trilinearne, odnosno baricentricke koordinate te navodi (najcesée bez dokaza,
ali s referencama) njihova brojna svojstva.

U vrijeme pisanja ovog rada ona sadrzi 10682 centra, medu kojima veéina nema
ime, ve¢ samo redni broj. Korisnost enciklopedije lezi u ¢injenici da ona cak omogucéava
i numericko pretrazivanje svojih tocaka. Ukoliko zelimo identificirati tocku trokuta s
nekim vaznim svojstvom, dovoljno je na desetak decimala izracunati njene trilinearne
koordinate za specijalni trokut s duljinama stranica 6, 9 i 13.



Poglavlje 2

Klasi¢ni centri trokuta

U nastavku racunamo baricentricke koordinate za 4 klasicne karakteristi¢ne tocke
trokuta:

X (1) srediste upisane kruznice a : b : ¢,

X(2) teziste 1:1: 1,
X (3) srediste opisane kruznice sin 2« : sin 23 : sin 27y,
X (4) ortocentar tga : tg [ : tgy.

2.1 Srediste trokutu upisane kruznice: X (1) =0

Neka je u ravnini dan trokut ABC. Oznacimo s O srediSte njemu upisane kruznice,
a s r njen radijus. Neka su N,, N, i N, noziSta okomica iz sredista kruznice redom na
stranice trokuta BC', CA i AB, ¢ije duljine oznacavamo a, b i ¢ (pogledati sliku 2.1).

Slika 2.1: Srediste trokutu upisane kruznice.
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Promotrimo trokut BC'O. Primjenjujuc¢i formulu za povrsinu trokuta dobivamo
da je ona jednaka

1 1
P(BOC) = §’BO| : |0Na| = 5@7“.

Na analogan su nac¢in povrsine preostalih trokuta AOC i AOB jednake:

1 1

1 1
P(AOB) = 5|AB| - |ON] = 5er.

Nadalje primjenjujuéi teorem 1.1.3 slijedi da su baricentricne koordinate sredista
trokutu upisane kruznice dane s:
1 1

1
—ar: =br:—-cr=a:b:c.
2 2 2

2.2 Teziste trokuta: X(2) =T

Definicija 2.2.1. Neka je u ravnini dan trokut ABC' te neka su D, FE i F redom
polovista stranica BC, AC' i AB trokuta. Spojnicu nekog vrha trokuta s polovistem
nasuprotne stranice nazivamo tezisnicom tog trokuta. Dakle, postoje tri tezisnice tro-
kuta ABC' koje se sijeku u jednoj tocki T, koju nazivamo tezistem trokuta.

Vrijedi sljedeéi teorem:

Teorem 2.2.2. Teziste T dijeli svaku teZisnicu trokuta u omjeru 2 : 1 racunajuci od
vrha, tj. vrijedi

|AT|:|TD| = |BT|: |TE| = |CT| : |TF| =2: 1.

Dokaz. Vrhom A konstruiramo paralelu sa stranicom BC (kao na slici 2.2). Pravci
na kojima leze tezisnice BE i C'F sijeku tu paralelu u tockama M i N.
Trokuti NAF i CBF kao i trokuti AMFE i CBE su sli¢ni pa vrijedi:

INA| _ |AF| _
|BC| |BF|
i
|AM|  |AE|

|\BC| |CE|
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Slika 2.2: Teziste trokuta.

Iz spomenutih slicnosti trokuta i dviju gornjih jednakosti slijedi

|AT|  [MN| |[MA] |AN|
|TD|  |BC| |BC| |BC|

1+1=2.

Analogno se pokazuje za preostale dvije tezi$nice. O

Nadalje, noziste okomice iz vrha A na stranicu BC oznac¢imo s N4, a noziste
okomice iz tezista T' na stranicu BC' ozna¢imo s N (kao na slici 2.3).

A

Slika 2.3: Teziste trokuta 1 nozista okomica.

Trokuti ANoD i T NrD su sliéni po K-K poucku o slicnosti trokuta (imaju jedan
zajednicki k1L<iNADA = <Ny DT, te su jednaki kutovi <N AD i <NyTD uz
transverzalu AD dvaju paralelnih pravaca AN4 1 T'Nr), pa primjenom teorema 2.2.2
vrijedi

TNy| _|TD| 1

|AN4| — |AD] 3
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Tada je povrsina trokuta T'BC' jednaka:

1 AN, 1 1
—qa - = — . —Q
2 3 32

1
P(TBC) = 5 |BC| - |T'Ny| =
pri ¢emu P oznacava povrsinu cijelog trokuta ABC.
Analogno se pokazuje P(TCA) = % i P(TAB) = %. Prema tome, primjenjujuéi
teorem 1.1.3 zakljucujemo da su baricentricke koordinate tezista:
P P P .
3°3°3
2.3 Srediste trokutu opisane kruznice: X(3) =95

Definicija 2.3.1. Kruznicu koja prolazi vrhovima trokuta ABC' zovemo opisanom
kruznicom trokuta.

Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta ABC i «, [, v redom veli¢ine kutova
nasuprot stranicama, a R polumjer trokutu opisane kruznice. Vrijedi sljedec¢i poucak
o sinusima.

Teorem 2.3.2. U svakom se trokutu duljine stranica odnose kao sinusi tim strani-
cama nasuprotnih kutova. Taj omjer jednak je promjeru kruinice opisane trokutu.
Dakle, vrijeds

a b c _on

sina sin 3 - sin 7y

Dokaz. Neka je promatrani trokut siljastokutan (pogledati sliku 2.4) te neka je D
noziste visine iz vrha C' na suprotnu stranicu trokuta.

Uoc¢imo dva pravokutna trokuta ADC' i BDC koji imaju zajednicku stranicu C'D,

odnosno visinu pocetnog trokuta ABC. Iz pravokutnog trokuta C'DA izrazimo sinus
kuta a:

v
i = - 2.1
sina = - (2.1)
[z pravokutnog trokuta C'DB izrazimo sinus kuta /[:
v
inf=— 2.2
sin 3 - (2.2)

Nadalje, izrazimo duljinu visine v iz izraza (2.1) i (2.2):
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Slika 2.4: Siljastokutan trokut ABC.

v=sina-b, (2.3)
v=sinpf-a. (2.4)

Izjednacavanjem izraza (2.3) i (2.4) za visinu trokuta ABC slijedi:
sina-b=a-sinf. (2.5)

Obzirom da je 0° < o < 180°, vrijedi sin a > 0 pa dijeljenjem izraza (2.5) sa sin «
slijedi:

a-sin 8

b= (2.6)

sina
Sto je ekvivalentno s

a b

sina  sinf’

Na analogan nacin, promatrajué¢i pravokutne trokute odredene preostalim visi-
nama u trokutu ABC' dobivamo

a b c

sina sin 3 - siny
U slucaju da je trokut ABC tupokutan s tupin kutom <<ABC, tada je prema slici
2.5 visina v izrazena iz pravokutnog trokuta C'DB jednaka

v =a-sin(180° — 3),
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Slika 2.5: Tupokutan trokut ABC.

no, kako je sin(180° — ) = sin g, opet dobivamo (2.6).

Promatrajudéi sljedecu sliku 2.6 vidimo da je |[BA;| = 2R i kut BA,C = BAC = «
(obodni kutovi nad istim lukom), odakle odmah slijedi |BC| = |BA;|sina, tj. a =
2R sin a, ¢ime smo dokazali pocetnu tvrdnju

a b c

=2R.

sinaw  sinf  sinvy

Slika 2.6: Obodni kutovi nad istim lukom.

Na kraju prethodnog dokaza koristili smo neke tvrdnje o obodnom kutu koje ¢emo
trebati i u nastavku.
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Definicija 2.3.3. Neka su dane tri razlicite tocke A, B, C' na kruznici k. S te tri tocke
je definiran konveksni kut <BAC. Sa BC' oznac¢imo onaj luk kruznice k s krajngim
tockama B i C koji lezi unutar kuta <BAC' (pogledati sliku 2.7). Kut <BAC' zovemo

obodnim kutom nad lukom E@\Kut 4BSC sa vrhom u sredistu S kruznice k zovemo
sredisngim kutom nad lukom BC.

Slika 2.7: Sredisnji i obodni kut.

Teorem 2.3.4. Sredisnji kut <BSC' je dvostruko veéi od obodnog kuta <BAC nad
istim lukom BC' kruznice k, 1.

BSC =2-<BAC.

Neka je u ravnini dan trokut ABC' kojemu je opisana kruznica polumjera R sa
sredistem S (pogledati sliku 2.8). Tada je |AS| = |BS| = |CS| = R.

Kako je |BS| = |CS| = R, trokut BSC je jednakokracan te je prema teoremu
2.3.4 sredisnji kut <BSC = 2a. Neka je Sy noziste okomice iz vrha S trokuta BSC.
Duzina SS4 je takoder i simetrala kuta <BSC kao i simetrala stranice BC' trokuta
BSC te dijeli trokut BSC na dva pravokutna trokuta. Vrijedi |SS4| = Rcosa, pa
je povrsina trokuta BSC' jednaka P(BSC) = fa-|SS4| = 3a- Rcos a. Primjenjujudi
teorem 2.3.2, duljinu @ mozemo zapisati kao a = 2R sin a pa dobivamo

1 1 1
P(BSC) = 3¢ Rcosa = 3 2Rsina - Recosa = §R2 sin 2av.
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Slika 2.8: Trokut i njemu opisana kruznica.

Nadalje, primjenjujuci teorem 1.1.3 slijedi da su baricentricke koordinate sredista
trokutu opisane kruznice dane s:

1 1 1
§R2 sin 2« : §R2 sin2( : §R2 sin 2y = sin 2« : sin 203 : sin 2.

U gornjem izvodu smo implicitno pretpostavljali da je trokut ABC' siljastokutan. Ako
je trokut pravokutan ili tupokutan, iste formule ostaju vrijediti. Npr. ako je oo > 90°,
tada bismo povrsinu trokuta BC'S trebali uzeti s negativnim predznakom, ali je takav
1 izraz sin 2a.

2.4 Ortocentar: X(4) =H

Definicija 2.4.1. Okomice spustene iz vrhova trokuta ABC na suprotne stranice
zovemo visinama trokuta ABC'. Oznacimo noziste visine iz vrha A s Ny, iz vrha B s
Ny i iz vrha C' s N,. Sjecista visina AN,, BN, i C'N,. zovemo ortocentrom trokuta i
uobicajeno oznacavamo slovom H.

Izrazimo duljinu duzine H N, promatrajuc¢i prvo trokut HBN,, a nakon toga
ABN 4 na slici 2.9. Vrijedi

cos 7y

|HN 4| = |BNA|tg90° — v = ¢ - cos B ctgy = 2R sin~y cos 3 = 2R cos [ cos.

(2.7)

sin 7y
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Slika 2.9: Ortocentar trokuta.

Tada je povrsina trokuta H BC' jednaka
1
P(HBC) = éa-QRcosﬁcosv = 2R sin avcos  cos . (2.8)

Kako sin @ mozemo zapisati kao cos a tg « slijedi da je povrsina trokuta H BC' jedna-
ka P(HBC) = 2R cos a cos B cos ¥ tg a.

Na analogan nacin se dobivaju povrsine za preostala dva trokuta HCA i HAB:
P(HCA) =2Rcosacos Bcosvytg 3, te P(HAB) = 2R cos a.cos (3 cos vy tg .
Primjenjujuéi teorem 1.1.3 slijedi da su baricentricke koordinate ortocentra trokuta
dane sa

tga :tg [ tgny.



Poglavlje 3

Jos neki poznati centri trokuta

3.1 Gergonneova tocka: X(7) =G
Sljededi teorem ¢e nam trebati vise puta u ostatku rada. Njegov dokaz moze se nadi
u [3].

Teorem 3.1.1. [Cevain teorem] Neka tocke Ay, By, Cy leze na stranicama BC, AC,
AB danog trokuta ABC'. NuZan i dovoljan uvjet da se pravci AA,, BBy, CCy sijeku
u jednoj tocki glasi

BA| |CBy| |ACH]
. . =1. 3.1
A0 B4 0B (3.1)

Teorem 3.1.2. Pravci koji spajaju vrhove A, B, C' danog trokuta ABC' s diralistima
D,, Dy, D. upisane kruznice sa suprotnim stranicama, sijeku se u tocki koju zovemo
Gergonneovom tockom (slika 3.1).

Dokaz. Primjenjujuci svojstvo tangente konstruirane na kruznicu iz neke tocke izvan
kruznice, vrijedi |AD.| = |ADy| =: z, |BD.| = |BD,| =: y, |CD,| = |CD,| =: 2.
Uoc¢imo da vrijedi sljedece:

r+y=c,
y+z=a,
z4+x=0>.

Rjesavajudéi prethodni sustav slijedi da je

b+c—a
rT = —mm— —
2

c+a—b_

s—a, Y= 5 5 — i= g

17
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Slika 3.1: Gergonneova tocka.

gdje je s = %b*c poluopseg trokuta. Nadalje, primjenjujué¢i Cevain teorem 3.1.1

slijedi

|AD.| |BD.| |CDy| |AD.| |D.B| |D,C| s—a s—b s—c
|\D.B| |D,C| |DyA|l |D.B| |D.,C| |AD.,] s—b s—c s—a

=1. (3.2)

Dakle, spomenuti pravci se doista sijeku u jednoj tocki. O

Teorem 3.1.3. [Van Aubelov teorem| Neka je dan trokut ABC i bilo koja trojka
Cevainih pravaca AA;, BBy, CCy sa sjecistem R (kao na slici 3.2). Za tocke A, R, Ay
vrijedi
|AR|  |AB,| |ACY]|
AR~ [B.C] T 1CB]

(3.3)

Dokaz. Vrhom A konstruiramo paralelu sa stranicom BC (kao na slici 3.3). Pravci
BB, i C(C] sijeku tu paralelu u tockama M i N.
Primijetimo da su sljedeci trokuti slicni po K-K poucku o sliénosti trokuta

ABCR ~ ANMR,

ABA R ~ ANAR,
ACAR ~ AMAR.

Iz navedenih sli¢nosti slijedi

|AR|  |AN| _ |MA|
[AiR] [BA| JACT
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Slika 3.3: Van Aubelov teorem - dokaz.

Nadalje, slijedi da je
|AR|  |[MN| |MA| |AN|

= = + 7
|AuRl - [BC| |BC|  [BC]

(3.4)

a obzirom da su trokuti AAMC, i ABCCY sliéni, razlomak AL o7emo zapisati

|BC]
kao ”]\g—él" = ;élcéll Takoder, iz slicnosti trokuta ANAB; i ABCB; razlomak %
zapisujemo kao % = !gfgl‘. Uvrstavajuci dobivene izraze u jednakost 3.4, dobivamo
(3.3), sto smo i htjeli dokazati. O
Neka su u : v : w baricentricke koordinate tocke R. Vrijedi:
AR AA;| — |RA AA
AR| _|AA - [RA) A4 55)

|[RA| [RA [RAY|
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Oznac¢imo noziste okomice iz vrha A na stranicu BC's N4, a noziste okomice iz tocke
R na stranicu BC's Ng (kao na slici 3.4).

A
R
SR
B Na  Ng A c

Slika 3.4: Slicnost trokuta.

Uoc¢imo da je AANsA; ~ ARNRA; po K-K poucku o sliénosti trokuta pa vrijedi

|AAL| _ |ANA| s & ‘e dobi
| = (RN Cliim uvrStavanjem dobivamo

Ad| | JANA|

- 3.6
R4 T RN (3:6)

Duzina AN 4 je visina trokuta AABC', a duzina RNg visina trokuta ARBC'. Obzirom
da se visine trokuta sa zajednickom osnovicom odnose kao njihove povrsine, slijedi

|AN 4|
B il AN S | .
RN P(ARBC) " (37)

ako je u +v 4+ w = 1. Naime, primjenjujuéi teorem 1.1.3 baricentricke koordinate
tocke R su dane s

u:v:w=P(RBC):P(RCA): P(RAB). (3.8)
Prema tome vrijedi = = ggigg;, odnosno u = % ako je u +v+w = 1.
Analogno je v = % iw= % akojeu+v+w=1.

U slucaju da je tocka R bas Gergonneova tocka, tada bi njene baricentricke koor-
dinate bile sljedece:
1 _|AR| s—a s—a z

1= = = -+ - 3.9
u |RA;| s—b s—c y+z’ (39)
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sto smo dobili primjenjujué¢i Van Aubelov teorem 3.1.3. Nadalje, vrijedi

1 r x 1 1 1

—:1+—+—:x(——i——+—).

u Yy oz xr oy =z
Tada je

Na analogan nacin je
1,1 1  1\-!
MERTERE
yxe oy =z
1

1/1 1y -1
w:—<——|— —|——> .
z\z Yy =z

Prema tome, baricentricke koordinate Gergoneove tocke su dane s

1 1 1 1 1 1
U:viw=—:—:— = :
Ty z
Promotrimo trokut AAD_.O na slici 3.5.

s—a s—b s—c

Slika 3.5: Sukladnost trokuta.

21

(3.10)

Veé smo ranije zakljucili da je |AD.| = |AD,| i oznagcili s z. Kako su D, i D, di-
raliSta stranica trokuta s upisanom kruznicom, pri ¢emu je r polumjer trokutu upisane
kruznice, a O njeno srediste, vrijedi |D.O| = |D,O| = r i <AD.O = <AD,O = 90°.
Po S-K-S poucku o sukladnosti trokuta, zaklju¢ujemo da je AAD.O = ANAD,O iz
cega slijedi <D A0 = <DyAO = $. Primjenjujuci trigonometriju pravokutnog tro-

1

kuta AAD.O dobivamo da je x = rctg 5 pa je onda % = ~tg 5. Na analogan nacin

—r
. 0114 B 1 1
dobivamo da je S =rtggte s = ~tg 3.
Prema tome, baricentricke koordinate Gergonneove tocke su
1 a1 B 1 ~ o I5; v

wrw=-—-tg-r—tg- i —tg-=tg -1 tg - 1 tg —.
rvswm ey ey e T e G 85 16,
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3.2 Nagelova tocka: X(8)

Teorem 3.2.1. Neka je dan trokut ABC' te neka je E, diraliste trokutu pripisane
kruznice sa stranicom BC, By diraliste trokutu pripisane kruznice sa stranicom AC i
E, diraliste trokutu pripisane kruZnice sa stranicom AB. Spojnice AE,, BE, i CE,
sijeku se u jednoj tocki koju nazivamo Nagelovom tockom.

Dokaz. Dokazimo da se navedeni pravci sijeku u jednoj tocki. Promatrajuéi sliku 3.6
uoc¢imo da su pravci BE, i BM tangente na pripisanu kruznicu iz tocke B, pri ¢emu
je tocka M diraliste trokutu pripisane kruznice s pravcom AB. Prema tome vrijedi
|BE,| = |BM|. Osim toga |AM| = |AN| te |AM|+ |AN| = |AB| + |BE,| + |E.C| +
|AC| = 2s paje |AM| = |AN| = s, |BE,| = s—ci|CE,| = s —b. Na analogan nacin
vrijedi da je |CEy| = s —a, |[AE)| =s—¢, |AE.|=s—10, |BE,| = s —a.

A

Slika 3.6: Nagelova tocka.

Primjenjujuci Cevain teorem 3.1.1 iz

|AE.| |BE,| |CEy)| s—a s—b s—c

= . =1
|E.B| |E.C| |EyA] s—b s—c s—a

zakljucujemo da se navedeni pravci sijeku u jednoj tocki. O]
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[AR| _ 1 1
|[RA1] — wu )
ako je u +v+w =1, pri ¢emu su v : v : w baricentricke koordinate tocke R (koja je

sjeciste bilo koje trojke Cevainih pravaca). Prema tome je

Ranije smo dokazuju¢i Van Aubelov teorem 3.1.3 zakljucili da je

1 1_3—() s—c
U s—a s—a

Nadalje slijedi
1 s—a+s—b+s—c s

u S —a S—a

S—cC

te konacno u = *2¢. Na analogan nacin dobivamo v = %b te w = >

Prema tome, baricentricke koordinate Nagelove tocke su
urviw=(s—a):(s—0b):(s—c).

Promatrajuci trokut AD.O na slici 3.5 te dokaz pri racunanju baricentrickih koor-
dinata Gergonneove tocke, zaklju¢ujuemo da su baricentricke koordinate Nagelove

tocke 5
Q Y
v w =ctg— :ctg — : ctg —.
U:vUw cg2 Cg2 Cg2

3.3 Lemoineova tocka: X(6)

Definicija 3.3.1. Simedijana je osnosimetricna slika tezisnice obzirom na simetralu
kuta (slika 3.7).

Teorem 3.3.2. Simedijane se sijeku u jednoj tocki, koju mazivamo Lemoineovom
tockom.

Dokaz. Da bismo dokazali ovaj teorem iskoristit ¢emo Cevain teorem 3.1.1. Zelimo

dokazati da je
|BA//| |C’B//| |AC//| B

|A”C| |B//A| |C//B| -

Promotrimo sliku 3.7. Vrijedi

1. (3.11)

|BA”"|  P(ABA") 1|AB|-|AA"|sin <BAA"
|A7C| — P(CAA") — LAC|- |AA”|sin<CAA”
_ |AB|sin<BAA"  csin<aqBAA"

" JAC|sin<CAA" — bsin<CAA"

Na analogan nac¢in dobivamo
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/ Rsimedijana

simetrala kuta—>

/
!

Slika 3.7: Simedijana.

|ICB"|  asin<CBB"

= 12
|B"A|  c¢sin<ABB"’ (312)
|AC"|  bsin<gACC” (3.13)
|C"B|  asin<aBCC"" '

Uvrstavajuci dobiveno slijedi da je

|BA"| |CB"| |AC"| ¢ a b sin <I<BAA" sin<CBB" sin<ACC”
|A”C| |B"A| |C"B] b ¢ a sin<dCAA” sin<ABB" sin<BCC”
_sin JCAA" sin<ABB' sin<aBCC’
~ sin<BAA’ sin<CBB' sin<ACC!
= analogan racun

_[eA] |AB] |BCT _

= . =1-1-1=1.
|A'B| |B'C| |C'A|
Dakle, navedeni se pravci sijeku u jednoj tocki. O]
Ranije smo dokazuju¢i Van Aubelov teorem 3.1.3 zakljucili da je AR _ 1 _ 1,

|[RA1] — w
ako je u +v+w =1, pri ¢emu su u : v : w baricentricke koordinate tocke R (koja je
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sjeciste bilo koje trojke Cevainih pravaca). Prema tome je

L |AC"| N |AB"| _ P(ACC") | P(ABB")

u \C"B| " |B"C| ~ P(BCC") = P(CBB")
$|CA|-|CC"|sin<ACC”  %|BA|-|BB"|sin<ABB"
$|CB| - |CC"|sin<BCC" = £|BC|-|BB"|sin<CBB"
bsin <<BCC' N csin<<CBB’

asin<<ACC’"  asin<ABB'

Nadalje, ako P oznacava povrsinu cijelog trokuta ABC),

p . 2P(BCC) _2P(BCB')
1 1= aCCT a|BB|
U T 2P(CACY) _2P(ABB’)
a - o0 a - —3BB|
b, 2P ¢ 2P
_a 3 a 3
R )
b3 c 3
g R i e
e TaT 2 T2 a2
C
1 1 a?4b24c? : _ a?
Prema tome, slijedi ; = =57 te je u = -

Analogno dobivamo v =

2 . o 02 . .o .
: T2 W= s Dakle, baricentricke koordinate
Lemoineove tocke su

__ b
a2+b?

a? b? 2 s o o
VW = : : =a°:b°: . 3.14
B N Ny R 2y Ny ‘ (3:14)

3.4 Srediste kruznice devet tocaka: X (5) = Oy

Definicija 3.4.1. Neka je u ravnini dan trokut ABC'. Neka su N4, Ng, i No noZista
visina, A, B' i C" polovista stranica te P, Q i R redom polovista duzina HA, HB,
HC gdje je H ortocentar trokuta. Navedenih devet tocaka leZi na jednoj kruinici koju
naziwamo kruznicom devet tocaka (slika 3.8).

Dokaz koncikli¢nosti navedenih 9 tocaka moze se naéi u [3].

Teorem 3.4.2. Srediste krunice devet tocaka Oy je poloviste duzine HS, gdje je H
ortocentar, a S srediste opisane kruznice danog trokuta NABC.

Dokaz. Promotrimo sliku 3.8. Uo¢imo da homotetija sa sredistem H i koeficijentom
% preslikava tocke A — P, B — ) i C' — R. Dakle, opisana kruznica trokutu
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Slika 3.8: Kruznica devet tocaka.

AABC tom se homotetijom preslikava u kruznicu devet tocaka, pa se i srediste tro-
kutu opisane kruznice O preslikava u srediste kruznice devet tocaka Ogy. Prema tome,
slijedi da je |HOy| = 1|HS|, tj. srediste kruznice devet tocaka Oy je poloviste duzine
HS. O

Prilikom racunanja baricentrickih koordinata ortocentra H trokuta dobili smo da
je [HN 4| = 2R cos (3 cos 7, a pri racunanju baricentrickih koordinata sredista trokutu
opisane kruznice S dobili smo da je |[SM4| = R cos «, pri ¢emu je M4 noziste okomice
iz sredista trokutu opisane kruznice na stranicu a. Oznacimo s O 4 noziste okomice iz
sredista kruznice devet tocaka na stranicu a (slika 3.9).

Uocimo da je duzina |OgO 4| srednjica trapeza HN M 4S. Dakle, vrijedi

1 1 1
1090 4| = §]HNA| + 5]5’]\/[,4\ = §R(2 cos f cosy + cos ).

Obzirom da je o = 180° — § — v i cos(180° — (5 + 7)) = — cos(f + ) te primjenjujudi
adicijsku formulu za kosinus slijedi

1
|0904] = = 5R(2 cos S cosy — cos( + 7))

1
= §R(2 cos 3 cosy — cos f cosy + sin 5 sin )

1
- 5R(cos 3 cosy + sin Bsin )

1
= §Rcos(5 —).
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Slika 3.9: Nozista okomica.

Prema tome, slijedi da je povrsina trokuta BC'Og jednaka:
1 1
P(BCOy) = §a|OgO| = ZRG cos(fB — 7). (3.15)

Analogno slijedi P(CAOy) = 1Rbcos(y — ) te P(BCOy) = 1 Rccos(a — f3).
Dakle, srediste kruznice devet tocaka ima sljedece baricentricke koordinate

acos(f —y) :beos(y — «) : ccos(a — ).



Poglavlje 4

Neki 1zvedeni centri trokuta

4.1 Formula za baricentricke koordinate izvedene
tocke

Neka tocke X (i) s baricentrickim koordinatama u; : v; : w; 1 X(j) s baricentrickim
koordinatama u; : v; : w; odreduju duzinu X (7)X (j). Pretpostavimo da tocka X (k)
dijeli duzinu X ()X (j) u omjeru (1 — A) : A, pri ¢emu je A realan broj, sto kratko
mozemo pisati

X(k) = (1 =X)X() + AX(5),
tj. preciznije,

xi = (1= Nix@, + Nxg)-
Teorem 4.1.1. Baricentricke koordinate tocke X (k), uy : vy : wg, dane su sa:
U; u;j

uk:(l—)\) + A s
u; + v; + w; Uj"—Uj—F’LUj

V; Uj

’l}]{:(l—)\) +)\ )
ui—i—vi—i—wi uj—i-vj—i—wj

Ww; W

+ A i
UZ+7JZ+U}Z uj—|—vj—|—wj

Dokaz. Zapisano vektorski, vrijedi:

— —> —
— U;T A + V7B + wire
X)) =
© U + v + w;

)

28
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— — —

2 ;T A+ VT + wire

X(j) = .
G) Uj + Uy + wj

Prema tome, slijedi

77(,5:((1—» B )

U; + v; + w; Uj‘i‘Uj"i‘U]j

(=N A )

u; + v; + w; Uj—FUj"—’LUj

+<(1—)\) R V. )

u; + v; + w; Uj—FUj"—’LUj

=

o

o

Uoc¢imo da se koeficijenti uz 771, @, 7 odnose upravo kao uy : vy : wg. O

4.2 Jos 12 centara iz enciklopedije ETC

U ovom odjeljku odabrat ¢emo 12 centara iz enciklopedije ETC koji se mogu jed-
nostavno izraziti pomoc¢u klasicnih karakteristicnih tocaka X (1)-X(4), tako da na
njih mozemo primijeniti formule za baricentricke koordinate iz prethodnog odjeljka.
Izraze za njihove koordinate zapisat ¢emo pomocu duljina stranica a, b, ¢ u obliku

fla,b,¢): f(b,e,a): f(c, a,b),

pri cemu je f funkcija iz definicije centra trokuta. Sredivanje kompliciranih simboli-
ckih izraza provest ¢emo koristenjem racunala.
Prisjetimo se da su baricentricke koordinate sredista upisane kruznice X (1) dane
sa
a:b:c,
a tezista X (2) sa
1:1:1.

Takoder smo bili izveli koordinate sredista opisane kruznice X (3) kao
sin 2« : sin 23 : sin 27,
a koristenjem formule za sinus dvostrukog kuta, sinusovim i kosinusovim pouckom te
racunom
a V+c2—a> a?(VP+ A —d?)

sin2a = 2sinowcosa = — - =

R 2bc 2abcR
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mozemo ih transformirati u
a?(b* + 2 —a?) : b*(? + a® — b?) : A(a® + b* — ).

Isto tako, izvedene koordinate ortocentra X (4),

tga:tgf:tgy,
mozemo pomocu racuna
to o = SO _ °® abe
8 cosa  PEE—a BB+ ¢ — a?)
transformirati u
1 1 1

V+c2—a? A+a?-0 a®+b—c*

U programskom paketu Mathematica [1] izvodimo sljedeéi programski kod, koji
implementira formulu iz prethodnog odjeljka. Liste x1, x2, x3, x4 sadrze baricentricke
koordinate cetiriju klasi¢nih tocaka. Funkcija koordinate na ulazu prima baricen-
tricke koordinate xi, xj tocaka X (i), X(j) i parametar A (tj. lambda). Racunaju se
baricentricke koordinate tocke X (k) formalno definirane kao (1 — A\)X (i) + AX(j).
One su potom svedene na zajednicki nazivnik funkcijom Together te pomnoZene
s tim zajednickim nazivnikom. Na kraju je koristena naredba Simplify za poje-
dnostavljivanje izraza. Funkcija koordinate izbacuje prvu baricentricku koordinatu
u= f(a,b,c) tocke X (k).

x1 = {a, b, c};
x2 = {1, 1, 13};
x3 {a"2(b"2+c"2-a"2), b 2(c"2+a"2-b"2), c"2(a"2+b"2-c"2)};
x4 = {(b"2+c"2-a"2)"(-1), (c"2+a"2-b"2)"(-1), (a"2+b~2-c"2)"(-1)};
koordinate[xi_, xj_, lambda_] := (
izraz = Together[ ((1-lambda)xi)/(xil[[1]]+xi[[2]]1+xi[[3]])
+(lambda xj)/(xj[[1]1]1+xj[[2]1]+xj([3]1]) 1;
nazivnik = Denominator[izraz[[1]]];
Simplify[nazivnik izraz[[1]]]
);

Slijede izrazi za baricentricke koordinate koje program daje za 12 pogodno oda-
branih centara iz enciklopedije ETC.
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X (20) = De Longchampsova tocka = centralno simetri¢na
slika ortocentra obzirom na srediste opisane kruznice
Formalni zapis: 2X(3) 4+ (—1)X(4) = X(20).

Program se poziva sa: koordinate[x3, x4, -1].

Baricentricke koordinate su: u: v :w = f(a,b,c): f(b,c,a): f(c,a,b), pri c¢emu je

fla,b,c) :=3a* — (b° — 02)2 —2a” (b* + ¢?).

X (40) = Bevanova tocka = centralno simetri¢na slika sredista
upisane kruznice obzirom na srediSte opisane kruznice
Formalni zapis: (—1)X (1) + 2X(3) = X (40).

Program se poziva sa: koordinate[x1, x3, 2].

Baricentricke koordinate su: u: v :w = f(a,b,c): f(b,c,a): f(c,a,b), pri ¢emu je

fla,b,c):==a(a®+a*(b+c)—(b—c)*(b+c)—alb+c)’).

X (376) = centralno simetri¢na slika tezista obzirom na
srediSte opisane kruznice = centralno simetri¢cna slika
ortocentra obzirom na teziste

Formalni zapis: (—1)X(2) +2X(3) = 2X(2) + (—1)X(4) = X(376).
Program se poziva sa: koordinate[x2, x3, 2].

Baricentricke koordinate su: u: v :w = f(a,b,c): f(b,c,a): f(c,a,b), pri cemu je

f(a,b,c) = 5a* — (b2 — 02)2 —4a? (b2 + 02) )

X (381) = poloviste spojnice tezista i ortocentra

Formalni zapis: $X(2) + 3 X (4) = X(381).
Program se poziva sa: koordinate[x2, x4, 1/2].
Baricentricke koordinate su: u: v :w = f(a,b,c) : f(b,c,a) : f(c,a,b), pri ¢emu je

fla,b,c) == —a" +2(b* — ) — a*(b* + ).

X (382) = centralno simetri¢na slika sredista opisane kruznice
obzirom na ortocentar

Formalni zapis: (—1)X(3) +2X(4) = X (382).
Program se poziva sa: koordinate[x3, x4, 2].



POGLAVLJE 4. NEKI IZVEDENI CENTRI TROKUTA 32

Baricentricke koordinate su: u: v :w = f(a,b,c) : f(b,c,a) : f(c,a,b), pri ¢emu je

fla,be) == =3a* +2(1® — &)* +a® (1> + &).

X (549) = poloviste spojnice tezista i srediSta opisane
kruznice

Formalni zapis: $X(2) + 1 X(3) = X(549).

Program se poziva sa: koordinate[x2, x3, 1/2].

Baricentricke koordinate su: u: v :w = f(a,b,c): f(b,c,a): f(c,a,b), pri ¢emu je

f(a,b,c) :=4a* + (b* — c2)2 —5a” (b* + ¢*).

X (551) = poloviste spojnice srediSta upisane kruznice i
tezista

Formalni zapis: %X(l) + %X(Q) = X (551).

Program se poziva sa: koordinate[x1, x2, 1/2].

Baricentricke koordinate su: u: v :w = f(a,b,c): f(b,c,a): f(c,a,b), pri cemu je

fla,b,c) :=4a+b+c.

X (944) = Hofstadterova trapezoidna tocka = centralno
simetricna slika ortocentra obzirom na srediste upisane
kruznice

Formalni zapis: 2X (1) + (—1)X(4) = X (944).

Program se poziva sa: koordinate[x1, x4, -1].

Baricentricke koordinate su: u: v :w = f(a,b,c): f(b,c,a): f(c,a,b), pri cemu je

fla,b,¢) :=3a" —2a*(b—¢)* = 2a*(b+¢) + 2a(b— ¢)*(b+¢) — (b* — 02)2 :

X (946) = poloviste spojnice sredista upisane kruznice i
ortocentra

Formalni zapis: $X (1) + 3X(4) = X(946).

Program se poziva sa: koordinate[x1, x4, 1/2].

Baricentricke koordinate su: u: v :w = f(a,b,c): f(b,c,a): f(c,a,b), pri cemu je

2

fla,bc):==—a*(b—c)> —a’(b+c)+alb—c)*(b+c)+ (0> — ).
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X (1385) = poloviste spojnice sredista upisane kruznice i
srediSta opisane kruznice

Formalni zapis: $X (1) + 1X(3) = X(1385).

Program se poziva sa: koordinate[x1, x3, 1/2].

Baricentricke koordinate su: u: v :w = f(a,b,c): f(b,c,a): f(c,a,b), pri c¢emu je

fla,b,c):=a (2’ —a®(b+c)+ (b—c)*(b+c) — 2a (b° — be + 7)) .

X (1482) = centralno simetri¢na slika sredista opisane
kruznice obzirom na srediste upisane kruznice

Formalni zapis: 2X(1) 4+ (—1)X(3) = X (1482).

Program se poziva sa: koordinate[x1, x3, -1].

Baricentricke koordinate su: u: v :w = f(a,b,c): f(b,c,a): f(c,a,b), pri c¢emu je

fla,b,c):=a(a®—2a*(b+c)+2(b—c)*(b+c) —a (b* — 4bc + %)) .

X (1699) = tocka koja spojnicu sredista upisane kruznice i
ortocentra dijeli u omjeru 2 : 1

Formalni zapis: X (1) + 2X(4) = X(1699).

Program se poziva sa: koordinate[x1, x4, 2/3].

Baricentricke koordinate su: u: v :w = f(a,b,c): f(b,c,a): f(c,a,b), pri ¢emu je

fa,b,¢) = —a*—a(b—c)* +2(0b—c)?*(b+c).
Posebno mozemo primijetiti da su baricentricke koordinate svih gornjih 12 cen-

tara trokuta polinomi u varijablama a, b, c. Takve centre zovemo polinomajalni centri
trokuta.
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Sazetak

U ovom su radu izvedene baricentricke koordinate 20 centara trokuta koji se nalaze u
enciklopediji ETC [2], krenuvsi od klasi¢nih karakteristi¢nih tocaka trokuta do nekih
manje poznatih.

Baricentricke koordinate odreduju polozaj proizvoljne tocke u ravnini obzirom na
trokut, a kako bi se one izracunale, koristeni su brojni teoremi i poucci o trokutu, od
jednostavnijih, kao S§to su poucci o sliénosti i sukladnosti trokuta, pa do slozenijih i
manje poznatih poput primjerice Van Aubelovog teorema. Takoder, rad sadrzi brojne
slike za lakse prac¢enje dokaza, koje su sve izradene programskim paketom GeoGebra

14].



Summary

In this thesis, barycentric coordinates of 20 triangle centers from the encyclopedia
ETC [2] are calculated, starting with the classical centers, and ending up with some
less known ones.

Barycentric coordinates determine the position of an arbitrary point in the plane
with respect to the triangle, and in order to calculate them, numerous theorems
and claims about a triangle were used, from the simple ones, like the theorems about
congruence and similarity, to the more complex ones, like Van Aubel’s theorem. More-
over, the thesis contains numerous illustrations intended to aid reading of the proofs,
which were all drawn using the program package GeoGebra [4].



Zivotopis

Rodena sam 26. listopada 1992. godine u Zagrebu. Nakon zavrsene osnovne skole
Dr. Jure Turi¢a upisala sam Opcéu gimnaziju u Gospi¢u. Preddiplomski sveucilisni stu-
dij matematike (nastavnickog smjera), na Prirodoslovno-matematickom fakultetu u
Zagrebu, upisala sam 2010. godine te zavrsila 2013. Obrazovanje nastavljam 2014. go-
dine upisom diplomskog studija matematike (nastavnickog smjera), takoder na Pri-
rodoslovno-matematickom fakultetu u Zagrebu.



