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1 Uvod

Jako regularan graf s parametrima (v, k, A, 1) je jednostavan graf s v vrhova
koji su svi stupnja k. Nadalje, svaka dva susjedna vrha imaju A zajednickih
susjeda, a svaka dva nesusjedna vrha imaju p zajednickih susjeda. U ovom
diplomskom radu obradit ¢e se osnovni rezultati o jako regularnim grafovima.
Diplomski rad je podijeljen na nekoliko poglavlja.

U prvom poglavlju bavimo se definicijom i primjerima jako regularnih
grafova. Krenut ¢emo s definicijom pojmova graf i regularan graf i oko toga
graditi teorijski dio naSeg prvog poglavlja. Nakon toga ¢emo definirati jako
regularan graf i njegov komplement, pokazati neke osnovne rezultate o para-
metrima jako regularnog grafa, a zatim obraditi najpoznatije primjere jako
regularnih grafova i kombinatorno dokazati koji su parametri svakog od njih.

U idu¢em poglavlju bavit ¢emo se spektrom jako regularnog grafa. Defini-
rat ¢emo matricu susjedstva A, a zatim lemom pokazati koja je interpretacija
brojeva u potenciji matrice A*. Nakon toga vidjet ¢emo koje su svojstvene
vrijednosti matrice A i koliko ih ima. Poglavlje zavrsava uvjetima za egzis-
tenciju jako regularnih grafova kao sto je npr. uvjet cjelobrojnosti.

To znanje ¢emo jos malo prosiriti u iduéem poglavlju u kojem ¢emo obra-
diti jos neke uvjete za egzistenciju jako regularnih grafova kao Sto su apso-
lutna meda i Kreinovi uvjeti i neke primjere iz kojih ¢emo uvidjeti koliko je
zapravo ova tema opsirna.

U zadnjem poglavlju ¢emo povezati sve rezultate koje smo dobili prilikom
pisanja ovog diplomskog rada. Generirat ¢emo sve uredene cetvorke para-
metara (v, k, A\, u) koji imaju maksimalno 50 vrhova, pa é¢emo za svaku od
njih provjeriti uvjete za postojanje jako regularnog grafa koje smo obradili
u prethodnim poglavljima i tako vidjeti koje su od njih dopustivi parametri
nekog jako regularnog grafa. U dodatku bit ¢e napisan Maxima [20] kod i
algoritam koji smo provodili da bi dobili sve ¢etvorke koje su kandidat za pa-
rametre nekog jako regularnog grafa. Daljnjim provodenjem jos nekih nuznih
uvjeta vidjet ¢emo da ¢e se broj cetvorki koje su parametri jako regularnog
grafa smanjiti. Sve to ¢e biti prikazano u tablici uz detaljna objasnjenja.

Grafovi su nacrtani u programskog paketu Maxima [20]. Ovom prilikom
zahvaljujem svojoj obitelji Sto mi je bila veliki oslonac na ovom putu. Takoder
jedno veliko hvala i mom mentoru za sve.



2 Definicija i primjeri jako regularnih grafova

U ovom radu ogranicit ¢emo se na jednostavne grafove. Kasnije ¢emo defi-
nirati pojam jako regularnog grafa, koji je ujedno i tema ovog diplomskog
rada. Uvedimo najprije osnovne pojmove.

Definicija 2.1. Graf je uredeni par I' = (V, E), gdje je V neprazni konacni
skup cige elemente nazivamo vrhovima, a E je konacni skup dvoclanih pod-
skupova skupa V' i njegove elemente nazivamo bridovima.

Zabrid e = {x, y} kazemo da spaja vrhove x i y. U toj situaciji kazemo da
su vrhovi z i1 y susjedni. Ako ne postoji brid koji spaja vrhove = i y kazemo
da su oni nesusjedni. Takoder, kazemo da je vrh x incidentan s bridom e.
Naravno, vrh y je takoder incidentan s bridom e. Stupanj vrha x grafa I' jest
broj bridova koji su incidentni s vrhom x, a ozna¢avamo ga deg(z) ili dr(z).
Izolirani vrh je vrh stupnja 0, a vrh stupnja 1 zovemo krajnji vrh ili list. Za
graf sa samo jednim vrhom kazemo da je trivijalan.

Definicija 2.2. Za graf I" kaZemo da je regularan, ako su svi njegovi vrhovi
istog stupnja. Kazemo da je graf I' k-regularan ako je deg(z) =k, Vo € V.
Cujeli broj k tada éemo zvati stupanj regularnosti grafa I

Potpun graf je graf u kojem je svaki par vrhova spojen bridom. Oznaka
za potpun graf je K,, pri ¢emu je v = |V/| (vidi sliku 1). Nulgraf je graf u
kojem je svaki vrh izoliran, tj. stupanj svakog vrha jednak je nuli.

Slika 1: Potpun graf K.



Definicija 2.3. Jako regularan graf s parametrima (v, k, A, 1) je k-regularan
graf I' s v vrhova koji nije potpun graf ili nulgraf. Nadalje, za svaka dva vrha
x 1y grafa " vrijedi da je broj njihovih zajednickih susjeda jednak:

1. A\, ako su x iy susjedni vrhowvi,

2., ako su x 1y nesusjedni vrhouvi.

Parametri jako regularnog grafa nisu nezavisni.

Propozicija 2.4. Ako postoji jako reqularan graf s parametrima (v, k, \, p),
tada vrijedi:
k(k—XA=1)=@w—-k—=1)p.

Dokaz. Neka je z € V. Prebrojavamo na dva na¢ina parove susjednih vrhova
(y, z) takve da je y susjedan s z, a z nije susjedan s z, tj. elemente skupa

{(y,2) | y,z € V, yizsu susjedni, xiysu susjedni,ziznisu susjedni}.

Lijevu stranu dobivamo na idu¢i na¢in: vrh x ima k susjeda, pa y mozemo
izabrati na k nacina. Nadalje, za svaki od tih k izbora za y, postoji k — A —1
izbora za z jer vrh y ima k susjednih vrhova, od kojih moramo iskljuciti
vrh x i joS A vrhova koji su zajednicki susjedi od z i y. Time smo dobili
lijevu stranu jednakosti. S druge strane, desnu stranu jednakosti dobivamo
na iduéi nacin: z mozemo izabrati na v — k — 1 nacina (od ukupnog broja
vrhova oduzmemo £ vrhova koji su susjedni s z i sam x). Sada za svaki od
v — k — 1 izbora za 2z, y mozemo izabrati na p nacina, jer je y zajednicki
susjed od z i z koji su nesusjedni. Buduc¢i da smo isti skup prebrojili na dva
nacina, slijedi jednakost k(k —A—1)= (v —k —1) . O

Komplement grafa I' je graf T s istim skupom vrhova V kao i graf I, pri
¢emu su dva vrha susjedna u I' ako nisu susjedna u I'.

Propozicija 2.5. Komplement jako reqularnog grafa je jako reqularan.

Dokaz. Neka je I' jako regularan graf s parametrima (v,k, A, ) i neka je
T njegov komplement. Kako je svaki vrh u grafu I' stupnja k, iz definicije
komplementa grafa zaklju¢ujemo da je svaki vrh u grafu I stupnja v—k—1, tj.
graf I je regularan stupnja k = v—k—1. Nadalje, neka su z i y susjedni vrhovi
grafa I'. Iz definicije komplementa grafa zaklju¢ujemo da vrhovi z i y nisu
susjedni u grafu I". Sada zelimo prebrojiti zajednicke susjede u komplementu,
tj. vrhove u grafu I' koji nisu susjedi niti od x niti od y. Znamo da u grafu I
x ima k susjeda, y ima k susjeda, a zajednickih susjeda imaju p. Primjenom
formule ukljucivanja-iskljucivanja (FUI) na njihove susjede, zakljucujemo da



unija zajednickih susjeda vrhova x i y ima ukupno 2k — p elemenata. Kako
mi trazimo vrhove u grafu I' koji nisu susjedi niti od z niti od y, trebamo
ovu uniju komplementirati. Dobivamo da je:

A=(—2)—2k+pu=v—2k+pu—2.

Neka su sada z i y nesusjedni vrhovi grafa I'. Iz definicije komplementa grafa
zakljucujemo da su vrhovi z i y susjedni u grafu I'. Sada opet Zzelimo prebro-
jiti zajednicke susjede u komplementu, tj. vrhove u grafu I' koji nisu susjedi
niti od x niti od y. Znamo da u grafu I' x ima k susjeda, y ima k susjeda, a
zajednickih susjeda imaju A. Primjenom formule ukljucivanja-iskljucivanja
zakljuc¢ujemo da unija ima 2k — X\ elemenata. Komplementiranjem dobivamo
da je:
n=uv-—2k+ A\

]

Korolar 2.6. Ako postoji jako reqularan graf s parametrima (v, k, \, 1), tada
vrijedi:
v>2k—pu+2,
v > 2k — A

Primjer 2.7. Neka je M skup sa m elemenata, pri cemu je m > 4. Neka
je skup vrhova V' jednak Py(M), odnosno skupu dvoclanih podskupova skupa
kardinalnosti m. Trokutasti graf T(m) (m > 4), uz definiciju da su dva vrha
susjedna ako nisu disjunktna, je jako reqularan, s parametrima

v—%m(m—l), E=2(m—2), A\=m—2, p=4.

Parametar v lako dobijemo jer je to upravo broj dvoclanih podskupova m-
¢lanog skupa. Nadalje, neka je {x,y} jedan vrh naseg grafa. Postoje m — 2
dvoclana podskupa koja sadrZe element x uz uvjet da drugi element u tom
podskupu nije y. Analogno ponavijamo postupak za element y i zakljucujemo
da je k =2 (m—2). Nadalje, neka su {x,y} i{y, 2z} dva susjedna vrha grafa.
Njihovi zajednicki susjedi su svi oni vrhovi koji sadrze element y, a ne sadrze
elemente x i z uz specijalan slucaj {x, z}. Slijedi da je A = (m—1)—1—-1+1
iz ¢ega zakljucujemo da je N = m — 2. Neka su sada {x,y} i {z,w} dva
nesusjedna vrha grafa. Svi njihovi zajednicki susjedi su vrhovi {x, z}, {x,w},
{y, z} i {y,w}. Slijedi da je p = 4.
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Slika 2: T'(5) graf.

Primjer 2.8. Petersenov graf je jednostavan 3-reqularan graf s 10 vrhova i
15 bridova. Nazvan je po Juliusu Petersenu koji ga je otkrio 1898. godine.
Petersenov graf je jako regularan s parametrima (10,3,0,1) i komplement je

grafa T'(5) (vidi sliku 3).

Slika 3: Petersenov graf.



Primjer 2.9. Graf kvadratne resetke Lo(m) sastoji se od vrhova skupa S x
S, gdje je S skup kardinaliteta m; dva razlicita vrha su susjedna ako se
podudaraju u jednoj koordinati (vidi sliku 4). Graf Lo(m) je jako regularan s
parametrima

v=m? k=2(m—1), A\=m—2, p=2.

Parametar v lako dobijemo jer koordinatu x iz uredenog para (x,y) skupa S X
S mozemo izabrati na m nacina. Analogno radimo za koordinatu y i ukupno
dobivamo m? vrhova. Nadalje, neka je (x,y) jedan vrh naseg grafa. Postoji
m — 1 uredenih parova koji za prvu koordinatu sadrZe element x uz uvjet
da druga koordinata mije y. Analogno ponavijamo postupak za koordinatu
y i zakljuéujemo da je k = 2(m — 1). Nadalje, neka su {x,y} i {z,z}
dva susjedna vrha grafa. Njihovi zajednicki susjedi su svi oni vrhovi koji
sadrze koordinatu x kao prvu koordinatu, a me sadrZe koordinate y i z kao
drugu koordinatu. Slijedi da je X\ = m — 2. Neka su sada {x,y} i {z,w}
dva nesusjedna vrha grafa. Svi njihovi zajednicki susjedi su vrhovi {x,w} i
{z,y}. Slijedi da je p = 2.

Slika 4: L4(6) graf.

Primjer 2.10. Disjunktna unija v potpunih grafova od kojih svaki ima m
vrhova (r,m > 1) je jako regqularan graf s parametrima

v=rm, k=m—1, A=m—2, u=0.



Zbog disjunktnosti slijedi da je ukupan broj vrhova v = rm. Nadalje, neka
je x jedan vrh naseg grafa. Vrh x pripada tocéno jednom od potpunih grafova
K,,. Slijedi da je vrh x stupnja k = m — 1 jer ima tocno m — 1 susjeda.
Nadalje, neka su x iy dva susjedna vrha grafa. Iz toga slijedi da su x i
y vrhovi istog potpunog grafa (inace ne bi bili susjedni). Njihovi zajednicki
susjedi su svi oni vrhovi koji su preostali u tom potpunom grafu, a takvih
je tocno A = m — 2. Neka su sada x iy dva nesusjedna vrha grafa. Oni
pripadaju disjunktnim potpunim grafovima pa nemaju zajednickih susjeda 1
vrigeds 1 = 0.

Ovaj graf oznacavamo r - K,,. Graf r - Ky zovemo “ljestve”. Komplement od
r- K, zovemo potpuni multipartitni graf i oznacavamo K, ., a komplement
“grafa ljestve” zovemo “coctail party graf” i oznacavamo CP(r). Zamisljamo
ga kao r parova pri cemu svaki sudionik prica medusobno sa svima osim sa
svogim partnerom (vidi sliku 5).

Slika 5: Graf C'P(3).

Propozicija 2.11. Neka je T' jako regularan graf s parametrima (v, k, X\, p).
Tada je p = 0 ako i samo ako je I' disjunkina unija potpunih grafova reda
k+1.

Dokaz. Zbog p = 0 pokaze se da je “biti susjedan” relacija ekvivalencije na
skupu vrhova. Ako je vrh x susjedan vrhu y, direktno iz toga imamo da je
vrh y susjedan vrhu z, tj. relacija “biti susjedan” je simetri¢cna na skupu
vrhova. Neka su x, y i z vrhovi takvi da je vrh z susjedan s vrhom y, a vrh y
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susjedan s vrhom z. Kad vrhovi z i 2z ne bi bili susjedni, iz toga bi slijedilo da
je u # 0, jer im je vrh y zajednicki susjed. Tako dolazimo do kontradikcije
pa zakljucujemo da je relacija “biti susjedan” tranzitivna na skupu vrhova.
Slijedi da je relacija “biti susjedan” relacija ekvivalencije na skupu vrhova.
Klase ekvivalencije su potpuni podgrafovi na koje se graf raspada, a oni su
zbog regularnosti veli¢ine £ + 1. O

Primjer 2.12. Neka je q potencija prostog broja i ¢ = 1(mod 4). Skup
vrhova Paleyevog grafa P(q) su elementi konacnog polja GF(q) u kojem su
dva vrha susjedna ako je njihova razlika nenul kvadrat. Naime, kako je —1
kvadrat w GF(q), “biti susjedan” je simetricna relacija. Paleyev graf je jako
reqularan s parametrima

1

1
v=gq, k=-(q—1), A=-(¢—5), p=

5 ) (¢q—1)

>~ =

i 1zomorfan je svom komplementu.

Slika 6: Graf P(17).

Primjer 2.13. Clebschov graf ima za vrhove sve podskupove od {1,2,3,4,5}
koji su parne kardinalnosti. Dva vrha su susjedna ako im simetricna razlika
ima kardinalnost 4. To je jako reqularan graf s parametrima (16,5,0,2). Vidi

sliku 7. Komplement Clebschova grafa je jako regularan graf s parametrima
(16, 10,6,6).



Slika 7: Clebschov graf.

Primjer 2.14. Schlaflijev graf je jako regqularan graf koji ima 27 vrhova i
216 bridova i parametre (v, k,\, u) = (27,16, 10, 8). Susjedstvo svakog vrha
Schliflijevog grafa ¢ini podgraf sa 16 vrhova u kojem svaki vrh ima 10 susjeda.
T podgrafovi su izomorfni komplementu Clebschova grafa.

Slika 8: Schlaflijev graf.



Definicija 2.15. Konacna incidencijska struktura je uredena trojka (T, B, I).
Pritom je T konacni skup c¢ije elemente zovemo tockama, B je konacni skup
cije elemente zovemo blokovima li pravcima, a I C T X B je relacija koju
zovemo incidencijom.

Definicija 2.16. Neka suv > k >t > 0 ¢ A > 0 cyeli brojevi. Dizajn s
parametrima t — (v, k, ) je konacna incidencijska struktura sa svojstvima:
1. wkupan broj tocaka je v,

2. na svakom bloku leZi tocno k tocaka,

3. svaki t-clani skup tocaka sadrZan je u tocno \ blokova.

Dizajni s parametrom \ = 1 nazivaju se Steinerovi dizajni. Oznaka im je

S(t, k,v).

Primjer 2.17. Blokovni graf Steinerova 2-dizajna S(2,m,n) je graf s blo-
kovima kao vrhovima, pri cemu su dva bloka susjedna ako imaju neprazan
presjek. Takav graf je jako regularan s parametrima:

2 _ 2 1
m?2 —m m—1 m—1

3 Spektar jako regularnog grafa
Neka je I' graf sa skupom vrhova {zi,...,z,}. Matrica susjedstva A(T') =
(a;;) je kvadratna matrica reda v definirana pravilom:

1, ako su z; 1 x; susjedni
a;; = o
" 0, inace.

Primijetimo da je matrica A simetricna matrica s nulama na glavnoj dija-
gonali. Ona posjeduje jedno vazno svojstvo. Naime, njenim potenciranjem
dobivamo informaciju o broju Setnji proizvoljne duljine u nasem grafu. O
tome nam govori sljedeca lema.

Definicija 3.1. Setnja u grafu T' je niz W = vy, e1,v1, €a, . .. €, U, Ciji Su
clanovi naizmgjence vrhovi v; 1 bridovi e;, takvi da su krajevi brida e; upravo
vrhovi v;_1 1 v;, gdje je 1 < i < k. KaZemo da je graf I povezan ako izmedu
svaka dva vrha grafa postoji setnja.

Lema 3.2. Ako je A matrica susjedstva grafa I, tada za proizvoljan nene-
gativan cijeli broj t > 0 i svaka dva vrha x; @ x; grafa T', element (At)(xiyxj)
jednak je broju Setnji duljine t od x; do x; u grafu I'.
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Dokaz. Teorem ¢emo dokazati indukcijom po t. Neka wy(x;, x;) oznacava
broj Setnji duljine ¢t od x; do z; u grafu I'. Tvrdnja je ocigledna za male
vrijednosti broja t. Setnja duljine 0 sastoji se samo od jednog vrha (ne
sadrzi bridove), pa je stoga

wolwi, o) = 1, ako je z; = x5
002770 0, ako je x; # x;.

Kako je A° = I, pri ¢emu je I jedini¢na matrica, vidimo da zaista vrijedi
(A°) (@i,2y) = wolwi, ).

Setnja duljine 1 sastoji se od pocetnog vrha, krajnjeg vrha i brida kojim su
ti vrhovi povezani, pa je stoga

_ [ 1, akoje {x,z;} €E
wy (T4, 75) = { 0, ako je {z;,z;} ¢ E.

Vidimo da vrijednost wq (z;, ;) predstavlja odgovarajuci element matrice su-
sjedstva A, pa stoga tvrdnja teorema vrijedi i u ovom slucaju. Pretpostavimo
sada da je tvrdnja teorema dokazana za neki ¢ty > 0 i dokazimo ga za tg + 1.
Po definiciji, znamo da vrijedi:

(Ato—i_l)(xi,xj) - Z (Ato)(m,xk) 'A(xk»ﬂcj%
eV
a kako je A, 2,) = 1 samo za x € Np(x;), slijedi
(At0+1>($iyxj) - Z (Ato)(zhmk)'
TR ENT ()

Po pretpostavci indukcije, vrijedi da je

(Ato)(fi,rk) = Wy (xia -Tk):

tako da je
(At0+1>($i,:tj) - Z wto (:C»“ xk‘)
:L'kENF(l'j)

S druge strane, svaka Setnja duzine ¢y + 1 od z; do z; odreduje jednoznacno
Setnju duzine ¢y od x; do nekog suseda z;, vrha z; (pra¢enu bridom od z
do z;). Vrijedi i obrat: svakoj Setnji duzine ¢, od z; do nekog suseda x

11



vrha z; odgovara tocno jedna setnja duzine ¢y + 1 od z; do x;. Zbog toga
zakljucujemo:

wto—l—l(xiwrj) - Z wto(xiaxk)'

xR €Nr(x;)

Sada iz svega lako zakljucujemo da zaista vrijedi
(A i) = Wigr (3, 75).
O

Neka je I' jako regularan graf s parametrima (v,k, A, u) i A = A(D).
Ako pomnozimo matricu susjedstva A sa samom sobom dobivamo matricu
A? = A - A. Primjenom prethodnog teorema, zaklju¢ujemo da ée tada na
mjestu (A?)(s, ., pisati sljedece:

(AQ)(-Z’iaxj) = ZA(Imxk) ’ A(ka’cj)‘

k=1

Dakle, u novoj matrici na mjestu (x;, x;) pisat ¢e broj uspjesnih prolazaka
od vrha z; do vrha x; preko nekog treceg vrha zj. Prolaz ¢e biti uspjesan ako
postoji brid izmedu z; i xy, , te izmedu z, i ;. Primijetimo da nova matrica
ne¢e sadrzavati samo nule i jedinice ve¢ moze sadrzavati i druge prirodne
brojeve. Ovisno o tome jesu li x; i x; susjedni ili nesusjedni, taj broj bit ¢e
jednak A ili p. Stoga je

A=kl + A +u(J-1-A). (1)

J oznacava kvadratnu matricu reda v kojoj su sve vrijednosti elemenata
jednake 1. Imamo sljedece leme:

Lema 3.3. Neka je J kvadratna matrica reda v kojoj su sve vrijednosti ele-
menata jednake 1. Ona ima svojstvene vrijednosti 0 i v koje imaju kratnosti
v—1141 redom.

Dokaz. Racunamo karakteristicni polinom matrice J. Znamo da je karakte-
risti¢ni polinom k;(z) = det(J —xI). U matrici J —xI svi elementi koji nisu
na glavnoj dijagonali imaju vrijednost 1, a elementi na glavnoj dijagonali
imaju vrijednost 1 — . Slijedi:

-2 1 1 1
1 l—z 1 1
kj(z) = 1 1 l—2z - 1
1 1 1 11—z
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Od prvog retka determinante oduzmemo drugi, od drugog retka oduzmemo
treéi i tako dalje. Zatim izlu¢imo —x iz svih redaka determinante osim zad-
njeg. Dobivamo sljedece:

-z x 0 0 0 1 -1 0 0 0

0 —=x 0 0 0 1 -1 0 0

0 0 —=x 0 0 0 1 0 0
— (—IL‘)U_I .

0 0 0 —T x 0 0 O 1 -1

1 1 1 1 1—= 1 1 1 1 1—=x

0 -1 0 0 0

0 1 -1 0 0

oyt 0 0 1 0 0
0 o o --- 1 -1
l-z+(w-1)-1 1 1 - 1 1—zx

Sada razvijemo determinantu po prvom stupcu:

()" (=) (-t (v—1) - 1)
o 0 - -1
Zadnja determinanta jednaka je (—1)""!, pa dobivamo rezultat (—z)*~(1 —
z+(v—1)-1). Konacno, nasa determinanta jednaka je (—z)"~'(v—x). Znamo
da su svojstvene vrijednosti matrice J nultocke ovog polinoma pa dobivamo
da su svojstvene vrijednosti 0 i v. Takoder, eksponent koji stoji uz bazu
—x je kratnost svojstvene vrijednosti 0. Vidimo da je svojstvena vrijednost

0 kratnosti v — 1. Analogno za svojstvenu vrijednost v zaklju¢ujemo da je
kratnosti 1. Time je naSa tvrdnja dokazana. O]

Lema 3.4. Graf ' je k-reqularan ako i samo ako je AJ = JA =kJ.

Dokaz. Neka je graf I' k-regularan. Iz toga i definicije matrice susjedstva
zakljucujemo da ¢e u svakom retku matrice susjedstva A biti toéno k jedinica.
Kada tu matricu pomnozimo s matricom J zaklju¢ujemo da je produkt AJ
matrica kojoj ¢e svaki element biti upravo broj k. Npr. element u prvom
retku i prvom stupcu matrice AJ dobivamo tako da pomnozimo prvi redak
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matrice A s prvim stupcem matrice J, k puta nam se pojavljuje umnozak
1-1 pa je taj element k. Jednako dobivamo za ostale elemente matrice A.J.
Postupak je analogan kada pomnozimo matricu J matricom A. Zaklju¢ujemo
da vrijedi AJ = JA = kJ. Obratno, ako vrijedi AJ = JA = kJ onda iz toga
i definicije matrice J zaklju¢ujemo da matrica A mora biti matrica koja u
svakom retku i svakom stupcu ima k jedinica iz ¢ega zakljucujemo da je to
matrica susjedstva grafa I' koji je k-regularan. O]

Lema 3.5. Neka je I' graf sa matricom susjedstva A. Sljedeée tvrdnje su
ekvivalentne:

1. I je reqularan graf,

2. AJ =JA,

3. vektor j = (1,1,...,1) je svojstveni vektor od A.

Dokaz. Ekvivalentnost tvrdnji 1. i 2. dokazali smo u prethodnoj lemi. Vri-
jednosti elemenata u produktu A - j7 su stupnjevi vrhova grafa I'. Graf je
regularan ako i samo ako je A - jT visekratnik od j7, a to znaéi da je j
svojstveni vektor matrice A. ]

Lema 3.6. Neka je I' k-reqularan graf. Ako je graf I' povezan, tada je krat-
nost svojstvene vrijednosti k jednaka 1.

Dokaz. Neka x = [x1,29,...,2,]" oznacava neki nenul vektor za koji vrijedi
jednakost Az = kz i pretpostavimo da je z; element vektora z koji ima
najveéu apsolutnu vrijednost. Kako je (Ax); = kx; dobivamo da vrijedi
Z/ x; = kx; gdje Z/ oznacava sumaciju onih k£ vrhova v; koji su susjedni
vrhu v;. Slijedi da je z; = x; za sve ove vrhove. Ako je I' povezan, mozemo
postupati sukcesivno ovom nacinu i pokazati da su svi elementi vektora x
jednaki. Slijedi da je vektor z zapravo vektor j pomnozen brojem k i da
prostor svojstvenih vektora pridruzen svojstvenoj vrijednosti k ima dimenziju
1. Time je dokazana nasa tvrdnja. [

Iz svega ovoga slijedi sljedeéi teorem:

Teorem 3.7. Graf ' je jako regularan s parametrima (v, k,\, ) ako i samo
ako vrijedi:

1. Al =JA=FkJ,

2. A2 =kI+ X A+u(J—1-A).

Vidimo iz prehodne leme da matrice A i J komutiraju. Takoder, one su
realne i simetricne pa slijedi da ih mozemo ortogonalizirati. Svojstveni vektor
od A1i J je vektor j pridruzen svojstvenim vrijednostima k i v redom. Dakle,
mi znamo da matrica A ima svojstvenu vrijednost k kratnosti 1 po lemi 3.6.
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Sada ¢emo pokazati da A ima jos samo dvije druge svojstvene vrijednosti.
Da bi to dokazali, prvo se prisjetimo da je (4%)(s, ;) broj zajednickih susjeda
vrhova x; 1 ;. Za z; = x;, to je zapravo stupanj vrha x;. Iskoristit ¢emo
ovu ¢injenicu da napisemo matricu A% kao linearnu kombinaciju matrica A,
I i J. Primijetimo da je matrica susjedstva komplementa grafa I" jednaka
J — 1 — A. 1z toga slijedi koristeéi jednakost (1)

A=kl +M+u(J—-T-A)=A—pwA+puJ+k—-pI. (2

Lema 3.8. Neka je M simetricna matrica ciji su elementi realni brojeuvi.
Tada su svojstveni vektori pridruZeni razlicitim svojstvenim vrijednostima
matrice M ortogonalni.

Dokaz. Pretpostavimo da su « i 8 dvije razlic¢ite svojstvene vrijednosti ma-
trice M. Neka su z i y svojstveni vektori pridruzeni tim svojstvenim vrijed-
nostima. Slijede jednakosti

ay'z =y" Mz = (2" My)" = (2" py)" = By’ .
Kako je o # 3 slijedi da je yTx = 0 ¢ime smo dokazali trazenu tvrdnju. [J

Koristeci prethodnu lemu zaklju¢ujemo da je svaki drugi svojstveni vektor
matrice A ortogonalan na vektor j. Takoder, svaki vektor ortogonalan na j
je svojstveni vektor od J sa svojstvenom vrijednos¢u 0. Neka je vektor x
jedan takav vektor. Iz prethodnog i ¢injenice da je J matrica kojoj su stupci
v vektora j7 slijedi da je Jx = 0. Iz ovog rezultata i koriste¢i jednakost (2)
dobivamo:

Ar=N—p) Az + (k—p)z.

Sada koriste¢i ovu jednakost zakljucujemo da svaka druga svojstvena vrijed-
nost p od A zadovoljava

pP=A=p)p+ (k- p).

Oznacimo korijene ove kvadratne jednadzbe po p sa r i s, uz konvenciju da
jer > s. Tada je:

7",s:%<)\—u:t\/(/\—,u)2+4(k—u)>.

Ako r i s imaju kratnosti f i g redom, onda imamo:

v=[f+g+1,
0=Tr(A) =k+ fr+gs.
Ove jednakosti odreduju f i g, jer jednakost £ = A = p nije moguca. Stoga

vrijedi sljedeci teorem:
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Teorem 3.9. Ako postoji jako regularan graf s parametrima (v, k, A, 1), onda
su

i, =D (=N
o=y (1t =)

2
nenegationi cijelt brojevi.

Tvrdnja ovog teorema daje nam uvjet za nepostojanje jako regularnog
grafa. Taj uvjet naziva se uvjet cjelobrojnosti.

Primjer 3.10. Promotrimo jako reqularne grafove s parametrima v = 6u—3,

k=2u, A\=1, u=u. Imamo

(6u—4) (u—1)—4u
(u—1)2+4u

(3u—1)(u—2).
u—+1

1
f>9:§<6U—4:F >:3u—2:F

Iz wvjeta cjelobrojnosti zakljucujemo da uw+ 1 digeli (3u — 1) (u — 2). Kako
je Bu—1)(u—2) = (u+1)(Bu—10) + 12, slijedi da (u + 1) dijeli 12, pa
dobiwvamo da je u = 2, 3, 5 ili 11. Slucaj u = 1 ne uzimamo u obzir jer graf
s parametrima (3,2,1,1) odgovara trokutu koji po nasoj definiciji nije jako
reqularan graf. Za u = 2 dobivamo v =9, k=4, A=1, p =2, a to su
parametri Paleyevog grafa P(9) koji je jako regularan pa zakljucujem da za
u = 2 postoji jako reqularan graf. Za uw = 3 dobivamo v =15, k=6, A =1,
w =3, a to su parametri komplementa grafa T(6) koji je jako reqularan pa
zakljucujem da za uw = 3 postoji jako reqularan graf. Za u = 5 dobivamo
v=27, k=10, A=1, pu=2>5, a to su parametri komplementa Schldiflijevog
grafa koji je jako reqularan pa zakljucujem da za w = 5 postoji jako reqularan
graf. Za u = 11 dobiju se parametri v =63, k=22, A=1, p=11. Jako
reqularan graf s tim parametrima ne postoji, $to cemo vidjeti u primjeru 4.4.

Lema 3.11. Neka je I' jako reqularan graf s parametrima (v, k, A\, 1) © neka
njegova matrica susjedstva ima svojstvene vrijednosti k,r i s. Tada njegov
komplement T ima svojstvene vrijednostiv—k—1, —r—1 i —s—1. Dodatno,
svojstveni potprostori su im jednaki.

Dokaz. Neka je A matrica susjedstva grafa I". Tada je matrica susjedstva
grafa I matrica A = J — I — A. Znamo da je k svojstvena vrijednost matrice
A i da je njen potprostor prostor konstantnih vektora. Neka je x jedan takav
vektor. Tada imamo:

Avr=(J—-T—-A)z=vv—z—kr=@w—-k—1)z.

Stoga je v — k — 1 svojstvena vrijednost od A i njen svojstveni potprostor
jednak je svojstvenom potprostoru od k. Neka je y svojstveni vektor matrice
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A pridruzen svojstvenoj vrijednosti r. Znamo da je y ortogonalan na j.
Slijedi: B

Ay=(J-1-A)y=0—y—ry=(-1-r)y.
Stoga je —r—1 svojstvena vrijednost od A i njen svojstveni potprostor jednak

je svojstvenom potprostoru od r. Mozemo analogno pokazati da je —1 — s
svojstvena vrijednost od A. Time je nasa tvrdnja dokazana. O]

Kako bismo dodatno ispitali uvjet cjelobrojnosti, razlikovat ¢emo dva tipa
skupa parametara za koje su f i g cijeli brojevi.

Tip I. Neka je (v —1) (u — A) = 2k. Tada je

2k
v=14+——>1+%k.
w— A
Iz toga slijedi 0 < u — A < 2. Stoga je nuzan uvjet u — A = 1, iz cega slijedi
daje A=p—1, k=2u, v=4p+ 1. Van Lindt i Seidel [13] su pokazali
daljnji nuzan uvjet za postojanje skupa parametara tipa I:

Teorem 3.12. Ako postoji jako regularan graf s v vrhova i vrijedi da je skup
parametara tipa I, onda je v suma kvadrata dva cijela broja.

Tako, naprimjer, ne postoji jako regularan graf s 21 vrhom kojem je skup
parametara tipa I. S druge strane, skup parametara Paleyevog graf je tipa
I i takvi grafovi postoje kada je v potencija prostog broja i v =1 (mod 4).

Teorem 3.13 (Fermat). Prirodni broj v moze se izraziti kao zbroj kvadrata
dvaju cijelih brojeva ako i samo ako u rastavu broja v na prim faktore prim-
brojevi oblika p = 3 (mod 4) dolaze iskljucivo s parnim eksponentima.

Tip I1. Ako je (u — A)? + 4 (k — p) kvadrat cijelog broja u, u dijeli
(v —1) (g — A) — 2k, i kvocijent je kongruentan v — 1 modulo 2. To vrijedi
u opéenitom slucaju. Primijetimo da je skup parametara tipa I ujedno i
skup parametara tipa I1 ako i samo ako je v kvadrat. Graf P(9) = L5(3) je
primjer takvog grafa.

Sada ¢emo pokazati da svaki regularan povezan graf ¢ija matrica susjed-
stva ima najvise tri svojstvene vrijednosti mora biti jako regularan graf. Neka
je I' k-regularan graf i neka njegova matrica susjedstva ima svojstvene vri-
jednosti k,r i s. Kako je I' povezan, svojstvena vrijednost k ima kratnost 1
po lemi 3.6. Tada za svaki vektor ortogonalan na vektor j, imamo

(A—rI)(A—sl)v=0.
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Slijedi da za neki § vrijedi
(A—rI)(A—sI)=pJ.

Iz toga slijedi
A% — (r+s)A+rsl = BJ,

odnosno

A? = (r+s)A—rsl +BJ,

iz ¢ega konac¢no dobivamo
A =r+s+B)A+B(J—-A-ID)+(rs+ )1

Iz toga zakljucujemo da broj zajednickih susjeda dva vrha ovisi samo o tome
jesu li oni susjedi ili ne, iz cega slijedi da je A matrica susjedstva jako regu-
larnog grafa.

Vidjeli smo da parametri jako regularnog grafa odreduju svojstvene vri-
jednosti od A i njihove kratnosti. Takoder vrijedi i obrat, tj. iz svojstvenih
vrijednosti mozemo odrediti sve parametre. Naime, ako su r i s korijeni
kvadratne jednadzbe p* = (k — p) + (A — p) p imamo:

r+s=(A-p)
rs=—(k—p).

Slijedidaje A\=k+r+s+rsipu=k+rs. Iz toga slijedi da svojstvene
vrijednosti odreduju kratnosti. Ponekad je zgodnije koristiti ove izraze za
parametre u terminima k, r i s. Opcenito, poznavanje samo kratnosti ne
odreduje parametre. Nekada moze dati djelomi¢nu informaciju.

Definicija 3.14. Za matricu A kaZemo da je nenegativna (pozitivna), u oz-
naci A >0 (A > 0), ako su svi elementi matrice A nenegativni (pozitioni).
Nenegativna matrica A je primitivna ako postoji prirodan broj m tako da je
A™ pozitivna. Matrica A je ireducibilna ako za bilo koji uredeni par (i,7)
postoji prirodan broj p takav da je (AP);; > 0.

Mozemo primijetiti da ireducibilnost matrice susjedstva grafa odgovara
povezanosti grafa. To slijedi iz leme 3.2. Naime, iz definicije povezanog grafa
slijedi da izmedu svaka dva vrha grafa postoji Setnja. Po lemi 3.2 slijedi da
postoji nenegativan cijeli broj t > 0 takav da za svaka dva vrha z; i x; grafa
I', element (At)(xi,xj) matrice susjedstva grafa I' je > 1. Iz toga slijedi da
je matrica A ireducibilna. Obratno, ako je matrica A ireducibilna onda iz
prethodne definicije slijedi da za svaka dva vrha postoji prirodan broj ¢ takav
da je (A") (@, > 0. Po lemi 3.2 slijedi da izmedu svaka dva vrha postoji
Setnja duljine ¢, za neki prirodan broj t. To je ekvivalentno tome da je graf
I' povezan.
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Definicija 3.15. Spektralni radijus p(A) kvadratne matrice A reda v je
p(A) = maz{|\| : X je svojstvena vrijednost od A}.

Teorem 3.16 (Perron - Frobenius). Ako je A ireducibilna nenegativna kva-
dratna matrica reda v, tada vrigedi sljedece:

1. spektralni radijus p(A) > 0 je svojstvena vrijednost,

2. postoji svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti p(A) koji ima
sve komponente > 0,

3. ako je \ svojstvena vrijednost ¢iji svojstveni vektor ima sve komponente
pozitivne, onda je X = p(A),

4. p(A) je jednostavna svojstvena vrijednost matrice A, tj. ima algebarsku i
geometrigsku kratnost 1.

Dokaz ovog teorema mozemo pronaci u clanku kojeg su napisali Chang,
Pearson i Zhang [7].

Teorem 3.17. Pretpostavimo da je I' jako regularan graf s v = 2m vrhova,
cije svojstvene vrijednosti imaju kratnosti 1, m — 1, m. Tada vrijedi jedan od
sljedeéa dva slucaja:

1. Graf T ili njegov komplement T je “graf ljestve”,

2. Graf T' ili njegov komplement T ima parametre v = 45> + 4s + 2, k =
s(2s+1), A =s?—1,u = s*, za neki pozitivni cijeli broj s.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je k < m, zamjenom grafa s njegovim kom-
plementom ako je potrebno (jer komplement ima stupanj 2m—k—1). Matrice
A, A%, A3 imaju na dijagonali vrijednosti 0, k, kA redom. Pomoc¢u leme 3.2
zaklju¢ujemo da matrica A ima na dijagonali vrijednosti 0 jer niti iz jednog
vrha z; ne postoji Setnja duljine 1 do tog istog vrha. Nadalje, matrica A% ima
na dijagonali vrijednosti £ jer iz svakog vrha postoji toc¢no k Setnji duljine 2
do tog istog vrha. Neka je x; nas pocetni vrh. Prvim bridom moramo spojiti
x; s nekim njegovim susjedom, a to mozemo na k nacina. Sada smo dosli u
vrh z;. Drugim bridom moramo se vratiti iz vrha z; u pocetni vrh z;, a to
moZemo samo na jedan na¢in pa slijedi da A% na dijagonali ima vrijednosti
k. Kona¢no, matrica A ima na dijagonali vrijednosti Ak jer iz svakog vrha
postoji tocno Ak Setnji duljine 3 do tog istog vrha. Prvim bridom moramo
spojiti nas pocetni vrh z; s nekim njegovim susjedom z;, a to mozemo na k
nacina. Drugim bridom moramo spojiti vrh x; u kojem se trenutno nalazimo
s nekim vrhom z;, koji je zajednicki susjed od x; i x; kako bi se mogli vratiti
u r;, a to mozemo napraviti na A nac¢ina. Na kraju se vracamo iz vrha z, u
pocetni vrh, a to mozemo samo na jedan nacin pa slijedi da A® na dijagonali
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ima vrijednosti Ak. Slijedi da su im tragovi 0, vk, vk redom. Dakle,
k+(m—1)r+ms=0,

k> 4+ (m — 1) r* + ms* = 2mk,
E + (m —1)r® + ms® = 2mk\.

Perron-Frobeniusov teorem kaze da ako je A nenegativna matrica, onda
A ima svojstveni vektor s pozitivnim komponentama i ako je k svojstvena
vrijednost pridruzena tom svojstvenom vektoru, onda je |p| < k za sve svoj-
stvene vrijednosti p. U naSem slucaju, dakle, vrijedi |r| < k. Iz prve jed-
nadzbe slijedi da je k = r (mod m), pa je r = k ili r = k —m. U prvom
slucaju je s = —k, 2mk? = 2mk, pa je k = 1 i vrijedi prva tvrdnja teorema.
U drugom slucaju, imamo k = m — 1 — s, r = —1 — s pa druga jednadzba
daje m = 2s? + 2s + 1 i vrijednost od X slijede iz tre¢e jednadzbe. n

Jedini graf koji zadovoljava 2. uvjet prethodnog teorema za s = 1 je
Petersenov graf.

4 Nuzni uvjeti za egzistenciju jako regular-
nog grafa

Sada ¢emo pokazati jos neke nuzne uvjete za parametre jako regularnih gra-
fova.

Definicija 4.1. Za kvadratnu matricu A kaZemo da je pozitivno definitna ako
za svaki vektor x # 0 vrijedi 27 Ax > 0. Matrica A je pozitivno semidefinitna
ako je xT Ax > 0.

U nastavku koristimo sljede¢u elementarnu lemu koja ¢e nam biti od
velike koristi u ovom poglavlju.

Lema 4.2. Neka je A = (a;;) pozitivno semidefinitna simetricna realna nxn
matrica ranga d. Tada postoje vektori vy,...,v, € R" takvi da je a;; =
(vi,vj) zai, j=1,...,n.

Dokaz. Za pozitivno semidefinitnu simetri¢nu realnu matricu A postoji inver-
tibilna realna matrica P takva da je

r_(1s 0
parn (1)
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Stavljajué¢i Q = P~! dobivamo
I; O
a=e( ) )@ —aal

Pritom je (1 n x d matrica koja se sastoji od prvih d stupaca matrice Q.
Sada je dovoljno uzeti da su vy, ..., v, reci matrice ). O

Matrica A se naziva Gramova matrica skupa vektora vy,...,v,. Skup
vektora je jedinstveno odreden, do na izometriju od R?, svojom Gramovom
matricom.

Teorem 4.3. Neka je I' jako regularni graf sa v vrhova, koji ima svojstva da
su i1 ¢ T oba povezani grafovi i da matrica susjedstva grafa I' ima svojstvenu
vrijednost kratnosti f > 1. Tada je v < 5 f (f + 3).

Dokaz. Matrica susjedstva A = A(I") ima tri razlicita svojstvena potprostora
i bilo koja matrica koja ima te svojstvene potprostore je linearna kombinacija
od I,AiJ — 1 — A. Posebno, postoji linearna kombinacija F koja ima
svojstvenu vrijednost 1 na danom f-dimenzionalnom svojstvenom prostoru i
0 na njegovom komplementu. Tada je E pozitivno definitna, pa je Gramova
matrica skupa S vektora iz R/. Kako je E = al + A+~ (J — 1 — A), onda
bilo koji vektor u S ima duljinu v/« i svaki kut izmedu dva razlicita vektora
iz S jednak je arccos(fa) ili arccos(ya). Vektori su svi razliciti, jer nije
ni ', a ni njegov komplement unija potpunih grafova. Matricu £ mozemo
normalizirati pa pretpostavljamo o = 1, tj. S je podskup jedinicne sfere ).
Za v € S, neka je f, : 2 = R je funkcija definirana s

(v, 2) = B) ({v, x) =)
1-p1=7

Nadalje, funkcije f, su polinomi stupnja 2 i one su linearno nezavisne jer je
1,akojev=w
folw) = { 0, ako je v # w.

Ove su funkcije elementi prostora razapetog sa f linearnih i % f(f+1) ho-
mogenih kvadratnih funkcija na €2. Slijedi da je

fo(x) =

1 1
v=ISIS f (A1) =5 (7 +3)
Sto je i trebalo dokazati. O]

Ovaj kriterij za egzistenciju jako regularnih grafova nazivamo apsolutna
meda.
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Primjer 4.4. Apsolutna meda iskljucuje mogucénost jako reqularnog grafa s
parametrima (6u—3,2u, 1,u),u = 11. Naime, za u = 11 dobivamo parametre
(63,22,1,11). Po teoremu 3.9 dobivamo da je

1. (63—1)-(11—1)— 44
9= <63 li\/(11—1)2+4-(22—11))’

2

62-10 — 44)
V100 + 44 /°
576

o=l (o).

1
=~ (62 +
I, g 2(

f,g:%<62i48>,

12 cega slyedi f =55 19 ="T. Za g =T ne vrijedi nejednakost v < %~g-(g+3)
jer je turdnja 63 < % -7+ (74 3) = 35 neistinita, tj. dobivamo kontradikciju.
Time smo dokazali nasu tvrdnju.

Sljedeca meda se zove Kreinov uvjet.

Teorem 4.5. Neka je I' jako regularan graf s matricom susjedstva A, takav
da su T i I povezani. Neka I' ima svojstvene vrijednosti k,r,s. Tada vrijede
sljedece nejednakosti:

(r4+1)(k4+7r+2rs) < (k+7)(s+1)%

(s+1)(k+s+2rs) < (k+s)(r+1)>2

Primjer 4.6. Kreinovi uvjeti iskljucuju mogucénost jako reqularnog grafa s
parametrima (28,9,0,4). Po teoremu 3.9 dobivamo da je

(28—1)-(4—0)—18)

|
f’g:§<28_1i\/(4—0)2+4~(9—4)

; _1(2 27-4—18)
975 V16 +20/°
1 90
— - (2 i—)
I 9 2(7 5 )

f,g:%(27i15>,

12 Cega slijedi f =21 1 g = 6. Pokazali smo prije da vrijede jednakosti:
s = (- p),
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rs =—(k—p),

12 cega slijeds

r+s=—4,
rs = —9.
Koristeéi supstituciju r = —4 — s dobivamo kvadratnu jednadzbu —s? — 4s +

5 =0 ¢ya su rjesenja —5 i 1. Kako nam jos mora vrijediti 0 = Tr(A) =
k+ fr+ gs sligedi da je r = 1, a s = —5. Iz Kreinovih uvjeta dobivamo
sljedece nejednakosti:

(r+1)-(k+r+2rs) < (k+7)-(s+1)7
(1+1)-(94+1-10) < (9+1)-(=5+1)%
0 < 160.
Ova nejednakost je istinita. Pogledajmo sada drugi uvjet.
(s+1)-(k+s+2rs) < (k+s)-(r+1)7

(=541)-(9—-5-10) < (9—5)- (1 +1)?
24 < 16.

Upravo smo dobili kontradikciju ¢ime smo pokazali istinitost nase turdnje.

5 Tablica dopustivih parametara jako regu-
larnih grafova

U ovom poglavlju povezali smo sve §to smo do sada naucili o jako regularnim
grafovima. U programskom paketu Maxima [20] generirali smo sve uredene
cetvorke parametara (v, k, A, 1), pri cemu su vrijedili sljedeéi uvjeti:

4<v<50, 2<k<0v/2, 0<A<k-L

Parametar p odredili smo na nacin da zadovoljava prvi uvjet za postojanje
jako regularnog grafa iz naSe propozicije 2.4:

k(k—A—1)=(v—Fk—1)p

Dobili smo 5476 takvih ¢etvorki. Funkcijom testl provijerili smo je li parame-
tar p cijeli broj. Pomoc¢u funkcije sublist izbacili smo sve ¢etvorke u kojima
w1 nije cijeli broj. Kada smo to napravili, preostalo nam je 1080 cetvorki.
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Nakon toga provjerili smo koje od preostalih ¢etvorki parametara (v, k, A, i)
zadovoljavaju uvjete korolara 2.6:

v>2k—pu+2,

v > 2k — A

To smo provijerili funkcijom test2. Pomoc¢u funkcije sublist izbacili smo
sve ¢etvorke koje ne zadovoljavaju uvjete korolara 2.6 i ostale su nam 1033
cetvorke. Od preostalih Cetvorki parametara (v, k, A, 1) izbacili smo zatim
one koje ne zadovoljavaju uvjet cjelobrojnosti iz teorema 3.9:

@—1NM—M—2k>
V(=22 +4(k—p)

su nenegativni cijeli brojevi. Funkcijom test3 provjerili smo koje ¢etvorke
parametara zadovoljavaju uvjet cjelobrojnosti iz teorema 3.9, a onda funk-
cijom sublist izbacili sve cetvorke koje ne zadovoljavaju taj uvjet. Preostalo
nam je 145 cetvorki. Jos smo dodatno izbacili sve ¢etvorke parametara oblika
v=rm, k=m-—1, A=m — 2, p =0 iz primjera 2.10 i njihove komple-
mente. Funkcijom test4 provjerili smo koje su ¢etvorke parametara oblika
v=rm, k=m—1, A =m —2, p=0 iz primjera 2.10 i izbacili ih. Os-
tala nam je 61 moguca cetvorka. Komplemente takvih grafova smo pronasli
i izbacili pomoc¢u funkcije test5. Preostalo nam je 37 cetvorki i njih ¢emo
prikazati u tablici. Na ovaj nacin dobili smo sve dopustive ¢etvorke parame-
tara (v, k, A, ) koje zadovoljavaju nuzne uvjete za postojanje jako regularnog
grafa i one ¢e biti kandidati za parametre nekog jako regularnog grafa.

Ako usporedimo s Brouwerovom tablicom jako regularnih grafova [4],
mozemo primijetiti da su cetvorke koje smo dobili identicne njegovima uz
jednu iznimku. Naime, prilikom definiranja granica za parametre v,k i
A odlucili smo da vrijednost parametra k mora zadovoljavati nejednakost
2 < k <w/2. Kako smo za svaki k > v/2 i neku ¢etvorku kojoj on pripada u
nasem pocetnom skupu imali njen komplement, shvatili smo da je dovoljno
gledati da k zadovoljava nejednakost 2 < k < v/2. Iznimka koja se dogodila
su parametri (21, 10,5,4) i (21,10, 3,6). Komplementarni su i za oba vrijedi
k < wv/2. U tablici prikazujemo samo jedan od njih ravnajuéi se prema Bro-
uwerovoj tablici [4]. Te ¢etvorke parametara navodimo u prva ¢etiri stupca
tablice. Peti stupac tablice je informacija o broju takvih grafova N, do na
izomorfizam. Ovdje ¢emo se konzultirati s Brouwerovom tablicom jako re-
gularnih grafova [4]. Ukoliko u stupcu N, pise prirodan broj n, to znaéi da
su poznati svi jako regularni grafovi s danim parametrima i da ih ima toc¢no
n. Ako u stupcu N, piSe broj 0, to znaci da jako regularan graf sa danim

1
— (v—1+
g 2(@
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parametrima ne postoji, a ako u stupcu N, pise > 1, to znaci da jako regu-
laran graf sa danim parametrima postoji, ali ne znamo koliko ih je to¢no. U
zadnjem stupcu naveden je komentar koji govori o tome po kojem kriteriju
postoji ili ne postoji odredeni jako regularan graf s parametrima (v, k, A, p)
iz pojedinog retka tablice. Pritom ¢emo se pozivati na teorijski dio koji smo
obradili u prethodnim poglavljima. Naprimjer, graf s parametrima (5, 2,0, 1)
je Paleyev graf P(5). U zadnjem stupcu najlakse ée nam biti popuniti ona
polja za koja za dane parametre iz retka tablice kojem pripada to polje znamo
da sigurno postoji jako regularan graf s danim parametrima. To su primjeri iz
2. poglavlja rada. Za neke od preostalih ¢etvorki iz tablice provjerom nuznih
uvjeta za postojanje jako regularnih grafova koje smo obradili u prethodna
dva poglavlja utvrdili smo da grafovi ne postoje. Primjerice, ako Cetvorka
parametara ne zadovoljava uvjet apsolutne mede za postojanje jako regular-
nog grafa, u zadnjem stupcu navodimo “ne zadovoljava teorem 4.3 (apsolutna
meda)”. Dakle, za grafove koji ne postoje u zadnji stupac navodimo razlog
zasto ne postoje, a za grafove koji postoje navodimo primjere ili reference,
ako se radi o onima koje nismo obradili u ovom diplomskom radu. Dopus-
tivi parametri su, dakle, oni koji zadovoljavaju propoziciju 2.4, korolar 2.6 i
teorem 3.9.

25



v | k| AN]| p Ny | Objasnjenje

5 1201 1 |Primjer 212 P(5)

0 | 4| 1]2] 1 | Primjer2.12 P(9)

100 3]0 |1 1 Primjer 2.8, Petersenov graf

13623 1 |Primjer2.12,P(13)

50613 1 Primjer 2.7, komplement grafa T'(6)
61502 1 Primjer 2.13, Clebschov graf

16622 2 |Primjer209,Ls(4)

1718 |3 | 4 1 Primjer 2.12, P(17)

21110 3 | 6 1 Primjer 2.7, komplement grafa 7'(7)

211101 4 | 5 0 Parametri su tipa I i ne zadovoljavaju teorem 3.12
25| 8 | 3| 2 1 Primjer 2.9, £5(5)

95112 | 5 | 6 | 15 | Primjer 2.12, P(25)

26 10| 3 | 4 10 | Primjer 2.17, komplement blokovnog grafa S(2,3,13)
271101 1 | 5 1 Primjer 2.14, komplement Schliflijevog grafa
28109101 4 0 Primjer 4.6, ne zadovoljava teorem 4.3 (apsolutna meda)
9812 6 | 4 | 4 | Primjer 2.7,7(8)

20 (14| 6 | 7 | 41 | Primjer 2.12, P(29)

33116 7 | 8 0 Parametri su tipa / i ne zadovoljavaju teorem 3.12
3516 | 6 | 8 | 3854 | McKay, Spence [15]

36 (10 4 | 2 1 Primjer 2.9, £5(6)

36 | 14| 4 | 6 | 180 | McKay, Spence [15]

36 | 14| 7 | 4 | 1 | Drimjer 2.7,7(9)

36 | 15| 6 | 6 | 32548 | McKay, Spence [15]

371181 8 | 9 | >1 | Primjer 2.12, P(37)

40 112 2 | 4 28 | Spence [17]

41120 9 | 10| > 1 | Primjer 2.12, P(41)

45112 3 | 3 78 | Coolsaet, Degraer, Spence [§]

45116 | 8 | 4 1 Primjer 2.7, 7'(10)

45 (2210 [ 11| =1 | Mathon [14]

49 12| 5 | 2 1 Primjer 2.9, £5(7)

49 16| 3 | 6 0 Bussemaker, Haemers, Mathon, Wilbrink [5]

49 |18 | 7 | 6 | > 1 | Behbahani, Lam [2]

10 |24 11 (12| >1 | Primjer 2.12, P(49)

501 7101 1 Hoffman, Singleton [11]

50 21| 4 |12 0 Ne zadovoljava teorem 4.3 (apsolutna meda)

50 (21| 8 | 9 | >1 | Primjer 2.17, komplement blokovnog grafa S(2,4, 25)
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A Dodatak

U dodatku je prilozen kod napisan u programu Maxima [20] koji smo koristili
za nase izracune u prethodnom poglavlju.

(%11) pl: map(args,flatten(makelist(makelist(makelist
(a(v,k,1),1,0,k-1),k,2,v/2),v,4,50))) ;
(5hi2) mi(x):=[x[1],x[2],x[3],x[2]*(x[2]-x[3]-1)/(x[1]-x[2]-1)];
(%13) p2: map(mi,pl);
(%i4) dil:length(p2);
(d1) 5476
(%15) testl(x) :=integerp(x[4]);
(%i6) p3: sublist(p2,testl);
(%1i7) d2:length(p3);
(d2) 1080
(%18) test2(x):=is(x[1]>=2*x[2]-x[4]+2) and is(x[1]>=2*x[2]-x[3]);
(%i9) p4: sublist(p3,test2);
(%110) d3:length(p4);
(d3) 1033
(%111) test3(x):=nonnegintegerp(1/2* ((x[1] - 1) + ((x[1]- 1)=*
(x[4]-x[3]1) - 2*x[2])/(sqrt ((x[4] -x[3])*(x[4] - x[3])
+ 4x(x[2] - x[4]1))))) and
nonnegintegerp(1/2% ((x[1] - 1) - ((x[1]- 1)*
(x[4]-x[3]) - 2*x[2])/(sqrt ((x[4] -x[3])=*
(x[4] - x[3]) + 4*x(x[2] - x[41)))));

(%i12) p5: sublist(p4,test3);
(%i13) d4:length(p5);
(d4) 145
(%i14) test4(x):=is(notequal(x[4],0) or

notequal ((x[2]-x[3]),1) or

integerp(x[1]/(x[2]+1))=false);
(%i15) p6:sublist(p5,testd);
(%i16) d5:1length(p6);
(d5) 61
(%118) testb(x):=is(notequal (x[2],x[4]) or

notequal (2% (x[1]-x[2]),x[11-x[3]));
p7:sublist(p6,testbh);

(%119) d6:length(p7);
(d6) 37
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(%h1i20) test6(x):=is((1/2x ((x[1] - 1) - ((x[1]- D)*
(x[4]1-x[3]) - 2*x[2])/
(sqrt ((x[4] -x[3])*(x[4] - x[3])
+ 4x(x[2] - x[41)))))>1) or
is((1/2% ((x[1] - 1) + ((x[1]- D)=
(x[4]1-x[3]) - 2*x[2])/
(sqrt ((x[4] -x[3])*(x[4] - x[3])
+ 4x(x[2] - x[41)))))>1);
(%i21) p8:sublist(p7,test6);
(%i22) d7:length(p8);
(%123) test7(x):=is((1/2* ((x[1] - 1) -
((x[11- Dx* (x[4]-x[3]) -
2%x[2])/(sqrt ((x[4] -x[3])
*(x[4] - x[3]) + 4x(x[2] - x[41)))))>1);
(%hi24) p9:sublist(p8,test7);
(%125) d8:length(p9);
(%126) test8(x):=is(x[1]>(1/2* ((x[1] - 1)
- ((x[11- D=* (x[4]1-x[3]1)
- 2%x[2])/(sqrt ((x[4] -x[3])
*(x[4] - x[3]) + 4x(x[2] - x[41)))))*
((1/2% ((x[1] - 1) - ((x[11- D)*
(x[4]-x[3]) - 2*x[2])/
(sqrt ((x[4] -x[31)*(x[4] - x[31)
+ 4x(x[2] - x[4]1)))))+3)*1/2);
(%i27) p10:sublist(p9,test8);
(%128) d9:1length(p10);
(%i29) test9(x):=is((1/2*% ((x[1] - 1) +
((x[1]- Dx* (x[4]-x[3]D)
- 2%x[2])/(sqrt ((x[4] -x[3])*
(x[4] - x[3]) + 4x(x[2] - x[41)))))>1);
(%130) pli:sublist(p8, test9);
(%131) d10:length(pll);
(%132) testl10(x):=is(x[1]>(1/2* ((x[1] - 1)
+ ((x[1]- D=* (x[4]1-x[3]) -
2%x[2])/(sqrt ((x[4] -x[3])*
(x[4] - x[3]) + 4x(x[2] - x[4]1)))))=*
((1/2% ((x[1] - 1) + ((x[11- D)*
(x[4]-x[3]) - 2*x[2])/
(sqrt ((x[4] -x[3])=(x[4] - x[3])
+ 4x(x[2] - x[4]1)))))+3)*1/2);
(%133) pl2:sublist(pll, testl0);
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Nasa lista dopustivih parametara izgleda ovako:

(p11) [[5,2,0,11,[9,4,1,21,[10,3,0,1],[13,6,2,3],[15,6,1,3],
[16,5,0,2],[16,6,2,2],[17,8,3,4],[21,10,3,6],[21,10,4,5],
[21,10,5,4],[25,8,3,2],[25,12,5,6], [26,10,3,4], [27,10,1,5],
[28,9,0,4],[28,12,6,4],[29,14,6,7],[33,16,7,8],[35,16,6,8],
[36,10,4,2],[36,14,4,6],[36,14,7,4],[36,15,6,6],[37,18,8,9],
[40,12,2,4],[41,20,9,10], [45,12,3,3], [45,16,8,4], [45,22,10,11],
[49,12,5,2],[49,16,3,6],[49,18,7,61,[49,24,11,12],[50,7,0,1],
[50,21,4,12],[50,21,8,9]]
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Sazetak

Tema ovog diplomskog rada su jako regularni grafovi. Diplomski rad je po-
dijeljen u cetiri poglavlja i dodatak.

U prvom poglavlju cilj je upoznati se s definicijom jako regularnog grafa i
osnovnim uvjetima koji vrijede za svaki jako regularan graf. Dani su primjeri
nekih jako regularnih grafova i njihovi parametri. Slike grafova prate sadrzaj
prvog poglavlja.

U drugom poglavlju proucavamo spektar jako regularnih grafova. Nala-
zimo formulu za kratnosti njegovih svojstvenih vrijednosti, koje moraju biti
nenegativni cijeli brojevi. Ovaj rezultat se naziva uvjet cjelobrojnosti i daje
nam snazan kriterij za nepostojanje jako regularnog grafa. U tre¢em poglav-
lju otkrivamo dva sljedec¢a kriterija za egzistenciju jako regularnih grafova:
apsolutnu medu i Kreinove uvjete.

U cetvrtom poglavlju koristimo sve prethodno dobivene rezultate o jako
regularnim grafovima. Cilj je napraviti tablicu dopustivih parametara (v, k, A, 11)
koji zadovoljavaju nuzne uvjete iz prvog poglavlja i uvjet cjelobrojnosti.
Usporedujemo nasu tablicu s Brouwerovom tablicom jako regularnih gra-
fova i nalazimo da ona sadrzi toc¢no iste parametre za v < 50. Takoder su
dane informacije o egzistenciji i broju jako regularnih grafova.

Dodatak sadrzi kod napisan u programskom paketu Maxima koji smo
koristili za izradu tablice dopustivih parametara jako regularnih grafova.
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Summary

The topic of this thesis are strongly regular graphs. The thesis is divided
into four sections and an appendix.

In the first section, the goal is to get acquainted with the definition of a
strongly regular graph and the basic conditions that apply. We give examples
of some strongly regular graphs and their parameters. Pictures of the graphs
accompany the contents of the first section.

In the second section we study the spectrum of strongly regular graphs.
We find formulae for the multiplicity of their eigenvalues, which must be in-
tegers. This result is referred to as the integrality condition, and provides a
powerful non-existence criterion for strongly regular graphs. In the third sec-
tion two further existence criteria for strongly regular graphs are presented:
the absolute bound and the Krein conditions.

In the fourth section all of the previous results about strongly regular
graphs are put to use. The goal is to make a table of admissible parameters
(v, k, A, 1) satisfying the necessary conditions from the first section and the
integrality condition. We compare our table with A. E. Brouwer’s table of
strongly regular graphs, and find that it contains exactly the same parameters
for v < 50. Information about the existence and the number of strongly
regular graphs is also given.

The appendix contains code in the computer algebra system Maxima we
used to make the table of admissible parameters of strongly regular graphs.
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