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Uvod

Koliko dugacka mora biti zra¢na pista na aerodromu kako bi se omogucéilo sigurno
slijetanje aviona? Koliko visoke moraju biti brane u Nizozemskoj kako bi stitile od
visokih valova? Koliko dugo mozemo zivjeti? Koliko brzo mozemo trcati? Koliko
daleko mozemo skociti?

Sva navedena pitanja povezana su s ekstremima, no u ovome radu posebno nas za-
nimaju posljednja dva, koja se odnose na svjetske rekorde u atletici. Toc¢nije, zelimo
odgovoriti na dva glavna pitanja: Koji je ultimativan svjetski rekord u pojedinoj
atletskoj disciplini kao $to je na primjer zenski maraton? Koliko je "dobar” trenutni
rekord tj. koliko ga je tesko poboljsati? Ovim pitanjima pristupit ¢emo pomocu
teorije ekstremnih vrijednosti (TEV) i odgovarajuéih statistickih procedura.

TEV je grana statistike koja se bavi ekstremnim odstupanjima od medijana vjerojat-
nosne distribucije. Ona nastoji procijeniti, iz danog uzorka slucajnih varijabla, vjero-
jatnost ekstremnih dogadaja koji su vezani uz rep distribucije. Jedan od znacajnijih
rezultata teorije ekstremnih vrijednosti je da maksimumi uzorka nezavisnih jednako
distribuiranih slucajnih varijabla, nakon odgovaraju¢e normalizacije, mogu konvergi-
rati po distribuciji samo u jednu od iduéih tri distribucija, Gumbelovu, Freéchetovu
ili Weibullovu.

Standardna forma ovih triju distribucija naziva se generalizirana distribucija ekstrem-
nih vrijednosti (GEV distribucija), a opisana je pomocu tri parametra, funkcije skale,
lokacijske funkcije te indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti. GEV distribucija ima
siroku primjenu u upravljanu rizicima, financijama, osiguranjima, hidrologiji, klima-
tologiji i mnogim drugim podrucjima koji se bave ekstremnim dogadajima.

U ovome radu opisat ¢emo glavne rezultate teorije ekstremnih vrijednosti te objasniti
kako se procjenjuju sva tri gornja parametra. Posebnu paznju posvetit ¢emo indeksu
razdiobe ekstremnih vrijednosti te ¢emo u Poglavlju 2 navesti nekoliko njegovih pro-
cjenitelja. U Poglavlju 3 opisat ¢emo glavne rezultate vazne za procjenu ekstremnih
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kvantila te konacno procjenu desne krajnje tocke razdiobe. U Poglavlju 4 primijenit
¢emo opisanu teoriju na prikupljene podatke o osobnim rekordima najboljih atleticara
za 10 atletskih disciplina te dati odgovore na gore postavljena pitanja. Podatke ¢emo
obradivati u statistickom programu R.



Poglavlje 1

Uvod u teoriju ekstremnih
vrijednosti

Neka su Xy, Xo, ..., X,, nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable s funkcijom
distribucije F' te neka je z* njezina desna krajnja tocka tj. z* := sup{z : F(z) < 1}
koja moze biti beskonacna. Tada

P
M, = max(Xy, Xo, ..., X)) = 2%, n — o0,

jer vrijedi
Pmax(Xq,...X,) <x)=P(X; <z, Xo <z,..X, <z)=F"(z),
sto konvergirau 0 za x < x* ili u 1 za x > x*. Dakle, kako bismo dobili nedegeneriranu

grani¢nu distribuciju za M, potrebno je provesti normalizaciju. Pretpostavimo da
postoji niz pozitivnih realnih brojeva a,, te niz realnih brojeva b,, takvi da

max(Xl, XQ, . Xn) — bn

Qn

ima nedegeneriranu grani¢nu distribuciju kako n — oo tj. da vrijedi

lim F"(a,x + b,) = G(x) (1.1)
n—oo
za svaku tocku neprekidnosti x od G. Klasa funkcija distribucije G koje se mogu po-
javiti kao limes u relaciji (1.1) ¢ine klasu funkcija distribucije ekstremnih vrijednosti.
Za svaku od tih grani¢nih distribucija Zelimo prona¢i nuzne i dovoljne uvjete za
pocetnu funkciju distribucije F iz (1.1). Klasu funkcija distribucije F' koje zadovo-

3
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ljavaju (1.1) nazivamo maksimalna domena atrakcije od G ili domena atrakcije.

Logaritmiranjem relacije (1.1) dobivamo ekvivalentnu relaciju koja vrijedi za svaku
tocku neprekidnosti « za koju je 0 < G(z) < 1,

lim nlog F(a,z + b,) = log G(z) . (1.2)

n—o0

Za svaki takav x vrijedi da F(a,x +b,) — 1 pa

i log F(anz + by,)

=1.
n—oo 1 — F(a,x + by)

Stoga relaciju (1.2) mozemo zapisati kao

lim n(1 — F(a,z +b,)) = —logG(x) .

n—oo

Definicija 1. Generalizirana inverzna funkcija neopadajuée funkcije f tj. f< defi-
nirana je relacijom

[T (@) =inf{y: f(y) >z} .

Teorem 1.0.1. Neka je a, miz pozitivnih realnih brojeva, b, niz realnih brojeva te

neka je G nedegenerirana funkcija distribucije. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
1.

lim F"(a,x + b,) = G(2)

n—oo

za svaku tocku neprekidnosti x od G.

2.
tlim t(1 — F(a(t)r +b(t))) = —log G(z) ,
—00
za svaku tocku neprekidnosti x od G za koju vrijedi 0 < G(z) < 1, a(t) = ay ¢
b(t) := by (pri cemu je [t] cjelobrojni dio od t).
3.
lim Ultx) — b(t)

s al)

— D(x) , (1.3)

za svaku tocku neprekidnosti ¥ > 0 funkcije D(x) = G (e~'/*) pri éemu je U =
1 <~
(_I—F) s (L(t) = a[t], b(t) = b[t].

Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 1.1.2., str. 6.
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1.1 Distribucije ekstremnih vrijednosti

Sada mozemo identificirati klasu nedegenerirajuc¢ih funkcija distribucija koje se pojav-
ljuju kao limes u relaciji (1.1). Tu klasu nazivamo klasa distribucije ekstremnih vrijednosti.

Teorem 1.1.1. (Fisher i Tippet (1928), Gnedenko (1943)) Klasa distribucije eks-
tremnih vrijednosti je G (ax + b) gdje je a >0, b € R te

G, (z) = exp (—(1 +~2)~7) | (1.4)

za v € R i gdje je za v = 0 desna strana interpretirana kao exp(—e 7).
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 1.1.3., str. 7.

Definicija 2. Parametar 1/7 iz relacije (1.4) naziva se repni indeks pri cemu je y
indeks razdiobe ekstremne vrijednosts.

Rezultat prethodnog teorema pokazuje da graniéne funkcije distribucije formiraju
jednostavnu eksplicitnu jednoparametarsku familiju, do na nizove a,, i b,. Promo-
trimo posebno slucajeve za podklase v > 0, v =0 te v < O:

1. Za v > 0 je G,(x) < 1 za svaki x pa je desna krajnja tocka funkcije distribucije
beskonacna.

2. Za v = 0 desna krajnja tocka jednaka je beskonacnosti.

3. Za v < 0 desna krajnja tocka funkcije distribucije jednaka je —1/7.

Ako je G = G, u relaciji (1.1) za neki v € R kazemo da je funkcija distribucije F'
u domeni atrakcije od G, te piSemo F' € D(G,). Rezultat Teorema 1.1.1. dovodi do
reformulacije Teorema 1.0.1.

Teorem 1.1.2. Za indeks ekstremne vrijednosti v € R sljedece tvrdnje su ekviva-
lentne:
1. Postoje a, > 0, b, € R takvi da je

lim F™(a, + by) = Gy () = exp (—(1 + 7)) | (1.5)
n—oo

za svaki x takav da je 1 4 vx > 0.

2. Postoji pozitivna funkcija a takva da za svaki x > 0 vrijeds

v =1

L Ult) - U@
tlirg a(t) _DW( ) v ) (16)
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gdje se za v = 0 desna strana jednakosti interpretira kao log x.
3. Postoji pozitivna funkcija a takva da je

lim ¢(1 = F(a(t)z + U(1)) = (1 + yx) TV (1.7)

za svaki x takav da je 1 4 v > 0.
4. Postoji pozitivna funkcija f takva da je

o L= P+ 2/ (0)

tta* 1-— F(t) - (1 + ’}/I’)il/’y (18)

za svaki x takav da je 1 4+ vyx > 0 te gdje je x* = sup{z : F(x) < 1}.
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 1.1.6., str. 10.

Uocimo kako smo tvrdnju (1.6) dobili reformulacijom tvrdnje (1.3) koriste¢i D, =
Gﬁ(eil/‘”). Inverznu funkciju funkcije G (e=1/%) dobili smo raéunom:

exp—(1+7z) "=y 1+y2) V" =—Iny e

1 1/(=Iny)Y —1
Sl+yvr="——7—"T7-C = /(=Iny)
(—Iny)” g

iz ¢ega slijedi

1/(1/z) =1 27 —1
gl v

Nadalje, koristili smo b(t) = by := U(t) te dobili

G’Ye(efl/x) —

Ultr) -U(t) 27 —1
o alt)

Y

za x > 0, v € R i odgovarajucu pozitivnu funkciju a. Tada vrijedi

7 —1

v

Ulta) ~ U(t) + alt)

Uocimo sada kako nam relacija (1.6) omogucéava procjenu ekstremnog kvantila prila-
godbom funkcije (27 — 1)/~ funkciji kvantila U.
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1.2 Domena privlacnosti

Za funkciju distribucije F' zelimo pronac¢i dovoljne uvjete uz koje ¢e postojati niz
realnih brojeva a,, > 01 b,, takvih da vrijedi

lim F"(a,x + b,) = G,(z) .

n—oo
Ti uvjeti, koje je pronasao von Mises (1936), zahtijevaju postojanje prve ili druge
derivacije od F. Sljedeci teorem govori o dovoljnom uvjetu za pripadnost domeni
atrakcije, a navedeni uvjet naziva se von Misesov uvjet.

Teorem 1.2.1. Neka je F funkcija distribucije te x* njezina desna krajnja tocka.
Pretpostavimo da F"(x) postoji i da je F'(x) pozitivna funkcija za svaki x < x*. Ako
vrijeds

ili ekvivalentno,

tada je F' v domeni atrakcije od G .

Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 1.1.8., str. 15.

Napomena 1. Uocimo kako u Teoremu 1.2.1. ekvivalencija jednostavno slijedi iz

1-F\’ (=F")F'— (1 - F)F" —(F")? = (1= F)F"
(7)o = e T
(1— F)F" (1— F)F"

Iduci teorem govori o nuznim i dovoljnim uvjetima za pripadnost funkcije distribucije
F' domeni atrakcije od G,,.

Teorem 1.2.2. Funkcija distribucije F' je u domeni atrakcije od distribucije granicnih
vrijednosti G, ako i samo ako

1. za v > 0: z* je beskonacno 1

. 1-— F(tﬂf) -1y
I T—7rm " (1.9)



8 POGLAVLJE 1. UVOD U TEORIJU EKSTREMNIH VRIJEDNOSTI

za svaki x > 0.
2. za vy <0:z* je konacno 1
1—F(z* —tx)

li — 1/
0o 1-F(e -1

za svaki x > 0.
3. zav=0:
1—-F
L= F(raf)
tta* 1— F(t)
za svaki x € R gdje je f neka pozitivna funkcija. Uocimo kako x* moZe biti konacno
ilt beskonacno.

Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 1.2.1., str. 19.



Poglavlje 2

Procjena indeksa ekstremne
vrijednosti

Prisjetimo se relacije (1.8) koja kaze da postoji pozitivna funkcija f takva da za sve
x koji zadovoljavaju 1 + vx > 0 vrijedi

lim 1—-F(t+xf(t))
tta* 1-— F(t)

= (1 + /71‘)_1” )

gdje je x* = sup{z : F(x) < 1}. Neka je X slucajna varijabla s funkcijom distribucije
F te neka je F' € D(G,). Tada nam prethodna relacija govori da za z > 0, z <
(0V (=)~ vrijedi

X —t
lim P >z | X>t)=(1 Al 2.1
i P (2w X5 4) = 0a) o)
Uvjetna distribucija od (X —¢)/f(t) uz uvjet X > ¢ ima grani¢nu distribuciju kada
t1a*

Hy(r):=1—(14~2)" Y, 0<z< 0V (=), (2.2)

gdje se za v = 0 desna strana interpretira kao 1 — e*. Ta klasa funkcija distribu-
cije naziva se klasa generaliziranih Pareto distribucija (GPD). Relacija (1.8) nam
zapravo govori da se od nekog praga t nadalje tj. za X > t funkcija distribucije moze
aproksimativno zapisati kao

1= F(z) ~ (1= F(t) (1—H7 (‘;(—_t;» vt (2.3)

Neka su X7, Xs, ... nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable s funkcijom dis-
tribucije I te neka F,, odgovara empirijskoj funkciji distribucige, F,,(x) = n="> 1" | 1ix,<q} -
Zamijenimo li u relaciji (2.3) t sa X,,_x,, dobivamo

9
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1— F(z) ~ (1= F(Xn_tn)) (1 - H, (x_;((?)k’n)) '

k

Kako je 1 — F(Xy—gn) = 1 — Fo,(Xp—kn) = k/n konaéno dobijemo

1 - Flz) ~ % (1 —H, (%%”)‘“)) . (2.4)

Da bismo mogli primijeniti dobivenu aproksimaciju (2.4) potrebno je procijeniti in-
deks razdiobe ekstremne vrijednosti .

2.1 Uvjet drugog reda

Prisjetimo se relacije (1.6)

. Ulte) = U(t) . a1
t]iglo a(t) a DV( ) ¥ ’

gdje je U = (1/(1 — F))*. Pretpostavimo da postoji funkcija A konstantnog predz-
naka takva da ako lim A(t) = 0 za svaki z > 0, tada

t—o00

U(tzx)-U(t)

lim —2® Dy(@)
postoji. Funkcija A moze biti pozitivna i negativna. Neka je H grani¢na funkcija
te neka je a3 = aA pri ¢emu su a i A funkcije iz (2.5). Tada relaciju (2.5) mozemo
zapisati kao

(2.5)

L Ults) = U(t) = a(t) D, ()

lim e — H(z) . (2.6)

Definicija 3. Funkcija U zadovoljava uvjet drugog reda ako za neku pozitivnu funkciju

a i neku pozitivnu ili negativnu funkciju A takvu da z‘/lim A(t) = 0 vrijedi
— 00

U(te)=U®)  27—1

. a(t) 107 .
tlgglo A0 = H(z), >0, (2.7)

pri cemu H nije oblika H(x) = cD,(x) gdje je ¢ konstanta, odnosno H nije linearna
transformacija funkcije D~ (x) = (27 —1)/v. Posebno, H ne smije biti jednako 0.

Korolar 1. Pretpostavimo da vrijedi relacija (2.7) za sve x > 0. Tada postoji pozi-
tivna funkcija a i pozitivna ili negativna funkcija A takva da

U(tz)-U(t) _ D, () @ s
lim —~) ] :/ 37_1/ u’'duds =: H, ,(z). (2.8)
1 1

t—o0 A(t
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Napomena 2. Funkciju H., , iz (2.8) ponekad cemo pisati kao
1 /27 -1 27 -1
Hypi=~ ( - ) , (2.9)
p\ v+p v

pri cemu je parametar p < 0 i jednaka je:

x”logm—#)&ap:o#V,

xpgl_logx)uzap#oer?

(logz)®,za p=0=" .

=D I 2=

2.2 Hillov procjenitelj

Prisjetimo se relacije (1.9) iz Teorema 1.2.2. koji kaze da je funkcija F' € D(G,) za

v > 0 ako i samo ako
1 — F(tx)

Ekvivalentna forma relacije (1.9) je

t—00 1—F(t)

=27 ~v>0.

= . (2.10)
Parcijalnom integracijom dobivamo

/tooa _ ) = /too(logu ~ log £)dF (u)

s
stoga relaciju (2.10) mozemo zapisati kao

- [ (logu — log t)dF (u)

lim Eyan = . (2.11)

Zamijenimo li u relaciji (2.11) parametar ¢ s uredajnom statistikom X,,_j, te s
empirijskom funkcijom distribucije F),, dobivamo Hillov procjenitelj vy

_ f;i—kn logu — log Xy, ndFy (u)

~

e 1 Fn(Xn—k,n)
ili
1 k—1
i = ;) 108 Xp_in — 108 Xp_pm- (2.12)

Iduci teorem govori o uvjetima uz koje je 4y asimptotski normalan.
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Teorem 2.2.1. Pretpostavimo da funkcija distribucije F' zadovoljava uvjet drugog
reda tj. neka za x > 0 vrijedi

(2.13)

ili ekvivalentno,

1—F(tz) _
i FO w1 B x—l/wﬂ/p -1
t—o0 1 ’
7 Am) 1

gdje je v >0, p <0 i A funkcija takva da tlim A(t) =0. Tada
—00

A
VE(ig —7) S N (—p,»ﬁ) (2.14)
gdje je N standardna normalna distribucija 1

lim VEA (g) — A

n—oo

uz konacan .

Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 3.2.5., str. 74.

2.3 Procjenitelj metodom maksimalne
vjerodostojnosti (MLE)

Klasa funkcija distribucije koje zadovoljavaju F' € D(G.,) za neki v € R ne mogu
biti parametrizirane kona¢nim brojem parametara, stoga procjenitelj metodom mak-
simalne vjerodostojnosti za v ne postoji.

No relacija (2.1) ukazuje da je za vele realizacije slucajne varijable X tj. za X > t,
uvjetna distribucija od % GP distribucija. Kako je klasa GP distribucija para-
metrizirana samo jednim parametrom 7, mozemo primijeniti metodu maksimalne
vjerodostojnosti i na taj nac¢in dobiti koristan procjenitelj za . Kako bi ispravno
koristili uvjet X >t u (2.1) potrebna nam je idu¢a lema. No prije samog iskaza leme

prisjetit ¢emo se pojma uvjetne gustoce.

Definicija 4. Neka je (X,Y) slucajni vektor. Distribuciju slucajne varijable X za
danu vrigednost y slucajne varijable Y zovemo wvjetnom distribucijom od X za dano
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Y = y. Uyjetne distribucije zadaju se uvjetnim gustoéama. Uvjetna gustoéa (ili
uvjetna funkcija vierojatnosti) od X za dano Y =y zadaje se

P<X = :U7Y = y) _ fX,Y(xay)
PY =y) fr(y)

To je ujedno funkcija gustoée neprekidne vjerojatnosne razdiobe koja odgovara uvjet-

noj distribuciji od X uz dano Y = y. Naime, neka je sa Pla < X < blY = y)

oznacena uvjetna vjerojatnost da ée X poprimiti vrijednosti u intervalu [a,b] uz dano
Y =vy. Tada je

fX|Y($|y) =PX=zY =y) = , x € R.

b
Pla<X <ty =p)i= [ forGalpds

Primijetimo da se lijeva strana gornje jednakosti ne racuna po formuli za uvjetnu
vjerojatnost P(A|B) := P(AN B)/P(B) (jer je to nemoguée zbog P(Y = y) = 0)
wako ima istu interpretaciju.

Lema 1. Neka su X, X1, Xo, ..., X,, nezavisne jednako distribuirane slucajne varija-
ble sa zajednickom distribucijom F' te neka su Xy, < X, < ... < X, ,, uredajne
statistike n-tog reda. Zagednicka distribucija od {X;n}i, 111 uz dano Xy, =1t za
neki k =1,...,n — 1 jednaka je zajednickoj distribucijz’ vektora {X *k}k | nezavisnih 1
jednako dzstmbuzmmh slucagnih varijabli {X;}5_| s funkcijom distribucije

Fx) - F(t)

Bla) = P(X <alX > 1) = =270,

T >t.

Dokaz: Neka su Ey, < .. < E,, uredajne statistike nezavisnih i jednako distribu-
iranih sluc¢ajnih varijabli s eksponencijalnom distribucijom tj. F(x) = P(E > z) =
e”®, x > 0. Tada je uvjetna distribucija od (E,—kt+1n, ..., Enyn) uz uviet E,_g, =t,
jednaka distribuciji od (ET,, ..., B} ;) t].

Flz)=PE*>2)=¢ " zan >t (2.15)

Neka je V(x) := (—log(1l — F(z)))". Uvjetna distribucija od (V(En kt1m)s s VI(Enn))
uz uvjet V(E, 1n,) = V(t) jednaka je distribuciji od (V(ET,),...,V(E},)). Sada
za x > V(t) vrijedi P(V(E*) > x) = P(—log(l — F(E*)*) > x) = P(E* >
—log(1 — F(z))), Sto je prema (2.15) jednako

P(E* > —log(1 — F(z))) = e~ (Flog(1=F(z))=t) _  log(1-F(z)) .t =(1—F(z ))et,
Zapisemo li t = V< (V () = —log(1 — F(V(t))) dobivamo

1 - F(x)

P(V(ET) > ) = (1 = F())e" = (1= Fa))e M0 "0 = 12
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Sto je jednako

1-F)  PX>z) PX>anX>V(t)
1-F(V(t) PX>V({E) P(X > V(1)) = PX > X > V(D).

Ovime smo dokazali tvrdnju leme za svaku neprekidnu strogo rastu¢u funkciju dis-
tribucije F'. Na slican se nac¢in tvrdnja dokaze i za opéi slucaj.

Neka su Xj, ..., X, nezavisne jednako distribuirane sluc¢ajne varijable sa zajednickom
distribucijom F. Kako bismo procijenili v potrebno je koncentrirati se na k-torku
statistika gornjeg reda tj. na (X,_n, Xon—k+1n,--.» Xnn) ili ekvivalentno na

<207 Zl7 ceey Zk) = (Xn—k,rw Xn—k+1,n - Xn—k:,n, ceey Xn,n - Xn—k,n) .

Funkcija vjerodostojnosti dobiva se iz uvjetne distribucije od (Z1, ..., Zx) uz uvjet
Zy = t, sto je prema prethodnoj lemi jednako distribuciji uredajne statistike k-tog
reda uzorka (Z7, ..., Z¥) sa zajednickom distribucijom

Fi(t +2) = (F(t+ ) — F())/(1 = F(t)),z > 0. (2.16)

Kako je poredak nebitan u funkciji vjerodostojnosti i kako su po pretpostavci X; neza-
visne, slijedi da su i Z; nezavisne. Time dobivamo k nezavisnih jednako distribuiranih
slucajnih varijabla s funkcijom distribucije jednakom (2.16). Primjenom metode mak-
simalne vjerodostojnosti na Pareto distribuciju, procjenitelj metodom maksimalne
vjerodostojnosti je dobiven maksimizacijom aproksimativne funkcije vjerodostojnosti
L(v, 0,21, .., 2k) = Hle h+ (%) s obzirom na v i o pri ¢emu je z; = Typ_it1.0 — Tnkn
ihy,,=0H,(x/o)/0x .

Primijetimo da ova aproksimativna uvjetna funkcija tezi k co za v < —1 1 za
v/o § —(Xpm — Xp_gn)™', stoga maksimum po svim moguéim vrijednostima od
(v, 0) ne postoji. Koncentrirajmo se na podrucje (v,0) € (—1/2,00) x (0,00). Jed-
nadzbe vjerodostojnosti su

Ologhyo(2) 1 1 f
a—z = ’7_210g(1+%z) _’Y<;+1) @ s
Ologhy o(2) 1 1 — 27

—e  — 7 (;+1> T

Zavrsne jednadzbe u terminima X,,_; 11, — Xp,—k» mogu se pojednostaviti do

1 1 1 (2.17)

{ %Zgzl log (1 + g(Xn—i—&—l,n - Xn—k,n)) =7,

k Zi:l H 2 (Xn—it1,n—Xn—kn) Y+~
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Teorem 2.3.1. Neka su X1, Xo, ... nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable
s funkcijom distribucije F. Pretpostavimo da funkcija F zadovoljava wvjet drugog
reda uz vy > —1/2. Tada za k = k(n) — oo, k/n — 01

lim vVkA <%> =

n—oo

za konacan A, sustav (2.17) ima niz rjesenja (Yarpe, Omre) koja zadovoljavaju

vk <'3/MLE -, TMLE _ 1) it N(Aby,, 2)

a (%)

pri cemu N oznacava standardnu normalnu distribuciju,

y+l —p
by pi= <(1*p)(1+vfp) (1*p)(1+vfp)) , p<0
(1,0) , p=0,

a matrica X je dana s

((1+7)2 —(1+7) )

—(147) 1+ (1+7)?
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 3.4.2., str. 92.

2.4 Procjenitelj metodom momenata (MOM)

U poglavlju 2.2 gdje smo se upoznali s Hillovim procjeniteljem zakljucili smo da je
definiran samo za v > 0. Kako Hillov procjenitelj ima Siroku upotrebu, Zeljeli bismo
razviti njemu slican procjenitelj, ali takav da se moze koristiti ne samo za v > 0 ve¢
za svaki v € R.

Lema 2. Neka su X1, Xo, ... nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable s funk-
cijom distribucije F' i neka je F' € D(G,), 2* =U(c0) >0 tj. zax >0

th(tx)—U(t)_x'Y—l
N

Definirajmo za j = 1,2,

o
—_

M) = Z (log Xp—in — log Xp—gn) - (2.18)

i

I
o
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Tada za k = k(n) — oo, k/n— 0, n — oo,

gdje je - = min(0, ).
Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 3.5.1., str. 101.

Ova lema nam pomaze da pronademo konzistentan procjenitelj za v kada je v < 0
jer pod tim uvjetima

2
(1)
(Mﬁ> B 12
MmP o 21=n)
Kao sto smo i spomenuli, vrijedi

(2.19)

. P
VH = Y+ -
Kombinacijom Hillovog procjenitelja i statistike iz (2.18) dobivamo iduéu relaciju
kojom definiramo procjenitelja za v € R :

1)
A o 1 ()
=MD 41— [1->—2L . (2.20)

2 M

Teorem 2.4.1. Neka su X1, Xs, ... nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable
s funkcijom distribucije F'. Pretpostavimo da je F' € D(G.) te da je x* > 0. Tada

. P
T —
za v € R. Sligedi da je 4y konzistentan procjenitelj za .

Napomena 3. Procjenitelj Y iz relacije (2.20) naziva se procjenitelj metodom mo-
menata.

Napomena 4. U iducem teoremu pokazat é¢emo uz koje je uvjete procjenitely meto-
dom momenata asimptotski normalan. Pritom c¢emo koristiti funkciju () konstantnog

predznaka
A(t) 7<p<0
Q(t)z V+_%7p<7§02l27:_p7
’ _p _
A(t) 7>p=0.



2.5. ASIMPTOTSKA SVOJSTVA PROCJENITELJA INDEKSA 17

Teorem 2.4.2. (Dekkers, Finmahl, de Haan (1989)) Neka su Xi, X, ... jednako
distribuirane slucajne varijable s funkcijom distribucije F'. Pretpostavimo da vrijedi
uvjet drugog reda definiran relacijom (2.8). Ako vrijedi

lim VEQ (%) =A

n—oo

gdje je Q funkcija definirana u Napomeni 4 te A konacna, tada
VEGu —7) =4 N(Ab,,, var,) (2.21)
gdje je N standardna normalna distribucija,

( (1—)(1-2v)

T2 0 1 <P=0,
A=, p<y <0,
brp = — e - 0<~v<-—p,
%i%”, O<y<—pilivy>—p>0,
(1, ¥>p=0,

{7”+1, v>0
vary =193 (1=9?0-=29)(1—7+6+%)
asaa 0 V<0

Dokaz: Vidi u [2] dokaz teorema 3.5.4., str. 104.

2.5 Asimptotska svojstva procjenitelja indeksa

Do sada smo spomenuli nekoliko procjenitelja indeksa ekstremih vrijednosti, Hillov
procjenitelj (9g), procjenitelj metodom momenata (MOM) (9,/) i procjenitelj me-
todom maksimalne vjerodostojnosti (MLE) (9arg). Prisjetimo se kako je Hillov
procjenitelj definiran samo za v > 0, MOM za v € R, a MLE za v > —%.

U prethodnim poglavljima smo vidjeli kako su uz odredene uvjete sva tri procjenitelja
asimptotski normalna, §to znac¢i da za n nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih
varijabla uz konstantu £ vrijedi

\/E(ﬁ — ) = JvaryN + Ab, ,

gdje je N standardna normalna distribucija, a konstante A\, var,, b, , poznate (vidi
Teoreme 2.2.1, 2.3.1 1 2.4.2).
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Za asimptotsku normalnost procjenitelja MLE zahtjevamo uvjet drugog reda defi-
niran relacijom (2.7) uz pomoénu funkciju drugog reda A i uz k koji zadovoljava
\/EA(n/ k) — A € R. Za asimptotsku normalnost Hillovog procjenitelja zahtjevamo
uvjet drugog reda definiran relacijom (2.13) uz pomoénu funkciju drugog reda A, a
za MOM uvjet drugog reda iz relacije (2.8) gdje je p # =, uz pomoénu funkciju @
definiranu u Napomeni 4 i k takav da VEQ(n/k) = A€ R .

25

20

15

vary
10

Slika 2.1: Asimptotska varijabilnost

Na Slici 2.1 usporedili smo asimptotsku varijabilnost procjenitelja metodom mome-
nata, procjenitelja metodom maksimalne vjerodnostojnosti i Hillovog procjenitelja.
Uoc¢imo kako Hillov procjenitelj ima najmanju asimptotsku varijabilnost na skupu
v € (0,00). Za pozitivne vrijednosti v, MLE ima najveéu asimptotsku varijabilnost,
a Hillov procjenitelj najmanju. Negativne vrijednosti od v procjenjuje MOM stoga
on ima najmanju varijabilnost za v < 0. Takoder mozemo uociti kako se MLE i
MOM ne razlikuju znacajno kada je v blizu nule.



Poglavlje 3

Procjena ekstremnih kvantila i
repa razdiobe

3.1 Procjena funkcije skale

Neka je F' u domeni atrakcije distribucije ekstremnih vrijednosti tj. neka za a,, > 0 i
b, te v € R vrijedi

lim F"(a,z + b,) = exp <— (1+ vx)_l/A’) 1+ vz>0. (3.1)
n—oo
Tada za neku pozitivnu funkciju a i za funkciju b(t) = U(t) = F< (1 — 1/t) vrijedi
_ R
lim Ute) — U(t) a1
tmeoa(t) gl

za x > 0. Nadalje pretpostavimo da za x > 0, p < 0 i funkciju A konstantnog predz-
naka takvu da A(t) — 0, t — oo vrijedi uvjet drugog reda,

(3.2)

Ultz)-U(t)  z7—1

- — 1 /27t — 1 71

lim ) 1 == (x i ) . (3.3)
=0 A(t) p\ ytp g

Sada mozemo definirati procjenitelj za funkciju skale a vezanog uz moment procjeni-

telja od 7, 45s. Definirajmo prvo

, (3-4)

gdje je MY za j = 1,2 definiran relacijom (2.18). Sada je procjenitelj za funkciju
skale jednak

19
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a (ﬁ) = Gar = X g MID(1 = 40). (3.5)

3.2 Procjena ekstremnih kvantila

Kao i kod procjene funkcije skale u potpoglavlju (3.1) uzmimo relacije (3.1) —(3.3) kao
polazne pretpostavke. Pretpostavimo da je za odgovarajuce procjenitelje 7, a(n/k) i
b(n/k),

ﬁ(&—y,a(z) _1, (F)_U(E)> = (T, A, B), n— 00 (3.6)
a (%)

gdje su (I', A, B) normalne slucajne varijable. Sada mozemo razmatrati procjenu ek-

stremnih kvantila. Neka je x, := U(1/p) kvantil koji zelimo procjeniti. Slucajevi koji

nas narocito zanimaju su oni gdje je ocekivani broj opazanja iznad x,, tj. np mali

broj. To znac¢i da zelimo ekstrapolirati kvantile i izvan opsega dostupnih opazanja.

Stoga pretpostavljamo da p ovisi o n, tj. p = p,, i da

lim p, = 0.

n—oo

Zelimo z,,, procijeniti pomocu relacije 1 — F(x,,) = p, ili ekvivalentno iz x,, =
U(1/pn) s pn — 0 dok n — oo.

Teorem 3.2.1. Pretpostavimo da za neku funkciju A takvu da A(t) — 0, t — o0
vrijedi uvjet drugog reda (3.3). Pretpostavimo nadalje:

1. parametar drugog reda p je negativan i jednak 0, a vy je negativan;,

2. k=1k(n) = oo, n/k = o0 i VEA(n/k) = A€ R, n — oo;

3. wyjet (3.6) vrijedi za odgovarajuce procjenitelje od vy, a(n/k) i U(n/k);
4. npn = o(k) i log(npy,) = o(Vk), n — oo.

Definirajmo

=5 () +a (2) @)1, (L) 87

Tada, kako n — oo vrijedi,

Vi =T Py 2By T - A=
@By T T
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gdje su I' i B normalno distribuirane slucajne varijable, d, = k/(np,), V- =
min(0, ) i gdje za t > 1 vrijedi

q,(t) == [} s og s ds.

Dokaz Vidi u [2] dokaz teorema 4.3.1., str. 135.

Napomena 5. Kod procjene kvantila koristimo se procjeniteljem za funkciju skale
a te procjeniteljem indeksa ekstremne vrigednosti 4 koje smo naveli u prethodnim
poglavljima, kao i procjeniteljem lokacijske funkcije b koju do sada nismo spomenuli.
Za procjenitelj funkcije by, := U(n/k) uzima se njegov empirijski analog tj. b :=
bn/k = Xn—k,n-

Napomena 6. Uvjet np, = o(k) iz Teorema 3.2.1. znaci da lim np,/k =0 tj. da k

n—oo

raste puno brie od np,. Posebno, kada np, — 0 uvjet log(np,) = o(\/k) nam zapravo
govori da ne smijemo pretjerati s ekstrapoliranjem.

3.3 Procjena repa

Neka je F' u domeni atrakcije distribucije ekstremnih vrijednosti. Za velike vrijednosti
x zelimo procijeniti
p=1—F(z).

Kao kod procjene funkcije skale i kvantila neka su relacije (3.1)-(3.3) polazne pretpos-
tavke. Ovdje posebno, x ovisi o n, pa je x = z,, te p, = 1 — F(z,) — 0. Definirajmo
dodatno:

. k
d" T on(1-F(zn)) "

Za procjenu repa koristeéi relaciju (2.4) dobivamo

(o

Q>
=3

W\ N\ 1/
)(E)>> . (3.8)

~ k ~Ln —
Ppi=—|max | 0,1+ y———"
n (

uz poznati x,,.

3.4 Procjena desne krajnje tocke razdiobe

Pretpostavimo da je F' € D(G.) za neki negativan y. U tom je slucaju desna krajnja
tocka z* sigurno konacna. Sada, ako u relaciji (3.7) postavimo p, = 0 dobijemo
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procjenitelj desne krajnje tocke

3= b (ﬁ) _ 4R (3.9)




Poglavlje 4

Primjena teorije ekstremnih
vrijednosti na rekorde u atletici

Primjenom teorije ekstremnih vrijednosti na svjetske rekorde u atletici pokusat ¢emo
odgovoriti na dva pitanja: koji je ultimativan tj. konacan svjetski rekord u pojedinoj
atletskoj disciplini te koliko je "dobar” trenutni rekord pojedine discipline, odnosno
koliko je tesko poboljsati ga?

U gotovo svim dosadasnjim pokuSajima predvidanja ultimativnih svjetskih rekorda
promatralo se poboljsanje rekorda kroz vrijeme. U ovom radu, gore navedenim pro-
blemima pristupit ¢emo na drugaciji nacin. Koristit ¢emo sva najbolja sportska pos-
tignuc¢a u pojedinoj disciplini tj. osobne rekorde najboljih svjetskih atleticara. Tako
dobivena procjena ultimativnog rekorda rec¢i ¢e nam Sto je moguce posti¢i u bliznoj
buduénosti s obzirom na danasnje fizicke sposobnosti, znanje i sportsku opremu te
regulativu o zabranjenim supstancama u sportu.

Odgovore na gornja pitanja pokusat ¢emo dati za 10 atletskih disciplina: 5 trkackih,
2 skakacke i 3 bacacke discipline, a to su, trcanje na 100 metara, tréanje na 400
metara, tréanje na 800 metara, tréanje na 1500 metara, maraton, skok u dalj, skok u
vis te bacanje kladiva, bacanje koplja i bacanje diska.

4.1 Podaci

Za svaku od 20 disciplina (10 za muskarce i 10 za zene) prikupili smo podatke o
osobnim rekordima najboljih atleticara. Pritom smo brinuli da lista prikupljenih po-
dataka bude sto potpunija. Toc¢nije, ako se pojedini atleticar pojavljuje na listi, tada

23
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se svi atleticari s boljim osobnim rekordom takoder moraju pojaviti na listi.

Kako smo napomenuli, naglasak je na najboljim osobnim rekordima, a ne na razvoju
rekorda kroz vrijeme. Zbog toga se svaki atleticar na nasoj listi pojavljuje tocno
jednom cak i ako je oborio svjetski rekord nekoliko puta.

Podatke smo prikupili sa sluzbene web stranice Medunarodnog atletskog saveza (In-
ternational Association of Athletics Federation (IAAF)) te smo promatrali sve zabi-
ljezene najbolje osobne rezultate pojedinih disciplina zakljuéno s krajem 2017. go-
dine. Na stranicama [AAF-e po pojedinoj disciplini odredena je gornja (trkacke
discipline) odnosno donja granica (skakacke i bacacke discipline) za uvrstavanje po-
jedinog atleticara na listu najboljih svjetskih rekorda. Svi rekordi koje smo uzeli u
obzir postignuti su na natjecanjima s elektronskim mjerenjem vremena.

Baza podataka sastoji se od priblizno 16000 podataka, pri cemu oko 9000 podataka
¢ine postignuca atleticara te oko 7000 podataka postignuca atleticarki. U Tablici 4.1
dat ¢emo kratak pregled baze podataka s brojem zabiljezenih rekorda po disciplini te
s najboljim odnosno najslabijim rezultatom.

Muskarci Zene

Broj Najbolji Najslabiji ~ Broj Najbolji Najslabiji

Discinli
iseipina podataka rezultat rezultat podataka rezultat rezultat

Trcanje na 100 m 1757 9.58 10.30 1649 10.49 11.50
Trcanje na 400 m 697 43.03 45.50 729 47.60 52.00
Trcanje na 800 m 647 1:40.91  1:46.00 920 1:53.28  2:02.00
Trcéanje na 1500 m 912 3:26.00  3:38.00 856 3:50.07  4:10.00

Maraton 1806 2:02:57  2:12:00 794 2:15:25  2:30:00
Skok u vis 769 2.45 2.25 198 2.09 1.95
Skok u dalj 856 8.95 8.00 285 7.52 6.75

Bacanje diska D77 74.08 62.00 133 76.80 65.00
Bacanje kladiva 455 86.74 74.01 924 82.98 60.00
Bacanje koplja 359 98.48 80.00 496 72.28 55.04

Tablica 4.1: Sazetak podataka
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Sve udaljenosti u skakackim i bacackim disciplinama iskazane su u metrima pa je veci
rezultat ujedno i bolji. Sva vremena u trkackim disciplinama su iskazana u sekun-
dama, i Sto je manje sekunda to je rezultat bolji. Kako bismo uravnotezili podatke
svih triju disciplina, vremena trc¢anja u sekundama smo transformirali u prosje¢nu
brzinu. Na taj nacin dobili smo veli¢inu izrazenu u jedinici km/h. Jasno, $to je veca
brzina bolji je rezultat.

Kod pojedinih disciplina, pogotovo trkackih na kra¢im relacijama, pojavljuje se veliki
broj istih rezultata. Na primjer, 137 muskih atleticara istrcalo je 100 metara za 10.30
sekundi, njih 110 za 10.29 sekundi itd. To ne mora znaciti da su pravi rezultati zbilja
isti, ve¢ da mjerenje vremena nije savrseno. Veliki broj ponavljanja moze uzrokovati
probleme u procjenama stoga smo ih "izgladili”. Na primjer, pretpostavimo da m
atleticara ima isti osobni rekord u tréanju na 100 metara od 10.30 sekundi. Tada smo
tih m rezultata razvukli duz intervala (10.295, 10.305) formulom

2j —1

d; = 10.295 + 0.01 L i=1,..,m.

m

4.2 Procjena indeksa ekstremne vrijednosti

Primjenom procjenitelja definiranih u prethodnim poglavljima na podatke opisane u
poglavlju 4.1 pokusat ¢emo odgovoriti na pitanja: koji je ultimativan svjetski rekord
te koliko je dobar trenutni rekord?

Uzmimo u obzir jednu atletsku disciplinu, npr. tréanje na 100 metara kod muskaraca
te s X1, X, ..., X, oznacimo n osobnih rekorda swvih atleticara u toj disciplini. Kako
je tocnu definiciju ” atleticara” tesko odrediti, tako je i mjerenje tocnog broja n tezak
zadatak. Naravno, broj n mnogo je veéi od broja podataka u pojedinoj disciplini
(tocnije, 1757 kod trc¢anja na 100 m) jer smo nasu bazu podataka napravili od osob-
nih rekorda najboljih atleticara. No u nasim procjenama tocan broj n ne¢e nam biti
vazan.

Sada, neka je X;, < X,, < .. < X,, uredajna statistika pri cemu X,,,, oznacava
svjetski rekord u toj disciplini. Prisjetimo se kako smo vrijeme tréanja transformirali
u brzinu, stoga vrijedi Sto je ve¢a brzina to je rezultat bolji, analogno sto je veca
visina skoka ili ve¢a udaljenost bacanja to je rezultat bolji.

Prvi korak u nasim procjenama je procjena indeksa ekstreme vrijednosti za 10 odabra-
nih atletskih disciplina, posebno za muskarce i za zene. Procjenitelj indeksa razdiobe
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ekstremne vrijednosti nacrtat ¢emo kao funkciju od k pri ¢emu je 1 < k < [, a l
oznacava broj osobnih rekorda najboljih atleticara u toj disciplini tj. broj podataka
pojedine discipline iz Tablice 4.1.

01

Shape (xi)
00

-0.1

10 130 250 371 491 612 732 853 973 1154 1335 1516 1696

Slika 4.1: MLE i MOM procjenitelj indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti za disci-
plinu tréanje na 100 m (muskarci)

0.1

— MLE

0.0
!

Shape (xi)
01

=02
1

-0.3

04

10 123 236 349 462 575 688 801 914 1027 1196 1366 1535 1649
Slika 4.2: MLE i MOM procjenitelj indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti za disci-

plinu tréanje na 100 m (Zene)

Na Slikama 4.1 i 4.2 prikazali smo procjenitelje metodom maksimalne vjerodostojnosti
(AmrLE) te procjenitelje metodom momenata (9,7) kao funkcije od k, pri ¢emu je kod



4.2. PROCJENA INDEKSA EKSTREMNE VRIJEDNOSTI 27

procjene indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti za trcanje muskaraca, 1 < k < 1756,
a kod zena, 1 < k < 1648.

Graf funkcije procjenitelja metodom momenata dobili smo samostalnom implemen-
tacijom formula (2.18) i (2.20) u programskom jeziku R. Nadalje, kako ne postoji
eksplicitna formula za maksimizaciju funkcije vjerodostojnosti, za dobivanje MLE
procjenitelja potrebne su odgovaraju¢e numericke metode. U R — u postoji nekoliko
paketa koja sadrze razne statisticke procedure iz teoriju ekstremnih vrijednosti. Graf
funkcije MLE procjenitelja nacrtali smo koriste¢i gotovu naredbu u R — u.

Uoc¢imo na slikama kako je za male vrijednosti k varijabilnost oba procjenitelja veca
te kako se povecanjem k varijabilnost znac¢ajno smanjuje. Takoder vidimo kako se oba
procjenitelja ponasaju dosta slicno, s manjim odstupanja. Za jako male vrijednosti
od k indeks ekstremne vrijednosti je pozitivan, ali povecanjem vrijednosti od k, v je
manji od nule.

Crtanjem preostalih grafova mozemo zakljuciti kako je za sve discipline gotovo uvijek
v < 0. Takoder vidimo kako zakljucci doneseni na temelju prva dva grafa, vrijede i

za ostale.

400 m (muskarci) 400 m (zene)

— MLE
- MoM

0.0

1)
-0.1

-02

Shape (x
Shape (xi)

-0.3

04

10 57 104 152 199 246 204 341 380 436 483 531 578 625 673 15 64 113 162 211 261 310 359 408 458 507 5506 605 655 704
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Shape (i)

Shape (xi)

Shape (i)

=015 -0.10 -0.05

-0.20

-040 -035 -030 -0.25

-0.1 0.0
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04 03

05

-06

-0.4 02 0.0 02

086

Skok u vis (muskarci)

10 62 114 167 219 271 324 376 428 481 533 585 638 690 742

Skok u dalj (muskarci)

Shape (xi)

00

-0.2

04

-06
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Skok u vis (Zene)

10 22 35 48 61 74 87 100 113 126 139 152 165 178 191

Skok u dalj (zene)

;

Shape (xi)

0.0

0.2

04

-06

-08

— MLE
- MOM

20 77 135 192 250 308 365 423 481 538 596 654 711 769 827

Bacanje diska (muskarci)

— MLE
- MOM

10 49 88 127 166 205 244 283 322 361 401 440 479 518 557

20 38 56 74 93 111 129 147 166 184 202 221 239 257 275

Bacanje diska (Zene)

10 18 26 35 43 52 60 69 77 8 94 103 111 120 128

29
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Bacanje kladiva (muskarci) Bacanje kladiva (zene)

— MLE
--- MOM

Shape (xi)
Shape (xi]

10 40 71 102 148 194 240 286 332 378 424 455 10 73 136 230 325 419 514 608 703 79T 692

Bacanje koplja (muskarci) Bacanje koplja (zene)

02
1

Shape (xi)
Shape (i)

— MLE
--- MOM

-08
1

-0.6

10 34 58 82 106 142 178 214 250 286 322 359 20 52 85 118 151 184 233 266 299 348 381 430 463 496

Tablica 4.2: MLE i MOM procjenitelji indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti za
preostale atletske discipline (kod muskaraca i Zena)

Na temelju dobivenih grafova na Slikama 4.1 i 4.2, ali i na ostalim grafovima u
Tablici 4.2 nije odmah ocito koju ¢emo procjenu indeksa ekstremne vrijednosti uzeti.
Stoga ¢emo uzeti u obzir jos jedan dodatan procjenitelj koji ima dobra svojstva kada
je v < 0. Uoc¢imo prvo kako je formula za 4y iz relacije (2.12) jednaka formuli za
MY iz relacije (2.18). Prisjetimo se sada relacije (2.20) koja nam daje formulu za

racunanje MOM procjenitelja

te uocimo kako je "prvi dio” MOM procjenitelja upravo Hillov procjenitelj. Kako je
Hillov procjenitelj definiran samo za + > 0, koristit ¢emo samo "drugi dio” MOM
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procjenitelja tj.

1 (Mél))2
By m1—= 1o — L

2 M

Na Slikama 4.3 i 4.4 prikazat ¢emo sva tri procjenitelja na istom grafu, Yayre, Y ¢ 3
za disciplinu trcanje na 100 metara kod muskaraca i kod Zena.

0.1

Shape (xi)
0.0

-0.1

10 130 250 371 491 612 732 853 973 1154 1335 1516 1696

Slika 4.3: Procjenitelji Yapr, Y @ 43 za disciplinu tréanje na 100 m (muskarci)

— MLE
MOM
—— 3.procjenitel]

10 123 236 349 462 575 688 801 914 1083 1253 1422 1592

Slika 4.4: Procjenitelji e, Y @ 43 za disciplinu tréanje na 100 m (Zene)

Za svaku disciplinu promatrali smo grafove tih triju procjenitelja te smo pokusali
pronac¢i prvu stabilnu regiju od k. Tocnije, za vrijednosti od k izmedu 50 i 250
pokusali smo pronaci prvi skup od barem 50 uzastopnih & takvih da procjenjene vri-
jednosti indeksa za takve k ne osciliraju previse.
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Opcenito, pronalazak dobrih vrijednosti za k na kojima ¢emo bazirati nase procjeni-
telje, problem je koji se ¢esto javlja u praksi. Metoda koju smo gore opisali i koju
smo koristili prilikom procjene ¢esto je koristena u literaturi i u praksi i upravo je ta
metoda koristena u [I]. U poglavlju 4.5 dodatno é¢emo se osvrnuti na pitanje koliko je
sam proces procjene indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti osjetljiv na lose odabrane
vrijednosti od k.

Procijenimo sada indekse ekstremnih vrijednosti svih disciplina. Postupak procjene
detaljno ¢emo prikazati na disciplini tréanje na 100 metara kod muskaraca i kod zena.
Na Slikama 4.5, 4.6 i 4.7 prikazat ¢emo zasebno procjenitelje yyrrp, Y ¢ Y3 za dis-
ciplinu tréanje na 100 m (muskarci) koncentrirajuéi se na vrijednosti 50 < &k < 250
te ¢emo vertikalnim crtama oznaciti donju, odnosno gornju granicu regije od k koju
smo odredili kao prvu stabilnu regiju od k.

A

50 83 77 91 105 118 132 146 160 174 187 201 215 229 243

01

-0.1

Slika 4.5: Procjenitelj /e (100 m muskarci)
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-020 -015 -010 -005 000 005

T T T
50 100 150 200 250

Slika 4.6: Procjenitelj 45, (100 m muskarci)

0.1

— drugi dic MOM-a

ﬂﬂ

00
1

-0.1

-02
I

N

T T T
50 100 150 200 250

Slika 4.7: Procjenitelj 43 (100 m muskarci)

Kod procjenitelja 4,1 p takvu stabilnu regiju odabrali smo izmedu £ = 100 i & = 210,
a kod 4y 1 43 procjenitelja izmedu £ = 100 i k£ = 200. Nakon odredivanja regija,
odredili smo prosjecne vrijednosti svakog pojedinog procjenitelja na toj regiji.

AMLE M V3

-0.086 -0.092 -0.097

Prosjecne
vrijednosti

Tablica 4.3: Prosjecne vrijednosti svih procjenitelja (100 m muskarci)



POGLAVLJE 4. PRIMJENA TEORIJE EKSTREMNIH VRIJEDNOSTI NA
34 REKORDE U ATLETICI

Prosjek tih triju procjena daju nam konacnu procjenu indeksa razdiobe ekstremne
vrijednosti za disciplinu tréanje na 100 metara kod muskaraca (4 = —0.092). Na Slici
4.8 horizontalnom iscrtkanom linijom nacrtali smo kona¢nu procjenu 4.

01

— MLE

MOM
— 3.procjenitel]

Shape (xi)

0.1

02
|

10 130 250 371 491 612 732 853 973 1154 1335 1516 1696

Slika 4.8: Procjenitelj 4 (100 m muskarci)

Na Slikama 4.9, 4.10 i 4.11 prikazat ¢emo zasebno sva tri procjenitelja za disciplinu
tréanje na 100 m kod Zena koncentrirajuci se na vrijednosti 50 < k& < 250 te ¢emo,
kao i kod tréanja muskaraca na 100 metara, oznaciti stabilne regije i izracunati pro-
sjeke tih regija kod svih procjenitelja.

-0.15

040 035 030 025
1 I I I I
=
3 !

-0.20

\/_/

50 63 77 91 105 118 132 146 160 174 187 201 215 229 243

Slika 4.9: Procjenitelj /e (100 m Zene)
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MOM

-045 -040 -035 -030 -025 -020 -0.15

T T T T
50 100 150 200 250

Slika 4.10: Procjenitelj 45, (100 m Zene)

— drugi dio MOM-a %w/’

-045 -040 035 -030 -025 -020 -0.15

T T T T
50 100 150 200 250

Slika 4.11: Procjenitelj 45 (100 m zene)

~

YMLE VM Y3

-0.182 -0.155 -0.169

Prosjecne
vrijednosti

Tablica 4.4: Prosjecne vrijednosti svih procjenitelja (100 m zene)

Kod procjenitelja a5, stabilnu regiju za k& smo odabrali izmedu k£ =90 i1 £ = 180,
a kod s 143 izmedu k£ = 150 1 k£ = 220.

U Tablici 4.4 prikazali smo dobivene rezultate iz kojih, racunajuéi prosjek, konaéno
dobivamo procjenitelj indeksa ekstremne vrijednosti za disciplinu tr¢anje na 100 me-
tara kod zena (4 = —0.168). Na Slici 4.12 horizontalnom iscrtkanom linijom nacrtali
smo kona¢nu procjenu od 7.



POGLAVLJE 4. PRIMJENA TEORIJE EKSTREMNIH VRIJEDNOSTI NA
36 REKORDE U ATLETICI

— MLE

—— 3.procjenitelj

Shape (xi)

05 -04 -03 -02 -01 00 01 02

10 123 236 349 462 575 688 801 914 1083 1253 1422 1592

Slika 4.12: Procjenitelj 4 (100 m Zene)

Na isti na¢in procijenili smo indekse razdiobe ekstremne vrijednosti i za preostale
discipline. Dobiveni rezultati prikazani su u Tablici 4.5. Vidimo kako su doista sve
procijenjene vrijednosti od v manje od 0, osim jedne pozitivne vrijednosti 4 = 0.012
kod discipline skoka u dalj kod muskaraca.

Disciplina Muskarci Zene

Trcanje na 100 m  -0.092  -0.168
Trcanje na 400 m  -0.047  -0.160
Trcanje na 800 m  -0.226  -0.247
Trcanje na 1500 m  -0.224  -0.271

Maraton -0.243  -0.190
Skok u vis -0.231  -0.254
Skok u dalj 0.012 -0.117

Bacanje diska -0.245  -0.149

Bacanje kladiva -0.401  -0.332
Bacanje koplja -0.162  -0.316

Tablica 4.5: Procijenjene vrijednosti %
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4.3 Procjena ultimativnog svjetskog rekorda
pojedine discipline

Nakon procjene indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti za sve discipline, iduce pi-
tanje kojim ¢emo se baviti je koji je ultimativan svjetski rekord pojedine discipline.
Procjenom krajnje desne tocke funkcije distribucije F' tj. x* := sup{z|F(z) < 1}
zapravo procjenjujemo ultimativan svjetski rekord.

Kod procjene krajnje desne tocke pretpostavljamo da jey < 0 jer jezay > 0, 2* = 00
Sto smo i komentirali u poglavlju 1.2. Zbog te pretpostavke ne¢emo procjenjivati z*
kod disciplina kod kojih je 4 pozitivan ili jako blizu nuli. Takav slucaj pojavljuje se
kod dvije discipline, trcanje na 400 m kod muskaraca i skok u dalj kod muskaraca.
Relativno visoke vrijednosti od 4 ukazuju kako je moguce ostvariti znacajan napredak
trenutnog svjetskog rekorda.

Prisjetimo se relacije (3.9) pomoc¢u koje smo dobili procjenitelj krajnje desne tocke

b= () _a(y)

k ~ Y

pri ¢emu je procjenitelj za funkciju skale a (%) dan relacijom (3.5)

a (%) = Xk M (1= 42)

gdje je 4_ jednak relaciji (3.4), a procjenitelj funkcije b (%) je l;(%) = Xn—kon-

Sada ¢emo, koriste¢i gornje relacije i dobivene podatke o procijenjenim vrijednostima
od ~ iz Tablice 4.5, nacrtati grafove funkcija procjenitelja krajnje desne tocke kao
funkcije od k. Kako koristimo fiksne procjenitelje od v, ovisnost o k se oc¢itava samo
kroz X, _jn 1 Mfll). Nadalje, koristeci istu metodu kao i kod procjene indeksa razdiobe
ekstremne vrijednosti procijenit ¢emo krajnju desnu tocku svake funkcije distribucije
tj. ultimativan svjetski rekord svake discipline.

U Tablici 4.6 graficki ¢emo prikazati procjenitelje krajnje desne tocke kao funkcije
od k i to za sve navedene atletske discipline osim tréanja na 400 m kod muskaraca i
skoka u dalj kod muskaraca. Zatim ¢emo dobivene procjenitelje pojedinih disciplina
iskazanih u brzinama ponovno transformirati u vrijeme. Konacno, sve dobivene re-
zultate prikazat ¢emo u Tablici 4.7 zajedno s trenutnim svjetskim rekordom za svaku
disciplinu.
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Bacanje koplja (muskarci) Bacanje koplja (zene)
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k [

Tablica 4.6: Procjenitelji krajnje desne tocke atletskih disciplina (kod muskaraca i
zena)

Muskarci Zene
Disciplina Krajnja tocka Svjetski rekord Krajnja tocka Svjetski rekord

Trcanje na 100 m 9.28 9.58 10.03 10.49
Tréanje na 400 m / 43.18 45.59 47.60

Trcanje na 800 m 1:39.16 1:40.91 1:52.55 1:53.28

Trcanje na 1500 m 3:21.50 3:26.00 3:49.10 3:50.07

Maraton 2:01:56 2:02:57 2:02:56 2:15:25
Skok u vis 2.52 2.45 2.16 2.09
Skok u dalj / 8.95 8.37 7.52
Bacanje diska 76.83 74.08 87.27 76.80
Bacanje kladiva 87.27 86.74 83.15 82.98
Bacanje koplja 107.00 98.48 74.65 72.28

Tablica 4.7: Procijenjene vrijednosti £* zajedno s trenutnim svjetskim rekordom
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Rezultati dobiveni nasom analizom prikazani u Tablici 4.7 pokazuju kako je kod
tréanja na krace relacije (100 m, 400 m, 800 m, 1500 m) manje prostora za po-
boljsanje rekorda. Takoder, po ovoj analizi u muskom maratonu moguce je posti¢i
mali napredak od 1 minute (0.83%), dok je kod Zenskog maratona mogucée znatno
popraviti trenutni svjetski rekord i to za gotovo 13 minuta (9.22%). S druge strane,
u disciplini bacanja koplja kod muskaraca moguce je veliko poboljsanje trenutnog re-
korda za ¢ak 8 metara (8.65%), dok je kod zena u toj disciplini moguce poboljsanje od
svega 2 metra (3.28%). Konac¢no, prema nasoj analizi najveée poboljsanje je ostvarivo
u bacanju diska kod zena (13.63%).

4.4 Procjena kvalitete trenutnog svjetskog
rekorda

Iduée vazno pitanje kojim ¢emo se baviti je kvaliteta trenutnog svjetskog rekorda

pojedine discipline, odnosno koliko je tesko poboljsati ga. Kwalitetu svijetskog re-

korda mjerimo pomoéu n(1 — F(X,,)), $to je o¢ekivani broj prekoracenja trenutnog

svjetskog rekorda X, ,,. Sto je taj broj manji, to je teze poboljsati trenutni rekord,
odnosno to je rekord bolji.

Razlika izmedu procijenjenog ultimativnog svjetskog rekorda i trenutnog svjetskog
rekorda tj. z* — X, ,, €¢ini nam se kao prirodan nacin za racunanje kvalitete trenutnog
svjetskog rekorda, medutim na taj nacin ne uzimamo u obzir ponasanje repa funkcije
distribucije F'.

Sada, prisjetimo se relacije (3.8)

A -1/4
N k AXnn - b
Ppi=—|max | 0,1 4+y—— .
n a

Kako je p, = 1 — F(X,,,) te ako sve pomnozimo s n dobit ¢emo upravo procjenu od
n(l — F(X,,)). Trazeni procjenitelj za kvalitetu svjetskog rekorda je

A\ -1
Q:=n(l—F(X,.) =k [max (o, 1+ VX””T_b)] . (4.1)

U idu¢em teoremu pokazat ¢emo svojstva grani¢ne distribucije od Q.

Teorem 4.4.1. Neka je v > —1/2. Neka je F' neprekidna funkcija distribucije te
pretpostavimo da U zadovoljava uvjet drugog reda (2.7) gdje je p < 0. Pretpostavimo
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da je k — oo, k/n — 0 i VEA(n/k) — X € R. Nadalje pretpostavimo da su

_ 1) VE (—b(%) _ b(%)) NVEGR =)

dee

svi Op(1). Tada vrijedi

a(})

Q% Exp(1),

kako n — oc.
Dokaz: Vidi u [I] dokaz Teorema 1.

Napomena 7. Matematicka oznaka O,(1) opisuje grani¢no ponaSange funkcije te
nam govori kako vrijednosti triju navedenih funkcija u prethodnom teoremu teZe ka
konstanti dok k — oo.

U postupku procjene kvalitete svjetskog rekorda

Y i -1/
Q: =k [max (O, 1+ ’?%)]

koristit ¢emo istu metodu kao i kod procjene indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti
i krajnje desne tocke, traze¢i prvu stabilnu regiju od k gdje je 50 < k& < 250.

Uocimo pritom u relaciji (4.1) kako procjenitelj @ ovisi i o n, stoga nije potpuno tri-
vijalan s obzirom da razlicite vrijednosti od n donekle otezavaju usporedbu kvalitete
svjetskog rekorda po disciplinama. Medutim, prilikom nase procjene ne¢emo koristiti
konkretan n, gdje n predstavlja broj swih atleticara u pojedinoj disciplini iz razloga
jer je sama definicija atleticara nejasna pa je i definiranje i mjerenje broja n tesko.

Takoder, prilikom procjene koristit ¢emo fiksne procjenitelje od ~ iz Tablice 4.5.
U Tablici 4.8 graficki ¢emo prikazati procijenjene kvalitete svjetskih rekorda svake
atletske discipline kao funkcije od k.
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Skok u dalj (muskarci) Skok u dalj (zene)

Bacanje diska (muskarci) Bacanje diska (zene)

Bacanje kladiva (muskarci) Bacanje kladiva (zene)




4.4. PROCJENA KVALITETE TRENUTNOG SVJETSKOG REKORDA 47

Bacanje koplja (muskarci) Bacanje koplja (Zene)

15
15

0.0

Tablica 4.8: Procjenitelj kvalitete trenutnog svjetskog rekorda () za pojedine atletske
discipline (kod muskaraca i zena)

Na temelju rezultata iz Teorema 4.4.1. umjesto samog ) prezentirat ¢emo e~ % koji
konvergira k uniformnoj distribuciji na intervalu (0,1) te ¢emo na taj nacin dobiti
ne samo relativan ve¢ i apsulutan kriterij za odredivanje kvalitete svjetskih rekorda.
Pokazimo sada tvrdnju: ako je slucajna varijabla X eksponencijalno distribuirana s
parametrom 1 tj. X ~ Exp(1), tada je slucajna varijabla e~ uniformno distibuirana
na intervalu [0, 1] tj. e=* ~ U(0,1).

Neka je X ~ Exp(1). Definirajmo slu¢ajnu varijablu Y := e=*. Dokazimo da je tako
definirana slucajna varijabla Y ~ U(0,1). Vrijedi

Fy(y) =P(Y <y)=Ple* <y)=P(X > —Iny) = 1-P(X < —Iny) = 1-Fx(-Iny).

Kako je po pretpostavei X ~ Ezp(1), funkcija distribucije od X izgleda Fx(x) =0
zax <0, Fx(x) =1—¢e7 zax > 0. Sada, za —Iny < 0 vrijedi Fx(—1Iny) = 0,
pri ¢emu —lny < 0 = Iny >0 = y > 1. Konacno, zay > 1 Fy(y) =
1—Fx(=lny) =1-0=1.Za —Iny > 0 vrijedi Fy(—Iny) =1—e"¥ =1 —y,
pri ¢emu —lny > 0 = lny < 0 = y < 1. Kona¢no, za y < 1 imamo
Fy(y)=1-Fx(-lny)=1-1+y=y.

Po definiciji funkcije prirodnog logaritma znamo In : R™ — R pa je y > 0. Stoga
vrijedi y < 0 = Fy(y) = 0. Promotrimo li sve navedene slucajeve, zakljucujemo
kako smo dobili upravo funkciju distribucije uniformne sluc¢ajne varijable ¥ na inter-
valu (0,1). Time smo zavrsili dokaz.

U Tablici 4.9 prikazat ¢emo procijenjene vrijednosti kvaliltete @ i e~ dobivene nasom
analizom, za svih 20 atletskih disciplina zajedno sa trenutnim svjetskim rekordom.
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Disciplina Atleticar Rekord Godina @ e @
Bacanje koplja (Z) Barbora Spotakova 72.28  2008. 0.041 0.959
Maraton (M) Denis Kipruto Kimetté 2:02:37 2014. 0.044 0.956
Bacanje koplja (M) Jan Zelezny 98.48 1996. 0.066 0.935
Tréanje na 1500 m (Z) Genzebe Dibaba 3:50.07 2015. 0.154 0.856
Tréanje na 100 m (Z) Florence Griffith-Joyner 10.49  1988. 0.156 0.855
Maraton (Z) Paula Radcliffe 2:15:25 2003. 0.158 0.853
Skok u vis (M) Javier Sotomayor 245  1993. 0.159 0.852
Tréanje na 800 m (Z)  Jarmila Kratochvilovda 1:53.28 1983. 0.285 0.751
Tréanje na 400 m (7Z) Marita Koch 47.60  1985. 0.289 0.748
Bacanje diska (M) Jirgwn Schult 74.08  1986. 0.296 0.743
Tréanje na 800 m (M) David Rudisha 1:40.91 2012. 0.351 0.703
Tréanje na 1500 m (M)  Hicham El Guerrouj  3:26.00 1998. 0.357 0.699
Skok u vis (Z) Stefka Kostadinova 2.09  1987. 0.411 0.662
Tréanje na 400 m (M)  Wayde Van Niekerk 43.03  2016. 0.461 0.630
Bacanje diska (Z) Gabriele Reinsch 76.80  1988. 0.601 0.548
Bacanje kladiva (Z) Anita Wlodarczyk 82.98  2016. 0.642 0.526
Tréanje na 100 m (M) Usain Bolt 9.58  2009. 0.737 0.478
Skok u dalj (Z) Galina Chistyakova 7.52 1988. 1.121 0.325
Bacanje kladiva (M) Yutiy Sedykh 86.74  1986. 1.198 0.301
Skok u dalj (M) Mike Powell 8.95  1991. 1.312 0.269

Tablica 4.9: Procijenjene kvalitete trenutnih svjetskih rekorda @ i e~ (silazno sor-
tirane)
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Napomenimo kako smo u Tablici 4.9 naveli svjetske rekorde iz baze podataka koju
smo napravili na pocetku ovog rada, a u kojoj smo zabiljezili rezultate zakljucno s
krajem 2017. godine. Nositelj svjetskog rekorda u muskom maratonu bio je Denis
Kipruto Kimetto koji je 2014. godine postavio rekord od 2:02:37. U meduvremenu,
tocnije 16.9.2018. rekord je oboren na 2:01:39 od strane alteticara Eliuda Kipchoge.

4.5 Osjetljivost procjena na izbor k&

Sve naSe procjene 7, T* i ) ovise o izboru prve stabilne regije od k. Za manje vrijed-
nosti od k, uglavnom izmedu 50 i 250, pronalazili smo skupove od barem 50 uzastop-
nih k takvih da procijenjene vrijednosti na toj regiji ne variraju previse. Medutim
ponekad izmedu 50 i 250 nismo mogli pronaci stabilnu regiju jer su vrijedosti u toj
regiji jako oscilirale, stoga smo stabilnu regiju od k£ pokusavali pronadi i za vece vri-
jednosti od k.

Kako je ova metoda ¢esto koristena u literaturi i u praksi, bitno je dotaknuti se pita-
nja osjetljivosti cjelokupne procjene na nas izbor k. U ovom ¢emo poglavlju pokazati
kako nasSe procjene nisu osjetljive na izbor k.

Nasu tvrdnju pokazat ¢emo na dva slucaja, prvi kada je v > 0, a drugi za v < 0. Za
ispitivanje tvrdnje, simulirat ¢emo deset slucajnih uzorka duljine 1000.

U prvom sluc¢aju, simulirat ¢emo uzorke iz standardne Cauchyjeve distribucije od ko-
jih ¢emo uzeti apsolutnu vrijednost. Standardna Cauchyjeva distribucija ima funkciju

gustoce
1
z;0,1) i= ———, = > 0.
g ) m(14+22)"  —

Ta funkcija distribucije je u domeni atrakcije od distribucije grani¢nih vrijednosti G,
s indeksom ekstremne vrijednosti v = 1. Koriste¢i metodu momenata prikazat ¢emo
procjenitelj indeksa ekstremne vrijednosti za prvi slucajan uzorak kao funkciju od &
te odrediti prvu stabilnu regiju za 50 < k < 250.



POGLAVLJE 4. PRIMJENA TEORIJE EKSTREMNIH VRIJEDNOSTI NA
50 REKORDE U ATLETICI

13

12

0.9
1045 1050 1.055 1060 1065 1.070

0.8

T T T T T
0 200 400 600 800 1000 50 100 150 200 250
k

K[50:250]
Tablica 4.10: Procjenitelj 4 standardne Cauchyjeve distribucije kao funkcija od k&
(lijeva slika); Prva stabilna regija: 60 < k < 130 (desna slika)

Odredivanjem prosjecne vrijednosti procjenitelja na odabranoj regiji dobili smo 4 =
1.07. Na temelju dobivenog procjenitelja vidimo kako nasa metoda primijenjena na
ovaj uzorak rezultira dobrim procjeniteljem, no moguce je da se radi o slucajnoj po-
dudarnosti. Stoga ¢emo postupak ponoviti na preostalih devet slucajnih uzoraka.
Dobivene procijenjene vrijednosti su prikazane su u Tablici 4.11.

Slucajni uzorci 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8 9. 10.

0 1.07 0.89 0.94 0.87 1.06 0.96 0.86 0.99 0.98 0.99

Tablica 4.11: Procijenjene vrijednosti 4 za deset slucajnih uzoraka iz standarde Ca-
uchyjeve distribucije

Zakljucujemo kako smo dobili deset dobrih procjena s prosjecnom vrijednosti od 0.96
i standardnom devijacijom od 0.07.

U drugom slucaju koristit ¢emo podatke koji dolaze iz distribucije sa kona¢nom des-
nom krajnjom tockom, odnosno gdje je v < 0. Podatke ¢emo simulirati iz obrnute
Burr distribucije

F(x):=1- <5+ (x*ﬁ_ m)T)A T <z*, (4.2)

s parametrima 3 > 0, 7 > 0, A > 0 i krajnjom desnom tockom x* > 0. Ovo je
takoder distribucija teskog repa te predstavlja poopéenje Pareto distribucije.
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Pokazimo, prvo, kako iz Burrove distribucije

o= (54)

generirati obrnutu Burovu distribuciju. Neka je Y’ slu¢ajna varijabla na (—oo, z*)
te neka je Y := 1/(z* — Y’) slucajna varijabla koja dolazi iz Burrove distribucije.
Pokazimo da je tada Y’ iz obrnute Burrove distribucije. Vrijedi

Fy/(a:):P(Y’>:c):P(az*—Y’<x*—x):P< ! 1 ):

>
o =Y’ r* —x

:Puwwf—xrw=(6+@f_@f)k7

pri cemu je x < x*. Za x /' x* vrijedi

(=)~
/B + (IL'* _ I)_T (J}* _ :L,)—T)\ ’
stoga je repni indeks jednak —7\ tj. 1/y = —7), iz Cega slijedi v = —1/(TA).

Koristit ¢emo proizvoljno odabranu vrijednost indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti
v = —0.20, stoga su vrijednosti preostalih parametara § = 1, 7 = 10, A = 1/2i
z* = 10 i vrijedi v = —1/(10-1/2) = —1/5 = —0.20. U R — u ne postoji gotova
naredba za simulaciju podataka iz obrnute Burr distribucije, stoga ¢emo podatke
simulirati na sljededéi nacin. Zamijenit ¢emo F'(z) s U, gdje U predstavlja uniformno
distribuirane podatke na intervalu (0, 1) te ¢emo izraziti z. Ra¢unamo

1/2
U=1- (1+(101— a;)w) <~ 1-U=(1+(10-2)"")

-1/2

—= 1-)?2-1=10-2)" = (1-U)?2-1)"V0=10-2

1 —-1/10
=10—(——1 .
<= 7 0 ((1—U)2 )

Sada mozemo simulirati prvi slu¢ajan uzorak duljine 1000 iz obrnute Burr distribu-
cije te koriste¢i metodu momenata prikazati procjenitelj indeksa razdiobe ekstremne
vrijednosti kao funkciju od k.
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Tablica 4.12: Procjenitelj 4 obrnute Burrove distribucije kao funkcija od & (lijeva
slika); Prva stabilna regija: 100 < k < 170 (desna slika)

Odredivanjem prosjec¢ne vrijednosti procjenitelja na odabranoj regiji dobili smo v =
—0.17. Sada ¢emo procijeniti krajnju desnu tocku z* na dva nac¢ina, koriste¢i procije-
njene vrijednosti od vy u ovisnosti o k i koriste¢i fiksnu procjenu 4 = —0.17. Rezultate
jednog uzorka dobivene na oba dva nacina prikazat ¢emo na istom grafu na Slici 4.13
i to tako da ¢emo punom linijom prikazati vrijednosti dobivene koriste¢i v u ovisnosti
o k, tockastom linijom koristeéi fiksnu vrijednost od v te iscrtkanom linijom pravu
vrijednost z* = 10.

110
I

95

90

0 200 400 600 800 1000

Slika 4.13: Procjenitelji desne krajnje tocke kao funkcije od &
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Koriste¢i metodu odabira prve stabilne regije od k za procjenu krajnje desne tocke
u prvom sluéaju (v u ovisnosti o k) dobijemo 4 = 10.03, a u drugom slucaju (fiksan
v) 4 = 10.08. Ponovimo li postupak i na preostalim slucajnim uzorcima dobivamo
procijenjene vrijednosti prikazane u Tablici 4.13.

Slucajni uzorci 1. 2. 3. 4. D. 6. 7. 8. 9. 10.

gl -0.17 -0.16 -0.23 -0.24 -0.14 -0.21 -0.32 -0.21 -0.29 -0.18
(vuovi:nostiok) 10.03 10.12 9.87 9.97 10.12 9.94 977 9.94 987 9.94
j*

10.08 10.10 9.95 0.96 10.18 9.85 9.80 9.95 9.89 9.99

(fiksan )

Tablica 4.13: Procijenjene vrijednosti v i * za deset slucajnih uzoraka obrnute Bur-
rove distribucije

Rezultati pokazuju kako je prosje¢na vrijednosti indeksa ekstremne vrijednosti -0.22,
a standardna devijacija 0.06, prosje¢na vrijednost procjenitelja krajnje desne tocke
uz « ovisan o k, 9.96, a standardna devijacija 0.11 te prosje¢na vrijednosti od &* uz
fiksan k jednaka 9.98, a standardna devijacija 0.12.

Na temelju gornjih simulacija, mozemo zakljuciti kako je metoda procjene koristeci
prvu stabilnu regiju od k gdje 50 < k < 250 slabo (nedovoljno) osjetljiva na odabir
regije k.

4.6 Zakljucak

Nase procjene krajnjih tocaka svjetskih disciplina tj. procjene ultimativnih svjetskih
rekorda (Tablica 4.7) pokazuju kako je i dalje moguée ostvariti znac¢ajan napredak u
odnosu na trenutne svjetske rekorde.

Rezultati nase analize pokazuju kako je najveéi napredak mogucée ostvariti u ba-
canju diska kod Zena, i to za 13.63%, a slijedi moguce poboljsanje od 11.30% u
skoku u dalj kod Zena, poboljsanje od 9.22% u Zenskom maratonu te poboljsanje
trenutnog rekorda za 8.65% u bacanju koplja kod muskaraca. Promotrimo li pro-
cijenjene vrijednosti indeksa razdiobe ekstremne vrijednosti (Tablica 4.5) navedenih
disciplina uocavamo kako su relativno visoke u odnosu na ostale discipline i to redom,
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—0.149, -0.117, -0.190, —0.162.

S druge strane, najmanji napredak ostvariv je u bacanju kladiva kod zena (0.20%),
tréanju na 1500 metara kod zena (0.42%), bacanju kladiva kod muskaraca (0.61%) te
tréanju na 800 metara kod zena (0.64%). Procijenjene vrijednosti indeksa razdiobe
ekstremne vrijednosti ovih disciplina su pak relativno male te iznose -0.332,-0.271,
-0.401,-0.247, redom.

Na temelju gornjih rezultata mozemo zakljuciti da povecanjem vrijednost indeksa
razdiobe ekstremne vrijednosti raste moguénost poboljsanja trenutnog svjetskog re-
korda.

Nadalje, kvalitetu trenutnog svjetskog rekorda mjerili smo pomoéu n(l — F (X)),
Sto je ocekivani broj prekoracenja trenutnog svjetskog rekorda. Svjetske rekorde vi-
soke kvalitete tesko je poboljsati, dok je za rekorde niske kvalitete vrlo vjerojatno da
¢e u skorijoj buduc¢nosti biti oboreni.

Na temelju procijenjenih kvaliteta svjetskih rekorda (Tablica 4.9) dobivenih nasom
analizom, dobili smo da su discipline najvece kvalitete bacanje koplja kod Zena
(0.959), muski maraton (0.956) te bacanje koplja kod muskaraca (0.935) stoga je
trenutni rekord u tim disciplinama najteze poboljsati. S druge strane, skoro po-
boljsanje vrlo je vjerojatno kod skoka u dalj kod mhuskaraca (0.269), bacanja kladiva
kod muskaraca (0.301) te skoka u dalj kod zena (0.325).

Usporedimo li rezultate prikazane u Tablicama 4.7 i 4.9 zakljucujemo kako kvaliteta
svjetskog rekorda i moguénost poboljsanja rekorda nisu ovisni jedno o drugome. To
znaci da rekord moze imati veliku moguénost poboljsanja iako je visoke kvalitete,
ali visoka kvaliteta upucuje kako je to poboljsanje tesko ostvariti. Na primjer, to
vrijedi kod bacanja koplja kod muskaraca. U ovoj disciplini moguce je ostvariti veliki
napredak (8.65%), ali je isto tako trenutni rekord tesko oboriti jer je visoke kvalitete
(0.935). Vrijedi i obrat, kao $to je na primjer kod bacanja kladiva kod muskaraca
gdje je moguce ostvariti mali napredak (0.61%), ali je isto tako trenutni rekord niske
kvalitete (0.301).
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Sazetak

Primjenom teorije ekstremih vrijednosti na svjetske rekorde u atletici pokusali smo
dati odgovore na dva glavna pitanja: Koji je konacan tj. ultimativan svjetski rekord
u pojedinoj disciplini? Koliko su trenutni rekodi ”dobri” tj. koliko ih je tesko po-
boljsati? Pritom smo u obzir uzeli 10 atletskih disciplina gdje smo posebno razlikovali
muskarce i zene, a to su tréanje na 100 m, 400 m, 800 m, 1500 m, maraton, skok u vis
i dalj te bacanje diska, kladiva i koplja. Tako dobivena procjena ultimativnog rekorda
moze nam reci $to je moguce posti¢i u blizoj buduc¢nosti s obzirom na danasnje fizicke
sposobnosti, znanje i sportsku opremu te regulativu o zabranjenim supstancama u
sportu.

Vazan rezultat teorije ekstremnih vrijednosti koji smo koristili kaze da maksimumi
uzorka nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabla, nakon odgovarajuce nor-
malizacije, mogu konvergirati po distribuciji samo u jednu od iduéih tri distribucija,
Gumbelovu, Frechetovu ili Weibullovu. Za nasu analizu posebno je vazna Weibullova
koja odgovara razdiobi s kona¢nim nosacem. Prilikom procjene parametara vaznih za
ovu analizu, susreli smo se s problemom izbora vrijednosti za k na kojima temeljimo
nase procjenitelje te smo ispitali osjetljivost procjena na izbor k.

Dobivene procjene pokazuju kako je i dalje moguée ostvariti znacajan napredak u
odnosu na trenutne svjetske rekorde. Najveéi napredak je moguce ostvariti u bacanju
diska i skoku u dalj kod Zena, a najmanji u bacanju kladiva i tréanju na 1500 metara
kod zena. Takoder zakljucujemo kako neki od trenutnih svjetskih rekorda imaju visu
kvalitetu od ostalih, Sto znaci da ih je teze poboljsati.

o7






Summary

By applying extreme value theory to world records in athletics, we attempted to an-
swer two questions: What is the ultimative world record in a specific athletic event?
How ”good” is the current world record, i.e. how difficult is it to improve? We con-
sider 10 events for both men and women, running at 100 m, 400 m, 800 m, 1500m,
marathon, high jump, long jump, hammer throw, discus throw and javelin throw.
Our estimated ultimate record tells us what is possible in the near future, given the
present knowledge, sports equipment and drug regulation.

Important result in extreme value theory used in our analysis says that the maximum
of a sample of independent identically distributed random variables, after proper nor-
malization, can only converge in distribution to one of three possible distributions,
Gumbel, Frechet or Weibull. Especially important for our analysis is Weibull, which
is a distribution with finite support. While estimating parameters, we face the pro-
blem of finding a good value for k so we tested procedure sensitivity to the choice of k.

Our estimations shows that substantial improvements over current record are still
possible, especially in discus throwing and long jump for women. On the other hand,
very little improvement is possible in hammer throwing and running at 1500 meters
for women. Also, some world records have higher quality then the rest, which means
they are more difficult to improve.
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