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Uvod

Pojam baznog okvira prvi su u svom radu uveli matematic¢ari R.J. Duffin i A.C. Scha-
effer 1952. godine, no treba naglasiti kako se taj pojam i ranije implicitno pojavljivao
u literaturi. Rast u popularnosti baznih okvira nastao je pedesetak godina nakon
rada Duffina i Schaeffera, uglavnom zahvaljujué¢i I. Daubechies, A. Grossmannu i I.
Meyeru. Danas su bazni okviri nezaobilazni, kako u matematici tako i u inzenjerstvu.
Neki od najces¢ih podrucja rada u kojem se mogu pronadéi primjene su teorija ope-
ratora, teorija uzorkovanja, kodiranje, rekonstrukcija signala, otklanjanje Sumova i
prijenosu podataka otpornom na smetnje.

Za sam pocetak rada izlozit ¢emo osnovni materijal o normiranim prostorima i
pojmovima vezanima za iste kojima ¢emo se koristiti u nastavku. Za detaljniji pre-
gled osnova citatelja upuéujemo na [I]. Sljedeca dva dijela posveéena su izlaganju
osnovnih svojstvava Besselovih nizova i baznih okvira, te dodatno, Parsevalovih baz-
nih okvira.

U poglavjima 4 i 5 promatramo dualne bazne okvire i viskove baznih okvira, da
bi u nastavku bili u moguc¢nosti opisati bazni okviri koji posjeduju Parsevalov dual
te Besselovi nizovi koji dopustaju konacno prosirenje do Parsevalovog baznog okvira.

Za sam kraj, dokazujemo i analiziramo funamentalnu jednakost za Parsevalove
bazne okvire.



Poglavlje 1

Osnovno o normiranim prostorima

Proucavat ¢emo iskljucivo realne i kompleksne vektorske prostore. [F ¢e biti zajednicka
oznaka za R i C kad god ne bude potrebno specificirati o kojem se polju radi. Ne
postavljamo ograni¢enja na dimenziju prostora.

Definicija 1.1. Norma na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje
[|-1]: X = R sa sljedeéim svojstvima:

1. ||z|]| > 0,Vz € X,
2. |jz|]| =0 <= 2z =0,
3. |laz|| = |all|z]|, Vo € F,Vz € X,
4o Mz +yll < lzf] +llyll, v,y € X.
Ureden par (X, || - ||) naziva se normiran prostor.

Definicija 1.2. Skalarni produkt na vektorskom prostoru X nad poljem F je presli-
kavange (-,-) : X x X — T sa sljedeéim svojstvima:

1. (x,x) > 0,Vx € X,

2. (z,2) =0 <= 2z =0,

3. (11 + aoma, y) = aq (x1,y) + ag{xs, y), Vg, a9 € F,Vz,y € X,
4. <y,x>:m,V:c,y€X.

Ureden par (X, (-,-)) naziva se unitaran prostor.

Napomena 1.3. U svakom unitarnom prostoru vrijedi Cauchy-Schwarzova nejedna-
kost: [(z,y)* < (z,2)(y,y).



POGLAVLJE 1. OSNOVNO O NORMIRANIM PROSTORIMA 3

Definicija 1.4. Neka su X ¢ Y normirani prostori i f : X — Y. KaZemo da je
funkcija f neprekidna u tocki xqg € X ako

Ve > 030 > 0 tako da ||z — xo|| <0 = ||f(z) — f(z0)]| <e.

Funkcija je neprekidna na skupu S C X ako je neprekidna u svakoj tocki xqg € X.
Kazemo da je f uniformno neprekidna na skupu S C X ako vrijedi

Ve > 030 > 0 tako da z,y € S, ||z —y|| <d = ||f(z) — f(y)]| <e.

Definicija 1.5. Neka je (z,), niz u normiranom prostoru X.
Kazemo da niz (x,), konvergira prema x € X i piSemo x = lim,,_,o, x,, ako

Ve > 03dng € N tako dang < n = ||z, —z|| <e.
Kazemo da je niz (x,), Cauchyjev ako
Ve > 0dng € N tako da m,n € Nym,n > ng = ||z, — x,|| <e.

Kazemo da red Y " (zn)n konvergira k vektoru x € X ako je x = lim,_, s,, gdje
je (sn)n niz parcijalnih suma; s, =Y ,_, Tx. Red Y 7 x, konvergira apsoultno ako
konvergira red nenegativnih brojeva > | ||z,

Definicija 1.6. Usmjeren skup je ureden par (A, <) koji se sastoji od nepraznog
skupa A i binarne relacije < definirane na A za koju vrijedi:

(a) a < a,Va € A,
(b)) a<B,B<y=a<y,
(c) Za sve a, 5 € A postoji v € A sa svojstvom o <y i < 7.

Definicija 1.7. Neka je (A, <) usmjeren skup. Svako preslikavanje x : A — X
se naziva hiperniz u X. Obicaj je, kao i kod nizova, da umgjesto x(a) pisemo x, @
da hiperniz oznacavamo s (To)aca. Ako je X normiran prostor kazemo da hiperniz
(Ta)aca u X konvergira ako postoji xg € X takav da

Ve > 03ag € A tako da ap < a = ||xg — z4|] < €.

U tom slucaju pisemo xg = limye Tq -
Hiperniz (x4)aca je Cauchyjev ako vrijedi

Ve > 0dag € A tako da g < ag, a0 = ||Ta, — Ta,|| < €.
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Za svaku danu familiju vektora x;, j € J, u normiranom prostoru X promatrat
¢emo familiju F svih konac¢nih podskupova od J usmjerenu inkluzijom: za Fy, I, € F
pisat ¢emo F < Fy ako vrijedi F} C Fy. Za tako usmjeren skup (F, <) prirodno je

sada gledati hiperniz (sr)rer, gdje je sp =3 ;cp ;-

Definicija 1.8. Neka je dana funkcija x : J = X pri ¢emu je J proizvoljan be-
skonacan skup, a X normiran prostor. KaZemo da je familija {z(j) = x; : j € J}
sumabilna te da je njezina suma vektor xo € X ako je xqy limes hiperniza (sp)per. U
tom slucaju pisemo xo =3 _,c; T;.

Definicija 1.9. Neka je (x,), niz u normiranom prostoru X. Kazemo da redy " | x,
konvergira bezuvjetno uw X ako red Y~ | Tom) konvergira (obicno) u X za svaku per-
mutaciju o skupa N.

Definicija 1.10. Neka je X normiran prostor. Otvorena kugla s centrom u tock:
zo € X i radijusom r > 0 je skup K(xo,7) = {x € X : ||z — x|| < r}. KaZemo da
je skup S C X otvoren ako je S unija neke familije otvorenih kugala. Dodatno, po
definiciji uzimamo da je O otvoren. Nadalje, za skup F C X kaZemo da je zatvoren

ako je X \ F otvoren. Zatvarac skupa A C X definira se kao najmangi zatvoren skup
u X koji sadrzi A.

Napomena 1.11. Cesto je korisna sljedeca karakterizacija zatvorenih skupova: Skup
A C X je zatvoren ako i samo ako sadrzi limese svih konvergentnih nizova svojih
¢lanova.

Definicija 1.12. Neka je X normiran prostor i S C X. KaZemo da je skup S
kompaktan ako svaki niz u S ima konvergentan podniz ¢iji limes je u S. Za S kaZemo
da je relativno kompaktan ako je S kompaktan.

Napomena 1.13. Kompaktan podskup normiranog prostora je zatvoren i ogranicen
(prisjetimo se kako je u konacnodimenzionalnim prostorima vrijedio i obrat).

Definicija 1.14. KazZemo da je normiran prostor potpun ako svaki Cauchyjev niz u
njemu konvergira. Potpun normiran prostor zove se jos i Banachov prostor. Potpun
unitaran prostor se naziva Hilbertov prostor.

Definicija 1.15. KaZemo da je normiran prostor separabilan ako postoji prebrojiv
skup S takav da vrijedi S = X.

Definicija 1.16. Neka su X i Y normirani prostori. KaZemo da je linearan operator
A X = Y ogranicen ako postoji M > 0 takav da vrijedi ||Az|| < M||z||,Vx € X.
Norma ogranicenog operatora A defiinira se kao ||A|| = sup{||Az|| : x € X, ||z|| < 1}.
Skup svih ogranic¢enih linearnih operatora oznacavamo s B(X,Y). Za X =Y pisemo
B(X).
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Definicija 1.17. Neka su H 1 K Hilbertovi prostor. Za linearan operatorT € B(H, K)
kazemo da je odozdo ogranicen ako postoji m > 0 za koji vrijedi ||Tx|| > m||z||,Vz €
X.

Navodimo i korisnu karakterizaciju ograni¢enih linearnih operatora.

Propozicija 1.18. Neka su X i Y normirani prostorii A : X — Y linearan operator.
Ekvivalentno je:

(a) A je neprekidan u nekoj tocki xo,
(b) A je neprekidan na X,

(c) A je uniformno neprekidan na X,
(d) A je ogranicen.

Napomena 1.19. Na konacnodimenzionalnom prostoru svi su linearni operatori
ogranicent.

Definicija 1.20. Niz (z,,), u normiranom prostoru X naziva se fundamentalnim ako
vrijedi span{z, :n € N} = X.

Definicija 1.21. Niz (b,), u normiranom prostoru X naziva se topoloska baza (ili
samo baza) za X ako za svaki x € X postoji jedinstven niz skalara (\,),, takav da vri-
jedixz =Y 0" A\pby, (pri éemu se ovdje podrazumijeva obicna konvergencija navedenog
reda u normi prostora X).

Definicija 1.22. Ortonormiran niz (e,), u unitarnom prostoru X je ortonormirana
baza (ONB) za X ako svaki vektor x € X dopusta prikaz oblika x = Y 7 \ye,
(obi¢na konvergencija u normi prostora X).

Napomena 1.23. Uocimo da zbog ortonormiranosti niza (e,), i neprekidnost ska-
larnog produkta iz x =~ | Ape, odmah slijedi A\, = (x,e,,¥n € N. Dakle, prikaz
vektora x v ONB je jedinstven, stoga je ova definicija kompatibilna s prethodnom
u opéenitom normiranom prostoru. Izraz x =Y - (x,e,)e, se zove Fourierov red
vektora x, a skalari (x,e,) Fourierovi koeficijenti vektora x s obzirom na ONB (ey)s,.

Napomena 1.24. (a) Svaki normiran prostor s topoloskom bazom je separabilan.

(b) Prostor (* = {(xn)n € FY : Y07 |z,|* < oo} je separabilan prostor s ONB (ey,)n,
gdje je e, niz koji ima 0 na svim mjestima osim na n-tom, gdje se nalazi 1.

Teorem 1.25. Neka je X unitaran prostor i (ey), ortonormiran niz u X. Sljedeci
uvjett su medusobno ekvivalentni:
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(a) (en)n je ONB za X,
(b) (en)n je fundamentalan niz u X,

(c) l|z||> = D200 [{z, eq)|?, Vo € X (Parsevalova jednakost),

n=1

(d) (x,y) = Z;O:1<x»6n><emy>; Vz,y € X.
Dodatno, ako je X Hilbertov, gornji uvjeti su ekvivalentni s
(e) (en)n je maksimalan niz u X, tj. ima svojstvo x L e,,¥Yn € N =z = 0.

Prije iskaza sljedeCeg rezultata prisjetimo se kako za linearan operator A € L(X,Y)
kazemo da je izometrija ako vrijedi ||Azx|| = ||z||,Vz € X.

Teorem 1.26. Svaki separabilan unitaran prostor ima ONB. Ako je X unitaran,
separabilan i beskonacnodimenzionalan, onda je X izometricki izomorfan nekom gus-
tom podskupu od (. Posebno, svaki separabilan beskonacnodimenzionalan Hilbertov
prostor je izometricki izomorfan s (2.

Teorem 1.27. Neka je H Hilbertov prostor « M < H zatvoren potprostor. Svaki
vektor x € H dopusta jedinstven prikaz w obliku * = a + b, pri cemu je a € M
ib € Mt Ako je M # {0}, preslikavanje P : H — H definirano s Px = a je
ogranicen linearan operator za kojeg vrijedi P> = P i ||P|| = 1 (dok za M = {0}
ocito imamo P = 0). Vektor Px = a naziva se ortogonalna projekcija vektora x na
potprostor M, a operator P se zove ortogonalni projektor na M.

Definicija 1.28. Neka su H i K Hilbertovi prostori te A € B(H, K). Spektar opera-
tora A definira se kao skup o(A) = {\ € F: A — Al nije reqularan}.

Definicija 1.29. Neka su X i Y normirani prostori, te neka je A : X — 'Y linearan
operator. KaZemo da je A kompaktan operator ako je skup A(K(0,1)) relativno kom-
paktan skup. Skup svih kompaktnih operatora s X u Y oznacavamo s K(X,Y). Ako

je X =Y, pisemo K(X).

Napomena 1.30. Jer relativna kompaktnost povlaci ogranicenost, jasno je da je
svaki kompaktan operator ogranicen. Cim je prostor X beskonacnodimenzionalan
inkluzija je striktna jer je tada I ¢ K(X).



Poglavlje 2

Besselovi nizovi

U ovom ¢emo dijelu rada dati definiciju Besselovog niza te prouciti neka njegova
osnovna svojstva koja ¢e nam koristiti kasnije kada ¢emo proucavati bazne okvire
Hilbertovog prostora.

Definicija 2.1. Niz (x,,), u Hilbertovom prostoru H naziva se Besselovim nizom ako
vrijedi
o

Z|<x,xn)]2<oo,Ver. (2.1)
n=1

Lema 2.2. Ako je (x,), Besselov niz u Hilbertovom prostoru H, preslikavanje U :
H — (% definirano s Ur = ((z,x,)), je ogranic¢en linearan operator. Posebno, postoji
konstanta B > 0 takva da je

> (@, ,)|” < Bllz|’,Vx € H. (2.2)
n=1
Dokaz. 1z (2.1)) je jasno da je U dobro definiran. Takoder je jasno da je U linearan
operator. Dokaz ¢e se bazirati na teoremu o zatvorenom grafu (vidi [I], teorem 6.1.7)
Neka je (yr)r niz u H takav da y, — y € H te neka je (c,), € ¢* takav da
Uyr — (¢n)n- Tada za svaki fiksni m € N imamo:

[em = (U 2m)|* < 32020 e = (ks 2n) [P = [I(cn)n — Ul — 0, kada k — oc.

Dakle, ¢, = limg_yo0 (Yg, Tm) = (Y, Tm), za svaki m. Stoga je (¢)n = ((y, Tn))n, St0
znaci da U ima zatvoren graf, pa je on prema teoremu o zatvorenom grafu ogranicen.

]

Definicija 2.3. Operator U iz Leme |2.9 naziva se operatorom analize pridruzen
(Tp)n- Njemu adjungirani operator U* € B(¢%, H) naziva se operator sinteze.
Konstanta B iz (2.2]) naziva se Besselova ograda niza ().

7
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Napomena 2.4. Uocimo kako Besselova ograda nije jedinstvena te kako je optimalna
(odnosno minimalna) Besselova ograda jednaka ||U||*.

Propozicija 2.5. Neka je (z,), Besselov niz u Hilbertovom prostoru H te U pri-
druzeni operator analize. Tada za svaki niz (c,), € % red >.°°, caxy, konvergira
bezuvjetno i operator sinteze U* je dan s U*(cp)n = Y oy Can. Posebno, ako je
(€n)n kanonska baza za (%, imamo U*e,, = x,, te posljedicno, ||z,|| < ||U||,Vn € N.

Dokaz. Neka je B Besselova ograda za (z,,),,te neka je (c,), € £* proizvoljan. Prema
[, teorem 3.2.6, bezuvjetna konvergencija reda > -, ¢,x, ckvivalentna je suma-
bilnosti familije {c,z, : n € N} pa je dovoljno pokazati da konvergira hiperniz
(2 oner CnTn)rer, odnosno da je (3, o p cnn) rer Cauchyjev ([1], propozicija 3.1.5).

Neka je F' proizvoljan konac¢an podskup od N. Stavimo card(F') = N. U sljedeé¢em
racunu koristit ¢emo se standardnim trikom baziranom na Rieszovom teoremu o re-
prezentaciji ograni¢enih funkcionala na Hilbertovim prostorima ([I], teorem 2.2.7) :
norma vektora jednaka je normi ograni¢enog funkcionala induciranim danim vekto-
rom. Racunamo:

1 2o ner nwnl® = sup{|(X,cp cntn, ) * : |lyl] = 1}
= sup{| X cp Cnlzn, ) * : |lyl] = 1} (C-S-B u FY)
< sup{(Xner onl) XCner [(on: 9)[*) : M1yl = 13
< sup{BIlyll* Xep leal® : [lyll = 1}
=B erleal®.

Kakored Y | |¢,|? konvergira apsolutno i bezuvjetno, slijedi da je hiperniz (3, .y [¢a|?) rer

Cauchyjev. Iz gornjeg racuna tada vidimo da je i (3, . can)rer Cauchyjev.
Sada smo u stanju izvesti izraz za djelovanje U*: zasve x € H i (¢,), € ¢* imamo:

(@, U (en)n) = (U, (cn)n) = D0y (T, &) = (2, 3207 Cnn),
odnosno
U (cn)n = D rey Calln.
O

Sljedeci rezultat je povezan s prethodnom propozicijom, a daje nam dovoljne
uvjete da bi niz u Hilbertovom prostoru posjedovao Besselovo svojstvo.
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Propozicija 2.6. Neka je (x,), niz u Hilbertovom prostoru H takav da red Y " | ¢,y
konvergira za svaki (c,), € (2. Tada je (z,), Besselov niz.

Dokaz. Definirajmo preslikavanje T : (2 — H s T(cy)n = Yoy Cnn. OCcito je

n=1
T linearan operator. Ozna¢imo s Ty € B(¢%, H) operator definiran s Tx(c,)n, =
25:1 cny. Tada je T = limy_,o, Ty (po totkama). Prema principu uniformne

ogranicenosti ([1], teorem 5.3.2) slijedi da je T ograni¢en operator. Stavimo ||T'|| =
V/B. Posebno je i T* ogranicen te je ||T*|| = v B([I]teorem?2.2.11). Oznacimo s (e, ),
kanonsku ONB za ¢2. Imamo:
(T*z,e,) = (x,Te,) = (x,x,),Vor € H¥n € N.
Iz ovoga isc¢itavamo:
T*x = ((z,2,))n, Vo € H,

tejezasve x € H je Y 7 [(x,x,)]* < Blz||* < c0. O
Korolar 2.7. Niz (z,), u Hilbertovom prostoru H je Besselov ako i samo ako postoje

separabilan Hilbertov prostor L, ONB (fn)n za L i T € B(L, H) takav da je T'f, =
Tn,Vn € N. U tom slucaju, pridruzent operator analize U se podudara s T™.

Dokaz. U jednom smjeru to je tvrdnja propozicije [2.5 (uz L = £?).
Obrat slijedi iz ¢injenice da je svaki separabilan Hilbertov prostor izometricki
izomorfan s ¢? te prethodne propozicije. O



Poglavlje 3

Osnovna teorija baznih okvira

Otprije nam je poznato da svaki separabilan Hilbertov prostor posjeduje bazu (Stovise,
znamo da posjeduje i ortonormiranu bazu). Medutim, uvjeti na bazu su prejaki, stoga
je ¢esto nemoguce konstruirati bazu s nekim unaprijed zadanim svojstvima. Takoder,
najmanja modifikacija moze uzrokovati gubitak baznog svojstva.

S druge strane, postoje reprodukcijski sustavi u Hilbertovim prostorima, opc¢enitiji
od baza, koji su otporniji na modifikacije. Stovige, takvih je sustava mnogo i pojav-
ljuju se na prirodan nac¢in. Primjera radi, uzmimo ONB (e, ), za Hilbertov prostor
H. Tada je x = )7 (x,e,)en, za sve x iz H. Neka je sada M zatvoren potprostor
od H i P ortogonalni projektor na M. Tada je Px = z za sve x iz M, pa prethodna
jednakost primijenjena na elemente iz M postaje

r=Px=> 7 (Px,e,)Pe, =5 " (x, Pe,)Pe,, Yx € M.

n=1

Vidimo da niz (Pe,), moze posluziti u reprodukcijske svrhe za Hilbertov prostor
M, stovise, gornja formula je analogna Fourierovom razvoju u ONB, iako (Pe,), ne
mora nuzno biti nezavisan niz. Kasnije ¢emo vidjeti da je niz (Pe,,), primjer zapravo
Parsevalovog baznog okvira.

Od sad nadalje, podrazumijevat ¢emo da je H separabilan Hilbertov prostor.

Definicija 3.1. Niz (z,), v H se naziva bazni okvir (frame) prostora H ako postoje
konstante A,B > 0 takve da vrijedi

Allz[]> <> [, z,)* < Bl|z|*,Va € H. (3.1)

n=1

Optimalne konstante A © B s ovim svojstvom nazivaju se granice baznog okvira.
Ako je A = B kaZemo da je bazni okvir napet, a ako je A= B =1, tj. ako je

ZOO ‘<$,$n>|2 = ||$H2,vx € H.

n=1

10
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kazemo da je bazni okvir Parsevalov.
Konacno, kaZemo da je bazni okvir egzaktan ako niz dobiven izostavljanjem bilo
kojeg njegovog clana vise nije bazni okvir za H.

Napomena 3.2. (a) Uocimo kako bazni okvir nije skup, veé niz. Stoga se pojedini
elementi mogu ponavljata.

(b) Granice baznih okvira nisu jedinstvene. Najveéi A i najmangi B nazivaju se op-
timalne granice baznih okvira i oznacavat ¢emo th s Ay @ Bopt.

(¢c) Ako je niz (x,)n bazni okvir, tada red Y .~ |(x,x,)|* konvergira apsolutno, pa
onda i bezuvjetno ([1], teorem 3.2.2). Stoga je svaka permutacija baznog okvira
ponovno bazni okvir.

Primjer 3.3. Neka je (e,), ONB za H. Tada je niz:
(a) (e1,e2,e€3,...) bazni okvir za H, Parsevalov i egzaktan,
(b) (e1,0,e9,0,e3,...) bazni okvir za H, Parsevalov, neegzaktan,

(c) (e1,e1,€e9,63,...) bazni okvir za H, napet (A = B = 2), neegzaktan,

(

(

(
(d) (2e1, e, e3,€y4,...) bazni okvir za H, nije napet (A =1,B = 2), egzaktan,
(e) (e, f€2, \/62, feg, \[63, \}563, ...) bazni okvir za H, Parsevalov, neegzaktan,
(

(f) (e1,3€2, 3€3,...) ortogonalan i fundamentalan, ali nije bazni okvir za H.
Propozicija 3.4. Svaki bazni okvir (x,), u H je fundamentalan niz u H.

Dokaz. S obzirom da se nalazimo u Hilbertovom prostoru, dovoljno je dokazati da
je niz (x,), maksimalan. Uzmimo zato da je x € H, = L z,,Vn € N. Iz prve
nejednakosti u (3.1)) odmah slijedi A||z||? < 0, dakle, x = 0. O

Uoc¢imo jednostavnu posljedicu prethodne propozicije: skup svih konac¢nih linear-
nih kombinacija elemenata baznog okvira s racionalnim koeficijentima je gust u H.
To je razlog zbog kojeg smo se u pocetku ogranicili na separabilne prostore.

Ako je dim H = oo, prethodna propozicija pokazuje da svaki bazni okvir za H
mora imati beskonacno razlicitih elemenata. Posebno, niti jedan konac¢an niz ne moze
biti bazni okvir beskona¢nodimenzionalnog prostora. Iako se u ovom radu ne¢emo ba-
viti slucajem konacnodimenzionalnih prostora, navedimo sljede¢u osnovnu ¢injenicu.

Propozicija 3.5. Neka je (x1, 2o, ..., Ty,) uredena m-torka vektora iz ™, m,n € N.
Tada je (x1,x2, ..., Ty) bazni okvir za F™ ako i samo ako vektori xq,x9, T3, ..., Ty, Cine
sustav 1zvodnica za F™.
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Dokaz. U jednom smjeru dokaz je tocno isti kao dokaz prethodne propozicije (pokaze
se maksimalnost skupa {z1, ...,z }).

Obratno, pretpostavimo da x1, ..., z,, ¢ine sustav izvodnica za F". Uoc¢imo da tada
vrijedi: z € F*,xz 1 x;,1 = 1,..,m = x = 0. Definirajmo operator U : F* — F™ for-
mulom Uz = ((z, 1), {x, ), ..., (x,zy)). Ocito je U linearan, a zbog prethodne pri-
mjedbe i injektivan. Zato je Uy : F* — Im U, Uyz = Ux, bijekcija pa postoji inverzni
operator V : ImU — ", a taj je nuzno ogranicen zbog konac¢nodimenzionalnosti
kodomene.

Dakle, postoji konstanta M > 0 za koju vrijedi ||V (Upz)||* < M||Upx||?,Vz € F",
tj. o7 ||z]|? < ||Uoz||?, Vo € F". Za A = {7 zato imamo Al|z||> < Y7, [(z, z;)|?, Vo €
F.

S druge strane, imamo Y ;- [(z,z;)|* < 37 (|| []]@||? < Bllx||?, Vz € F", ako
stavimo B = Y7 ||| [%. O

Iz same definicije baznog okvira jasno je da je svaki bazni okvir Besselov niz.
Stoga, ako je (z,), bazni okvir za H, dobro je definiran i ograni¢en njemu pridruzen
operator analize U : H — (2. Prema propoziciji , operator sinteze U* dan je s
U*(Cn)n = Yoo | Cnn, gdje ovaj red konvergira bezuvjetno za sve (¢,), iz ¢2. Do-
datno, iz definicije baznog okvira je jasno da je U ograni¢en odozdo.

Izvedimo prije nastavka nekoliko rezultata vezanih za ogranicene operatore Hil-

bertovih prostora.

Lema 3.6. Neka su H i K Hilbertovi prostori. Ako je operator T € B(H, K) odozdo
ogranicen, onda je Im'T" zatvoren potprostor od K.

Dokaz. Neka je (Tx,), proizvoljan niz u ImT takav da vrijedi T'z,, — vy, te neka je
m > 0 takav da vrijedi ||Tz|| > m||z||, Yz € H. Kako niz (T'z,), konvergira, to je on
posebno i Cauchyjev. No zbog ||z, — k|| < L||Tz, — Tk, k,n € N je i niz (2,)n
Cauchyjev. Zbog potpunosti od H, niz (z,), konvergira prema nekom z € H. Zbog
neprekidnosti operatora T je tada T'x = y, odnosno y € ImT'. O

Lema 3.7. Neka su H i K Hilbertovi prostori. Ako je T € B(H, K) surjekcija , tada
je T* odozdo ogranicen.

Dokaz. Pretpostavimo da je T' surjekcija, te promotrimo skup S = {y € K : ||[T*y|| =
1}. Primijetimo najprije da je S slabo ogranicen. Zaista, za svaki z iz K prvo nademo
x u H takav da je Tx = z. Tada za svaki y iz S imamo,

[y, 2)| = [y, Tx)| = Ty, 2)] < [|Tyl] - ||| = [|=]].
Prema principu uniformne ogranic¢enosti, S je ograni¢en. Dakle, postoji C' > 0 takva
daje |ly|| < C zasvey iz S.
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Sada iz jednakosti K = Im T @ Ker T* ([1], propozicija 2.2.13) i surjektivnosti od

T slijedi da je T™ injekcija, tj. T*v # 0, za sve v # 0. Stoga je za v # 0 IIT* I dobro
definiran vektor u S. Iz zakljucka prvog dijela dokaza dobivamo HIIT*UH ) < C, tj.
|T*0]| = &llvll. O

Propozicija 3.8. Neka su H i K Hilbertovi prostori i T € B(H, K).

(a) ImT je zatvoren potprostor ako i samo ako je ImT* zatvoren potprostor.
(b) T je surjekcija ako i samo ako T* ogranicen odozdo.

(c) Ako je ImT zatvoren potprostor, tada je TT* regularan na ImT.

Dokaz. Neka je ImT = K, zatvoren potprostor prostora K. Oznac¢imo s Ty : H —
Ko, Tox = Tx. Uocimo da je Ty surjektivan ogranicen operator Hilbertovih pros-
tora. Prema lemi [3.7 Im(7p)* je zatvorena. Preostaje pokazati da vrijedi Im7T* =
Im(7y)*. Jednakost T*|x, = (Tp)* daje Im(7p)* € Im7T™, dok obrat slijedi iz
ImT* C (KerT)* = (KerTy)* = Im(7y)*. Ovime smo dokazali da je ImT™* za-
tvorena kad god je Im T zatvorena. Obrat slijedi primjenom na 7.

Dokazimo (b). U jednom smjeru, ovo je tvrdnja prethodne leme. Obratno, neka je
T* ogranicen odozdo. Tada je KerT* = {0} i Im(7™) je zatvoren potprostor. Prema
(a) znamo da je tada i Im7T zatvorena. Dakle, ImT = (KerT)* = K, tj. T je
surjekcija.

Konaéno, za dokaz (c), pretpostavimo da je Im T zatvoren potprostor od K. Neka
jey € ImT takav da je TT*y = 0. Kako je Ker TT* = Ker T* (vrijedi i za opéenite
operatore), to je y € KerT* N ImT, sto daje y = 0. Dakle, TT* je injekcija na
ImT. S druge strane, prema (a) je ImT* takoder zatvoren potprostor. Stoga je
H = KerT @ Im(T*). Dakle, svaki se z iz H moze na jedinstven nacin zapisati u
obliku x = y+T"v, zanekiy € KerT'iv € K. Djelovanjem s T" dobivamo Tz = TT™v
iz ¢ega zakljucujemo da je Im7T' C Im 7T7T*. Kako je druga inkluzija jasna, to imamo
Im7T =ImT7T*. Konatno, imamo

ImT =ImTT*=TT*(K)=TT*(Ker(T*) ®ImT) = TT*(ImT),
Sto pokazuje da je T'T™ surjekcija na ImT'. O]
Teorem 3.9. Neka je (x,,), bazni okvir za Hilbertov prostor H. Tada je njegov ope-
rator analize U ogranicen i odozdo ogranicen, a operator sinteze U* je surjekcija.

Obratno, ako je T € B({*, H) surjekcija, tada je niz (x,)n, T, = Te,, gdje je (en)n
kanonska baza za €%, bazni okvir za H ¢iji se operator analize podudara s T*.
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Dokaz. Pretpostavimo da je (x,), bazni okvir. Otprije znamo da je tada U ogranicen
i odozdo ogranicen. Prethodna propozicija nam pokazuje da je U* surjektivan.

Pretpostavimo sada da imamo surjektivan operator T € B(¢?, H). Iz prethodne
propozicije slijedi da je T ogranicen odozdo. Dakle, postoje konstante A, B > 0
takve da vrijedi

Allz|® < 32020 [z, 20) [ < Bl|z]]*, Ve € H.
S druge strane, za svaki x € H imamo

T =32 (T, en)e, = o (x,Tep)e, = o0 (T, x,)en,

odnosno,
T = ((z,20)) 1|17 * = 3200, ({2, 20) [
H

Korolar 3.10. Niz (x,), u Hilbertovom prostoru H je bazni okvir za H ako i samo
ako postoje separabilan Hilbertov prostor L, surjektivan operator T € B(L, H) i ONB
(fn)n za L takvi da je x, = Tf,, za sve n € N.

Dokaz. U jednom smjeru ovo je prva tvrdnja prethodnog teorema i propozicije [2.5]
Obrat slijedi iz druge tvrdnje prethodnog teorema te ¢injenice da je svaki separa-
bilan Hilbertov prostor izometricki izomorfan s ¢2. O

Navedimo jo$ jednu korisnu neposrednu posljedicu prethodnog korolara:

Korolar 3.11. Neka je (x,), bazni okvir za H, neka je T € B(H, K) surjektivan
operator s H na Hilbertov prostor K, te neka je y, = Tx,, n € N. Tada je (y,)n bazni
okvir za K.

Za kraj, promotrimo zadnje rezultate u slucaju Parsevalovih baznih okvira. Ogranic¢en
operator U € B(H, K), gdje su H i K Hilbertovi prostori, zove se ko-izometrija ako
je U* izometrija. Uoc¢imo da je U € B(H, K) ko-izometrija ako i samo ako je su-
rjektivna parcijalna izometrija. Za dokaz ove tvrdnje koristit ¢emo poznatu tvrdnju
za izometri¢ne operatore: operator U € B(H, K) je izometrija ako i samo ako je
(Uz,Uy) = (x,y), za sve z,y € H.

Neka je U ko-izometrija. Kako je U* izometrija, to je on posebno odozdo ogranic¢en
te je prema (b) U surjekcija. Neka je sada z € KerU* = Im(U*) = Im(U*).
Nadimo y € H takav da je y = U*y. Tada imamo:
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|Uz|[*= [[UU*y|*
= (UU"y, UU"y)
= (U*y, U*UU*y)
= (y,UU"y)
= Uy, U"y).
= |U*yl]?

= ||l

Obratno, pretpostavimo da je U surjektivna parcijalna izometrija. Uzmimo y €
K,y # 0 te neka je z € (KerU)* takav da je y = Ux. Na potpuno isti na¢in kao
maloprije, koriste¢i pretpostavku da je U izometrija na (Ker U)%, dobivamo da je i
U* izometrija.

Korolar 3.12. Niz (x,), u H je Parsevalov bazni okvir ako i samo ako postoji ko-
izometrija T € B((*, H) sa svojstvom Te, = ,,¥n € N, pri éemu je (e,), standardna
ONB u (?.

Dokaz. Kako je (x,,), Parsevalov bazni okvir za H, imamo ||z|]* = > 07 | [(z, z,)[*, V& €

H. Medutim, to upravo znaci da je pridruzeni operator analize izometrican, tj. da je
U* ko-izometrija, a jo§ iz propozicije 2.5 znamo da je U*e,, = z,,, Vn € N.
Obratno, uzmimo ko-izometriju T' € B(¢? H) i stavimo z,, = Te,,n € N. Jer

je T* izometrija, imamo ||T*z||* = [|z||>,Vx € H. S druge strane, je ||T*z|]* =
Yoo KTz en)|> =500 {a, x,) |2, Vo € H. Dakle, (x,), je Parsevalov bazni okvir
za H. [

Prije nastavka, prisjetimo se kako za hermitski operator A € B(H) Hilbertovog
prostora H kazemo da je pozitivno semidifinitan ako vrijedi

(Az,z) > 0,Vo € H.
Za hermitske operatore A, B € B(H) definiran je uredaj na sljedeé¢i nacin:
A<B < B-A>0.

Takoder, za hermitski operator A € B(H) postoji jedinstven operator B € B(H)
takav da je B > 01 B* = A ([1] teorem 5.5.3). Operator B se naziva drugi korijen

, . 3 . 1
operatora A te ¢emo ga Cesto oznacavati s Az.
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Propozicija 3.13. Neka je (x,), bazni okvir za H 1 U pridruZeni operator analize.
Tada je operator U*U reqularan i optimalne granice baznog okvira dane su s

Aopt = I = min{A : A € o(U*U)}, Bope = ||U*U|| = max{\: A € o(U*U)}.

1
(=)

Dokaz. Primjenom propozicije[3.8/na operator U* slijedi da je U*U regularan operator
na Im(7*) = H. Koristedi se propozicijom dobivamo

UUx = i(x,xnﬂn,Vx € H. (3.2)
n=1
Mnozeéi skalarno s = dobivamo
(U Uz, z) = i |z, z,)|?, Vo € H. (3.3)
n=1
Iz ovog zaklju¢ujemo
Aol <U*U < Byl (3.4)

iz cega odmah slijedi
Bop = |U*U]| = [[U.

S druge strane, imamo

L (3.5)

opt

At KUV <= (U'U)' <

Tvrdimo sada da je

1o = 1T T) .

opt

Zaista, (3.5) nam daje |[(U*U)7!|| < fpt. Pretpostavimo da vrijedi stroga nejedna-
kost, tj. da je |[|[(U*U)7|| = C < fpt. Tada je (U*U)~' < C-1, odnosno £1 < U*U.
Ali ovo je kontradikcija s ¢injenicom da je A,, maksimalna donja granica baznog
okvira. O

Korolar 3.14. Neka su H i K Hilbertovi prostori. Pretpostavimo da je niz (xy,)n
bazni okvir za H te da je T € B(H, K) surjekcija. Stavimo y, = Tx,, n € N. Tada je
(Yn)n bazni okvir za K. Ako su A i B granice baznog okvira (z,),, onda su H(TT—é)*lH
i B||T||? granice baznog okvira (yy ).
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Dokaz. Da je (yn), bazni okvir slijedi odmah iz korolara [3.10]
Za dokaz druge tvrdnje, ozna¢imo s U operator analize pridruzen (z,),. Lako

se provjeri da je operator analize pridruzen (y,), tada dan s V = UT*. Kako je
A < Ay i Bope < B, iz (3.4) zaklju¢ujemo

AI < U*U < BI. (3.6)

Kako je T surjektivan, TT* je regularan prema propoziciji [3.8] Stoga je
(TT*) " < [[(TT*) Y| - 1

odnosno,

1
Tr> ———— T .
= @) (3.7)

Sada imamo

V*V = (TUN(UT*) =T(U*U)T* < B-TT* < B||TT*||I = B||T|*I

te
(3.6) 3.7

Dakle, dobili smo da vrijedi

* 2
H(TT T S VTV < B||T||*I.
Sto je upravo ono Sto smo trebali dokazati. O]

Promotrimo sada proizvoljni bazni okvir (x,), s pridruzenim operatorom analize
U. Vratimo se natrag na jednakost (3.2) koja opisuje djelovanje operatora U*U:

UUx =) " (x,2,)x,, Vo € H.
Djelovanjem s (U*U)~! dobivamo:
r=3 " (x,2,)(UU)  y,, Vo € H.

Stavljanjem y,, = (U*U) ™'z, prethodna jednakost postaje
Z T, Tn)Yn, YV € H. (3.8)
n=1

Nadalje, korolar nam kaze da je (y,), takoder bazni okvir za H. Ozna¢imo
njegov operator analize s V. Tada (3.8) mozemo zapisati u obliku

VU =1 (3.9)
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Adjungiranjem dobivamo

UV =1 (3.10)

Sto je ekvivalentno

Z Ty Yn )T, Vo € H. (3.11)
n=1

Iz prethodnih razmatranja takoder vidimo da su (3.8)) i (3.11]) ekvivalentni.

Definicija 3.15. Neka je (x,,), bazni okvir te U pridruZeni operator analize. Bazni
okvir (yn)n definiran s y, = (U*U) 'z, , n € N, naziva se kanonski dual baznog
okvira (x,)p.

Primijetimo da je operator analize pridruzen kanonskom dualu dan s U(U*U)™!.
Takoder, ukoliko se radi o Parsevalovom baznom okviru, kanonski dual se podudara
s polaznim baznim okvirom. Stovise, Parsevalovi bazni okviri su jedini koji imaju

to svojstvo. To je posljedica ¢injenice da je operator U izometrija ako i samo ako je
U*U = 1. Zaista,

||Uz||? = ||z||*,Vz € H <= (Uz,Uz) = (z,z),Vz € H
— (U*Uz,z) = (z,z),Yr € H
— (UU—-1zx,z),Vr € H
— UU=1,

gdje zadnja ekvivalencija proizlazi iz [1], propozicija 2.2.14.
U sljede¢em teoremu dajemo kratak rezime prethodnih razmatranja:

Teorem 3.16. Neka je (x,), bazni okvir Hilbertovog prostora H te U pridruZeni
opemtor analz'ze Tada je (U*U)™' regularan operator na H i niz (y,), definiran s
= (U*U) 'a,, n € N, je takoder bazni okvir za H koji zadovoljava

T = Z(x, Tp)Yn = Z(x,yn>xn,Vx € H. (3.12)
n=1 n=1

Posebno, ako je (x,), Parsevalov frame, (3.12) prelazi u

Z X, Tp) T, Vo € H. (3.13)
n=1
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Jednakosti i cesto se nazivaju rekonstrukcijskim svojstvom baznih
okvira. Kako su opc¢enito bazni okviri linearno zavisni sustavi, ¢ini se prirodno da ka-
nonski dual nije jedini niz koji se moze upotrijebiti za sintetiziranje vektora u smislu
jednakosti (3.12). Dualnim baznim okvirima bavit ¢emo se vise u sljede¢em dijelu.

Za kraj ovog dijela dat ¢emo nekoliko rezultata vezanih za Parsevalove bazne
okvire.

Propozicija 3.17. Neka je (x,,), bazni okvir za H te U pridruZeni operator analize.
Stavimo u, = (U*U)’%xn, n € N. Tada je (uy,), Parsevalov bazni okvir za H.

Dokaz. Kako je (U*U)’% regularan, iz korolara slijedi da je (up), bazni okvir
s pridruzenim operatorom analize U(U*U)"z. Kako je (U(U*U)"2)*U(U*U) 2z = I,
ovaj je bazni okvir Parsevalov. O

Propozicija 3.18. Neka je (x,,), niz u Hilbertovom prostoru H. Tada je (), Par-
sevalov bazni okvir ako 1 samo ako je

Tr =

[M]#

(x,zn)x,, Vo € H. (3.14)

n=1

Posebno, ako je (fn)n ONB Hilbertovog prostora H te M zatvoren potporstor od H,
tada je niz (Pf,), Parsevalov bazni okvir za M, gdje je s P oznacena ortogonalna
projekcija na M.

Dokaz. Neka je (z,), Parsevalov bazni okvir za H. Tada ([3.14)) slijedi iz Obratno,

pretpostavimo da vrijedi (3.14). Skalarnim mnozenjem s z dobivamo ||z||> = >_°7 | [{z, z,)|*.

n=1

Za dokaz druge tvrdnje primijetimo kako se jednakost x = Y >° (z, fu)fn za
xr € M moze zapisati u obliku

= Pr= Z?:1<anfn>an = Z;O:l<x7 an>an
]

Propozicija 3.19. Neka je (x,), Parsevalov bazni okvir za Hilbertov prostor H. Tada
postoje Hilbertov prostor Hy takav da je H zatvoren potprostor od Hy te ONB (fy)n
za Hy takvi da je x, = Pf,, Yn € N, gdje je s P € B(Hy) oznacena ortogonalna
projekcija na H.

Dokaz. Oznacimo s U operator analize pridruzen (x,),. Znamo otprije da je U
izometrija te da je M = ImU zatvoren potprostor od ¢2. Oznacimo s Q € B(¢?)
ortogonalnu projekciju na M, te stavimo Hy = H @ M*. H ¢emo na prirodan nacin
identificirati s H @ {0} < Hy. Oznacimo s P € B(H,) ortogonalnu projekciju na
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H @ {0}.
Promotrimo niz (f,,), u Hy definiran s f, = (x,, (I — Q)e,),n € N, gdje je (en)n
kanonska baza za (2. Ocigledno je Pf, = (z,,0) za sve n. Tvrdimo nadalje da je
(fn)n ONB za Hy. To ¢emo pokazati tako Sto ¢emo konstruirati unitaran operator
W : (2 — Hy takav da je We,, = f,, za sve 1.
U tu svrhu prvo primijetimo da je operator U *| v - M — H unitaran. Takoder,
kako je (> = M & Ker(U*, imamo z,, = U*e,, = U*Qe,, = (U*‘M)Qen, za sve 1.
Stavimo W = U*|M ® Ipo : 12 — Hy, gdje je I,1 identiteta na M=*. Tada je W
unitaran operator te vrijedi

We, = (U*|,, ® Iy )(Qen + (I — Q)en) = (75, (I — Q)en) = fr,Vn € N.




Poglavlje 4

Dualni bazni okviri

Prisjetimo se kako je za proizvoljan bazni okvir (z,), za H s pridruzenim opera-
torom analize U kanonski dual od (z,), bio bazni okvir za H definiran s y, =
(U*U)'z,,Vn € N, te je on prema teoremu zadovoljavao

T =300 (T, Tn)Yn = D (T, Yn)Tn, Vo € H.

Kao sto je bilo najavljeno u proslom dijelu, bavit ¢emo se nizovima koji ¢e imati
gornje rekonstrukcijsko svojstvo.

Definicija 4.1. Neka je (x,), bazni okvir Hilbertovog prostora H. Svaki niz (z,)n u
H sa svojstvom

r=> " (x,z,)x,,Vr € H,

n=1
naziva se dual baznog okvira (x,),.

Navedena formulacija definicije duala baznog okvira sugerira da takav niz ne mora
nuzno biti jedinstven. Zaista, pogledajmo ONB (e,), u H i napeti bazni okvir
(e1,€1,€3,€3,...). O¢ito je da ovdje imamo A = B = 2 , (U*U)™! = 2I, pa je
(U*U)! = %I i kanonski dualni bazni okvir je niz (%el, %el, %62, %62, ...). Medutim, i
nizovi (eq, 0, e5,0,...) i (0,€1,0, €9, ...) su duali za nas bazni okvir (z,,),.

Stovise, situacija moze biti jos zamrsenija: dualni niz baznog okvira ne mora i sam

biti bazni okvir. Promotrimo Parsevalov bazni okvir e, \/iieg, \%62, \%63, \/Lgeg, \/Lgeg,

Jedan njegov dual je niz ey, v/2es, 0, v/3es, 0, 0, ... koji je neogranicen, pa stoga ne moze
biti bazni okvir.

Uzevsi u obzir prethodna razmatranja, korisna je sljede¢a propozicija:

21
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Propozicija 4.2. Pretpostavimo da su (vy,), @ (w,), Besselovi nizovi u Hilbertovom
prostoru H takvi da vrijedi

r =3 (x,v,)w,, YV € H.

n=1

Tada su (vy), @ (wy), bazni okviri za H te su oni dualni jedan drugome. Posebno,
ako je Besselov niz dualan nekom baznom okviru , tada je © on sam bazni okvir za H.

Dokaz. Oznacimo redom s V' i W odgovarajuce operatore analize baznih okvira (v, ),
i (wy),. Tada pretpostavku propozcije mozemo zapisati u obliku W*V = I. Iz ovoga
zakljucujemo da je W* surjekcija, pa je prema korolaru (wp)n bazni okvir. Kako
W*V = I povlaci V*W = I, na isti nacin zaklju¢ujemo da je i (v,), bazni okvir. [

Sada ¢emo navesti dva specificna svojstva kanonskog duala baznog okvira.

Propozicija 4.3. Neka je (x,,), bazni okvir Hilbertovog prostora H te U pridruZeni
operator analize, te neka je (y,), njegov kanonski dual.

(a) Ako, za neki x € H, niz skalara (c,), zadovoljava x =" " | ¢,x,, onda je

Yo lenl® = 2200 K ) 2+ 32050 len — (2, yn) [P

(Drugim rijecima, niz ({x,y,))n ima najmanju (?>-normu medu svim nizovima
koji sintetiziraju x preko niza (x,,),.)

(b) Ako je (z,)n dual baznog okvira (x,), za kojeg postoji operator D € B(H) takav

da je z, = Dz, za sve n, tada je D = (U*U)7! te z, = y, 2a sve n.

(Drugim rijecima, kanonski dual je jedini dual koji proizlazi kao slika ogranicenog
operatora. )

Dokaz. (a) Znamo da je ({x,y,)), € ¢*. Pretpostavimo da je i (c,), takoder (*-niz; u
suprotnom nemamo Sto dokazivati. Radi lakseg zapisa, oznacimo (x,y,) s a,, n € N.
Tada je

(2, (U U) " 2) = (3202, anwn, (UU)7H)
= fozl an<(U*U)71xn,x>
- ZZO:I an<yn7x>

= ((@n)n, (@n)n)
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te

(@, (UU) o) = (202, entn, (UTU) )

n=1

= ZZO:1 Cn((U*U)_lxm )
= nt Cn(Yns T)
= ((cn)n; (an)n)

Usporedbom dobivenih izraza zaklju¢ujemo kako je (¢, — a,), L (a,),. Stoga je
(cn)nl P = 11(cn = an)n 4 (an)ull> = [1(cn — an)ull* + [|(an)nl]*.
(b) Prema pretpostavei, imamo = = Y~ (@, Dx,)x, te v = > 2 o, (U U z,)z,
za sve X. Primjenom druge jednakosti na vektor (U*U)*z dobivamo
(UU)D*x = >0 (U*U)D*x, (U*U) tap)zn = > o0 (x, Day)x, = .

Ovime smo pokazali da vrijedi (U*U)D* = I, iz ¢ega slijedi (U*U)~! = D*, odakle
adjungiranjem dolazimo do D = (U*U)~!. O

Promotrimo sada ponovno proizvoljan bazni okvir (), Hilbertovog prostora H
te oznacimo s U pridruzeni operator analize. Postavlja se prirodno pitanje: mozemo

li nekako opisati sve duale od (x;,),?
Pretpostavimo da imamo bazni okvir (z,), sa svojstvom

oo

T = Z(x, Zn)x Vo € H. (4.1)

n=1

Oznac¢imo li s V operator analize pridruzen (z,),, tada se gornja jednakost moze
zapisati kao
UV =1, (4.2)

sto nam daje jos dvije ekvivalentne jednakosti:
VU =1, (4.3)

te -
T = Z(m, Zn)Tn, V2 € H. (4.4)
n=1

U tom slucaju, reéi ¢emo da su (x,,), i (2,), medusobno dualni.
S obzirom da su bazni okviri prostora H u bijekciji s odgovarajué¢im operatorima
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analize/sinteze, nas se problem pronalaska svih baznih okvira (z,), dualnih (z,),
svodi na pitanje pronalaska svih operatora V € B(H, (?) koji zadovoljavaju .
Drugim rije¢ima, za odgovaraju¢i operator analize U € B(H,(?) Zelimo pronadi sve
njegove lijeve inverze.

Do kraja ovog dijela bavimo se pitanjima vezanima za postojanje lijevog inverza
ogranicenog operatora, kao i svojstvima istog.

Lema 4.4. Neka su H i K Hilbertovi prostori te T € B(H, K). Pretpostavimo da
postoji S € B(K, H) takav da je ST = I. Tada je T ogranicen odozdo i ImT je
zatvoren potprostor od K.

Dokaz. Adjungiranjem gornje jednakosti dobivamo 7™S5* = [ iz cega slijedi da je
T* surjekcija. Prema je tada T odozdo ogranicen. Druga tvrdnja je direktna
posljedica prve. O

Pretpostavimo da je Hilbertov prostor direktna suma dva zatvorena potprostora
(u oznaci H = X +Y), toénije, da za svaki h € H postoje jedinstveni z € X,y € Y
takvi da je h = x +y. Operator na H definiran s F'h = = zovemo kosi projektor na
X parelelan s Y. Uo¢imo da je F idempotentan (tj. F? = F) i ogranicen. Obratno,
svaki idempotentan ograni¢en operator na H je kosi projektor na svoju sliku paralelan
sa svojom jezgrom.

Lema 4.5. Neka su H i K Hilbertovi prostori. Pretpostavimo da je T € B(H, K) te
S € B(K, H) te da vrijedi ST = I. Tada vrijedi:

(a) Ker S = (I —TS)(Ker(T%),
(b)) K =ImT + KerS,
(c) TS je kosi projektor na ImT paralelan s Ker S.

Dokaz. Prvo pokazujemo da vrijedi
Ker S =1Im(/ —T5) (4.5)

Zaista, iz ST = I slijedi STS = I te S(I — TS) = 0. Odavde odmah dobivamo
Im(I —TS) C KerS. Obratno, za svaki y € Ker S vrijedi (I — T7'S)y = y, $to nam
daje y € Im(I —T'S).

Slijede¢i korak je pokazati da vrijedi

(I — TS) = (I — TS)(Ker(T*). (4.6)
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Primijetimo prvo da jednakost ST = I daje, prema lemi [£.4 da je ImT zatvoren.
Uzmimo sada proizvoljni (I —T'S)y € Im(I —T'S). Kako je Im T zatvoren, y mozemo
zapisati u obliku y = Tz + z, za neke x € H i z € Ker(T*). Primijetimo takoder da
je

(I-TS)(Tz) =Tz —TSTr=Te—Tx=0
Sada je konacno
(I-TSy=I-TS)Tx+2)=UI—-TS)ze€ (I —TS)Ker(T*).

Dakle, Im(I —TS) C (I —TS)Ker(T*). S obzirom da je druga inkluzija trivijalna,
time je dokaz gotov.
Dokazujemo tvrdnju (b). Neka je y € ImT N Ker S proizvoljan. Tada je y = Tx
za neki x i Sy = 0. Stoga je 0 = Sy = STx = z, pa je y = 0. Nadalje, neka jey € K
proizvoljan. Na isti na¢in kao u dokazu (a) zakljuéujemo y = Tz + z, za neke x € H,
z € Ker(T%) te
(I-TSy=(I-TS)z. (4.7)

Stavimou =TSy € ImT iv = (I —T5S)z. Kako jev € (I —=TS)Ker(T*), (a) povlaci
v € Ker .S, sto nam daje sljedeci zapis:

y=TSy+ (I —TS)z=u+ve€ImT + Ker S, (4.8)

¢ime je dovrsen dokaz (b).

Za dokaz tvrdnje (c), primijetimo prvo kako je zbog (T'S)? = T(ST)S =TS TS
kosi projektor . Nadalje, za Tz € ImT je T'S(Tx) = Tx, odnosno T'S djeluje kao
identiteta na Im 7. Konacno, T'S je o¢ito trivijalan na Ker S. [

Propozicija 4.6. Neka su H i K Hilbertovi prostori i T € B(H, K). Tada T posjeduje
lijevi inverz ako © samo ako je ogranicen odozdo.

Dokaz. Ukoliko T posjeduje lijevi inverz, tada je on prema lemi 4.4 ograni¢en odozdo.
Obratno, pretpostavimo da je T odozdo ogranicen. Prema propoziciji je tada T
surjekcija. Ista propozicija nam tada garantira da je operator T*T regularan, pa je
dobro definiran ogranicen operator S = (T*T)~'T*, te o¢ito vrijedi ST = I. O

Korolar 4.7. Neka su H i K Hilbertovi prostori i T € B(H, K) ogranicen odozdo.
Tada je T(T*T)~YT* ortognalni projektor na ImT.

Dokaz. 1z dokaza prethodne propozicije znamo da je jedan lijevi inverz od T dan
s S = (T*T)7'T*. Prema lemi 4.5 TS = T(T*T)~'T* je kosi projektor na Im7T
paralelan s Ker S. S obzirom da je (T*T)~! regularan operator, imamo

Ker S = Ker((T*T)™'T*) = Ker(T*) = (ImT)*. (4.9)
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Dakle, T(T*T)~'T* je kosi projektor na ImT paralelan s (ImT)*, tj. T(T*T)~'T*
je upravo ortogonalni projektor na Im 7. O

Korolar 4.8. Neka su H i K Hilbertovi prostori i T € B(H, K) ogranicen odozdo.
Tada je svaki lijevi inverz S € B(K,H) od T oblika S = (T*T)"'T*F, gdje je F €
B(K) kosi projektor na ImT paralelan s nekim zatvorenim direktnim komplementom
odImT u K.

Dokaz. Akoje S = (T*T)~'T*F, gdje jeF kao u iskazu teorema, onda je ocito ST = I.

Obratno, pretpostavimo da postoji S € B(K) takav da je ST = I. Stavimo F =
TS. Prema lemi[4.5] je F kosi projektor na Im 7, te za njega vrijedi (I"*T) " 'T*F =
(T*T)"'T*T'S = . O

Napomena 4.9. Pretpostavimo da je operator T' € B(H, K) ogranicen odozdo. Pret-
hodni korolar nam govori kako su svi lijevi inverzi od u bijekciji sa svim kosim pro-
jektorima na ImT', odnosno, ekvivalentno tome, sa svim zatvorenim direktnim kom-
plementima ImT u K. U tom smislu moZemo reci da je kanonski lijevi inverz od
T onaj lijevi inverz koji odgovara ortogonalnom komplementu ImT u K. Prisjetimo
se iz korolara kako je ortogonalni projektor ma ImT dan s P = T(T*T)~'T*.
Stavljanjem P na mgjesto F u nasoj opéenitoj formuli za lijevi inverz @ dobivamo
S = (T*T)'T*T(T*T)"'T* = (T*T)~'T*. Na ovaj nacin vidimo da je lijevi inverz
od T konstruiran u propoziciji [{.6 ustvari kanonski lijevi inverz od T .

Korolar 4.10. Neka su H i K Hilbertovi prostori i T € B(H, K) odozdo ogranicen.
Tada je S € B(K, H) lijevi inverz od T ako i samo ako je S oblika S = (T*T)~'T* +
W(I —T(T*T)™'T*) za neki W € B(K, H).

Dokaz. Ako je S = (T*T)'T*+ W (I —T(T*T)"'T*) onda je ocito ST = I.
Obratno, ako je ST = I, stavimo W = S, te dobivamo
(THT)'T* + S(I — T(T*T)'T*) = (T*T)* + S — ST(T*T)~'T* = S.
m

Korolar 4.11. Neka su (), @ (vn)n bazni okviri Hilbertovog prostora H te U i V
ngima redom pridruzent operatoir analize. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(a) (vn)n je dual od (z,)n

(b) V* je oblika V* = (U*U)"U*F, gdje je F € B(¢?) kosi projektor na ImU para-
lelan s nekim zatvorenim direktnim komplementom od Im U u (2

(c) V* je oblika V* = (U*U)'U*+ W (I — U(U*U)"'U*), za neki W € B(¢* H).
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Korolar 4.12. Neka su (z,)n @ (Vy), medusobno dualni bazni okviri Hilbertovog pros-
tora H te Ui V njima redom pridruZeni operatori analize. Tada je:

(a) 2 =TImU + Ker(V*),
(b) UV* je kosi projektor na Im U paralelan s Ker(V*),
(c) > =ImV + Ker(U*),
(d) VU* je kosi projektor na ImV' paralelan s Ker(U™).

Za sam kraj ¢emo navesti jednu klasu baznih okvira koji posjeduju jedinstven
dual. U tu svrhu uvodimo sljede¢i pojam.

Definicija 4.13. Niz (z,,), je Rieszova baza Hilbertovog prostora H ako je (x,,), bazni
okvir ¢iji operator analize je surjekcija.

Korolar 4.14. Neka je (x,,), bazni okvir za H. Tada (z,), posjeduje jedinstven dual
ako i samo ako je (x,), Rieszova baza.

Dokaz. U napomeni je prokomentirana Cinjenica da su duali od (x,), u bijekciji
s zatvorenim direktnim komplementima od Im U u £2, gdje je U operator analize pri-
druzen (x,),. Medutim, prema pretpostavci je Im U = (2, stoga je jedini (zatvoren)
direktan komplement onaj trivijalan. O]
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Viskovi baznih okvira

Definicija 5.1. Neka je (), bazni okvir Hilbertovog prostora H.Visak baznog okvira
(Tn)n definira se kao:

e((xn)n) = sup{card(S) : span{z, :n ¢ S} = H}. (5.1)

Drugim rijecima, visak baznog okvira je najveéi broj elemenata koje mozemo
ukloniti iz njega da preostali elementi niza ¢ine fundamentalan niz u H. Ukoliko je
e((xn)n) = m € N, tada se iz definicije lako vidi da se za bilo koji k, 1 < k < m, moze
pronaéi kona¢an skup indeksa T takvih da je card(T) = k i span{x, :n ¢ T} = H.
Sliéno, ako je e((z,), = oo moguce je pronaci takav skup 7' za bilo koji k € N.

Sljeded¢i bitan rezultat o viskovima baznih okvira navest ¢emo bez dokaza; isti se
moze pronadi u [2], teorem 2.5.5.

Teorem 5.2. Neka je (x,), bazni okvir HIlbertovog prostora H te U pridruZeni ope-
rator analize. Tada je e((z,), = dim Ker(U*).

U nastavku ¢emo navesti nekoliko korisnih rezultata o viskovima baznih okvira,
te konacno karakterizaciju baznih okvira koji posjeduju Parsevalov dual.

Propozicija 5.3. Neka je (), bazni okvir Hilbertovog prostora H te U njemu pri-
druzen operator analize. Tada vrijedi e((x)n) = Y oo (1= (U*U) 1 ay, xp)).

Dokaz. Prisjetimo se korolara (U*U)~! je ortogonalni projektor na Im U; stoga
je I—(U*U)~! ortogonalni projektor na Ker(U*. Oznac¢imo ponovno s (e, ), kanonsku
ONB za (2. Koristeé se teoremom [5.2] ra¢unamo:

28
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e((2n)n)= dim Ker(U?)
= tr(I — UU*U)"'U?)
=2 {I = U(UU) ' U*)en, €n)
= i ({en,en) = ((U*U) U e, Uten))
=2 (L= (U U) 2, )

]

Korolar 5.4. Neka je (x,), Parsevalov bazni okvir Hilbertovog prostora H. Tada je

e((zn)n) = 2205 (1= [lzal[*).

Propozicija 5.5. Neka su (xy,), i (vn)n medusobno dualni bazni okviri Hilbertovog
prostora H. Tada je e((z)n) = €((vn)n)-

Dokaz. Oznac¢imo s U i V odgovarajuce operatore analize. Prema teoremu [5.2 do-
voljno je pokazati da je dim Ker(U*) = dim Ker(V*). Kako je V*U = I, lema |4.5| (a)
(uz S=V*1T =U) daje
Ker(V*) = (I — UV*)(Ker(U*).
Iz toga zakljucujemo
dim Ker(V*) = dim((/ — UV*)(Ker(U*)) < dim Ker(U™).

Druga nejednakost slijedi na isti nac¢in s obzirom da je V*U = I ekvivalentno s

UV =1. [l

Teorem 5.6. Neka je (), bazni okvir Hilbertovog prostora H, Ay © Bopt njegove
optimalne granice te U pridruZeni operator analize. Tada (), posjeduje Parsevalov
dual ako © samo ako su zadovoljena sljedeca dva uvjeta:

((l) Aopt 2 17
(b) dimIm(U*U —I) < e((xn)n)-

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je (v,), Parsevalov dual od (z,), te ozna¢imo s V
njemu pridruzen operator analize. Prema korolaru , Vjeoblika V =U(U*U) '+
QW , gdje je Q € B(¢?) ortogonalni projektor na Im U+, a W € B(H, ¢?) je proizvo-
ljan.

Kako je (vy,), Parsevalov bazni okvir, imamo V*V = I, odnosno
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(Ut +w*Q)(U(U*U) ' + QW) = 1.
Kako je QU =01 U*@Q = 0, to dobivamo
(UU) P+ W QW = 1. (5.2)
Posebno, ovo implicira (U*U)~! < I pa posljedicno U*U > I. To dokazuje A,y > 1.
Nadalje, mnozeci (5.2) s obje strane s (U*U )% dobivamo
UU — 1 = (U*U)2 (W*QW)(U*U)z.

Kako je (U*U )% regularan operator, zaklju¢ujemo

dim(Im(U*U — 1)) = dim(Im(U*U)2 (W*QW)(U*U)%)
(Im(W*QW))

< dim(Im Q)

(

= dim

= dim(Im U+)
= e((zn)n-

Obratno, pretpostavimo da vrijede (a) i (b). Promotrimo rastav H = Ker(U*U —
I) & Im(U*U — I), te shodno tome zapisimo operator U*U u obliku U*U = I & T.
Uocimo kako je T' > 0, te takoder, zbog (a), o(T") C [1, Bop)-

Oznacimo s g : [1,00) — [0,1) neprekidnu funkciju definiranu s g(¢) = /1 — .
Stavimo G = ¢(7T'). Sada pomoc¢u (b) konstruiramo parcijalnu izometriju L €
B(H, (?) koja je izometrija na Im(U*U — I) te ¢ija je slika sadrzana u Ker(U*). Na-
ime, dimIm(U*U — I) < e((z,),) = dim Ker(U*), pa je takvu parcijalnu izometriju
moguce dobiti injektivnim preslikavanjem neke ONB za Im(U*U — I) u proizvoljan
podskup neke ONB za Ker(U*). Konaé¢no, oznac¢imo s P € B(H) ortogonalni projek-
tor na Im(U*U — I).

Stavimo V = U(U*U)~!' + L(0 & G)P. Tada je

VYV = (UT) U + P(0@ G)L)(UU*U) ! + L0 & G)P)
= (UU) '+ (08 G?)

—(IeTH+0a(I-T7)

=1
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Stavimo sada v, = V*e,,n € N, gdje je (e, ), kanonska ONB za ¢2. Kako je V*V =1,
to je niz (v,), Parsevalov bazni okvir za H. Takoder je V*U = (U*U)~*U*U + P(0®
G)L*U =1, zbog L*U = 0. Dakle, (v,), je dualan (z,),. O
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Konacna prosirenja Besselovih
nizova

U ovom ¢emo se dijelu baviti pitanjem konac¢nih prosirenja Besselovih nizova. Radit
¢emo iskljucivo s beskonacnodimenzionalnim prostorima s obzirom da su odgovori
na nasa pitanja trivijalni u slucaju konacne dimenzije. Kada radimo s konacnim
nizovima koji se sastoje od, recimo, k elemenata, prirodno je smatrati da njemu
pridruzeni operator analize poprima vrijednosti u F¥. Medutim, kako radimo u be-
skona¢nodimenzionalnom prostoru, prigodno je usvojiti sljede¢u konvenciju: ako je
(7,,)k_, konacan niz u Hilbertovom prostoru H podrazumijevat ¢emo da njemu pri-
druzeni operator analize poprima vrijednosti u €2, tj. podrazumijevat ¢emo da nakon
vektora x1, x9, ..., x) slijedi beskonacno nulvektora.

Pretpostavimo sada da imamo Besselov niz (z,), u Hilbertovom prostoru H. Pos-
tavlja se pitanje: postoji li niz (f,)¥_, u H takav da je progireni niz (f,)*_; U (zn)n
bazni okvir za H?

Za Besselov niz (x,,), definiramo deficit kao najmanji kardinalni broj d takav da
postoji G C H kardinalnosti d takav da je span{(z,), UG} = H. Ako je (x,), ve¢
fundamentalan (kao $to je slucaj kad je (x,), bazni okvir za H) podrazumijevamo
da je deficit jednak 0. Ako s U oznac¢imo pridruzeni operator analize zbog

dim(span{x, : n € N}) = dim(Im(U*)) = dim H — dim(Ker U)

jasno je da je deficit (z,,), jednak dim(Ker U). Dakle, ukoliko zelimo prosiriti Besselov
niz do baznog okvira za H s konacno mnogo elemenata, njegov deficit mora nuzno
biti konacan. Medutim, moze se pokazati da taj uvjet nije dovoljan.

Sada ¢emo dati jos jedan nuzan uvjet na Besselov niz koji se moze prosiriti do
baznog okvira.

32



POGLAVLJE 6. KONACNA PROSIRENJA BESSELOVIH NIZOVA 33

Propozicija 6.1. Neka je (x,), Besselov niz u H za koji postoji konacan niz (f,)*_,
sa svojstvom da je prosireni niz (fn)*_,U(x,), bazni okvir za H. Tada postoji Besselov
niz (Vn)n w H takav da je operator I —V*U konacnog ranga, gdje su U i V operatori
analize pridruzent (T,), i (v,), redom.

Dokaz. Oznacimo s U, operator analize baznog okvira (f,)*_, U (2,), . Uzmimo
proizvoljan dual od (f,,)%_,U(z,,), i 0oznacimo ga, jednostavnosti radi, s (¢,)%_,U(vp ).
Neka je Vi njemu pridruzen operator analize. Sada za sve x € H imamo
T = Vvl le - Zn:1<x’ fn>gn + Zn:1<x7 In)”n - zn:1<l’, fn>gn + V U[E;
pa je stoga
(I=VU)w=3"r_(x, fa)gn Vo € H.

Iz ovoga vidimo da I — V*U ima konacan rang. ]

Sljededi teorem navodimo bez dokaza, a on je svojevrsna jaca verzija obrata pret-
hodne propozicije. Dokaz istog moze se pronaéi u [2], teorem 2.6.3

Teorem 6.2. Neka su (x,), i (v,), Besselovi nizovi uw H, B i D Besselove ograde
te Ui V operatori analize pridruzeni (x,)n @ (v,)n redom. Pretpostavimo da je I —
V*U kompaktan operator. Tada postoje konacni nizovi (f,)*_, i (h,)l_, takvi da su
(F)f_ U (2n)n i (hy) ) U (vn)n bazni okviri za H s gornjim granicama B i D.

Motivirani propozicijom [6.1]1 teoremom [6.2] uvodimo sljedeéu definiciju:

Definicija 6.3. Neka su (x,,), i (v,)n Besselovi nizovi w H te U i V redom njima
pridruzeni operatori analize. KazZemo da su (x,), 1 (vn)n esencijalno dualni ako je
I —V*U kompaktan operator.

Sada mozemo na elegantniji nac¢in sumirati tvrdnje propozicije [6.1| i teorema [6.2

Teorem 6.4. Besselov niz (x,), uw Hilbertovom prostoru H ima konacéno prosirenje
do baznog okvira za H ako i samo ako postoji Besselov niz esencijalno dualan (x,,),.

Za kraj ovog dijela iznijet ¢emo rezultat koji nam daje nuzne i dovoljne uvjete na
Besselov niz da bi se on mogao prosiriti do Parsevalovog baznog okvira.

Teorem 6.5. Neka je (x,), Besselov niz u Hilbertovom prostoru H, B, njegova
optimalna granica te U pridruZeni operator analize. Tada je ekvivalentno:

(a) Postoji konac¢an niz (f,)*_, u H takav da je (f,)k_, U (x,), Parsevalov bazni
okvir za H,

(b) Bop =1 i dimIm(I — U*U) < oc.
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Dokaz. Pretpostavimo da postoji niz (f,)_, takav da je (f,)*_, U (z,), Parsevalov
bazni okvir za H. Kako je

Sont (@ ) < Sy [, fa) P+ 302, [, ) [? = ||l Vo € H

zakljucujemo da je B,y < 1.

Oznacimo sada s F operator analize pridruzen (f,)*_,. Kako je ovo konacan
niz, to je F' kona¢nog ranga. Primijetimo sada da je operator analize U; pridruzen
(fu)f_; U (x,), dan s Uy = F + S*U, gdje smo s S oznaéili operator unilateralnog
shifta na ¢?. Kako je prema nagoj pretpostavci (f,,)%_, U (z,), Parsevalov bazni okvir,
to je UyU, = I. 1z ovoga zakljucujemo

I = (F+S*U)(F + S*U) = F*F + F*S*U + U*(S*)*F + U*U.
Stavimo K = F*F + F*S*U + U*(S*)*F. Tada je K konac¢nog ranga te vrijedi
I — U*U = K. Tada je operator I — U*U kona¢nog ranga, pa on, posebno, nije
regularan. Ovo, pak, povlaci da se 1 nalazi u o(U*U), $to konacno daje B,y = 1.

Obratno, pretpostavimo da je By, = 11 dimIm(/ — U*U) < oco. Tada je dobro
definiran pozitivan operator (U*U)z. Uotimo da je Ker(I — U*U)z = Ker(I — U*U).
Uzimanjem ortogonalnih komplemenata dobivamo Im(I — U*U)2 = Im(I — U*U)
(kako je ovaj potprostor konacnodimenzionalan, to je on i zatvoren).

Stavimo k = dimIm(I — U*U) < oo i My = span{ey,...,ex} < €%, gdje je (en)n
kanonska baza za (?. Uzmimo proizvoljnu izometriju Fy € B(Im(I — U*U), My) te
ju trivijalno prosirimo do parcijalne izometrije F' € B(H,¢*). Uotimo da je Im F' =

Stavimo U; = F(I — U*U)% + S*U. Tvrdimo da je U; izometrija. Zaista, za
proizvoljan x € H imamo

|Uz||? = ||F(I — UU)2z + S*Uz||?
= [|F(I = U*U)zz|]? + || S U x|
=||(I = U*U)2z|? + |Uz]|]
= ((I = U*U)z, z) + (U Uz, z)

= |l=[*.

Kako je U; izometrija, (Ue,), je Parsevalov bazni okvir za H. Uoc¢imo da je U] =
(I-U*U)2 F*4+U*(S*)¥, sto povlaci Ufepy; = U*e; = x;,Vj € N. Stoga je prosirenje



POGLAVLJE 6. KONACNA PROSIRENJA BESSELOVIH NIZOVA 35

do baznog okvira naSeg originalnog Besselovog niza (z,), dano s f; = Ufe; = (I —
U*U)2F*ej, j=1,.. k. O



Poglavlje 7

Fundamentalna jednakost za
Parsevalove bazne okvire

Za kraj ovog rada, dokazat ¢emo jedan interesantan identitet za Parsevalove bazne
okvire.

Prije nego nastavimo, prisjetimo se kako je za proizvoljan bazni okvir (x,), i
njemu pridruzeni operator analize U, operator U*U regularan te djeluje na sljedeci
nacin:

UUx =37 (x,xn)x,, Vo € H.

n=1

U nastavku ¢emo jednostavnosti radi uglavnom s F' oznacavati operator U*U. Takoder,
za svaki S C N definiramo operator Fs € B(H),

Fox =3 o, 2p)T0, Vo € H.

Za pocetak, navest ¢emo jedan rezultat koji ¢emo koristiti nekoliko puta ¢iji se dokaz
moze nadi u [3], kao i dva osnovna rezultata teorije operatora.

Propozicija 7.1. Neka je (x,), bazni okvir za H, U njemu pridruzeni operator ana-
lize te F =U*U. Za svaki x € H vrijedi

(a) 13205 (@, )| * < (IFI 3205 [(2.2n) 2,

() S0 [, w,)|? < |[F7Y| Y02 (@, 20)@,||?. Stovise, gornje ograde su nagbolje
moguce.

Propozicija 7.2. Neka su S,T € B(H) takvi da vrijedi S+ T = 1. Tada je S —T =
S? -T2,

36
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Dokaz. Rac¢unamo

S—T=S—(I-8)=25—-T=82—(I-28+8%)=8—(I—5)2=52—-T2 O

Propozicija 7.3. Neka su S,T € B(H) takvi da vrijedi S+ T = 1. Tada su S i T
hermitski ako i samo ako je S*T hermaitski.

Dokaz. Pretpostavimo da je S*T" hermitski. Tada je
S—T=1S-T)=(S"+T*)(S-T)=5*S+T*S = S*T —T*T = S*S — T*T.
Kako je izraz na kraju hermitski operator, to je i S — T hermitski. Kako je prema
pretpostavci S + T" hermitski, to su

S=3(S+T+(S-T)iT=5S+T—-(S-T))

takoder hermitski.
Obratno, pretpostavimo da su S i T hermitski. Imamo

ST = §*(I — §) = S* — S*S.

Kako je izraz na kraju hermitski operator (jer je S prema pretpostavci hermitski), to
je 1 S*T hermitski. O

Prije nego sto iskazemo fundamentalnu jednakost za Parsevalove bazne okvire,
proucit ¢emo slucaj opéenitih baznih okvira, te taj sluc¢aj primijeniti na Parsevalove.

Teorem 7.4. Neka je (x,,), bazni okvir za H te (y,), njegov kanonski dual. Tada za
svaki S C N i za sve x € H vrijedi

P ones (@ ) |* = 3w (s, yn) [P = Do ese [ 2n)|* = 3o [(Fse, yn) .

Dokaz. Stavimo ponovno F = U*U. Kako je F' = Fg + Fge, slijedi [ = F~1Fg +
S~1Fg. Primjenom propozicije na operatore F'~'Fg i F~!Fg. dobivamo

F'Fy - F 'FgF 'Fg=F'Fge — F'Fg. ' Fe. (7.1)
Takoder, za sve x,y € H imamo
(F~'Fgx,y) — (F'FsF ' Fsx,y) = (Fsx, F~'y) — (F ' Fsx, FsF'y)  (7.2)

Sada stavimo y = F'xr pa mozemo nastaviti jednakost (7.1)) na sljedeé¢i nacin:
- <F59§, :B> - <F71F5‘T’ F5$> = ZneS |<1’, xn>|2 - ZneN |<st>y7"b>|2'
Koristedi istu jednakost kao u ([7.2) za S te pomocu (|7.1)) konaéno dobivamo
D ones (@ ) ? = 2w [(Fsw, yn)|* = 2 pese [, 2n)1* = 2en [{Fsew, yn) [
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Teorem 7.5. Neka je (x,), Parsevalov bazni okvir za H. Za svaki S C N i za svaki
x € H vrijedi

Y ones (@ xn)? = 112 e, wa)anll® = 3o cse Ko 2l — |1 2 ese (T, Tn )l .

Dokaz. Cilj nam je nekako primijeniti teorem [7.4] Znamo otprije da je kanonski dual
od (), upravo on sam. Sada koristeci [7.4]i ¢injenicu da je (z,), Parsevalov bazni
okvir rac¢unamo

Pones (@ wn) [P = 11 0ol wn)anl *= Does | (@, wn) |* — || Fsz]?

s [ wn) [ =3 nen [(Fsz, )
s 1@ zn)? =2 en [(Foew, ) ?
N wn) [P = 2w [(Fse, wn)[?
(@, 2n)[* = || Fse||*
(€, 2n)

[ = 1 nese (@ zn)anl [

8

T, Ty

2 ne
2 ne
= Dnes
2 nes
2 nes

]

Identitet dan u teoremu je zacuduju¢ iz razloga sto veli¢ine na razlicitim
stranama jednakosti opéenito nisu usporedive. Primjerice, ako je S prazan skup,
tada je lijeva strana jednaka O jer nemamo sto sumirati. Desna strana je tada takoder
jednaka nuli, no sada zato Sto je

P ones s zn) 2 = [2l|* = |1 2es(e, wn)al .

Slicno, ako je J jednoclan skup, oba izraza na lijevoj strani ove jednakosti mogu
biti proizvoljno mali, dok su dva izraza s desne strane priblizno jednaka ||z||?, te se
ponistavaju dovoljno da bi identitet vrijedio.

Ako je (z,), Parsevalov bazni okvir za H, tada za svaki S C N i svaki x € H
imamo

(x, )%

1211 = 2 nes [ 2n)* + 22, cse

Stoga, jedan od dva izraza na desnoj strani gornje jednakosti je veéi ili jednak %HxHQ
Iz teorema [7.5] slijedi da za svaki S C N i sve v € H vrijedi

D ones (@ @) P + 1] Zn@c(fmxnﬂn”ii Z;nesc (@, 2)|* + 1| Xnes(, zn)zal* =

Sada ¢emo vidjeti da je desna strana ove nejednakosti ustvari mnogo veca.
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Propozicija 7.6. Neka je (x,), Parsevalov bazni okvir za H. Tada za svaki S C N
i sve x € H vrijedi

Pones (@) P 4 || o pese (@, wn)anl * 2 l2]2.

Dokaz. Kako je

|z||* = ||Fsx + Fsex

< [P + [ Fse

2+ 2| Fsal||| Fgex]|
%)

< 2(||Fsx|]” + || Fsex

to dobivamo

((F3 + F)z,x) = ||Fsz||* + || Fsex||* > 3||z|]* = (3], x)

Kako je Fs+ Fse = I, siljedi da je Fs+ F2. + Fge + F2 > %I. Primjenom propozicije
na S = FsiT = Fsc dobivamo Fgs + F2. = Fsc + F2. Stoga je

2(Fs + F§c) = Fg +F§c + Fge —l—Fg > %].
Konacno, za svaki x € H imamo

Y ones (@) P 4+ 11 2, c50 (2, )l = (Fsa, 2) + (Fsew, Fse) =
((Fs + Fgo)w, z) > §llz]|*.
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Sazetak

U ovom radu najprije izlazemo neke osnovne pojmove i rezultate iz teorije normira-
nih prostora koji ¢e se koristiti tijekom daljnjeg proucavanja. Nakon toga uvodimo
pojmove Besselovog niza i baznog okvira, pojmove koji ¢e biti sredisnji dio nasih
promatranja. Poseban naglasak imaju Parsevalovi bazni okviri. Opisuju se njihova
osnovna svojstva te veze izmedu navedenih pojmova. Poseban dio posveéen je dual-
nim baznim okvirima te njihovoj karakterizaciji pomoc¢u ograni¢enih operatora koji
posjeduju lijevi inverz. Zatim definiramo viskove baznih okvira, navodimo neka svoj-
stva, te naposljetku pomocu istih dolazimo do karakterizacije baznih okvira koji po-
sjeduju Parsevalov dual. Nadalje, opisujemo Besselove nizove koji dopustaju konac¢no
prosirenje do baznog okvira. Za sam kraj rada izlazemo i kratko komentiramo fun-
damentalnu jednakost za Parsevalove bazne okvire.



Summary

In this thesis we first give some of the fundamental terms and results from the theory
of normed spaces which will be used during further study. Afterwards, we introduce
Bessel sequences and frames, terms which will be central part of our study. Special
emphasis is put on Parseval frames. We describe their properties and the connections
between aforementioned terms. Special part is dedicated to dual frames and their
characterization using bounded operators which possess left inverse. Next we define
excesses of frames, state some of their properties, and finally give a characterization
of frames that possess Parseval dual by using excesses of frames. Furthermore, we
describe Bessel sequences that allow finite extension to a frame. In the last part
we give a fundamental identity for Parseval frames, as well as a brief discussion
considering this identity.
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