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Uvod

Funkcijske jednadZbe su jednadzbe u kojima su nepoznanice funkcije. U ovom radu
proucava se Hosszuova funkcijska jednadzba

Jx+y—xy) + flxy) = f(x) + f(),

gdje je f: R — R nepoznata funkcija. RjeSenje koje je prikazano u ovom radu dao je
Zoltan Daroczy 1971. godine. Osim toga, promotrit cemo odnos Hosszuove i1 Jensenove
funkcijske jednadzbe

x+y\ _ f()+ f(y)
e

Toc¢nije, dat ¢emo dokaz ekvivalentnosti ovih dviju funkcijskih jednadzbi, Sto je 1970.
godine dokazao istaknuti hrvatski matematicar Danilo Blanusa (1903.-1987.). Uz to, dano
je 1 rjesenje poopcene Hossziove funkcijske jednadzbe, odnosno funkcijske jednadzbe
oblika

f(x+y—axy) +glxy) = h(x) + k(y), x,y€R,

kao 1 jedne funkcijske jednadzbe srodne Hossztiovoj, tzv. Pompeiuove funkcijske jed-
nadzbe.

Kod proucavanja funkcijskih jednadzbi obi¢no se promatra i problem njihove stabil-
nosti. Tako ¢emo se osim funkcijskim jednadzbama baviti i odgovaraju¢im funkcijskim
nejednadzbama u kojima se zapravo pitamo kada je rjeSenje odgovarajuce nejednadzbe
dovoljno blizu rjeSenja promatrane jednadzbe. U svrhu dokazivanja stabilnosti Hosszuove
funkcijske jednadZbe dan je i dokaz stabilnosti jedne od najpoznatijih funkcijskih jed-
nadzbi, aditivne Cauchyjeve funkcijske jednadzbe. Glavni rezultati ovog poglavlja ticu
se stabilnosti Hossziove funkcijske jednadzbe i stabilnosti njezina poopcenja, kao i stabil-
nosti tzv. Hosszu-Jensenove funkcijske jednadzbe, pomocu koje dolazimo do zakljucka o
njezinoj ekvivalentnosti s Hosszuovom funkcijskom jednadzbom.



Poglavlje 1

Hossziova funkcijska jednadzba

1.1 Hossziova funkcijska jednadzba
Teorem 1.1.1. Neka funkcija f: R — R zadovoljava Hossziiovu funkcijsku jednadZbu
fx+y—=xy)+ flxy) = f(0) + () (HE)
za sve x,y € R. Tada postoje aditivna funkcija A: R — R i konstanta a € R takve da vrijedi
f(x) = A(x) +a.

Dokaz. Definiramo li funkciju G: R?> — R sa

G(x,y) = f(x) + f(») = fxy), (1.1)

vidimo da G zadovoljava

Guv,w) +Gu,v) = G(u,vw) + G(v,w) (1.2)

za sve u,v,w € R. Promotrimo li (HE) i (L.I)), vidimo da vrijedi i

G(x,y) = f(x +y —xy). (1.3)
Uvrstavanjem (1.3) u (1.2) dobivamo

Jw+w—uw)+ fu+v—-—uv) = flu+vw—uvw) + f(v+w—vw)

zasve u,v,w € R. Uvrstimo i w = % u prethodnu jednadzbu, dobivamo
1 1
f(uv+——u)+f(u+v—uv):f(1)+f(v+——1) (1.4)
y v

2
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zasve u,v € R, v # 0. Uzmimo proizvoljne x,y € R takve da vrijedi x + y > 0. TraZimo
takve u,v € R, v # 0, koji su rjeSenja sustava

1
w+-—-——-—u=x+1, u+v—-—uv=y+1. (1.5)
v

Zbrojimo li jednadZbe tog sustava, vidimo da vrijedi
1
V+—=x+y+2 (1.6)
v
1z ¢ega mnozenjem sa v dobivamo
V- (x+y+2wv+1=0.

Ova kvadratna jednadZzba ima dva razlicita realna rjeSenja koja su razli¢ita od nule jer je
slobodni koeficijent 1, a diskriminanta

(Xx+y+2° —4=x+)x+y+4)>0.

Uzmimo da je vy jedno od tih dvaju rjeSenja. Zbog ix+y>0imamo

1
Vo+ —=x+y+2#2,
Vo

paje vy # 1. Dakle, ako vrijedi
y+ 1- Vo
g = ———,
1- Vo
tada je (ug, vo) rjesenje sustava jednadzbi (1.5]). Za proizvoljne x,y € R sa svojstvom da je
x+y > 0, uvrstimo (I.5)) u (I.4) iz Cega dobivamo

fx+D+fo+D)=fD)+ fx+y+1). (1.7)
Definirajmo funkciju
Ax) = f(x+1) - f(1). (1.8)
Tada iz (1.7) slijedi
AX)+AQY) = A(x+y) (1.9)

zasve x,y € R, x+y>0.

Sada progirimo (T.9) na R? (vidite sliku 1.1)
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x4y T T4y =

Slika 1.1: Tlustracija domene funkcije iz (1.9).

Ako vrijedi x + y < 0, moZemo pronai t € Rtakavdajetr+x > 0it+x+y > 0.
Uzastopnom primjenom ((1.9)) zaklju¢ujemo da za takav ¢ vrijedi

A +Ax+y) =At+x+Yy)
=A(t+x)+A®y)
=A(t) + A(x) + A(y).

Dakle,
Alx+y) =Ax) + A(y)

za sve x,y € R, odnosno, A je aditivna na R. Iz definicije (I.8) funkcije A imamo
fx+1) =AM + f(D),
pa je

S =Ax-1)+ f(1)
=A(x) —A(l) + f(1)
= A(x) + a.

Time je dokaz zavrSen.
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1.2 Odnos Hosszuove i Jensenove funkcijske jednadzbe

Jensenova funkcijska jednadZzba je jednadzba oblika

F(Er2) = L0+,

e R.
2 %Y

2 2

Teorem 1.2.1. Funkcija f: R — R zadovoljava Jensenovu funkcijsku jednadzbu

f(x;ry):f(x);rf@), xyeR UE)
ako i samo ako vrijedi
J(x) =A) +a, (1.10)

gdje je A: R — R aditivna funkcija i a proizvoljna konstanta.

Dokaz. Lako provjerimo da (1.10) zadovoljava (JE).
Stavimo li y = 0 u (JE), dobivamo

f(g) = f(x)2+a, (1.11)
pri cemu je a = f(0). Slijedi

fx+y)+a  fx+y) + f(0) _f(x+y)_f(x)+f(y)
2 B 2 B 2 ) 2 ’

odnosno
fx+y)+a=fx)+ f). (1.12)

Uvedimo funkciju A: R — R definiranu sa
A(x) = f(x) — a. (1.13)

Tada iz (1.12)) slijedi
A(x+y) =A(x) + A(y).

Dakle, rjesenje funkcijske jednadzbe (JE) je oblika
f(x) =AX) +a,

gdje je A: R — R aditivna funkcija. O
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Teorem 1.2.2. Jednadzba

Jx+y—xy)+ flxy) = f(O) + (), xyeR

ekvivalentna je Jensenovoj jednadzbi

fo+ o) = 2f (22).

Isto vrijedii za x,y € C.

Dokaz. Najprije dokazimo da iz (JE) slijedi (HE).
Stavimo li u (JE) da je y = 0, dobit ¢emo

f+ f0 =27(3).

Zatim u prethodnoj nejednakosti zamijenimo x sa x + y da bismo dobili

faren+ fO =2 (22),

iz Cega, zbog (JE)), slijedi

xX+y
2

fer )+ £0) = 2 (232 = fe + fo)

azay = —x vrijedi
2£(0) = f(x) + f(=x).
Zbog (I.14) i (1.15) imamo
Jx=y)=fx+(=y) =-fO)+ f(0) + f(=y)

= —f(0) + f(x) + 2f(0) — f()
= f(x) = f() + £(0).

Sada iz (I.16) i (I.14) slijedi
fx+y—xy)+ f(xy) = f(x+y) = f(xy) + f(O) + f(xy)
= f(x+y) + f(0)
= f(x) + f().

Dakle, povlaci (HE).

(HE)

(JE)

(1.14)

(1.15)

(1.16)
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Dokazimo obrat. Stavimo da je

J) = () + - [90( 2) - 90(2)]——[90( 2) +¢(2)].

Tada je
f(=2)=f@2)=0. (1.17)

Ako ¢ zadovoljava (HE), tada i f zadovoljava i obrnuto. Takoder, ako ¢ zadovo-
ljava (JE)), tada i f zadovoljava (JE) i obrnuto. Preostaje jo§ pokazati da svako rjesenje f

jednadzbe (HE)), uz uvjet (I.17), zadovoljava (JE).

Promotrit ¢emo razliCite oblike jednadzbe (HE) koji su dobiveni uvodenjem odredenih
supstitucija. Uvedimo simbol [X, Y] koji e predstavljati supstituciju u kojoj smo x,y iz
(HE]) zamijenili sa X, Y. Uzimajuéi i jednakost (1.17]) u obzir, supstitucijama

[—X, _)’]’ [x’ 2]9 [_-x9 2]’ [x’ _2]’ [_x’ _2]’ [-x + 2’)’ + 2]9

[—x+2,—y+2], [§+1,2], [—§+1,2 2

odgovaraju sljedeée jednadzbe:

f=x—y—=xy)+ f(xy) = f(=x) + f(=y), (1.18)

f=x+2) + f2%) = f(0), (1.19)

Fr+2) + f(=2x) = f(=x), (1.20)

fGx=2) + f(=2x) = f(x), (1.21)

F(=3x=2) + F(2x) = f(=x), (1.22)
fl=x—y—x)+ fCx+2y+xy+4)=f(x+2)+ f(y +2), (1.23)
Jx+y—xy)+ f(2x-2y+xy+4)=f(—x+2)+ f(—y +2), (1.24)
f(—g+1)+f(x+2):f(§+l), (1.25)
f(2+1)+f( x+2)= ( % ) (1.26)

fr= 0+ f(=3) = £(5)+ =D, (127)

f(= x—1)+f( ) ( g)+f(—1). (1.28)

Zbrojimo 1i (1.25) i (1.26), dobit ¢emo

S&x+2)+ f(=x+2)=0. (1.29)
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Zbrajanjem (1.19) i (I.20) te koristenjem (1.29)) dobivamo
f@2x) + f(=2x) = f(X) + f(=x). (1.30)
Zbrajanje jednadzbi (I.21) i (I.22), uzimajudi (1.30) u obzir, daje
fBx-2)+ f(-3x-2)=0,
odnosno, uz zamjenu x sa 3x,
f(x=2)+ f(-=x-2)=0. (1.31)
Zamijenimo sada x sa x + 6 u (1.29) i x sa x + 2 u (I.31). Time dobivamo sljedece izraze:

Jx+8) + f(-x—-4) =0,
J) + f(=x-4) = 0.

Primjecujemo da ¢emo oduzimanjem gornjih izraza dobiti
f(x+8)— f(x) =0, (1.32)

odnosno, funkcija f je periodi¢na s periodom 8. Zbrojimo li sada (1.23)) i (1.24), te isko-
ristimo (1.29), dobivamo

JEx=y—xy) + flx+y—xy) (1.33)
+ f(2x-2y+xy+4)+ fCx+2y+xy+4)=0. (1.34)
Prema (1.29) vrijedi
JEx=y—xy) = f(=x-y-xy-2+2)
=—f(x+y+xy+2+2)
=—f(x+y+xy+4)
1, analogno,
Ja+y—xy)=flx+y—-xy-2+2)
=—f(=x-y+xy+2+2)
=—f(—x—-y+xy+4).
Supstitucijom

xy+4=a, x+y=>b
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dobivamo
fla+b)+ f(a—b) = f(a+2b)+ f(a—2b), (1.35)
pri ¢emu za a i b mora vrijediti nejednakost
b2
a< 7 +4 (1.36)

ukoliko su x i y realni. Kako bismo se rijesili gornjeg uvjeta, promatramo supstituciju

xy=-a, x+y=b,

koja povlaci
f(ca+b+4)+ f(—a-b+4)=f(—a+2b+4)+ f(—a—-2b+4), (1.37)
uz uvjet
b2
> ——. 1.38
az- (138)

No, zbog (1.29) imamo
flca+b+4)=f(-a+b+2+2)=—-fla-b-2+2)=—f(a—-D)
1, analogno,
f(=a—b+4)=—f(a+Db),
f(=a+2b+4)=—-f(a—2b),
f(=a—2b+4)=—-f(a+2b),

tako da (1.37) povla¢i (I.35). Ocito je ispunjena barem jedna od nejednakosti (1.36) i
(1.38), pa (1.35) vrijedi za bilo koji uredeni par realnih brojeva (a, b). Zamjenom b sa 2b u

dobiva se
fla+2b)+ f(a—2b) = f(a+4b) + f(a—4b),

Sto uz (1.33)) daje
fla+b)+ f(a—>b)= f(a+4b) + f(a—4b). (1.39)

Ponavljanjem prethodnog postupka zamjene dobivamo
fla+b)+ f(a—b) = fla+2"b)+ f(a—2"Db). (1.40)
Uvrstimo li a = 0,5 = 2, u (1.39)), dobit cemo jednakost

f@)+ f(=2) = f(8) + f(=8),



POGLAVLJE 1. HOSSZUOVA FUNKCIJSKA JEDNADZBA 10

koja, uz (I.17) i (1.32), pokazuje da je

f(0)=0. (1.41)
Iz (1.40) ¢emo pak zaa = —1,b = 1,n = 3 dobiti
f(=1)=0, (1.42)

uzimajudi u obzir (1.17), (1.32) i (I.41)). Zbrajanjem (1.27) i (I.28)), uvazavajuéi i (1.42),

dobivamo

flx—1D+ f(=x=1)=0. (1.43)
Zamijenimo u (T31)) x sa x + 2:
)+ f(=x-4)=0 (1.44)
iu (1.43) xsax+3:
f(x+2)+ f(=x—4) = 0. (1.45)

Iz (1.44) i (I.45)) proizlazi da je f periodi¢na s periodom 2, odnosno
f() = flx+2).
Kako je sada i 4 period funkcije f, iz (1.44)) slijedi
f)+f(=x) =0, (1.46)

odnosno, funkcija f je neparna. Sada zbrojimo (HE])) i (1.18)), uvazavajuci (1.46), da bismo
dobili
Jx+y=xy) + f(=x =y —xy) + 2f(xy) = 0.
Supstitucija
X+y—xy=a, —-x—-y—xy=>h,

uz ponovno koristenje (1.46)), daje

Fl@) + F(b) = —2f(—“;b) - 2f(“;b). (1.47)

Pritom za realne x, y mora vrijediti uvjet
(a—b) +8(a+b)>0. (1.48)
Uvedimo sada supstituciju

X+y—-xy=-a, —-x—y-—xy=-—b.
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Sada imamo

f(=a) + f(=b) = —Zf(“ . b)
uz uvjet
(a—b)*—8(a+b)>0. (1.49)

Primijetimo da je gornja jednadzba, uz (1.46), ekvivalentna Jensenovoj jednadzbi (I.47).
Ocito je barem jedan od uvjeta (1.48)) i (1.49) zadovoljen, ¢ime je teorem dokazan.

Dokaz je valjan i za x,y € C, s tim da su u tom slu¢aju uvjeti (1.36), (1.38), (1.48) i
(L.49) suvisni. o

1.3 Poopcenje Hosszaove funkcijske jednadzbe

U ovom odjeljku promatrat ¢emo jedno poopéenje Hossziove funkcijske jednadzbe. Prije
toga ¢emo dokazati neke pomoc¢ne rezultate.

Teorem 1.3.1. Neka funkcije f, g, h, k: R — R zadovoljavaju funkcijsku jednadZbu

fx+y) —g(x) — h(y) = k(xy) (1.50)

za sve x,y € R. Tada je opce rjeSenje navedene jednadzbe dano sa

f(x) = Ai(X) + A(x) + a,

g(x) = A1 (X)) + A(X) + a — by,
h(x) = A1(x*) + A(x) + a — by,
k(x) = 2A,(x) + by + by — a,

(1.51)

gdje su A, A, : R — R aditivne funkcije te a, by, b, proizvoljne realne konstante.

Dokaz. Uvrstimo li najprije x = 0, a zatim y = 0 u jednadZbu (1.50), dobit ¢emo sljedece
jednakosti

h(y) = f(y) — 8(0) = k(0),  g(x) = f(x) = h(0) = k(0). (1.52)
Umetanjem (1.52) ponovno u (1.50) imamo
fGx+y) = [f(x) = h(0) = k(0)] = [f(¥) — &(0) — k(0)] = k(xy),

odnosno

fx+y) = f(0) = fy) = ixy), (1.53)
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gdje je, za svaki x € R,

I(x) = k(x) — g(0) — h(0) — 2k(0). (1.54)
Stavimo li y = 1 u (I.53)), dobivamo
Jx+1) = f(x) = f(1) = (). (1.55)

Uzevsi taj izraz u obzir, (1.53) se moZe raspisati i na sljedeéi nacin:

Jx+y) = f0) = f) = flxy + 1) = flxy) = f(D),

odnosno
fx+y)+ flxy) = flxy + D+ f(x) + f(y) = f(D). (1.56)
Definirajmo sada funkciju
F(x) := f(x) = f(1). (1.57)
Pomocu nje se jednakost moZe napisati i u obliku

Fx+y)+ F(xy)=F(xy+ 1)+ F(x)+ F(y) (1.58)
za sve x,y € R. Ako u tom izrazu y zamijenimo sa —y, dobivamo
F(x—-y)+ F(—=xy) = F(1 = xy) + F(x) + F(-y). (1.59)
Zbrajanjem posljednjih dvaju izraza dobivamo
Fx+y)+F(xy)+ F(x—y)+ F(=xy) = F(1+xy)+2F(x)+ F(y)+ F(=y)+ F(1 —xy) (1.60)
za sve x,y € R. Zamijenimo li mjesta x i y, imamo
Fx+y)+F(xy)+ F(y—x)+F(—=xy) = F(l+xy)+2F(y)+ F(x)+ F(—x)+ F(1-xy). (1.61)
Jednadzbu (1.61)) oduzmimo od (1.60)), iz Cega proizlazi
F(x=y) = F(y= %) = F() = FG) + F(=) = F(=x),

Uvodenjem funkcije
A(x) := F(x) — F(-x), x,yeR, (1.62)

prethodna jednadzba se reducira do
A(x—y) = A(x) — A®), x,y €R.
Dakle, A: R — R je aditivna te imamo

F(x) = F(=x) = A(x). (1.63)
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Sada oduzmimo od da bismo dobili
F(x+y) = F(x=y)+ F(xy) = F(=xy) = F(1 + xy) = F(1 = xy) + F(y) = F(=y). (1.64)
Uvrstimo li (1.63) u dobivenu jednakost imamo
Flx+y) = F(x=y)+A(xy) = F(1 + xy) = F(1 = xy) + A(y),
koju pak moZemo reducirati do
wx+y)+w(l —xy) =wkx-y)+w(l + xy), (1.65)

gdje smo funkciju w definirali sa
1
w(x) = F(x) — EA(X)’ x €eR. (1.66)

Bez smanjenja opcenitosti smijemo pretpostaviti da je x > y. Uzmimo da je

2x=Vt+s+ Vi, 2y=+Vt+s—-Vt, t>0,t+s>0. (1.67)
Tada je
Vi=x-y, s=4xy. (1.68)
Uvrstimo li u (I.63), dobivamo
s s
w(\/s+t)+w(1—Z):w(\ﬁ)+w(l+z) (1.69)

zasve (s,1) € D, gdje je
D:={(s,) €R*|1>0, s+1>0}.

Zat > 0 definirajmo

Gty == w(Vi), H() ::w(l ; %)—w(l —4—1).

Uocdavamo da se (1.69) moZe napisati ovako:
G(s+1)=G@) + H(s), (s,1) € D. (1.70)
Zamijenimo li varijable s i f, imamo

G(t+s) = G(s) + H().
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Izjednac¢imo li dobiveno sa (I.70)), dobivamo
H(s)-G(s)=H(@®) -G(t), s,t>0,
paje
H(s) = G(s) - B, 5§20,
pri ¢emu je S konstanta. Sada postaje
G(it+s)=Gt)+G(s)-p s,t > 0.
Za svaki t > 0 stavimo

A1) = G(1) - B.
Tada je A;: [0, +c0) — R aditivna funkcija. Uzmemo li u obzir i definiciju od G, vidimo
da je

w(s) = Ai(s?) + 8 (1.71)
za svaki s > 0. Supstitucijom x = 0 u (I.63) dobivamo w(y) = w(—y) pa gornji izraz vrijedi
iza s <0, dakle za svaki s € R. Iz (I.71)) te iz definicija funkcija w i F dobivamo

f(x) =A%) + %A(x)+,3+f(l), x €R. (1.72)
Iz i (I.72) dobivamo
1
h(x) = A (x*) + EA(X) +pB+ f(1) - g(0) - k(0), (1.73)
1
gx) = A (X)) + EA(X) +B+ f(1) = h(0) — k(0). (1.74)

Konaéno, (I.54)), (1.53) i (I.72)), uz oznaku b = g(0) + h(0) + 2k(0), daju

k(x) = I(x) + b
=S+ 1) = f(0)+b - f(1)

=A(1+ x> +2x)—A(x)* + %A(l +X) — %A(x) +b-f(1)

=24,(x) + A, (1) + %A(l) +b— f(1). (1.75)

Zbrajanjem jednakosti u (I.52) za x = y = 0 dobivamo f(0) = g(0) + 4(0) + k(0), pa je
b= f(0)+k(0). Za x = 1 iz (1.72) slijedi

A1) + %A(l) = -B. (1.76)
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Uvrstavanjem (1.76]) u (1.34) dobivamo
k(x) =2A,(x)—B+b— f(1). (1.77)
Odaberemo li konstante a, by, b, 1 b na sljedeci nacin:

a=f(1)+p,
by = h(0) + k(0),
by = g(0) + k(0),
b= bl + b2

i uvrstimo ih redom u (1.72)), (1.74), (1.73) i (1.77), te zamijenimo li %A(x) sa A(x), dobi-
vamo rjeSenje jednadzbe upravo u Zeljenom obliku (T.5T)). |

Korolar 1.3.2. Pretpostavimo da je f: R — R funkcija takva da Cauchyjeva razlika
f(x+y)— f(x) = f(y) ovisi samo o umnosku xy za sve x,y € R. Tada je f oblika

) = A1) + A(X) + a,
gdje su Ay,A: R — R aditivne funkcije i a je proizvoljna konstanta. Posebno,
Jx+y) = f(x) = f(y) = 2A:(xy) — a,
za sve x,y € R.

Teorem 1.3.3. Neka je a realna konstanta. Neka funkcije f, g, h,k: R — R zadovoljavaju
Sfunkcijsku jednadzbu

fx+y+axy) + g(xy) = h(x) + k(y) (GHE)
za sve x,y € R. Tada je opce rjesenje jednadzbe (GHE)) dano sa

£ Al +Ax)+a akojea =0,
x) =
A(ax) +a ako je a # 0,

) -2A1(x)+a+ by +by akojea =0,
x) =
& A(-a?x)+a+b, +b, akojea #0,

- A(x)+A(x)+a+b, akojea =0,
x) =
Alax) +a+ b, ako je a # 0,

K A +Ax)+a+b, akojea =0,
x) =
Alax)+a+ by ako je a # 0,

gdje su A, A, : R — R aditivne funkcije i a, by, b, su proizvoljne konstante.
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Dokaz. Najprije ¢emo razmatrati slucaj kada je @ = 0. Primjecujemo da tada (GHE)
postaje
F(x+y) +8(xy) = h(x) + k(y) (1.78)

pa tvrdnja slijedi iz teorema[I.3.1] Sada promatrajmo slucaj kada je @ # 0. Stavimo li prvo
da je y = 0 u (GHE)), a zatim x = 0, dobivamo jednakosti

h(x) = f(x) + g(0) — k(0), (1.79)
k(y) = f(y) + g(0) — h(0). (1.80)
Ubacimo li ih u (GHE)), imamo
f(x+y+axy) +g(xy) = f(x) + f(y) + b1 + by, (1.81)
gdje je
by = g(0) — k(0), by = g(0) — h(0). (1.82)
Zamijenimo li u (T:81) y sa -1, dobit cemo
g(x) = f(—ax) + by + bs. (1.83)

Uvrstavanjem dobivene jednakosti u (1.81]) konstante se oduzmu i dobivamo

Jx+y+axy) + f(-axy) = f(x) + f() (1.84)

za sve x,y € R. Kako bismo odredili opce rjeSenje gornje jednadzbe, uvedimo funkciju
G:R?> > Rsa
G(x,y) = f(x) + f(y) = f(—axy). (1.85)

Uocavamo da G zadovoljava
v v
G (au, ——) + Glauv, w) = Glau, vw) + G (——, ) (1.86)
a a

zasve u,v,w € R. Prema (1.84) je G(x,y) = f(x +y + axy) pa se (1.86) se moZe napisati u
obliku

v v
f(cm - — - auv) + flauv + w + @?uvw) = flau + vw + uvw) + f(—— +w— vw),
a a

odakle pak za w = —1 dobivamo

f(a/u L auv) + flauy - L au) = f(—l) +f(—£ L + l) (1.87)
@ av @ a

(0 (02%
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zasve u,v € Riv # 0. Odaberimo proizvoljne x,y € R takve da vrijedi x +y > 0. TraZimo
u e RiveR)\ {0} koji zadovoljavaju sustav

+1 1 +1
au—z—auv:y—, auv———au:x . (1.88)
o' a v a
Zbrojimo li jednadZbe sustava, vidimo da vrijedi
1
—Vv——=x+y+2 (1.89)
%
odakle se mnoZenjem sa v dobiva kvadratna jednadzba
V+(x+y+2v+1=0. (1.90)

Njezini korijeni su medusobno razliciti te su razliiti od nule jer je slobodni koeficijent
jednak 1, a diskriminanta

(x+y+2)2—4:(x+y)(x+y+4)>O. (1.91)

Oznacimo sa v, jedno od rjeSenja. Jasno se vidi da je vy # 1, jer bi u suprotnom bilo
I1+(&x+y+2)+1=0,Ssto je u kontradikciji sa x + y > 0. Dakle, ako je

_y+l+w

0= 21—

onda u i vy zadovoljavaju sustav jednadzbi (I.88). Za proizvoljne x,y € R za koje je
x +y > 0, mozemo uvrstiti jednadzbe sustava (1.88) u iz ¢ega dobivamo

f(x+1)+f(y+_1):f(_1)+f(w), (1.92)
a a @ @

Definirajmo funkciju

(01

B(x) = f(x; 1)—f(—l). (1.93)

Napisemo li (I.93) u obliku

) A o)

uo¢avamo da je prema (1.93) moZzemo reducirati do

B(x +y +2) = B(x) + BOY) (1.94)
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za sve x,y € R za koje je x + y > 0. Zamijenimo li x sa 0, a y sa x + y, dobivamo
B(x+y+2)=B(@)+ B(x +y). (1.95)

Iz (1.94) i sada slijedi
B(x) + B(y) = B(O) + B(x +y)
zax,y € R, x+y > 0. Uvodenjem funkcije
A(x) := B(x) — B(0), x €eR,

dobivamo
Ax+y) =Ax) + A®») (1.96)

zasve x,y € R, x +y > 0. Sada prosirimo (T.96) na R?. Ako vrijedi x + y < 0, moZzemo
naci r € R takav da vrijedi # + x > 0i ¢+ x + y > 0. Prema (1.96) imamo

A+ Ax+y)=At+x+Yy)
=A(t+x)+A®y)
= A1) + A(x) + A(Y).

Dakle, (1.96) vrijedi za sve x,y € R i A je aditivna funkcija na R. Prema (I.93) i (1.96)

imamo

f(x) = A(ax) + A(-1) + f(—é) + B(0). (1.97)
Iz (T.83) i dobivamo
g(x) = A(=a?x) + A(-1) + f(—é) + B(0) + by + by, (1.98)
te iz (1.79), (T.80), (T.82) i (T.97) slijedi
h(x) = A(ax) + A(=1) + f(—é) + B(0) + by, (1.99)
k(x) = A(ax) + A(=1) + f(—é) + B(0) + b,. (1.100)

Stavimo li da je a = A(=1) + f(~1) + B(0) u (TI7)., (T98), (T.99) i (TI00). dobit cemo
funkcije % i k, odnosno drugi dio rjesenja jednadzbe (GHE) iz teorema Lako provje-
rimo da spomenute funkcije zadovoljavaju (GHE)). Time je dokaz zavrSen. O
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1.4 Pompeiuova funkcijska jednadzba i njezino
poopcenje

Iz poopéene Hossztiove funkcijske jednadzbe slijedi funkcijska jednadZba poznata kao
Pompeiuova funkcijska jednadzba. Podsjetimo se jo§ jednom kako izgleda jednadZzba

(GHE):

Jx+y+axy) +g(xy) = h(x) + k(y), x,y€F.
Ako stavimo @ = 1 te h = k = —g = f, (GHE) postaje
Jx+y+xy)=f0)+ fO)+ fxy), xyeR. (1.101)
Neka je G = R\ {1}. Tada je (G, o) Abelova grupa, pri ¢emu je operacija o definirana sa
xoy=x+y+xy, x,y€G.

Razlika f(xoy) — f(x) — f(y) je funkcija od x, y, nazovimo ju a. Ako je a(x,y) = f(x)f(y),
dobivamo funkcijsku jednadZbu

fx+y+xy) = f)+fO)+ f0)f0), xyeR. (PE)
Dobivena funkcijska jednadzba naziva se Pompeiuova funkcijska jednadzba.

Definicija 1.4.1. Multiplikativna Cauchyjeva funkcijska jednadzba je jednadzba oblika

Jxy) = f)f©)

za sve x,y € R. Svako rjesenje multiplikativne Cauchyjeve funkcijske jednadZbe zvat cemo
multiplikativnom funkcijom.

Definicija 1.4.2. Logaritamskom Cauchyjevom funkcijskom jednadzbom zovemo jednadzbu
oblika

Jxy) = f(x) + f(»)

za sve x,y € R,. Svako rjesenje logaritamske Cauchyjeve funkcijske jednadZbe nazivamo
logaritamskom funkcijom.

Teorem 1.4.3. Ako f: R — R zadovoljava (PE)), tada je
fX)=Mx+1)—-1, xeR,

gdje je M : R — R multiplikativna funkcija.
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Dokaz. Dodajmo 1 na obje strane jednakosti u (PE)) i stavimo
F(x)=1+ f(x).

Tada se (PE) reducira do
Fx+y+xy)=FXx)F().

Sada zamjenom x sa x — 1 i y say — 1, dobivamo
M(xy) = M(x)M(y),
gdje je M(x) = F(x — 1). Dakle, M je multiplikativna i vrijedi

f)=Fx)-1=Mx+1)—-1, xeR.

O
Odredit ¢emo opce rjesenje f, g, p,q,h: R\ {0} — R funkcijske jednadzbe
fx+y+xy) = px)+qQ)+gx)h(y), x,yeR\{0} (1.102)
iopce rjesenje f: R\ {0} — R funkcijske jednadzbe
flax + by +cxy) = f(x) + f(0) + f(O)f(),  x,y € R\{0}. (1.103)
Jednadzbe (1.102)) i (T.T03) su poopéenja Pompeiuove funkcijske jednadzbe (PE).
Za dokaz ¢emo trebati sljedece dvije leme.
Lema 1.4.4. Neka funkcije g, h: R\ {0} — R zadovoljavaju funkcijsku jednadZbu
g(xy) = g(y) + g()h(y) (1.104)
za sve x,y € R\ {0}. Tada vrijedi jedna od sljedecih mogucnosti:
g(x) =0,
h(x) = proizvol jno,
{g(x) = L(x), L: R\ {0} — R logaritamska funkcija, L % 0, (1.105)
h(x) =1, ’

gx)=a[M(x)—-1], M: R\ {0} = R multiplikativna, M # id; « € R, a # 0,
h(x) = M(x).
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Dokaz. Ako je g = 0, tada je h proizvoljna pa dobivamo trivijalno rjeSenje. Pretpostavimo
da g nije nul funkcija. ViSestrukom primjenom (1.104) dobivamo

g(xyz) = g(xy - 2)
= g(2) + g(xy)h(2)
= g(@) + [g(y) + g(X)h(y)]h(z),

a takoder 1
g(xyz) = g(x - yz2)
= g(yz) + g(x)h(yz)
= g(2) + gh(z) + g(x)h(yz).
Slijedi da je

gh(W(2) = g(D)h(yz), x,y,z€R\{0}.

Kako g nije nul funkcija, zaklju¢ujemo
h(yz) = h(y)h(z), y,z€ R\ {0},
paje
h(x) = M(x), xeR\{0},

gdje je M multiplikativna.

Ako je h = M = 1, tada (I.104)) pokazuje da je g = L logaritamska. Pretpostavimo da
jeh =M # 1. Tada zamjenom x i y u (I.104) i usporedbom dobivene jednadzbe sa (I.104),
dobivamo

gWIh(x) — 11 = g(0[hy) — 1].
Kako postoji y, takav da je h(yy) # 1, to gornja jednadZzba daje

g0o)

(x) = ———[h(x) - 1],
S oo -1
odnosno
g(x) = alh(x) — 1] = a(M(x) - 1),
gdje je a konstanta razli¢ita od nule, zbog g # 0. Time je lema dokazana. O

Lema 1.4.5. Opca rjesenja f,g,h: R\ {0} = R funkcijske jednadzbe

Jy) = f(0) + f() + ag(x) + Bh(y) + g(0h(y),  x,y € R\ {0}, (1.106)
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gdje su a i B unaprijed zadane konstante, dana su sa

f(x) = L(x) + af,

g(x) = proizvol jno, (1.107)
h(x) = —a;

f(x0) = L(x) + ap,

8(x) = B, (1.108)

h(x) = proizvol jno;

1
F(x) = Lo(x) + Ech(x) + ap,

g(x) = cLi(x) - B, (1.109)
h(x) = Li(x) — a;

f(x) = L(x) + ys[M(x) — 1] + aB

gx) =yIM(x)-1]-p (1.110)

h(x) =o0[M(x)—1] - a,

pri ¢emu vrijedi sljedece: M: R \ {0} — R je multiplikativno preslikavanje razlicito od
identitete, Ly, Ly, L: R\ {0} — R su logaritamske funkcije i L, nije identicki jednaka nuli,
te ¢, 0,7y su proizvoljne konstante razlicite od nule.

Dokaz. Zamjenom x iy u (1.106) i usporedivanjem s (1.106), dobivamo
[@ + h(WIIB + ()] = [a + A(D)]IB + gW)]. (1.111)

Sada promatramo nekoliko slucajeva.
1. slucaj. Pretpostavimo da vrijedi h(y) = —a za sve y € R \ {0}. Tada iz (I.106) slijedi

fxy) = f(x) + f(y) — ap, (1.112)
paje
f(x) = L(x) + ap, (1.113)

gdje je L: R\ {0} — R logaritamska funkcija. Odatle dobivamo tvrdnju (1.107).
2. slucaj. Pretpostavimo da je g(x) = —3 za svaki x € R\ {0}. Tada iz (1.106)) ponovno

slijede (T.112)) i (I.113)). Odatle dobivamo rjesenje (1.108)).

3. slucaj. Sada pretpostavimo da je h(x) # —a za neki x € R \ {0} 1 g(x) # —f za neki
x € R\ {0}. KoriStenjem (1.106) dobivamo

f(x(y2)) = f(x) + f(yz) + ag(x) + Bh(yz) + g(x)h(yz)

= f(0) + fO) + f(2) + ag(y) + Bh(2)
+ 8Wh(z) + ag(x) + Bh(yz) + g(x)h(yz). (1.114)
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Ponovnim koristenjem ((1.106]) dobivamo

F((xy)2) = flxy) + f(2) + ag(xy) + Bh(z) + g(xy)h(z)
= f(x) + f(y) + f(2) + ag(x) + Bh(y)
+ g(0h(y) + ag(xy) + Bh(z) + g(xy)h(z). (1.115)

Iz (T.1T4) i (T.119) slijedi
[ + h(D)][g(y) — g(xy)] = [B + g(O)][A(y) — h(yz)] (1.116)

zasve x,y € R\ {0}.
Kako je g(x) # —B zaneki x € R\{0}, to postoji x, € R\{0} takav da vrijedi g(xo)+8 # O.
Zamjenom x = x, u (I.1T6) dobivamo

h(yz) = h(y) + [a + h(2)]k(y), (1.117)
gdje je
8(xoy) — 8(y)
k(y) = 2—L—2-2, 1.118

0= +p (1.118)
Stavimo li

Hx) = h(x) + a,
tada postaje

H(yz) = H(y) + H(2)k(y).

Sada primijenimo lemu Kako je h(x) # —a zaneki x € R\ {0}, to H nije nul funkcija.
Preostaju sljedeée dvije mogucnosti:

{H(x) = L(x), L: R\ {0} — R logaritamska funkcija, L # 0,

k(x) =1,
H(x) = 6[M(x)—1], M: R\ {0} - R multiplikativna, M # id;0 € R,6 # 0,
k(x) = M(x).

Podslucaj 3.1. Ako je H logaritamska, a k = 1, tada je
h(x) = Li(x) — a, (1.119)
gdje je L; logaritamska funkcija koja nije identicki jednaka nuli, a
g(xy) = g(x) + 8(y) + 5,

paje
g(x) = Ly(x) - B,
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gdje je L, logaritamska funkcija koja nije identicki jednaka nuli. Uvrstenje u (I.1T1) daje
Li()La(x) = Li(x)La(y).
Kako L; nije nul funkcija, to postoji yo € R \ {0} takav da je L,(yy) # 0. Slijedi

L(yo)
Li(yo)

paje L, = cL, gdje je c konstanta razli¢ita od nule (zbog L, # 0), odnosno

Ly(x) =

Li(x),

g(x) = cLi(x) - B. (1.120)
Primjenom (T.119) i (T.120) na (T.106) dobivamo
Fxy) = fx) + f(y) + cLi(x)Li(y) — ofs. (1.121)
Uvodenjem funkcije
Lo(x) == f(x) - %cL%(x) —ap, (1.122)

uocavamo da se (I.121) reducira do
Lo(xy) = Lo(x) + Lo(y)
zasve x,y € R\ {0}, §j. Ly je logaritamska funkcija, te zbog (I.122)) vrijedi
1
F(0) = Lo(x) + 5eLi(x) + a. (1.123)

Dakle, iz (1.123)), (1.120) i (I.T19) proizlazi tvrdnja (I.109).
Podslucaj 3.2. Ako je

h(x) =0[M(x)—1]—a, k(x)= M(x), (1.124)
gdje je M: R\ {0} — R multiplikativna, M # id;§ € R, ¢ # 0, tada uvrstenje u (I.1T1)) daje
[M(y) — 1B + g(0)] = [M(x) — 11[B + g

S obzirom da postoji yy € R \ {0} sa svojstvom M(y,) # 1, odatle slijedi

B+ 80o)

B+gx) = M(yo) - 1

[M(x) - 1],

odnosno
gx) = y[M(x) - 1] -5, (1.125)
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gdje je y konstanta razli¢ita od nule. Uvrstenje (T.124)) i (1.125)) u (1.106) daje
fQy) = f(x) + f() = aB + yo[M(x) — 1][M(y) — 1]. (1.126)

Uvodenjem funkcije

L(x) := f(x) = yo[M(x) — 1] — af, (1.127)

uo¢avamo da se (1.126)) reducira do
L(xy) = L(x) + L(y)

zasve x,y € R\ {0}, j. L je logaritamska funkcija. KoriStenjem (1.127) dobivamo

f(x) = L(x) + y6[M(x) — 1] + ap. (1.128)
Dakle, (T.128)), (T.124)) i (1.125)) povlacée tvrdnju (I.TT10). Time je lema dokazana. ]
Teorem 1.4.6. Funkcije f,p,q,g,h: R\ {0} = R zadovoljavaju funkcijsku jednadzbu

fx+y+xy) = plx) + Q) + g)h(y) (1.129)

za sve x,y € R\ {0} ako i samo ako vrijedi jedna od sljedecih mogucnosti:

f(x) =Lx+1)+aB+a+b,
p(x) =Lx+1)+aB+b+agx),

qglx) =Lx+1)+a, (1.130)
g(x) = proizvol jno,
h(x) =-a;

f(x) =Lx+1)+aB+a+b,

p(x) =Lx+1)+b,

g(x) =L(x+1)+aB+a+ph(x), (1.131)
gx) =-B,

h(y) = proizvoljno;

f(x) = Lo(x+ 1)+%cL%(x+ )+aB+a+b,

p(x) =Lo(x+ 1)+ 1cLi(x+ 1)+ acL(x+1) +b,

q(x) = Lo(x+ 1)+%cL%(x+ D+pLi(x+1)+a, (1.132)
g(x) =cLix+1)-5,

hix) =Li(x+1)-a,
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f(x) =Lx+1)+yoMx+1)-1]+aB+a+b,

px) =Lx+D)+@+a)yy[Mx+1)—-1]+b,

gx) =Lx+1)+@y+po[Mx+1)-1]+a, (1.133)
gx) =vy[Mx+1)-1]-p,

hix) =06Mx+1)-1]-a;

gdje su M : R\ {0} = R multiplikativno preslikavanje razlicito od identitete, Ly, Ly, L: R\
{0} — R logaritamske funkcije pri emu L, nije identicki jednaka nuli, te ,,v,0,a,b,c
proizvoljne realne konstante.

Dokaz. Najprije u (I.129) stavimo y = 0, a potom i x = 0, da bismo dobili

p(x) = f(x) —a+ ag(x) (1.134)

q(y) = f(y) = b+ ph(y), (1.135)

gdje su a := ¢(0),b := p(0),a := —h(0),8 := —g(0). Primjenom (T.134) i (1.135) na
(T.129)) dobivamo

fx+y+xy) = f(0)+ f(y) —a—b+ag(x) + Bh(y) + g(x)h(y)

zasve x,y € R\ {0}, odakle zamjena x sau — 1 i y sav — 1 te uvodenje funkcija

Fu):=fu-1)—a-b, Gu):=gu-1), Hw):=hu-1)
za svaki u € R\ {0} povlace
Fu)=Fu) + Fv)+aGu) +BHW) + Gw)H(v)
za sve u,v € R\ {0}. Opce rjesenje se sada dobiva iz leme[1.4.5] O

Sljedeci teorem odnosi se na rjeSenje funkcijske jednadzbe (1.103). Jedina konstantna
rjeSenja od (ILI03) su f =01 f = 1.

Teorem 1.4.7. Funkcija f: R — R je rjesenje funkcijske jednadzbe (1.103) ako i samo ako
je f dana sa

M(cx) -1 ako jea=b=0,c # 0,

E(x)-1 ako jea=b=1,c =0,
fo) = .

M(cx+1)—-1 akojea=b=1,c#0,

k inace,

gdje je M: R — R multiplikativna, E: R — R eksponencijalna funkcija i k konstanta koja
zadovoljava jednakost k(k + 1) = 0.
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Dokaz. Zamjenom x = 0 = y u (I.103)) dobivamo

FOLfO) +1] =0.

Dakle, ili je f(0) = 01ili f(0) = —1. Promotrimo dva slucaja.
1. slucaj. Pretpostavimo da je f(0) = —1. Tada uvrstavanjem x = 0 u (I1.103)) dobivamo

f(by) = —1.

Akoje b # 0, tada je f = —1. Neka je sada b = c. Stavimo li u (I.103) da je y = 0, ponovno
dobivamo f = —-1zaa # 0.
Pretpostavimo da vrijedi a = b = 0. Ako je ¢ takoder nula, tada se (I.107) reducira do

I+ N+ f(»)) =0

jerje f(0) = —1, paje f = —1 konstantna funkcija. Prema tome, pretpostavimo da je ¢ # 0.
Tada zamjenom x sa o ysa Y (I.103) dobivamo
c c

M(xy) = M(x)M(y), (1.136)
gdje je

M) = 1 +f(§). (1.137)
Stoga vrijedi

f(x) = M(cex) - 1, (1.138)

gdje je M: R — R multiplikativna. Dakle, (I.138)) je rjesenje od (I.1I03) uza = b =01i
c#0.

2. slucaj. Pretpostavimo da je f(0) = 0. Stavimo da je a = 0. Tada umetanjem y = 0
u (I.103)) dobivamo f = 0. Sada pretpostavimo da je a # 0. Sli¢no, b = 0 vodi do f = 0.
Neka je a # 01 b # 0. Stavimo li prvo x = 0, a potom y = 0, u (I.103), dobit éemo

fby) = f(y) (1.139)
1
flax) = f(x) (1.140)
zbog Cega (I.103)) postaje
flax + by + cxy) = f(ax) + f(by) + f(ax)f(Dy) (1.141)

zasve x,y € R.
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Pretpostavimo da je ¢ = 0. Tada zamjenom x sa o ysa % u ([.T141)) dobivamo
a
E(x+y) = E(x)E(y), (1.142)

gdjeje E: R — R, dano sa
E(x) =1+ f(x), (1.143)

eksponencijalno preslikavanje. Uvrstenje u (1.103)) daje
E(ax + by) = E(x)E(y),

odnosno, zbog (1.142),
E(ax+ by) = E(x + ). (1.144)

Posebno, za y = —x dobivamo
E((a—-b)x) =1.

Ako je a # b, tada je E konstantno preslikavanje, pa je i f konstantna (nul) funkcija. Neka
je sada a = b. 1z (1.144) slijedi

E(a(x +y)) = E(x +y),

odnosno
E(ax) = E(x).

Sada iz (I.142) slijedi
E((a-1)x) = E(ax —x) = E(ax)E(—x) = E(x)E(—x) = E(x— x) = E(0) = 1.

Ako je a # 1, tada je E konstantna funkcija, pa je i f konstantna funkcija i to nul funkcija.
Zaa=b=1ic=0je f(x) = E(x) — 1. Na kraju, neka je a # 0,b # 01ic # 0. Neka je
@ = é. Zamijenimo li x sa % iysa ol (I.141), dobit éemo

F(x+y+xy) = F()F(y), (1.145)
gdje je

Flx) =1 +f(f). (1.146)
a
Zamjena xsax — 1iysay—1u (1.145) povlaci
M(xy) = M(x)M(y),

gdje je M multiplikativna te
M(x)=F(x—-1). (1.147)
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Stoga, prema (1.146)) vrijedi
f(x) = F(ax) - 1,

aiz slijedi
f(x)=M{ +ax) - 1. (1.148)

Uvrstenje u (1.103) daje

M(1 + aax + bay + caxy) = M(1 + ax)M(a + ay).

e ) X, y ) ) . c .
Zamijenimo li x sa — 1y sa = te uzmemo li u obzir da je — = ab, dobivamo
a a a

M +ax)M(1 + by) = M(1 + x)M(1 + y).
Uvrstimo 1i x = 0, odnosno y = 0, zaklju¢ujemo
M(1 +x)=M(1 +ax) = M + bx). (1.149)

Primijetimo da je M(1) # O jer bi inace M bila nul funkcijai f = —1. Zamjenom x sa x — 1

u (I.149) dobivamo

M(x) = M(1 + a(x — 1))
odakle slijedi

1—a+ax
X

kada je x # 0.
a—1

Pretpostavimo da je a # 1. Zamijenimo li x sa , dobit ¢emo

a—x

M(x) =1
za x # a. Isto tako, ako je b # 0, dobivamo
M(x) =1

za x # b. Dakle, M(x) = 1 za svaki x, odakle slijedi da je f konstantna. Inatejea = b = 1.
Tada iz (I.149) dobivamo
f(x) =M1 +cx)—1, (1.150)

gdje je M : R — R multiplikativna. Time je teorem dokazan. O



Poglavlje 2

Stabilnost Hossziove funkcijske
jednadzbe

2.1 Stabilnost Cauchyjeve funkcijske jednadzbe

U ovom poglavlju dokazat ¢emo stabilnost Hosszuove funkcijske jednadzbe (HE)) i1 nje-
zinog poopcenja (GHE)). No, prije toga ¢emo dokazati stabilnost aditivne Cauchyjeve funk-
cijske jednadZbe.

Definicija 2.1.1. Neka je f: R — R funkcija koja zadovoljava jednadZbu
fx+y) = f0)+f)

za sve x,y € R. Ovu jednadzbu nazivamo aditivnom Cauchyjevom funkcijskom jednadZbom,
a svako njezino rjeSenje aditivnom funkcijom.

Teorem 2.1.2. Ako je f: R — R realna funkcija koja zadovoljava
lf(x+y) = f) —fOI< 6

zaneki 6 > 01 za sve x,y € R, onda postoji jedinstvena aditivna funkcija A: R — R takva
da vrijedi
lf(x) —AX)| < 6

za svaki x € R.

Dokaz. Neka je f: R — R realna funkcija za koju vrijedi
lf(x+y) = f0) = fI<6 2.1)

za sve x,y € Rineki 6 > 0. Da bismo dokazali ovaj teorem treba dokazati:

30
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2l’l
1. (f(znx)) je Cauchyjev niz za svaki fiksni x € R;
2. ako vrijedi
2}’1
AGx) = Tim 24 ZHX),

tada je A aditivna na R;
3. A zadovoljava |f(x) — A(x)| < d zax € R;
4. A je jedinstvena.

Stavimo li y = x u (2.1, imamo
lf(2x) - 2f (0l < 6
za svaki x € R. Zamijenimo li x sa 2¢"!x, k € N, dobivamo
|F2%) - 2f (20| < 6

za svaki x € R1k € N. Odatle slijedi

2k
= 2

1 1
2,5 @0 —27@ 0l < ) 56
k=1

odnosno

> % |fQ@Fx) - 2 £ )| < 5(1 - i).

k=1 2"
Zbog nejednakosti trokuta (2.4) povlaci

n

L@t - 2724w
2

k=1

1
<s(1-=|,
=)

1
<S|1-=
=)

odnosno

1
/@) = f()

zasvakixeRin e N.

31

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)
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Akojen > m > 0,tada je n —m € N, pa u (2.5) moZemo n zamijeniti sa n — m kako

bismo dobili @y .
<61 - .
| ( 2n—m)

2n m
5 1 1
2m 2n

611
om - on ]’

11
———]50
=3

. . .1 .
MnoZenjem ove nejednakosti sa T dobivamo

'f(2”""x) G
om |

za svaki x € R. Sada zamjena x sa 2" x daje

f@) _fem|
2n 2m

Pustimo li da m — oo, tada

iz Cega proizlazi

@ fem)

m—oco n 2m ’
Dakle,

f2'x)
20 )
je Cauchyjev niz u R, pa je i konvergentan. Definirajmo funkciju A: R — R sa
2}1
AG) = lim L > 2 (2.6)

Sada dokazimo da je A aditivna. Promotrimo

‘ (f(2”(x +y)  f2') f(2”y))‘

JA(x +y) - A(x) — Al = o >

= Jlim - @+ ) - @t - )
1
= lim - 1f2"x+ 2') - f2) ~ @)

< lim —

n—oo 2N

=0.
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Slijedi
zasve x,y € R.

Preostaje dokazati

Zbog (2.5)) vrijedi

QOdatle dobivamo

za svaki x € R.

A(x +y) = Ax) + A(y)

|A(x) = fF(0)] < 6.

fQ)
n

fQ2'x)
2n

4G - 0] = Jlim 1)

—f(X)‘

= lim ‘
< limof1 !
n—oo 2"

= 0.

|A(x) = f(OI <6

33

Konac¢no, dokazimo da je takvo preslikavanje A jedinstveno. Pretpostavimo li suprotno,
tada postoji aditivna funkcija B: R — R sa istim svojstvom. To¢nije, vrijedi

|B(x) = f(0I <6

za svaki x € R. Primijetimo da je tada

|B(x) = A(x)| = [B(x) = f(x) + f(x) = A(x)|

< IB(x) = f(Ol + [f(x) — A(x)|
=040 =20

Nadalje, kako su A i B aditivna preslikavanja, imamo

AG) — B()| = nArfx) B an(x)
_ 'A(nx) B B(nx)
n n
= l|A(nx) — B(nx)|

= )

n
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zasvakin € N, pa je
26
|A(x) — B(x)| < lim — =0,
n—oo n

1 konacno,
A(x) = B(x),

za svaki x € R. ZakljuCujemo da je A aditivno preslikavanje ¢ime je teorem dokazan. O

2.2 Stabilnost funkcijskih jednadzbi (HE) i (GHE)

Teorem 2.2.1. Pretpostavimo da funkcija f: R — R zadovoljava nejednakost

fx+y—xy)+ flxy) — f(x) - fDI <6 (2.7)
za sve x,y € Rte & > 0. Tada postoji jedinstvena aditivna funkcija A: R — R takva da
vrijedi

lf(x) —Ax) + A(D) - f(DI <96 (2.8)

za sve x,y € R.

1
Dokaz. Uzmimo x € R\ {0} te uvedimo supstituciju y = — u (2.7)) da bismo dobili sljedece:
X

‘f(x+l—1)+f(1)—f(x)—f(l) <0 (2.9)
X X

1
Nadalje, zamijenimo li x sa xy iy sa — u (2.7)), dobivamo
X

< 0. (2.10)

lf(y) - flxy) - f(l) + f(xy 41 —y)
X X
Iz 27), 2.9) i (2.10) dobivamo

1 1
f(x+y—Xy)+f(xy+;—y)—f(ﬂ;—l)—f(l)‘

1 1
<|fx+y—xy) = f(0) = fO) + fO)l + | f) +f(xy 2 —y) - f(xy) —f(;)‘

+

f(l)+f(x)—f(l)—f(x+l—1)‘
X X
< 30.
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Ako stavimo
1
Z=X+y— Xy, t=xy+——-y,
X
tada je
1
X+ —-—=z+1
X
Dakle, za z + ¢ > 2 postoje x 1y takvi da vrijedi

. Z—Xx
x>1 1 y= .
1 —x
Stoga vrijedi
f@+f(O) - fz+r=1 - f(DI<36 (2.11)

zaz+1t > 2. Uzmimo da je g(z) = f(z+ 1) — f(1) za svaki z € R. Ako u (2.11)) zamijenimo
zsaz+ 1litsat+ 1, dobivamo

lg(z) + g(t) —g(z+ 1) <306 (2.12)
za sve z,t € R za koje vrijedi z + ¢t > 0. U slucaju kada je z + ¢t < 0, moZemo odabrati s
takav da vrijedi

z+t+s>0 1 t+s>0.

Tada imamo

2

lgz+1)+g(s)—glz+t+s)<3
g+ ) —g(H) —g($)| <3
lgz+1+s5)—g@)—gt+s)<3

0.
0.
Odnosno, vrijedi

lg(z+1) - g(2) — g <96

za sve z,t € R. Zbog teorema [2.1.2] zakljuCujemo da postoji jedinstveno aditivno preslika-
vanje A: R — R takvo da vrijedi

lg(x) —A(x)| <96
za svaki x € R. Kako je g(x) = f(x + 1) — f(1) za svaki x € R, slijedi
If(x+ 1) = f(1) = A(x)| < 96,

paje
If(x)—f(1)-Ax-1) <96
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1 konacno, zbog aditivnosti funkcije A,
lf(x) = f(1) = A(x) + A(D] < 96
za svaki x € R. Time je teorem dokazan. O

Teorem 2.2.2. Ako funkcija f: R — R zadovoljava nejednakost

fy) + flx+y) = fy+x) = fDI<6 (2.13)

zaneki 6 > 01isve x,y € R, tada postoji jedinstvena aditivna funkcija A: R — R i realna
konstanta b := f(0) takva da vrijedi

[f(x) —A(x)—b| <126 (2.14)
za svaki x € R.
Dokaz. Zamijenimo li u (2.14) y say + 1, imamo
lfxy+x)+ fx+y+ 1D —flxy+2x)— fy+ 1| <0 (2.15)
zasvex,y e R. Iz 2.13) i dobivamo

fCy) + fx+y) + flx+y+ 1) = f(y) = fxy +2x0) = f(y + D
< fQy) + fx+y) = flay +0) = fO)
+Hf(y+0) + fx+y+1) = flxy +2x) = f(y + D)
<26 (2.16)

za sve x,y € R. Zamjena x sa g iysa2yu(2.17) potom daje

£G) + £ (5 +20)+ £ (5 + 204 1) = £ = flay 400 = f@y + DI < 26
Iz (2.13) i posljednje nejednakosti dobivamo
\f(g #2)+ (54204 1) = et = F@0) - FCy+ D + )

- ‘f(xy) sf(5 ) (B r1)- s - f@ 0 -fer e o)

—[fCy) + fx+y) = fly +x) = fO)]|
<36
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za sve x,y € R. Ako u (2.18) zamijenimo x sa x — y, dobit ¢emo

x 3y x 3y
f(i'l'?)'i‘f(i'l‘?-i'l) —f(.X)—

Nadalje, ako u zadnjoj nejednakosti umjesto y stavimo %, imamo

o33 s o(3)-(31) o

Definirajmo funkcije g,h: R — R sa

8(x) =f(?)+f(%x - 1)—f(§), h(x) :f(§)+f(§ n 1)

zasve x,y € R. Iz (2.19) i (2.20) slijedi
lh(x +y) = f(x) — g < 36
za sve x,y € R. Stavimo li y = 0 u (2.21)), dobivamo
h(x) = f(x) — g(0)] <36
za sve x,y € R. Stavimo li pak x = 0 u (2.21), dobit ¢emo
h(y) = f(0) = gl < 36
za sve x,y € R. Definiraymo sada funkcije
F(x) = f(x) = f(0), G(x)=g(x)—g(0), H(x)=h(x) - f(0)-g)
za svaki x € R. 1z 2.21)), (2.22)), (2.23) i (2.24) proizlazi
|H(x +y) = H(x) = Hy)| = |h(x + y) = h(x) = h(y) + f(0) + g(0)|

|h(x +y) = f(x) = gWI + [f(x) = A(x) + g(O)] + [g(y) = h(y) + f(O)]
96

< 36.

V/ AN\

zasve x,y € R. Uzmemo li u obzir teorem [2.1.2} vrijedi

|H(x) — A(x)| < 96

37

(2.18)

(2.19)

(2.20)

2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

gdje je A: R — R jedinstvena aditivna funkcija. 1z (2.22), (2.24) i (2.23) slijedi nejedna-

kost

lf(x) = f(0) = A()| < |f(x) + g(0) = h(x)] + |A(x) = f(0) - g(0) = A(x)|

= |f(x) + g(0) = A(x)| + |H(x) — A(x)|
< 126

za svaki x € R. Umetanje b = f(0) u prethodnu nejednakost sada daje (2.14).
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U sljede¢em teoremu dokazat ¢emo stabilnost funkcijske jednadzbe f(x +y — ax) —
g(xy) = h(x) + k() u sluaju kada je a = 0.

Teorem 2.2.3. Ako funkcije f,g,h,k: R — R zadovoljavaju funkcijsku nejednadZbu

[f(x+y) = glxy) = h(x) —k(y)| < 6 (2.27)

za neki 6 > 0 za sve x,y € R, tada postoje jedinstvene aditivne funkcije Aj,A,: R — R
takve da za sve x € R vrijedi

lg(x) = 2A1(x) — 2| < 1089,

117
£ = A = Ax() - 61| < —-6,

119
() = A1) = Ax(x) = 63| < =6,

119
k) = A1) = Ax(x) = 6] < —= 6,

gdje su 0y, 0,, 03, 04 realne konstante za koje vrijedi nejednakost |01 — 6, — 03 — 94| <

NS

Dokaz. Stavimo li da je x = 0 u (2.27)), dobivamo
f ) — k() = b1l < 6 (2.28)
gdje je by = g(0) + h(0). Umetanjem y = 0 u (2.27), dobit ¢emo
lf(x) = h(x) = ba| <6, (2.29)
gdje je b, = g(0) + k(0). Konacno, stavimo li da vrijedi x = 0iy = 0 u (2.27)), dobivamo
1£(0) = g(0) = A(0) — k(0)| < 6. (2.30)
Koristenjem (2.27), (2.28) i (2.29), vidimo da vrijedi sljedece:

|f(x+y)—glxy) — f(x) = f(y) + b1 + Dy
= |f(x+y) — g(xy) — h(x) = k(y) + h(x) — f(x) + by + k(y) — f(y) + bi|
< |f(x+y) = glxy) — h(x) = k)| + [h(x) = f(x) + by| + [k(y) — f(¥) + by
< 36.

Dakle, imamo
lf(x+y) = glxy) = f(0) = fO) + b1+ ba| <36 (2.31)
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za sve x,y € R. Definirajmo

¢(x) = f(x) — by — by. (2.32)
Umetnemo li (2.32)) u nejednakost (2.31), imamo
l¢(x +y) — g(xy) = ¢(x) — p(Y)| < 36 (2.33)

za sve x,y € R. Iz (2.33)) uoavamo da vrijedi

lp(x +y+2)— glxz +yz) — p(x +y) — d(2)| < 36, (2.34)
lp(x +y +2) — g(xy + x2) — dp(x) — p(y + 2)| < 36, (2.35)
lp(y +2) — g(yz) — ¢(¥) — #(2)| < 36. (2.36)
Sada koriStenjem (2.33), (2.34)), (2.35) i (2.36)), dobivamo
lg(xy + x2) + g(yz) — g(xy) — g(xz + y2)|
= lp(x +y) — g(xy) — ¢(x) — p(W)| + |p(x + y + 2) — g(xz + yz) — Pp(x + y) — #(2)|

+p(x) + ¢(y + 2) + g(xy + x2) — d(x + y + 2)| + [p(Y) + #(2) + g(yz) — d(y + 2)|
<126

odnosno
lg(xy + x2) + g(y2) — g(xy) — g(xz + y2)l < 126 (2.37)
zasve x,y,z € R. Stavimo li z = 1 u (2.37)), dobivamo
lg(xy +x) +8(y) — g(xy) —g(x + I < 126
zasve x,y € R. Zbog teorema moZemo pisati
lg(x) — A(x) — 6,] < 1086, (2.38)

gdje je A: R — R jedinstveno aditivno preslikavanje 1 6, = g(0). Sada zamjenom A = 24,
u ([2.38), pri ¢emu je A; jedinstveno aditivno preslikavanje jedinstveno odredeno sa A,
dobivamo

lg(x) —2A1(x) — 65| < 1086 (2.39)
za svaki x € R. Umetanjem y = —x u (2.33), dobit ¢emo
|#(0) — g(=x)* = p(x) — ¢(—x)| < 36 (2.40)

za svaki x € R. Zatim iz (2.39) i (2.40) slijedi

|6(x) + B(—x) = 24,(x7) + g(0) — $(0)|
< J(x) + (=) + g(—=x*) = (0)] + |g(—x) — 24, (—=x") — g(0)|
<
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Stoga, vrijedi

|6(x) + p(—x) — 2A,(x*) + g(0) — $(0)| < 1116 (2.41)
za svaki x € R. Zamijenimo li x sa —x iy sa —y u (2.33), dobit ¢emo
lp(=(x + ) = 8(xy) — (%) — d(—y) < 36 (2.42)

zasve x,y € R. Iz (2.33) i (2.41)) uocavamo da vrijedi

[p(x +y) — p(—(x +¥)) — $(x) + ¢(—x) — $(y) + S(—y)I
< p(x +y) — g(xy) — d(x) — d(Y)| + |Pp(—x) + d(—y) + g(xy) — p(—(x + y))I
< 66.

Definirajmo funkciju F': R — R sa
F(x) = ¢(x) = ¢(=x) (2.43)
za svaki x € R 1 primijenimo je u posljednjoj nejednakosti da bismo dobili
[F(x+y)—F(x)— F()| <66

za sve x,y € R. Prema teoremu [2.1.2] postoji jedinstvena aditivna funkcija Ap: R — R
takva da vrijedi
|F(x) — Ap(x) < 66 (2.44)

za svaki x € R. Uzmemo li u (2.44) da vrijedi Ay = 2A,, pri ¢emu je A;: R — R aditivno
preslikavanje, a potom iskoristimo i (2.43)), dobit éemo

l¢(x) — p(—x) — 2A,(x)| < 66 (2.45)
za svaki x € R. Uo¢imo da iz (2.41)) i (2.45) slijedi

26(x) = 24, (x%) = 245(x) + g(0) — $(0)
|(x) + B(—x) — 24,(x%) + g(0) — $(0)] + |p(x) — P(—x) — 2A5(x)|

<
<1176

za svaki x € R. Odatle dobivamo

117

1
‘¢(X) — A1 (¥%) = Ay(x) + 3 [8(0) — ¢(O)]| < - 0 (2.46)

Kako je ¢(x) = f(x) — by — by = f(x) — 2g(0) — h(0) — k(0), iz nejednakosti (Z46) slijedi

117
[F(0) = A1) = Aa() = 61 < —= 6, (2.47)
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1
gdje je 6; = 5 [£(0) + g(0) + h(0) + k(0)] . Jedinstvenost preslikavanja A,, koje zadovo-
ljava nejednakost (2.47), lako se dokaze.

Potom, iz (2.28)) i (2.47) primjecujemo da slijedi

|k(x) = A1(:x) = Ay(x) + by — 64
< [k(x) = f(x) + byl + | f(x) = A () = Ax(x) = 64
119
<—90
2
za svaki x € R. Stoga vrijedi

119
k() = A1 () = Aa() = 64| < —= 6,

1
gdjejedy = by — 6, = 5 [£(0) — g(0) — h(0) + k(0)] . Konacno, koriStenjem (2.29) i (2.47),
uoCavamo sljedece:

|n(x) = A1) = Ax(x) + by — 6

<R = () + bal + [f(0) = A1 () = Ax(x) - 6

119
<—96
2

za svaki x € R. Dakle, slijedi

119
200 = A1) = Ax(x) = &3] < —= 6,

1
gdje je 63 = by — 6, = 5 [£(0) — g(0) + h(0) — k(0)] . Pogledamo 1i nejednakost (2.30),
uocavamo da konstante 0, 9,, 03 1 94 zadovoljavaju

N >

1
101 = 62 = 63 = 64l = 7 1£(0) = 8(0) = h(0) - k(O)] <

Ovime smo dokazali teorem. m]
U sljedec¢em teoremu éemo promotriti stabilnost funkcijske jednadzbe (GHE) za « # 0.

Teorem 2.2.4. Ako funkcije f, g, h,k: R — R zadovoljavaju funkcijsku nejednadzbu

lf(x +y = axy) + g(xy) = h(x) = k(DI < 6 (2.48)
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za neki 6 > 0 za sve x,y € R, tada postoji jedinstvena aditivna funkcija A: R — R takva
da za sve x € R vrijedi

lf(x) — Alax) — dl
|h(x) — A(ax) —a — by|
lk(x) — A(ax) —a — by

54
55
55
|g(x) A@*x)—a—-b, - b2| 57

<
<
<
<
. 1 :

gdje sua = f(a) —A(l), by = g(0) — k(0) i b, = g(0) — h(0).
Dokaz. Stavimo li da je y = 0 u (2.48)), dobivamo

|f(x) —h(x)+by| <O (2.49)
gdje je by = g(0) — k(0). Potom stavimo x = 0 u (2.48)) da bismo dobili

lf ) = k() + ba <6 (2.50)
gdje je b, = g(0) — h(0). Sada koristenjem (2.48)), (2.49)) i (2.50) dobivamo

lf(x +y = axy) + gxy) = f(x) = f(y) = by = Dy
= f(x+y —axy) + g(xy) = h(x) = k(y) + h(x) = f(x) = by + k(y) = () = b
S f(x+y —axy) + 8(xy) = h(x) = k()| + |h(x) = f(x) = bi| + [k(y) = f(¥) = b2
<36

Dakle, vrijedi
lf(x+y —axy) + g(xy) = f(x) = f(y) = by = by < 36. (2.51)

1
Kako je @ # 0, moZemo uvesti supstituciju y = — u (2.51)) kojom dobivamo
a

'g(f)—f(x) — by — by <36 (2.52)
@
za svaki x € R. Zamjena x sa ax u (2.52)) potom daje

lg(x) — flax) —by —ba| <36 (2.53)
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za svaki x € R. Iz (2.52) i (2.53)) dobivamo

|f(x +y —axy) + flaxy) — f(x) = ()
= f(x+y—axy) +gxy) — f(x) = f(y) — b1 — by + flaxy) — g(xy) + by + by
<|f(x+y—axy) +glxy) — f(x) = f() — b1 — bl

+|f(axy) — g(xy) + by + by
< 66.

Prema tome, vrijedi
lf(x+y—axy) + flaxy) - f(x) — f()I <66 (2.54)

. X . . . .
za sve x,y € R. Umetanjem — umjesto x i Y umjesto y u (2.54)), dobivamo
a a

) (2 o) oo e
Uvedemo li funkciju y: R — R definiranu sa
Y(x) = f (C—i) x€R, (2.56)

i primijenimo je na (2.53]), uocit é¢emo da vrijedi

W(x +y— xy) +¥(xy) —(x) =y <60

za sve x,y € R. Dakle, prema teoremu postoji jedinstveno aditivno preslikavanje
A: R — R takvo da za sve x € R vrijedi

[ (x) — A(x) —al < 546, (2.57)
gdje je a = y(1) — A(1). Potom iz (2.56)) i (2.57) primjecujemo da slijedi
If(x) = Alax) — al < 546, (2.58)

1
o

gdje jea = f( ) - A(1). Iz (2.49) i (2.58) zatim dobivamo

|h(x) — A(ax) —a — by|

< 1h(x) = f(x) = bl + |f(x) — Alex) — 4
<556
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za svaki x € R. Sli¢no, iz (2.50) 1 (2.58) slijedi

|k(x) — Alax) —a — b,

< k(x) = f(x) = bl + | f(x) — Aax) —df
< 556.

Konacno, zbog (2.53) i (2.58)) vrijedi
|s(x) — A(@*x) — a — by — by
<18(0) — f(ax) — by — ba| + |f(@x) - A(@?x) - d
< 576.

Time je teorem dokazan. O

2.3 O Hosszu-Jensenovoj funkcijskoj jednadzbi

Na kraju ¢emo promotriti jo§ jedan zanimljiv rezultat u kojemu se u vezu dovode lijeva
strana jednadzbe (HE) i desna strana jednadzbe (JE), odnosno promotrit ¢emo sljedecu
funkcijsku jednadzbu:

xX+y

frry=a+ fa =2f(5F). xyeRr, (H))

Teorem 2.3.1. Neka su zadane realna konstanta 6 > 0 i realna funkcija realne varijable g
koje zadovoljavaju nejednakost

<0

g0ty — )+ g0o) - 2¢ (2

za sve x,y € R. Tada postoji aditivna funkcija a: R — R takva da za svaki x € R vrijedi

17
lg(x) — a(x) — g(0)] < 76.

Dokaz. Neka su zadane fiksna konstanta ¢ > 0 1 funkcija g: R — R. Promotrimo nejedna-
kost

x—”) <5 xyeR (2.59)

2
Najprije pretpostavimo da je g(0) = 0. Oznacimo sa g* i g~ parni i neparni dio od g,
odnosno

glx+y—xy)+gxy) - Zg(

_ 80 +g(=x)

_ 8 —g(=x)
e _

g (x): g (x): 5 , eR.
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Zamjenom y = —x u dobivamo
g +g(-x))| < 6, x€R,
odakle slijedi da je g* omedena funkcija:
|g+(x)| < %5, x€R.

Zbog (2.59) 1 (2.60)) te jednakosti g~ (x) = 2g(x) — g*(x), x € R, vrijedi

x+y)
2

g‘(X+y—xy)+g‘(xy)—2g‘( <46, x,yeR.

Tada za sve u € Riv < 0 kvadratna jednadZzba
X-u+vx+v=0
ima to¢no dva realna rjeSenja x i y koja zadovoljavaju sljedece uvjete:
X+y=u+v i xy=nw.

Stoga vrijedi

<46, ueR,v<O.

g +gm-2¢ ()

Uzmimo proizvoljne u € Riv > 0. Zbog (2.62) i neparnosti od g~ dobivamo

_ _ _(u+v _(—u-—v _ _
e+ -2 () = () - g cw-g on| <40
Slijedi da nejednakost (2.62)) vrijedi za sve u,v € R. Umetanje v = 01 u = 2x daje
(2
‘g (Zx) -g (x)<26, xekR.
. . X . .
Stavimo li 3 umjesto x, imamo
_ (X
‘g (x) —2g (E) <49, xeR.
Gornja nejednakost, zajedno sa (2.63), daje
_ _ _ _ _(u+v _ _ _
e —g w0 - g 0] < g w26 (52| + g+ g0 - 26

<46+46
=84.

u+v

45

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

)
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Prema teoremu [2.1.2| postoji jedinstvena aditivna funkcija a: R — R sa svojstvom

g7 () —a(x)| <86, xeR.

Sada je
() = a()l = [g" () + &~ () = a(x)|
<lg" )| +]g" (0 — ax)|
1
< —
26+86
17
=5 0.
Ako je g(0) # 0, gledamo funkciju x — g(x) — g(0) umjesto g. O

Korolar 2.3.2. Neka je g: R — R funkcija koja zadovoljava sljedecu jednadzbu

xX+y

g0y =) + gla) = 2¢(22),

za sve x,y € R. Tada postoji aditivna funkcija a: R — R takva da za svaki x € R vrijedi

g(x) = a(x) + g(0).

Kako smo dokazali da je rjeSenje funkcijske jednadzbe (HJ), kao i u slu¢ajevima (HE))
i (JE), takoder funkcija oblika f(x) = A(x) + a, pri ¢emu je A aditivna funkcija i a realna
konstanta, zakljucujemo da su sve tri spomenute funkcijske jednadzbe medusobno ekviva-
lentne.
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Sazetak

Hossztova funkcijska jednadZba je jednadzba oblika

fx+y—xy)+ f(xy) = f(0)+ f(), xyeR.

Glavninu ovog rada predstavlja rjeSenje Hosszdove funkcijske jednadZzbe i dokaz njezine
stabilnosti, te rjeSenje i stabilnost njezine poopéene varijante

f(x+y—axy) +g(xy) = h(x) + k(y), x,y€R.
Dokazano je da je svako rjeSenje Hossziove funkcijske jednadzbe oblika
f(x) =A) +a,

pri ¢emu je A aditivno preslikavanje i a realna konstanta. Pored toga prikazana je i veza Ho-
sszuove funkcijske jednadzbe s nekim drugim poznatim funkcijskim jednadZzbama. Kon-
kretno, dan je dokaz ekvivalentnosti Hosszuove i Jensenove funkcijske jednadzbe te Ho-
sszdove 1 tzv. Hosszi-Jensenove funkcijske jednadZbe.



Summary

Hosszu functional equation is an equation of the form

fx+y—xy)+ f(xy) = f(0)+ f), xyeR.

The main goal of this thesis is to present the solution of the Hosszi functional equation
and the proof of its stability, as well as the solution and stability of its generalization, the
functional equation

fx+y—axy) +glxy) = h(x) + k(y), x,y€R.
It is proved that every solution of the Hosszu functional equation is of the form
f(x) =A) +a,

where A is an additive function and a is an arbitrary constant. Furthermore, relations to
some other well-known functional equations have also been mentioned. Specifically, a
proof of the equivalency of the Hosszu and the Jensen functional equation is also presen-
ted, as well as the equivalency of the Hosszd and the so-called Hosszi-Jensen functional
equation.
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